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SYNTOPOGENE HALBGRUPPEN

A. CSASZAR

Budapest

Topologische Halbgruppen und insbesondere topologische Gruppen wurden
seit langer Zeit ausfithrlich untersucht; in der Theorie der letzteren spielen auch
gewisse uniforme Strukturen eine wesentliche Rolle. Da der Begriff der syntopogenen
Struktur [1] eine gemeinsame Verallgemeinerung der Begriffe von Topologie und
uniformer Struktur (sowie von anderen Strukturen) darstellt, ist es natiirlich solche
Gruppen und Halbgruppen zu untersuchen, die mit einer syntopogenen Struktur
versehen sind, die — selbstverstiandlich — in einer gewissen Weise mit der algebrai-
schen Struktur vertréglich ist. Fiir Terminologie und Notation verweisen wir auf [1].

Im folgenden bezeichnet E eine (multiplikativ geschriebene) Halbgruppe mit
Einselement e und % eine syntopogene Struktur ([1], S. 71) auf E..& heisst linkstetig,
wenn die Links- Translationen o,(x) = ax fir a € E (&, %)-stetig ([ 1], S. 116) sind. &
heisst gleichgradig linksstetig, wenn es zu < €% ein von a € E unabhingiges <, e
gibt mit A < B= 0, '(4) <, o, '(B). & heisst linksinvariant, wenn diese Bedingung
mit <; = < erfiillt ist. Die dualen Begriffe werden mit Hilfe der Rechts-Transla-
tionen J,(x) = xa erklért. Zu beliebigem & gibt es unter den links- (rechts-) invarian-
ten syntopogenen Strukturen, feineren ([1], S. 23) als &, eine grébste #7(7); & ist
genau dann gleichgradig links- (rechts-) stetig, wenn & ~ %° (¥ ~ F?). ¥ = 5%
ist die grobste unter den links- und rechtsinvarianten syntopogenen Strukturen
feineren als &; & ist genau dann gleichgradig links- und rechtsstetig, wenn & ~ &°°.

Am wichtigsten ist freilich der Fall, wo n(x, y) = xy als Funktion beider Veri-
derlichen stetig ist. Die Bedingung der (& x &, )-Stetigkeit ([1], S. 129) wiire zu
streng, sie wiirde z. B. im Fall einer topologischen Gruppe nicht immer erfillt.
Deshalb nennen wir & “stetig, wobei “ eine elementare Operation ([1], S. 80) be-
zeichnet, wenn & = &* und 7 (& x &), &)-stetig ist. Triflt diese Bedingung fiir eine
Operation ¢ zu, so ist &% gleichgradig links- und rechtsstetig. Einfache Uberlegungen
zeigen, dass nur die Fille “ = *([1], S. 80) und * = ?([1], S. 41) von Bedeutung sind.

Ist nun & '~ oder P-stetig, so definieren wir fir < €& den Filter B(<) =
= {V:e < V}. Das System Z = Z(¥)= {B(<): <e} ist ein System von
Filtern auf E mit folgenden Eigenschaften: (X,) Ve8BeZ=ceecV; (X,) Zu
B,, B, e = gibt es einen Filter ByeZ mit B; U B, = B;; (X3) Zu Be=
gehort ein B, € £ mit der Eigenschaft, dass aus Ve B die Existenz von V; € B,
folgt mit V7 < V. Ist umgekehrt = ein den Bedingungen (X,), (X,), (X5) geni-
gendes Filtersystem, so erkldrt man eine linksinvariante syntopogene Struktur .
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Sz = {<g:BekZ}, wobei 4 < B genau dann gilt, wenn AV = B mit geeignetem
Ve B besteht. Setzt man noch U = U(Z) = Y{B : Be =}, so erhilt man einen
Filter W mit den Eigenschaften: (U;)Ue U =eeU; (U,) Ue U= Ui = U mit
geeignetem U, e . Mit Hilfe eines solchen Filters U erhélt man eine biperfekte ([1],
S. 72) linksinvariante syntopogene Struktur &y, = {<, : U e U}, wobei 4 <y, B <
< AU < B. s gilt #yz) < &z < P ([1], S. 83).

Es sei nun insbesondere E eine Gruppe. & = &? ist genau dann P-stetig, wenn
& ~ L, wobei Z (Xy), (X,), (X3) und (X,) erfiillt. Hier bedeutet (X,): Zu Be £
gehort B, e Z mit xVx ™' € B fiir Ve B, x € E.¥ = ¥ ist genau dann P-stetig, wenn
& ~ &y, wobei der Filter U neben (U;) und (U,) noch (U;) geniigt. Hier bedeutet
(Us): Zu U € U gehort Uy e U mit Uy = xUx ™" fiir jedes x € E. Eine Topologie I~
ist genau dann ’-stetig, wenn J = &y}, wobei der Filter i den Bedingungen
(Uy), (U,) und (U,) geniigt. Die Bedingung (U,) bedeutet: Ue U, xe E = xUx "' €
e W. Endlich ist& genau dann “stetig, wenn.% ~ ., wobei Z neben (X,), (X,), (X3)
noch (X;s) geniigt, und wenn noch &y, total beschrinkt ([1], S. 330) ist. Hier
bedeutet (X5): Zu B e 5 gehdrt By € Z so, dass aus Ve B die Existenz von V; € B,
folgt mit V; < xVx ™! fiir jedes x € E.
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