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YANG=-MILLS-THFORIF UBFR OFFFNFN RI-MANNSCHFN :iANNIGFALTIGKFITEN

Jiirgen richhorn

1. Finleitung

In den letzten 7 Jahren wurden in einer Fiille von Arbeiten diffe-
rentialgeometrische Methoden und solche aus der algebraischen Ge-
ometrie auf die Theorie der Yang-Mills-Felder angewendet. Grund-
sdtzliche Voraussetzung hierbei war, daBl die unterliegende 4-di-
mensionale iannigfaltigkeit kompakt oder der G4 war. PFiir offens

M4 #lR4 fallen wesentliche Sdulen des angewendeten Begriffsappara-
tes weg. Fine Vielzahl von Schwierigkeiten tritt auf. Die vorlie-
gende Arbeit ist die erste einer Serie von Arbeiten, die der Yang-
Mills-Theorie auf offenen Mannigfaltigkeiten gewidmet sind. Sis
hat zum groBen Teil einfiihrenden Charakter. Im §2 werden die be-
kannten Begriffe der Yang-Mills-Theoris zusammengestellt und To-
pologien eingefiihrt, die der Offenheit von M Rechnung tragen. Tler
§3 ist der 4-dimensionalen Theorie gewidmet. Als besonders inter-
egssantes Phdnomen ergeben sich L2-charakteristische Zahlen. Satz
3.6 schlieBlich ist ein sehr einfacher Satz iiber die Isolation
flacher Yang-Mills-Felder, der unmittelbar aus Abschitzungen von
in-00 und Dodziuk folgt.

2. Der Raum der Zusammenhinge iiber offenen Mannigfaltigkeiten
Seien G eine kompakte Liegruppe mit der Liealgebra ’
9 G —> OH eine treue Darstellung, (Mn,g) eine glatte orientierte
Riemannsche Mannigfaltigkeit und P = P(V,G) ein G-Hauptfaserbiin-
del. Fin Biindelatlas {(Uy , %)}u » JYx T 1(U) = U x G,
P (u) = (7 (u)yhy (u)), definiert lokale Schnitte
8yt bt — 17'1(U°‘), du(x) = u-h\*(u)q, uGTl‘ﬂ(x), und tber-
gangsfunktionen 7Ykp : Ux~ Up—3G durch Wup(x) = hy(u)hg(w)™,
u€m '1(x). Zu P sind vermdge Ad:G—» G, ad:G —> % s
§:6 —> 0y € GL(E') die Biindel Gp = P X6, Gp = Px0,
F=PxX,F, 05 = PxOy, %oy =P x, oy assoziiert. MNan hat Ein-
bettungen 1,:Gp—> Opy i,: %P——)foE. Sei Gp = im i, gp = im i,.

This paper is in final form and no version of it will be submitted
for publication elsewhere.
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Dann gilt natiirlich Gp = GE' OAP 4 zE. Fin Biindelautomorphismus
f:P— P iiber idM, f(ua) = f(u)a, a€G, heiBt Fichtransformation.
Die Menge aller Fichiransformationsen bildet eine Gruppe, die Fich-
gruppe 13, = IKP’ [.XP kann mit den Schnitten C°°(Gp) identifiziert
werden. Intsprechend wird definiert (Z'E' = °°(G ) ¢ P fe
definiert lokal Funktionen f. :Ug—>G durch f( 60((::) (, (x)- f(x)
Sei x, €M fixiert. ‘ZP enthdlt die Gruppe (KP %o

{g G%PI g(x ) = ‘IT als Jormalteller, und es gilt
IXP/ & G. Die redungz)te Fichgruppe %P wird definiert
durch P = /Z(% ) wobel Z(%P) das Zentrum von ‘QP bezeich~-
ne. %P =Cc%” 13) = C’°( = Og bildet eine Liealgebra.
wird deflmert du:ch 03 {‘ge pl g(xo) = 0} x E,x,
D1e Faser von E ¥ T iiber x besteht aus schiefsymmetrisgchen

ndomorphismen von I und man hat ein kanonisches Skalarprodukt

( 4 ) vermoge (A,B) = %tr(AtoB). Dies erfiillt die Ungleichung

I (AsBIll = Y2 Nall 1BY . Wie iliblich bezeichne fiir ein Vektorbiindel
F iiber M A’IP(F) den Vektorraum der p-Formen auf M mit J/erten in
F. Insbesondere ist S1O(F) = C*°(F). "
Fin Zusammenhang fiir P bzw. F ist gegeben durch jedes der nachfol-
genden Objekte,

1. durch ein Feld horizontaler Teilrdume H cT P, h -(R ) H
2. durch eine Zusammenhangsform i :TP —p %, (F )‘ -ad(a
3. durch ein Peld horizontaler Teilr#dumec in TF,

4, durch eine kovariante Ableitung 7 %: LL°(F)—> N (F).
‘CP bzw. fF bezeichne die Menge der Zusammenhinge cuf P bzw. F.
Sei © die kanonische Form auf G. Lokal erhdlt man mit

L)l

yw ,

We= dqW , Oxp =g @ durch Tifferentiation von
&p(x) = 64 (x) * Yap(x)
Uh)ﬂ = 6* = ad( \y“P(X) ) + @d\B (2.])
und W = ad(h:,L )n*w“+ h"' e . (2.2)

'%P wirkt auf €, vermdge W .g:= g*w . g definiert lokal /bbil-
dungen gy :Ugq = G durch g( &y (x)) = & (x)egg(x). In lokalen Koor-
dinaten gilt by (W.g) = dd(g’“W) = (g dfg Mo = (6,%01) w =

= ad(gq YW + 8« @ , also

(w‘g)“ = ad(gd )w“ + g“ e (2.3)
%E wirkt auf ﬁE vermoge W
VARSI vASCEF-S (2.4)

Jede kovariante Ableitung Vw auf F induziert eine kovariante Ab-
leitung V' auf OAE. Filr ‘f€_ﬂ, (O&E) wird definiert

v = (V¥ , 7] S
dohe fiir YEN°(R) (Y¥y )(e,) VPP () - ¥(V¥).
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Jir bezeichnen i.f. wegen der eineindeutigen Beziehung die kovari-
ante Ableitung Vw auch als einen Zusammenhang. Sind W , W'
Zusammenhdnge auf G&F’ so gil‘t
“Y-9y¥ s [w-w', r]. (2.5)
Flir ein -Vektorbiindel F induziert ein Zusammenhang
V : (1 (F)—)ﬂj(}?) Differentiale 4% ﬂp(F)——’ﬂpH(F)
vermbge W (x®5 ) = ax®S + (NP ®V Y (2.6)
und linearer Fortsetzung. Fir p =0 gllt aw - 7Y | pie %riim-
mungs-2-Forn R - a%¥a¥ - a*VE N%(ma 7) erfillt die Glei-
chung RX (s) = (4 sz)x v -[V V 1s - W" ¥ 8 W wobe:.
§7Xs = (i?s)(X) ist. w ist flach, falls RUJ = 0, d.h. aWa"”
ist.
Dag ndchste Ziel ist die Finfiihrung geeigneter Topologien in
%P’ g’E" P’%E" ‘CP, o Dazu betrachten wir die Liealgebra
M(N, IR) aller N-relhigen quadratischen reellen Matrizen. fus den
Darstellungen §:G—> ON’ Ou —){oNcM( Ny |JR) erhdlt man
Gp» G&F SFy=P xG M(V, IR), GrcC (F )y %Ecc (Fp) Fine
Topologie auf &R := (F‘I) induziert eine golche auf %E’ %F' Wir
fixieren von nun ab eine lokal endliche tberdeckung {(I& & )}“
von M® durch Biindelkarten und Karten { (Ux» Xd)}* Py NP, Ist 1 =
= (1 veessly ) ein Multiindex, so sind die Ausdriicke
(£ (e-0) X2, L It (- X3 | Zavol = lie=gll 2
fur f,8€ R wohldefmlert Hierbei ist \f-g| = (f-g,f=g) =
? tr((f-g) (f-g)) und dvol die durch die Riemannsche Metrik de-
finierte Volumenform. Wir setzen jetzt fur fER, ¢ > O, kéz
Ug i (8) = {e€RI |1£-ell, )] 2¢ ey . 2.7
Das System aller U k(f), £E>0, TER , definiert dann einse
lokal metrisn.erbare Topologie auf &, . %E’O{F werden fiir jedes
k>0 mit der Spurtqpologle versehen, und wir erhalten Riume E,k’
P,k Jegen der Isomorphie E 4 %P’ FZ P werden &, 5,
P entsprechend topologisiert. Die Rdume E,k""‘ gind ﬁl ht
vollgtédndig. Die Vervollatdndigungen bezeichnen wir ‘mit P UsWe.
E,0 enthdlt als Untergruppe alle Eichtransformationen mit kom-
paktem Trdger, wobei filir f € F ‘der Tridger definiert ist durch
supp £ = o1 {x€M f|__; . =1dg-1y ] . Allerdings ist die
AbschlieBung dieser Unteraruppe nicht notwendig gleich g.. Hier-
fiur konstruiert man sehr eini'ach geometrische Beispiele (M, G),
M offen.
ﬂg(F) seien die Formen mit kompaktem Tréger. ﬂg(F) besitzt ein
natlirliches Skalarprodukt < , )

<P, Y) = r{ (F+¥),dvol,_, (2.8)
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wobei (¥, W), » Yo ) und
f“'(i e ’ono,ei ,-on’e
€ireeesly eine Ort onorma?basis n T_ iBt, Diege Defingtlon gtimmt
filr ¥=x® s, '\y= ®s' mit
S = f (s,s)xAap (2.9)
ilberein. iian kann auch mit (2.9) starten und allgemein durch linea-
re Fortsetzung definieren. Fu:r F = = Qp erhdlt man dann
(@35, f®s'> = Gl aakp (2. 10)

Seiww 2 V¥ ein Zusammenhang. Der zu 4% : _Q_p( F)——)ﬂp+1(
beziiglich < , Y adjungierte Operator werde m% bezeichnet
C&F ¥ =<F %D, YENT (G, \venp“(cgE) nP(o&F)
wird vermsge (2.10) und linearer Fortsetzung PrahilbeXtraum mit

] ?“2 = NIfNh2 - ¢y s F). Die Vervollstindigung werde mit
3 ﬂp"’(CA ) bezeichnet. fLP?9( g) ist der Hilbertraum aller meBba-
ren quadratintegrierbaren p-Formen mit Werten in %E' Versieht
man AjTu® mit dem aus dem Levi-Civita-Zusammenhang und dem
von V¥ herrtihrenden Produktzusammenhang, der wieder mit 7 «

bezeichnet werde, so gilt p
(@*y) o = ==KV ¥
Xoseeesdp k=0 X ,...,xk,...,xp

w

(J f)X1,...,Xp_1 = :(V jf)ej,X‘],...,Xp_{
Hierbel ist 8isevery eine Orthonormalbasis in Txul.
AY = a¥ W g av _Qp(% )—’ﬂ (opp) heiBt der zu w
geh'orige Laplaceoperator. Sei S eine "Ienve von Polynomen in aw
and % , z.B. S = {a%¥Y, s {d‘“’} , S -{d dYW+ S aw}=
-{A‘m} oder S {(A )°,(Aw ) ,...,(A ) } Tann definieren
wir LB (%F’w) (e () » NP | WD FU]

{D ¥ ,Df) <0 fiir jedes DES T,

_QP.S(%F, W) = AbschlieBung von nS(OAE’ w) beziiglich der Norm

Neeg = USu2 + 5:es o gil 2

o
.ﬂ.p's( qE,w) = AbschlieBung von .Qp( g) in Qp’s(g g W) be-
zilglich der Norm |} ll . Im Fall geschlossener Mannigfaltigkeiten
gilt fir W,w' np'“(ﬂ = NPeS( (ogsw'). Fitr offene
Mannigfaltigkeiten ist dles i.a. falsch.
Jetzt kdnnen wir tP ¥ tE’ mit einer geeigneten Topologie verse-
hen. Seien w € fP, € > 0. Dann definieren wir

o) = L € Clw-wr € Q1 0gy),

o' - will <€ Y .

Das System aller UE o(w), wé€ tP’ £ > O, erzeugt eine wohlbe-
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stimmte lokal metrisierbare Topologie auf ‘C « Der entstehends
Raum werde mit tP o bezeichnst. f’P o ist nicht vollsténdig. C
sei die Vervollstandigung.
Lemma21.Seien W, w'€T,, - w' € NO )".0.1
a. Fg ist "\.5-0- [dsoa ,w) genau dann, wenn gﬂ {d}( B w ).
b. Fs ist -wle_n,{ Y E’ w) genau dann, wenn M€ &f‘}( B W LD
Beweis. a. Sei ~L€,f), grWw). Dann gilt gemdB (2.5),(2.6)
1a*’ i =l (@ -a‘")*-lll + Wa¥mll =jfleor=w, m1ll  + NaH U=
= Clw=w "ll Un Il + [ja¥ mll ¢ . Vertauschung von W und w' er-
gibt die andere Beweisrichtung. b. Aus E_Q_ pr W) folgt
(SN = NS S9 m il +US ¥l = T (d“" -aw) xqli+
HIC™ M = (lw' = w ,x3ll sl lw-wll fInt +
+||d““..l_ll € e , Die andere Beweisrichtungerh&dlt man wieder durch
Vertauschung von w und w '. o
Folgerung 2.2. Fs gilt fiir w - w' €N F)

-QTM %E’w) =ﬂ1(d\(°AE’ w') .nf{”(oAE.w) = ,(11{“(%? w'),

N (o) = N o, wn, AN g, W) -
_{11’ e‘-“3( W '). Letzteresgilt im Sinne der Aquivalenz von Ba-
nachraumen. n

Cefinition. Fin topologischer. Raum T heiBt lokal affin, falls zu
jedem x€ T eine Umgebung U( x) und ein Vektorraum Vx existieren,
go daB U(x) ein affiner Raum mit V. als Vektorraum ist und alle Ve
isomorph sind (nicht notwendig kanonisch).

Seian weE (P, € > 0 gegeben. Dann wird definiert

i {d“(w) —{w'Gt |W w'e.n. {d‘\l(O“F,w) und “W—v\)'"{dh(i}

Ui.’ &J\:(W) = {W' € fP 'W‘ W'eﬁ1 {J}(%E'w) und ‘wf\ﬁ'“&ﬂ“(i},
allgemeiner

Ug,g(w) = fw! G’CP‘ W-cw'E€ .D.s( g W) und Hw- wll <e}
Satz 2.3. Alle UE g(w), wG'CP, £>0, erzeugen auf ’CP eine lokal
metrisierbare Topologie. Sei *e’ dis Vervollstandigung des entspre-~
chenden Raumes €y p,s* Dann sind t iay und 'C Y 1okal affine Réume.,
Beweis. Die erste Behauptu.ng folgt aus 2 1. Zu.m Beweig der 2. Be~
hauptung setzt man U(w) = w + f)_’ pr W) bzw, U(w) =

= W + _Q-"’ (o1p w). Alle ..0,1’ d"( W W ECP, sind als
separable unendlic dimensio‘rixale Hilbertraume igomorph. Fntspre-
chendes gilt fiir die j']_ ’ pW), wEl,.o

Damit ist eine erste Strukturaussage iiber den Raum der Zusammen-
hdnge gewonnen. Fiir spdtere Anwendungen sind die nachfolgenden
einfachen Lemmata von groBer Bedeutung.
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Lemma 2.4. Seien (\In,s) vollstsndig, o € fg. Dann gilt fiir jedes
Yerm =P op w), yeog -0t

Ca¥p,wy = <F, IV . (2.11)

Beweig. Der Beweis verlduft wie fiir gewShnliche Formen und sei der
Vollstdndigkeit halber angegeben. Zu jedem X, €l existiert eine Fa-
milie {)‘R} g Lipschitz-stetiger Funktionen )s :M—>|R mit folgen-
den Figenschaften.
a. supp Ap € Byp(x,),
be O ¢ AR z 1, '
Ce R|BR(XO) =1,
d. &lim }\R =1,
e. ld) F fast iiberall, c unabhéngig von R,
Sicher gilt fiir die Finschrankung d bzw. cf:'von d“vzw. ' auf
Formen mit kompaktem Tréger
a7 fs YD = KF 3 ¥) (2.12)

denn aus Y, —Y, d“‘j’\,—)d Y \{/ — Y, d' (7 -—)JOY'
(do Yy Ya) = (j’v , o \(/“) und der Stetigkeit des Skalarpro-
duktes folgt gerade (2.12). Man hat also nur d"“ = a™ T Bt
zu zeigen. Klar ist d"" €d% . zu zeigen ist dW s d_o— . Sei
fe€Dm , ¥ = lim)’v. s gilt auch ¥ = lm X, f): uf - Ay PA=
< WP~ 2,70+ ll!—‘!\,l 552 0. Ferner gilt Ild"‘“fy- d (Av‘-fv)i

ST awg, S @A A%y 2 pav s, i £ 1= e S i) — o
¥it der allgemeingiiltigen Tatsache dw = d*, qv - J’* und dex
eben bewiesenen Glelchung dW d—“.‘_.erhalten wir d—ow* = J’“‘
= Jv, = YRS gy =W
FJSIML2 5, Sind (/In,g) vollgtindig, wGE‘P, ?, YGDA" , SO
gilt

(A%, YD = (d¥9.a%y) + (Y%, Jw> <2 13)
Lemma 2.6. Seien (M%,g) vollsténdig, WE¥ ;. Dann ist AW
ﬂg( g) wesentlich selbstadjungiert.
Beweis. Wir benutzen .wie in [ 7)1 folgende Tatsache. Seien X ein
Hilbertraum, A: DA—)X abgeschlossen, A > O, symmetrisch, D, = X.
Dann ist A = A® genau dann, wemn in D keine Figenvektoren zu ei-
nem negativen Eigenwert existieren. Dies wenden wir auf A an und
haben zu zeigen, daB aus A“Y /uY ’ /UL< o, f¢ np,o(% )
folgt :f 0. Angenommen, es existiere ein Mm< 0, ?Eﬂp’o(%
mit A%YY = Y . Dann gilt gemiB Folgerung 2 5 m ‘f)—
= < Xp¥y AP = KaY N 90,07 9> + (I ()\‘!)J
= }\R <d “e,aWed + >\ <<fw;(. SUE> + 2{ A4 An"" d‘“‘:!)-
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= 2Py Apg@“\g A IWy) . H leraus folgt u}\Rd‘“sz + ||>\RJ"’-N2‘-‘
2 [ < Ag@WARAY 2dWY>+ LY s Apd¥Ag ALV <
2 SIFI (INRaYS I + W AR EN ). (2.14)
Die Ungleichung a“+b“ < c¢({al + 1 bl) impliziert jal+ |bl| £ 2¢c.
Dies angewendet auf (2.14) ergibt

HAREY U+ g ol £ 22U, (2.15)
Nimmt man auf beiden Seiten von (2.15) R li}“.o s S0 erhdlt man
d“Y¥ =0=d%y , A%Y =0, ¥ =/v."Aw~,o =0, also ¥ =0,
da ¥ eine C*®-Form sein muB. o
Seien ww ein Zusammenhang auf P, Vw:_ﬂ_o( an)—-)jf( OJF) die zu-
gehtrige koveriante Ableitung und R die Kriimmungsform. Dann wird
‘das Yang-Mills-Funktional %M( ) definiert durch

[
<€

YMdi= LI avor = F § B¥a % B¥. (2.6
M.M( ) ist also nur fiir «w mit quadratintegrierbarer Kriimmung de-
finiert. Sei f%d}f ¢ t(g”die Menge dieser Zusammenhdnge.

9
Lemma 2.7. a.»S2 148t M( ) invariant, operiert also auf ’C{d‘s
be Cg } ist ein offenér lokal affiner Unterraum von tP mit
9

_{')_1“'s (O&E’ ) als Vektorraum.

Beweis.QFiir g Ggp gil‘% R(w;g) = 3'1. Rw° gé also
18 *8)2av01 = f (r*12avol. (2.17)

Ist g € % und (g),—> g eine gegen g konvergente Folge aus
p,2* S° ist gemdB (2.17) l.““13 “-g lzdvol = const, also

gleich ﬁ [r*| 2avol.

b. Seien weflﬁ‘f;‘. , U(w) = w +f)_1’{‘“(o<‘E,w). Dann gilt fiir

W'EU, W=w!' = , RW' = R* + dw'vL + % ["L"'\.] . Hieraus
folgt IR""'[z = ll‘x‘“"‘l2 + ldwvtlz + &I["[, vfjl2 + 2 (dw'»l,Rw) +
+ (@9 M) + (BY, Im,M). (2.18)

Aus den Voraussetzungen R"‘“,vL, d"‘"»l quadratintegrierbar folgt
die Integrierbarkeit der rechten Seite von (2.18) und die Qua-
dratintegrierbarkeit von RY'. o

Definition. wﬁt},‘f;‘ heiBt Yang-Mills-Zusammenhang, falls
ein kritischer Punkt von Y M( ) ist.

Satz 2.8, Seien (M%,g) vollsténdig, wE€ (‘_’Ifdi‘, und

)i had Eﬂz'w‘}’ a (%F,w). Dann sind folge’sndg Aussagen gleich-
wertig.

a. W ist Yang-Mills-Zusammenhang.

b. Jwa = 0.

c. AYRW - o0,

Beweis. Sei Wy eine differenzierbare Kurve von Zusammenhingen
in CP’fmit Wy =W und M, = Wy =W,
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f

A= a‘t"’l‘t-oeﬂ1 {d" (Ofp» ). Dann gilt RW¢ - R + d“‘vlt +
%["’l.t’glt] g WM | - =344 §lew? |4 avol =

(HR”‘,R“f)lt_odvol = (d“‘c/; R“')dvol (d“‘ﬂ JBY)=
=<ﬂ ,J‘“’R“"} . Hieraus folgt die Gleichwertigkeit von a. und b..
In der letzten Gleichung wurde Lemma 2.4 wesentlich benutzt. We-
gen der Bianchiidentitdt 4 B% = 0 sind andererseits die Bedin-
gungen ¢ “R*=0 und AYR™= 0 gleichwertig.n
Folgerung 2.9.Seien € C%d}, A& der Laplaceoperator auf den 2-
Formen, ¢ (A% ) das Spektrum und inf ¢ ( A¥)> 0. Dann ist w

kein Yang-Mills-Zusammenhang. O

=2q

3. Die 4-dimensionale Theorie

" Auf 4-dimensionalen orientierten Riemannschen Mannigfaltigkeiten
definiert die orthogonale Involution :./\.2 —)_/\2 eine Zerle-
gung in die (%1)-Figenriume, A2 = j\2 (<] _A2 j\? l_/\2_

Der Riemannsche Krimmungstensor R ist als Bundelmorphismus

A —_ j\_ aufzufassen. W sei der "leylsche konforme Kriimmungsten-
sor. Die Zerlegung _/\_ _/\ @ j\_ induziert eine Zerlegung

¥ =W_+ W_. T bezeichne die skalare Kriimmung und B den spurfrei-
en Riccitensor.

satz 3.1. B: A2, @ A° —> N2, ®N°_ ist ein selbstadjungierter
Fndomorphismus und besitzt eine Zerlegung ( L4 )

(B2 () 5 (0.

(n4,g) heist selbstdual bav. antiselbstdual, falls #_ = O bau.

W_ =0 ist. w4 = §2 (%)xH (-N) ist ein Beispiel einer selbst-

dualen offenen vollstdndigen Mannigfaltigkeit.

Fine entsprechende Zerlegung wird von ¥ auch auf _/\_ [v.4)

und somit auf ﬂ (OJF) erzeugt, _ﬂ. (CZF) —_Q. ( F) (%] _.0.2% E)'

Insbegondere wird fiir einen Zusammenhang w der Krummu.ngste sor

RW in einen selbstdualen Anteil R und einen antiselbstdualen

Anteil R zerlegt, R R:" + Rw. Der Zusammenhang W heiBt

gselbstdual bzw. antiselbstdual, falls E‘w 6] bzw. Rr’ O ist.

Aus der Orthogonalitdt der Zerlegung folgt lRwl dvol =R Aa‘ RY =
(lR““lz2 + ‘R“’(z)dvol.

Satz ;}.2. Ist wet gelbgtdual oder antiselbstdual, so ist w

ein Yang-Mills-Zusammenhang.

Beweis. Die Behauptung folgt sofort aus R = RY’ , 4Ry = %,

Satz 2.8 und der Bianchiidentitdt.a

Sei waP’f C tP’ Dann definiert gemdB der Chern-.Jeil-¥onstruk-
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tion R*A RY adie 1. Pontrjaginklasse von F* Die Klasse von
RY A RY ist also unabhingig von w , sondern durch F d.he
durch P allein bestimmt. Jegen R“a RW = (IR‘:‘I2 - |R¥1\ 2)dvol
und JOIB¥IZ + 1B¥1%)avol < »  existiert | R“ARW . Ist u*
kompakt, so ist p1(°,1-F) = -14?‘2 j[‘ R™A R“gerade die 1. Pontrjagin-
zahl von 01E und szmit von w unabhéingig. Im Falle einer offe-
nen vollstidndigen M'™ ist diese Frage, d.h. die Unabhdngigkeit von
p1(03F,w) = 1—“2 h{ RWA RW von w , noch offen. Wir geben eine
partielle Antwort. Seien dazu 1ﬂp = 1_n_p(M) ={ren plmfl’ﬂ dvolgeo,
,J [df| dvol<«« Y und 1_])_p die Vervollstindigung beziiglich der
Norm 1[1'?" = Mj | flavol + 1{ {dfl dvol. Die Kohomologie des Kom-
POIIN0 s Tl 0P oy TRt i
heiBt L1-Z(ohomologie H?(M) von M7, H?(M):: ker(d:1.ﬂ.p —_— '1.!).p'+1 )/
/im(d:1,n,p'1 —_ 1_{)_p) . Fntsprechend definiert man die reduzierte
Ii.]—Kohomologie -}1-{11’@ von Mn, indem man die Quotientenbildung nach
im(d: ' NP"'—>'nP) vornimmt. H"f(:,-l) und HT(M) gind Invarianten
von (M%,g). . .
Satz ;%.4. Seien (M4,g) vollstsndig, w , w ' € t%dg und RWAR“'),
R“AR Elemente ein und derselben Kohomologiekla;se in Hf;'('\ll4).
Dann gilt p1(03E,w) = py (OAE,LJ), d.h. p1(°AF’ W) ist eine Inva-
riante der Kohomologieklasse von R¥~ R% in H4(M).
Bewseis. Nach Voraussetzung gilt BYAR“' - R*~ B% = iy , f €'n3.
Fntsprechend einem fundamentalen Resultat von Gaffney ([53 )gilt
sir ¥ €'n7"", (,g) vollstandig, J ¥ =0, woraus die Be-
hauptung folgt. o
Korollar 3.5. Sei (M4,g) vollstdndig. Dann gilt fiir jeden Zusam-
menhang wECI’}‘j;! 4T 21p, ( gpw) | = M (W), Gleichheit
gilt genau dann, wenn W gelbsidual ist. Insbesondere ist
w

We(igi P4 (YW )
eine untere Schranke fi’ir das Yang-Mills-Funktional. g
Bemerkung. Fs widre wiinschenswert, BNIA RW‘N R*a R*in H? durch Be-
dingungen an w, W' zu charakterisieren. Dies ist gegenwdrtig nur
zur Hdlfie gelungen. Sei wW'€U(wW) = W+ _ﬂ_1"{d\'(<aE,u).
Dann gilt
ay¥ = R“‘,l"R“" - R™AR": d"“van dw'vL + 71[ (MomI~ I, +
+ 2R% A d""n + RW AlLMY + AV Aal,M) . (3.2)
Jeder Summand der rechten Seite von (3.2) ist aber absolut inte-
grierbar, denn fiir W, Yy, en_z’o( OJF) gi.lf.“‘l‘(,l A Yol dvol =
= Sl anaqy ldvol = JUy,, *yy)ldvol € gy il imy, Il =
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= ||‘\V1ll ll'qull o Damit{ igt dy absolut integrierbar. Fs ist aber
nicht klar, daB8 ein absolut integrierbares ¥ ' existiert mit d¥ =
=d9¥'. Fin solches ¥ ' wire dann 61_[)_3.
L2-charakteristische Klassen und Zahlen werden ausfiihrlich in einer
spdteren Arbeit studiert.
Ms interessante Frage stellt sich die Frage nach der Fxistenz
bzw, Nichtexistenz von Yang-Mills-Zugammenhéngen. Hierfiir werde
abschlieflend ein Spezialfall studiert.
Seien U Definitionsbereich einer Biindelkarte, 84 lokale Schnitte,
& G_n_ ( . Die Weitzenboeckformel ( 1] , Seite 354)

o%‘“ = —(VW)*V','N %'C a=-de@ -LR"al
wird in einer XKarte mit Rw(si) ='§ Rrsw SJ' wie folgt geschrie-
ben

“ws . w w 1 .y .

w i w i
- R A - R K™ . (3.3)

111 12 121 i,
Die Indexsenkung o-(4)—;_/\.2 /31 > s ist eine Kquiva-

lenz der adjungierten Darstellung SO(4)—) GL( 0-(4)) und der Ten-
sordarstellung SO(4)— GL(J\.), d.h. man hat ein kommutatives

Diagramm »
GL(A\S)
so(4)/7 JT
T~ ai(e-(4))

und eine Isomorphie ./\_2 — 014), (uav)(w) = (u,w)v=(v,w)u.
Der Zerlegung _/\_2 = j\?_'_ ® _/\?_ in invariante Teilrdume ent-
spricht eine Zerlegung o-(4) = o, ® o_, die invariant unter der
adjungierten Darstellung ist. Auf der Fbene der Lieschen Algebren
bedeutet dies L&-(4),831c 0y, [, 0 1 =0,[%,, O ;I O ;.
Insbesondere erhalten wir
[R* ’ 3( ] = 0- (3.4)

Die orthogonale Zerlegung _/\_ j\_ (2} 2/\ induziert eine Zer-
legung AY = A%+ 4Y % 2% (%E’W) —
—)j]_i’o( ple %= o +o_ €N’ ,w) st harmonisch ge-
nau dann, Wenn ol _ und o(._ harmonisch sin (im L,-Sinn).

Fine geringfiigige Variation der Abschitzungen in [2] , C61
ergibt folgenden ‘

Satz 3.6, Seien wer £ (*,g) offen, vollstindig und lokal kon-
form eben. Gilt % ﬂ, lR“'l 20, -4 IRl 20 und das Unglaich-
heitszeichen in einem Punkt, so ist «w entweder ein flacher
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oder kein Yang-Mills-Zusammenhang.
Beweis. Aus (“’14.g) lokal konform eben folgt W = O. Sei
G.ﬂ. 14y --,w). K= of, +o( A = )\ wie in §2.
byby+bybatbsby € «3 (by+by+by ) 2,\ix, Y]l 2 1x| Il fiir X, yeoa erge-
ben fir die punktweise Aorm
s, Nxz 11 2 Zlhas )2 (3.5)
und gemdB (3.4)

l(tni vad, Mo )= (R, Tt y, Pt ;1)1

& 1B g |2 (3.6)
Mitl{ Al)\zo(*| dvol 0 und :

4 (Vo4 V2 N2 avol = IV Ak ) U2 - [[ah @y |2 2
2
I . 2 . 2
2V N a )|l C - %2 BiR‘BR lox +1dvol
erhalten wir schlieflich

. 2
(BT n R 2> 0V Aay) 12 - §2 BQJR <, 1<x\%avol +

s dor- 2 15 1) Aot | 2avol. (3.7)

Die Anwendung von p lim = in (3.7) und die Voraussetzungen er-
geben entweder A%Y x, +0 und AY o _ 4 0 oder of = 0, woraus
fir o= RW die Behauptung folgt. a

Jeiteren Fxistenzkriterien, L2—charaktaristischen Zahlen und der
¥lagsifikation von Yang-Mills-Feldern, die aulerhalb eines Kompak-
tums eben gind, ist die Arbeit [ 3] gewidmet.
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