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YANG-MILLS-THFORIE ÜBFR OFFFNFN FÎ IVLANNSCHFN MANNIGFALTIGKFITFN 

Jürgen Fichhorn 

1. Finleitung 
In den letzten 7 Jahren wurden in einer Fülle von Arbeiten diffe
rentialgeometrische /Methoden und solche aus der algebraischen Ge
ometrie auf die Theorie der Yang-Mills-Felder angewendet. Grund
sätzliche Voraussetzung hierbei war, daß die unterliegende 4-di-
mensionale Mannigfaltigkeit kompakt oder der IR war. Für offene 
VT 4= IR fallen wesentliche Säulen des angewendeten Begriffsappara
tes weg. Fine Vielzahl von Schwierigkeiten tritt auf. Die vorlie
gende Arbeit ist die erste einer Serie von Arbeiten, die der Yang-
Mills-Theorie auf offenen Mannigfaltigkeiten gewidmet sind. Sie 
hat zum großen Teil einführenden Charakter. Im §2 werden die be
kannten Begriffe der Yang-Mills-Theorie zusammengestellt und To-
pologien eingeführt, die der Offenheit von M Rechnung tragen. Der 
§3 ist der 4-dimensionalen Theorie gewidmet. Als besonders inter
essantes Phänomen ergeben sich Lp-charakteristische Zahlen. Satz 
3.6 schließlich ist ein sehr einfacher Satz über die Isolation 
flacher Yang-Mills-Felder, der unmittelbar aus Abschätzungen von 
.V.in-Oo und Dodziuk folgt. 

2. Der Baum der Zusammenhänge über offenen Mannigfaltigkeiten 
Seien G eine kompakte Liegruppe mit der Liealgebra m. , 

J :G * Oj- eine treue Darstellung, (M^g) eine glatte orientierte 

Riemannsche Mannigfaltigkeit und P = P(*IfG) ein G-Hauptfaserbün-
del. Ein Bündelatlas {(U^ , & ) } ̂  , JJ< :TT"1(.Uo() ~ > U^ X G, 
]ß<(u) = (ir (u),)!^ (u)), definiert lokale Schnitte 

6+: ^ > T T " 1 ^ ) , <^(x) = u.hoC(u)"1, ueit'Ux), undüber-
gangsfunktionen y^n : U^ ^ Uß—>G durch \|/c^(x) = h^uJhßCu)"1, 
uCJT" ( x ) . Zu P sind vermöge Ad:G—• G, ad:G > « , 
§ :G > 0 N <-=• GL(5?) die Bündel Gp = PX(,G> ö t p = P * G c * , 
F = P XQF51, 0 F = -?*Q0N , tfoE = P HG "{o^ a s s o z i i e r t . Man hat Ein
bettungen i^G-p—» 0 F , i 2 : Oip • ZoE. Sei G£ = im i 1 , g E = im i 2 . 

This paper i s in f ina l form and no version of i t w i l l be submitted 
for pub l icat ion elsewhere. 
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Dann gilt natürlich Gp =* G--,, <Mp =* OL^. Fin Bündelautomorphismus 

f:P *>P über id^, f(ua) = f(u)a, a£G, heißt Fichtransformation. 

Die Menge aller Fichtransformationen bildet eine Gruppe, die Fich-

gruppe 2f = ̂ p . 4̂ p kann mit den Schnitten C°°(Gp) identifiziert 

werden. Entsprechend wird definiert i^ --. = C°°(G--) = 4 p. f € ^ p 

definiert lokal Funktionen f^ :U<£—»G durch f ( ̂ (x)) = 6(/tM
m^^\ 

Sei x CM fixiert. JU,^ enthält die Gruppe ^ p 

= fgGCpl g(xQ) =
 i d

T r - i / \ a l s -JQJiaalteiler, und es gilt 

-Cp/iJp ~ G. Die reduzierte Fichgruppe £*p wird definiert 

durch CjLp = ^fp^2^?^* w o b e i Z(Ap) das Zentrum von &p bezeich

ne. Otp = C
co(<Kp) = Cf°(txF) = Ot^, bildet eine Liealgebra. 

Die Faser von OjE = Otp über x besteht aus schi6fsymmetrischen 
rndomorphismen von F„, und man hat ein kanonisches Skalarprodukt 

1 t ( , ) vermöge (A,B) = ̂ tr(A ©B). Dies erfüllt die Ungleichung 

l|[A>B]H = Tf2"lUH II-BII . V/ie üblich bezeichne für ein Vektorbündel 

F über M JT2P(F) den Vektor räum der p-Formen auf M mit feiten in 

F. Insbesondere ist A°(P) = C°°(F). ^ 

Fin Zusammenhang für P bzw. F ist gegeben durch jedes der nachfol

genden Objekte, 

1. durch ein Feld horizontaler Teilräume Hu c y , Hua=^Ra^Hu» 
2. durch eine Zusammenhangsform oo :TP—> Ot, (R )*00 =ad(a )<>-* , 
3. durch ein Feld horizontaler Teilräumc in TF, 

A. durch eine kovariante Ableitung 7°°: il°(F) J>il1(F). 

T£p bzw. 'Cp bezeichne die Menge der Zusammenhänge auf P bzw. F. 

Sei 0 die kanonische Form auf G. Lokal erhält man mit 

GJ* = 6^ ^ 9 &<*ß = Y<x/3 0 durch Differentiation von 

4. (x) = ö*(x) • >f*p(x) 
**>fl = i/5 °° = ad( Y*£(x)""1) w * + <5>4ß ( 2 *P 

und CO = a d ( h ^ T T * U k + h* © . ( 2 . 2 ) 

•ßjp wirkt auf *Cp vermöge co .g : - - g * u; . g d e f i n i e r t l o k a l .Abbil

dungen g * -U*—» G durch g ( 6 o C ( x ) ) = i ö C ( x ) « g o ( ( x ) . In l o k a l e n Koor

d i n a t e n g i l t Ö^(Oü.g) = <j* (g*co) = (g i ^ ) * c o = (ö*goL)*<-A> = 

= ad (g^ 1 )0J 0 . + g * © , a l s o 

(^•g)« = ad(g^1)w0< + goC ©. (2.3) 
^K« wirkt auf €.--, vermöge 

*E 7lW'g'=g-WW.g. (2.4) 
Jede kovariante Ableitung 7 W auf B induziert eine kovariante Ab

leitung V1*1 auf OiE. Pur y€-Tl
0(0^E) wird definiert 

d.h. für jen°(E) ( 7 w r ><tj > - v w <*u) ) - y ( 7 w ö ) . 
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,Vir bezeichnen i.f. wegen der eineindeutigen Beziehung die kovari-

ante .Ableitung V ̂  auch als einen Zusammenhang. Sind mu , ̂ o1 

Zusammenhänge auf <Hp, so gilt 

°7 W- V"' = CCJ -oü », •] . (2.5) 
Für ein Vektorbündel F induziert ein Zusammenhang 

V W :il°(F) *JL1(F) Differentiale d^ :ilP(F)—>J1P+1(F) 
vermöge d0J(oC®S ) = ä*®s + ( - D P O C O V ^ (2.6) 
und linearer Fortsetzung. Für p = 0 gilt d0^ = V°* • Die Krüm-
mungs-2-Form R̂ ° = d^d^ = ä^Vt Jl2(Fnd F) erfüllt die Glei
chung Rx Y(s) = (d V s) x y = t^x* ^ Y ^

 s " Mx Yl S* w o b e i 

7 xs = (*Vs)(X) ist. u? ist'flach, falls R ^ = 0, 'd.h. d W d W - 0 

ist. 

Das nächste Ziel ist die Finführung geeigneter Topologien in 

^P* ^ F ' ^ V P ^ F ' ^P* ̂ E* D a z u betrachten wir die Liealgebra 
M(N, IR) aller N-reihigen quadratischen reellen Matrizen. PUB den 

Darstellungen J:G—> 0^, fÄ-Of >"& o-̂  c M(N, |R) erhält man 
GE* ^F ^ % = ? xQ M(N, IR), g EcC°°(F M), CH FcC°°(F M). Fine 

Topologie auf 5^:= C°°(FM) induziert eine solche auf 3 p» 91T?» vVir 

fixieren von nun ab eine lokal endliche Uberdeckung f (IT̂ , ̂  ) V 

von M11 durch Bündelkarten und Karten {(U^, X^)}^ für LIn. Ist 1 = 

= (l..,...,l ) ein Multiindex, so sind die Ausdrücke 

Dl(^(f-g))t;1). ii^TSklDl(^(f"S)^1)l 2dvol «Hf-gll^ 
für f , g G R wohldefiniert. Hierbei ist lf-g|2 = (f-g,f-g) = 

= i tr((f-g> • (f-g)) und dvol die durch die Riemannsche Metrik de

finierte Volumenform. Wir setzen jetzt für f GTR. , £ > 0, k G Z 

u£fk(f) -UeR-K^Hf-gll^J^/^e^ . ' (2.7) 
Das System aller U. k(f), l > 0, f € *t , definiert dann eine 

lokal metrisierbare Topologie auf ^ • -M» -p̂ Ot- werden für jedes 

k-*0 mit der Spurtopologie versehen, und wir ernalten Räume 

Ot F k. -'egen der isomorphie £ L E = ^tp, Oi^ ~ (H^ werden 

QIT, entsprechend topologisiert. Die Räume JLLT* T,, •. • sind na 

vollständig. Die Vervollständigungen bezeichnen wir "mit *£---. 

ju™ enthält als Untergruppe alle Eichtransformationen mit 

paktem Träger, wobei für f £ X.--, der Träger definiert ist durch 

supp f = cl { x £ M f| - idTT"1(x) 1 * Aller(*ings is* d i e 

Abschließung dieser Untergruppe nicht notwendig gleich &, £• Hier

für konstruiert man sehr einfach geometrische Beispiele T(M,G), 

M offen. 

X1P(F) seien die Formen mit kompaktem Träger« /1P(F) besitzt ein 

natürliches Skalarprodukt < , } , 

<-f.Y> - jj ̂ ^ > x d v o l x ' (2'8) 
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wobei ( V , Y ) X = ie77r,e_i CP e . e , ,Y e< a , ) und 
x l ^ * « « ^ ! - e^9...9e* e i - i » • • • 9 e i I ) 

e*9...9e eine Ortnonormalbasis in T :Ä i s t . D i e s e Definit ion stimmt 
für iP = oC® s , y = yö (X) s ' mit 

< f , Y > = £ ( S , S » ) O ( / N * / 3 (2.9) 
über e in . Tvlan kann auch mit (2 .9) starten und allgemein durch l i n e a 
re Portsetzung def inieren. Für P = Ot« = Qu, erhält man dann 

<<*®s , /?«>s'> = £ ^ t r ( s \ s » ) < * A * ^ # (2 .10) 
S e i w 2 V w ein Zusammenhang. Der zu d^ 2 j l£ (o t F ) • i l P + 1 ( o j - ? ) 
bezüglich < , ^ adjungierte Operator werde mix tf^° bezeichnet, 
< a > . Y > - < : P , * T W Y > . ^ € n P ( ^ F ) , N'€ .ap + 1 (a E ) .nP«^ P ) 
wird vermöge (2.10) und linearer Portsetzung Prähilberträum mit 

II *\\l = II i7 H 2 = <f 9f">. Die Vervollständigung werde mit 

A p , 0 ( % ) bezeichnet. Ü P ,°(<4 E) ist der Hilbertraum aller meßba

ren quadratintegrierbaren p-Formen mit Werten in oi™. Versieht 

man ,A?)T*M& Ou, mit dem aus dem Levi-Civita-Zusamnenhang und dem 

von V herrührenden ProduktZusammenhang, der wieder mit ^7 
bezeichnet werde, so gilt p . 

- \ ) 9 • • • f --p Ä - U Aj.. A Q , • • • , A-^ , • • • , A 

n. * 

tf^h Xn 1 = ~ W V < B V > 6 - X X_ • 
A-J , • • • , Ap_i j - i e j e-- , A^ , • • • ••'-p.-j 

Hierbei ist e . . f . . . f e eine Orthonormalbasis in I M . 

Ä" = d w t f * +tf^ dw ^] - (<£ E )—••f t*<o | E > h e i ß t d 6 r z u w 
gehörige Laplaceoperator. Sei S eine Menge von Polynomen in d w 

und cfw , z .B. S = [ ^ ) , S = W \ , s = {d w cT W + cT" d " } = 
= { A . w \ 0 d e r S = {(.£° )°,(£^ ) 1 , . . . , ( A W ) k > . Eann definieren 

wir J I ^ F , W ) =fcfe_n.p'0(^F)^ iip«-iE) l UD --fuf = 
< D f ,Df> <<-» für jedes D€ S } , 

XJ,P»S(OJ UI) = Äbschließung von n|(Oj E,u») bezüglich der Norm 

nni = ml + r z iiD tii ?, 
b ° D£S ° 

il p , S(<J E,^) = Abschließung von -^(OLg) in Jlp,S(0( ß, CJ) be
züglich der Norm j| ||s. Im Fall geschlossener Mamigxaltigkeiten 
gilt für Cü,wf Jlp,S(nLFICü) = J 1 P » S ( C H E , ^ ' ) . Für offene 
Mannigfaltigkeiten ist dies i.a. falsch. 
Jetzt können wir Cp =* C --, mit einer geeigneten Topologie verse
hen. Seien <-*-> € tp, £ > 0.. Dann definieren wir 

£'° i i c p ^Mi 0 <e Ti • * 
Das System aller Up (co)f C Ü £ £p, £ > 0 , erzeugt eine wohlbe-
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stimmte lokal metrisierbare Topologie auf ^ p . Der entstehende 
Raum werde mit t p bezeichnet, ^ p 0 --st nicht vo l l s tänd ig . Cp 
s e i die Vervollständigung. 
Lemma 2 . 1 . Seien UJ , w f € t p , CJ- cu f 6 i l 1 , ° ( O l E ) " J l 1 ( a F ) . 
a. Fs i s t > ^ 6 i l r^Ch^f u») genau dann, wenn \(zfL r<n(oiEf c o ' ) . 
b. Fs i s t y\ 6 Jl r/*v* OiE, tu) genau dann, wenn ^X^^i^jC^-j, CAJ')* 

Beweis, a. Sei \€Jl 1 serf OLE» ̂  )• D a n n SÜ* gemäß ( 2 . 5 ) , (2 .6 ) 
l l d ^ n «lUd*1 - a^)> l i i + iid"\li - | |Cw-w f^3i| +iidw

nii = 
= CUto-uj f | | yv^|| + Hd^ v» || <©o • Vertauschung von U> und OJ ! er 
gibt die andere Beweisrichtung, b. Aus **% € J L ; r i ( OL™, oo) fo lg t 
l i e f e n * i i ( c r w - c f ^ ) ^ « +iicTw>Lii = i t * ( d - - d i - ) * n i f + 
+11^^11 = IIL^1 - w , fr^HI +(<T"vLi| - c' * w - ^ H IK11 + 

+ ||cTWvill < °° • Eie andere Beweisrichtungerhält man wieder durch 
Vertauschung von w und u; ' • o 
Folgerung 2 . 2 . Fs g i l t für ou - oo • £ J l 1 , 0 ( ( k p ) 

tftaTvw) = n 1^v wi)t ^Wv*0 = n V i ( v w,)' 

JT ^ F * v^f)* Letzteresgilt im Sinne der Äquivalenz von Ba-
nachräumen.o 
Definition. Fin topologischer Raum T heißt lokal affin, falls zu 
jedem x £ T eine Umgebung U( x) und ein Vektorraum Vx existieren, 

so daß U(x) ein affiner Raum mit Vx als Vektorraum ist und alle Vx 

isomorph sind (nicht notwendig kanonisch). 

Seien U^GCp, £ > 0 gegeben. Dann wird definiert 
U i , t d > i ( w ) = t ^ f e C p l ^ - ^ , e i l 1

t d ^ ( o i F , w ) u n d « w - w « l l l d ^ € \ 

üfef u\i") - { ^ ' 6 £ P ' " - * .«€ i l 1 ^e/>((^E.u;) und » w r * « l l M « } t 

allgemeiner 
U t , s ( o o ) = i w l 6 1 ^ p ' w " c ° f € -0L1s(<3Bf w ) und McJ- u ; l H s^tlr • 
Satz 2*3. .Alle U^ g ( ^ ) , ̂ G t p , £>0, erzeugen auf t p eine lokal 
metrisierbare Topologie. Sei *€-£ die Vervollständigung des entspre
chenden Raumes Cp s» Dann sind £p und <p lokal affine Räume. 
Beweis. Die erste Behauptung folgt aus 2.1. Zum Beweis der 2. Be
hauptung setzt man U(<-*v ) = cu + Jt ( °JE»

 w ) bzw. U(w) = 
= OJ + JV1f \ o ^ f * 0 . Alle J l ^ ^ O r - , , w ) , *) € C p , sind als 
separable unendlichdimensionale Hilberträume isomorph. Fntspre-
chendes gilt für die f£ • W \ OfF, OJ), 0->6£p. Q 
Damit ist eine 6rste Strukturaussage über den Raum der Zusammen
hänge gewonnen. Für spätere Anwendungen sind die nachfolgenden 
einfachen Lemmata von großer Bedeutung. 



66 EICHHORN 

Lemma 2 . 4 . Seien (M^g) vo l l s tänd ig , CJ £ £T>. Dann g i l t für jedes 
f € D d - = i l P ' f d ^ ( ^ E . ^ ) , Y f D ^ -J l -* 1 *- r f * ( c - E . w ) 

<*°**V> = <?> ^ y > . (2.11) 

Beweis. Der Beweis verläuft wie für gewöhnliche Formen und sei der 

Vollständigkeit halber angegeben. Zu jedem x {M existiert eine Fa

milie ( A R \ p Lipschitz-stetiger Funktionen X R:M-—HB mit folgen

den Eigenschaften. 

a. supp X R C B2p(x
0)» 

b. 0 = Xp =" 1, " 

°- X F I B R ( X 0 ) = 1 ' 
d - * Ä o **; 1> 
e. |d>vpi < fe fast überall, c unabhängig von P. 
Sicher g i l t für die Einschränkung d bzw. o von d bzw. d auf 
Formen mit kompaktem Träger 

< 0 > ^> = <* » C Y ) • <2-l2> 
dennaus ^ ^ ? , d ~ £ —> dQ ? , Y ^ > Y • C V " * ^ • 
< ü^fy t Y/u> = < J^ » (TQ^ YA*-^ ^ d e r S*0*^6-^ £f s SkalarPro
dukt es folgt gerade (2.12). Man hat also nur d ^ = dw , cf^ =JW 

zu zeigen. Klar i s t dj3 € d w . Zu zeigen i s t d^ s d ^ . Sei 
f € D̂ -w • ^ = l i m / v . Fs g i l t auch f = lim X^fvi^f - XyfyK* 
= Hf - X„f II • Il?-Tvl v"=^ °- P e r n e r e11* Ü ^ f v - dW( Xy^v )l = 
= l f d w / y - (dwXy)^Ty - Xyd^^yll J j 1- Xv | | d ^ H+ J |tfy I - > 0. 
Mit der allgemeingültigen Tatsache d^ = £*t dw = <f* und der 
eben bewiesenen Gleichung dif = dw erhalten wir d̂  = . /** = 
= J^, d^* = cP^fJr, cf? = <^ • <-
Folgerung 2.5. Sind (I^.g) vollständig, Oo€Cp, T »Y € D^K' » s 0 

gi l t 
<AW/, Y> = < d ^ , d w

Y > + < < f u V , < f ' Y > . ( 2 . i 3 ) 
Lemma 2.6. Seien (M^g) vollständig, CJt*€p« Dann ist & w auf 
J\£((Mp) wesentlich selbstadjungiert. 
Beweis. Wir benutzen wie in L?l folgende Tatsache. Seien X ein 
Hilbertraum, A:D.—»X abgeschlossen, A -= 0, symmetrisch, D. = X. 
Dann ist A = A* genau dann, wenn in D. keine Figenvektoren zu ei
nem negativen Eigenwert existieren. Dies wenden wir auf .A an und 
haben zu zeigen, daS aus &***? = / x * , f*~< O, f 6 Jl P , 0(Ol F) 
folgt *f = 0. Angenommen, es existiere ein /*.< 0, ̂ 6 J1 P , 0( Otp) 
mit A ^ / = yA*tf . Dann gilt gemäß Folgerung 2.5 /*<X2

p-/ *.*> = 

- < x V ^ w / > = <dw(A2
R:T),dw*> + <<fw( xV),cfw/> = 

- Ä < ^ u i * . d w f > + X2p < O s <**"*> + 2<XpdWAB/N/ , d w / > -
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- 2 < / , X R d w X R ^ c T ~ / > . H ieraus fo lg t ÜXpd^fH 2 + » X R c f ^ l | 2 * 
* 2 l < X R d w X R - f , d ^ ^ > + < y , XRdwXR ^ c T w f > M 
* 2 § ( t f | | (ltXRdWtfll + H X p < f ^ y i | )• (2 .14 ) 
Die Ungleichung a2+b2 -* c ( | a i + l b \ ) impl iz iert (a I + | b | 4 2c . 
Dies angewendet auf (2 .14 ) ergib t 

t |ARdw:fl l +| |AR<fw:fil ^ ^ H f H . (2 .15) 
Nimmt man auf beiden Seiten von (2.15) R l i j - i^ , so erhält man 
d ^ f - 0 - c T w f , A w r = 0, ^ = ^ t ^ V - 0 , also / = 0, 
da >P eine C°*-Form se in muß. o 
Seien CJ ein Zusammenhang auf P, V ^ J l ^ 91]?) > i l ( ^p) die z u ~ 
gehörige kovariante Ableitung und B w die Krümmungsform. Dann wird 
das Yang-Mills-Funktional H J K ( ) def in ier t durch 

^ . V f t ( w ) : = j £ iB^t2 dvol = \ l B % v * B w . (2 .16) 
14cJA( ) i s * also nur für w mit quadratintegrierbarer Krümmung de
f i n i e r t . Sei t i , 1 C U u die Menge dieser Zusammenhänge. 
Lemma 2 . 7 . a.'Cp läßt 'W^K( ) invariant, operiert also auf Xb f 
b . C i ^ T i s t e in offener lokal affiner Unterraum von t ^ * mit 
f^w (<vpf ) a l s Vektorraum. 

B e w e i s . V ^ S € 6 p g i l t B ( v i U # s ) = g ^ R ^ g , also 
3 / ( B(ai - g ) ( 2 d v o l = ^ | R " | 2 d v o l . ( 2 # 1 ? ) 

I s t g €-£p und (gy)v >g eine gegen R konvergente Folge aus 
<&,p 2 , so i s t gemäß (2 .17 ) j{ i 9 I 2dvol = const, a lso 
gle ich l | B ^ | 2 d v o l . 
b. Seien ^ t - ^ » U(w) = u> + J l 1 • f d *( o i E , C J ) . Dann g i l t für 

C J ' 6 U, OJ- WÜ • s -vi f BUJ% = B ^ + dW*yi + Jy C ^ f ^ l • Hieraus 
fo lg t |B — | 2 = | B ^ | 2 + I d ^ ^ J 2 + \ U ^ , yjl | 2 + 2 ( d ^ , B ^ ) + 
+ ( d ^ ^ , ^ , ^ . ! ) + ( B w , C ^ > n l ) # ( 2 # 1 8 ) 

Aus den Voraussetzungen B w , v» , d w ^ quadratintegrierbar fo lg t 
die Integrierbarkeit der rechten Seite von (2 .18) und die Qua-
dratintegrierbarkeit von B • D 
Def ini t ion. U > € f p * heißt Yang-Mills-Zusammenhang, f a l l s u> 
ein kri t i scher Punkt von \l^MS ) i s t . 
Satz 2 . 8 . Seien (Mn,g) vo l l s tändig , CÜG C p ] und 
B W G / I 2 , t < r ^ A * (OjF ,u>). Dann sind folgende Aussagen g l e i c h 
wertig. 
a. KJJ i s t Yang-Mills-Zusammenhang. 
b. < . f w R w = o . 
o . A^R4** = o . 
Beweis. Sei u>. eine differenzierbare Kurve von Zusammenhängen 
in t p f mit c o o = U> und 'v^ = u» t - U , 
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' * fr^ l t -o 6 -"- ( < äF» w ) * Dann &±u B *• = B + d n t + 

k v r u - . fi M^(<Vlt=a = i i fr iRU,*i2|t=0 dvoi = 
/ ( f ^ . B ^ j L ^ ä v o l « I j ( d - / 3 , H - ) d v o l - <d"/3 ,RU 

lV aVlI. —1'ia1'- - — -w 

+ 2l „ , . . , 
= </3 > c T w R w > • Hieraus folgt die Gleichwertigkeit von a. und b.« 
In der letzten Gleichung wurde Lemma 2.4 wesentlich benutzt. We
gen der Bianchiidentität d R^ = 0 sind andererseits die Bedin
gungen «T WR W= 0 und A W R W = 0 gleichwertig, D 
Folgerung 2.9»Seien U> G £-5^, A w der Laplaceoperator auf den 2-
Formen, & ( tf° ) das Spektrum und inf 4 ( A° J)>0. Dann ist \jj 
kein Yang-Mills-Zusammenhang. Q 

3. Die 4-dimensionale Theorie 

.Auf 4-dimensionalen orientierten Fiemannschen Mannigfaltigkeiten 
definiert die orthogonale Involution ^ :.A. >y\» eine Zerle

gung in die (±1)-Figenräume, A 2 = S?+ © A_> 7 ^ + 1 - / ^ . . 
Der Ri6mannsche Krümmungstensor R ist als Bündelmorphismus 
• 2 2 

_/\_ >. .A- aufzufassen. ;,V sei der Weylsche konforme Krümmungsten
sor. Die Zerlegung J\_ = V\_+ ® Y\._ induziert eine Zerlegung 
'N = 7/ + W_. X bezeichne die skalare Krümmung und B den spurfrei
en Riccitensor. 

Satz 3*1« R: J^+ O A I * Y^+ ®./\.I_ isi; e i n selbstadj tangierter 
Fndomorphismus und besitzt eine Zerlegung ( C 41 ) 

R = (B*O ) + (o w j + & (o i)- (3-1) 

(M ,g) heißt selbstdual bzw. antiselbstdual, falls V/_ = 0 bzw. 
W = 0 ist. M4" = S 2(*)XH 2(-A) ist ein Beispiel einer selbst-
dualen offenen vollständigen Mannigfaltigkeit. 

2 
Fine entsprechende Zerlegung wird von •& auch auf J\__ <2P Q « 
und somit auf J"l2(<->|F) erzeugt, Jl

2(OiF) = Jl + (OjF) 9 St^Ck?). 
Insbesondere wird für einen Zusammenhang cu der Krümmungstensor 
R w in einen selbstdualen Anteil B^ und einen antiselbstdualen 
Anteil R ^ zerlegt, R w = R_^ + R^. Der Zusammenhang w heißt 
selbstdual bzw. antiselbstdual, falls R ^ = 0 bzw. R ^ = 0 ist. 
Aus der Orthogonalität der Zerlegung folgt |RW| dvol = R W ^ # R w = 
* (IR^I2 + (R^|2)dvol. 
Satz 3.2. Ist ooGtlp I selbstdual oder antiselbstdual, so ist ÜJ 
ein Yang-Mills-Zusammenhang. 
Beweis. Die Behauptung folgt sofort aus R = R± ,*R ± = ±R , 
Satz 2.8 und der Bianchiidentität.o 
Sei o o € € p f C Cp. Dann definiert gemäß der Chern-Je i l -Kons truk-
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tion Rw/\ R w die 1. Pontrjaginklasse von oj^. Die Klasse von 
BU/ A. R ^ ist also unabhängig von u> , sondern durch Otp» d.h. 
durch P allein bestimmt. ;/egen R^-A R ^ = (lR^|2 - [R^l 2)dvol 
und A d R ^ I 2 + lPwl2)dvol <• <* existiert J R W A R w . Ist M 4 

kompakt, so ist P ^ ^ p ) = TO2 -JJ B * R gerade die 1. Pontrjagin-
zahl von Ot und somit von u; unabhängig. Im Falle einer offe
nen vollständigen M4 ist diese Frage, d.h. die Unabhängigkeit von 
P-j(Ck„, u») = i-2 j| Rw/\ R w von v̂o , noch offen. '.Vir geben eine 
partielle Antwort. Seien dazu ^JlV = 1iI

P(M) = (y £fl Plj/W dvol<~ 
J Idf I dvol<.*°\ und 4/^

P die Vervollständigung bezüglich der 
Norm ..(If l| = -/ Ifldvol + ,{ idfl dvol. Die Kohomologie des Korn-

heißt L1-Kohomologie H*(M) von M
11, HP(M):= ker(d:1Jlp > 1 J l P + 1 ) / 

/ira(d:/LP > JTLP) • Entsprechend definiert man die reduzierte 
L,.-Kohomologie P?(M) von Mn, indem man die Quotientenbildung nach 
iml&'^AP —>1/LP) vornimmt. H*(M) und H*U.) sind Invarianten 
von (llP,g). x 

Satz 3.4. Seien (M4,g) vollständig, ^ , w " 6 t|d£ und R ^ R , 
R ° A R Elemente ein und derselben Kohomologieklasse in H^O« ). 

Dann gilt P ^ ^ p » ^ ) - P 1 ^ E » ̂ ^ d#h# p1 ̂ ^F* W^ ist eine Inva" 
riante der Kohomologiekla99e von R1^^ R44* in H7"(M). 
Beweis. Nach Voraussetzung gilt R W~R W* - Rw~ R w =- d tf , f €1Jl3. 
Entsprechend einem fundamentalen Resultat von Gaffney (£53 )gilt 
für T € 1 ü n " 1 , (Mn

fg) vollständig, -/d * = 0 , woraus die Be
hauptung folgt, o 
Korollar 3.5. Sei (M ,g) vollständig. Dann gilt für jeden Zusam
menhang ̂ € C ^ 4TT2IP1( C^uj) [ * U ^ ( w ) . Gleichheit 
gilt genau dann, wenn UJ selbstdual ist. Insbesondere ist 

tdf'^V"» 
p » f 

eine untere Schranke für das Yang-Mills-Funktional. a 
Bemerkung. Fs wäre wünschenswert, B*-/* Ru'^ B ^ Rwln H. durch Be
dingungen an u;, UJ' zu charakteris ieren. Dies i s t gegenwärtig nur 
zur Hälfie gelungen. Sei C J ' 6 U ( W ) = cu + ./l1»'-d\oi _, w ) . 
Dann g i l t 
d * = B^-B-1 - RW^BW= ä\~ ^ \ + i -^.n"- * t\*\i + 
+ 2RUJ'NdiA'^L + B w ^ C^,-^1 + d \ A C ^ , ^ 1 . ( 3 .2 ) 
Jeder Summand der rechten Se i t e von (3 .2) i s t aber absolut i n t e 
grierbar, denn für Y i • Y 2 e /L 2 »°( c^F) g i l t f|of 1 A V( 2\ dvol = 
- J l ^ i A * * - ^ 2 |dvol = f KV. , * Y 2 ) l d v o 1 « 11̂ 1» U * ^ 1 1 = 
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= llY-jH U Y 2 " * Daini"t i3t d<f absolut integrierbar. Fs ist aber 
nicht klar, daß ein absolut integrierbares f% existiert mit &f = 
= dtf». Fin solches f f wäre dann €1JL"** 
Lp-charakteristische Klassen und Zahlen werden ausführlich in einer 
späteren .Arbeit studiert. 
Als interessante Frage stellt sich die Frage nach der Existenz 
bzw. Nichtexistenz von Yang-Mills-Zusammenhängen. Hierfür werde 
abschließend ein Spezialfall studiert. 
Seien U Definitionsbereich einer Bündelkarte, a^ lokale Schnitte, 
<* gjl (ötF). Die Weitzenboeckformel ( C1 3 1 Seite 354) 

wird in einer Karte mit R^ts.^) =^r- R^(ys. wie folgt geschrie
ben 

(Ä^lü = -((V^fV"«), ± + T ^ ^ i i - --T(OC) -
1112 1112 J 1112 1112 

- B?± o^
1, - B^, c^1, . (3.3) 

1.-1 i 2 i2i i 1 

Die Indexsenkung e-(4)—*-A. » /3 -t — * /3 .JJ , ist eine Äquiva
lenz der adjungierten Darstellung SO ( 4 ) — * GL( cr(4)) und der Ten-
sordarstellung SO(4)—>GLC-/\-)f d.h. man hat ein kommutatives 
Diagramm 

^ ^ , GL(y\?) 

S0(4)C^_ JT 
* GL(CT(4)) 

2 
und eine Isomorphie J Y * o<4), (u^v)(w) = (ufw)v-(vfw)u. 

2 2 2 
Der Zerlegung J\. = A + © -A-_ in invariante Teilräume ent
spricht eine Zerlegung cr(4) = C + © o-_>

 d--e invariant unter der 
adjungierten Darstellung ist. Auf der Fbene der Lieschen .Algebren 
bedeutet dies C0r(4), *-±3cer±> L°V ̂ -.1 = °» C*±, <** ±3 <-O* ±# 
Insbesondere erhalten wir 

tC»^±l= °- (3*4) 
induziert eine Zer-Die orthogonale Zerlegung J\_ = 7 V + © 7\ induz 

legung A w = A% + &-> Ä : iT^C <JE.«") » 
— > ü | , 0 ( ( Ä E ) . 06= c*+ + <*_ g f£%t*\ <*F, UJ) ist harmonisch ge
nau dann, wenn oc und oL _ harmonisch sina (im Lg-Sinn). 
Fine geringfügige Variation der Abschätzungen in [23 , C^l 
ergibt folgenden 
Satz 3>6. Seien Oj£t p *9 (M ,g) offen, vollständig und lokal kon
form eben. Gilt £ --0T*lR^l - 0» £ -y| l*J ^ 0 und das Ungleich-
heitszeichen in einem Punkt, so ist <-o entweder ein flacher 
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oder kein Yang-Mills-Zu9ammenhang. 
Bewei9. Au9 (M^,g) lokal konform eben fo lg t Vif = 0 . Sei 

o t g j ^ 2 * ^ ^ <%s, w ) , <*= oC+ + c t _ , X = X R wie i n §2 . 

b1b2+b2b3+b;}b* * 5 (b 1+b 2+b 3 ) 2 , ICX.Ylj *-{? ixHYlfür X,Yfc<M erge
ben für d ie punktweise "Torrn 

IC**, x!<* l i £
 I T U - ± \ 2 (3.5) 

und gemäß (3.4) 

K C R ^ . - r j , X 2« ± ) U KR±
W , C<*±, A2OC ± i ) l -

* 1
2rlB±'llXe .±l2 . (3.6) 

M i + | Z_"lX2o<± l2dvol = 0 und 

jf ( 7 w * ± , V w A 2 « < ± ) d v o i = « 7 ^ X<x± )U 2 - HdA®oc ± | \ 2 * 

M \ V ^ ( A O < ± ) I I 2 - | 2 2
B / R % B R U ± l 2 a v o i 

erhalten wir schließlich 

< Z & « 4 . A 2 * ± > = A1v-lAU<x±Ml2 - | i j j - j , |o<±»2dvoi + 

2R R 

+ M ( i " f | H ^ D l X o < ± l 2 d v o l . (3 .7 ) 

Die Anwendung von p lini in (3«7) und d ie Voraus3etzungen e r 
geben entweder ££? Ä -f 0 und A ^ ot_ * 0 oder ot = 0, woraus 
für <*-= Rw die Behauptung f o l g t , Q 
//eiteren Fxistenzkriterien, L2-charakteri9ti9chen Zahlen und der 
Kla3sif ikat ion von Yang-Mill3-Feldern, d ie aUilerhalb e ines Kompak-
tum9 eben 9ind , i s t d ie Arbeit £ 3 1 gewidmet. 
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