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L2-KOHOMOLOGIE UND APPROXIMATIONEN DES LAPLACEOPERATORS 1Q7 

Jürgen Eichhorn 

1 Einleitung 

Für offene, vollständige Riemannsche Mannigfaltigkeiten be­
schränkter Geometrie ist der Hodge-de Rham-Isomorphismus in der 
Lp-Kategorie inzwischen eine wohlbekannte Tatsache ( [. 3li > [*0 » 
f73 ). Wesentlich bei der Formulierung und dem Beweis dieses 
Satzes ist die Verwendung der reduzierten Lp-Kohomologie 55, 
in der die Lp-Kozyklen nach der Abschließung B? der Koränder 
faktorisiert werden. Die Frage nach der Isomorphie der de Rham-
Abbildung für die nichtreduzierte Lp-Kohomologie ist dageg&il 
noch weitgehend offen. Wir studieren in dieser Arbeit einige ^ 
wesentliche Unterschiede zwischen H? = Zp/Bp un(^ ̂ 2 " Z2^2' 
geben Beispiele für die topologische Relevanz von H? und geben 
schließlich eine einfache spektraltheoretische Bedingung für die 
Gültigkeit der Isomorphie an. Eine wichtige Folgerung aus die­
sen Untersuchungen ist die Nichtexistenz von'Lp-harmonischen 
0- und n-Formen auf Mannigfaltigkeiten beschränkter Geometrie. 
Ferner diskutieren wir Spektralwerte $ 0. 

2. Analytische und kombinatorische Lp-Kohomologie 

Wir betrachten im folgenden orientierte, offene, vollständige 
Riemannsche Mannigfaltigkeiten (M^g). Es sei A P = AP(M) = 
= 0^(APT*M) bzw. ,AP = Aj( w) = Go^(

 A P T * M >
 d e r Vektorraum 

aller glatten p-Formen bzw. p-Formen mit kompaktem Träger auf 
-/*• A P wird vermöge < , > , <̂ u ,Cwf> = / u, ̂* u/ = 
= /(w % ^ f ) x dvol Prähilbertraum. A

P , ° bezeichne den Vektor­
raum aller meßbaren p-Formen w , für die ) Oj A $ oo < •« 
ist. Dann liegt A P d^ht in A P ,°> und A P'° ist die Ver­
vollständigung von A Q bezüglich (| H^, 11̂ 11̂  = {VA-\ W^> . 

This paper is in final form and no version of it will be submitted for publication elsewhere. 
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A= A p
a d ^ + ^ a

 dp-1 dP + c Vl d p : - / i P — ^ A P b z e i c h n e 

den Lapiaceoperator auf dene-Formen. Sei S eine Menge von Po­
lynomen in d und ef , z .B . S » { d)9 S = {<f\ , S = { dcf + cf d) = 
= \ & \ oder S = : / \ ° f < \ , / \ , • • • * & } • Dann de f in ie ren wir 

Äs = U. _: A P , ° f l A P | 'I DvWÜ I = / DWA * D w < - für a l l e D6 SJ , 

A P ' = AbschlieiJung von . A ? bezügl ich der Norm 

Mit - iiwiil * - = IIMI20. 

A p l = Abschließung von /i ̂  in J\^' bezüglich der Norm 
|j |i «. Wir setzen feruer fest 

, P» k
 TH i A° ^ A k \ 

y^ = A * • '*»•••» •- / 

iot B - , . so gut ir wfi - II n0. A P ; 0 - A. P ' ° - A p , ° -
Man hat folgende Inklusionen -A

P':» Ajp -* A^i 

Ap,0-Ap,s * Ap,s. Ap,^A|.Ap,Sj Ap. 
Für vollständiges (r.̂ fg) ist /̂  auf J\& wesentlich selbstad-

— D 1 jungiert, d.h. & , D-g */V » ist selbstad-jungiert. Ferner 
stimmen Jjw- A P v/lP I £ UJ = O} und"XP = \w | dw =c

rw = 0 

im Distributionensinne \ überein. 

Ale analytische L0-Kohomologie Il|(Mfd) von (M^g) definieren 

wir die Kohomologie des Komplexes 

A p v A P+1 fc 

> A { d } — > A i ' d | - — t ••• » 

H|(Mfd):= ker(d: A ^ d ^ / ^ J ^
/ i m ( d , A ^ J ^ / \ ? d ^ ) = ker d p / i m d 

= ker d^/im d ^. 

Eine scheinbar andere Variante erhält man durch Betrachtung von 

H|(Mfd).= kerdp/iid^. 
Satz 2.1. Die Inklusion A ^ i — * A*** J induziert einen 
Isomorphismus i* : H2(M,d) >H2(M,d) ( ; \ 1 ).Q 
Als reduzierte analytische L^-Kohomologie definieren wir 

Ii|(Mfd):= ker dp/im d p ^ 
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und allgemeiner 

ip'k(Mfd) = z
p'k/ i ^ ^ ' ^ 

wobei Zp»k ={ujeAP,kUcu = 0} , Bp'k = dA P" 1 , k + 1. 
Satz 2,2, Sei (#fg) vollständig. Dann sind die Räume lff

fk 

unabhängig von k. .Für jedes k = 1 f 0 .= p -= n, läßt Z
p» eine 

orthogonale Zerlegung 

Zp»k = TL* © B^*k 

zu. Ist k = Of so gilt 

Zp'° = ^ p © Bp
f 

wobei Bp = { w f A P , ° I Es existiert ein ^£AP"1,° mit w= d>^ . 
Wir verweisen bezüglich des Beweises auf L3] f C O • Q 
Wegen der Vielfalt dieser Definitionen stellt sich sofort die 
Frage nach den gegenseitigen Beziehungen oder gar nach dem 
Übereinstimmen. Zunächst hat man eine natürliche Surjektion 

,j:Hp(Mfd) >5g(Mfd)f j(tw+ im dp-1) = LÜ + im dp-1 

und einen Morphismus 

h: HP(M) »Hp(Mfd)f h(uO = U) + im d ^ . 

Wir sagen, in (f/^g) gilt das starke Hodge-Theorem, falls h ein 
Isomorphismus ist. Ohne Beweis geben wir die folgenden beiden 
sehr einfachen Lemmata an. 

Lemma 2.3« h ist injektiv, falls der Stokessche Satz im L^-Sinne 
gilt, d.h. < d S ,uu> = <9 ,cfu-> für alle 9 ^ " 1 , t d i , 
w£/^ f^i . Insbesondere ist h also injektiv für vollständige 
Mannigfaltigkeiten.Q 

Lemma 2.4. h ist surjektiv genau dann, wenn im iL ^ abgeschlos­
sen ist. a 

Als Schlußfolgerung für <Ue Gültigkeit des starken Hodge-Theorems 
ergibt sich 
Satz 2.41 Das starke Hodge-Theorem gilt genau dann, wenn 
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im d „ = d „ A P ~ 1 • n p-1 p-1 J---0 a 

Zusammen mit Satz 2.2 erhalten wir 
Satz 2.5. Sei (M^g) vollständig. Dann sind ^ p ( M ) f S|(Mtd) 
und H^' (Mfd) für alle k = 0 kanonisch Lp-isomorph, und 
hp: iep(M) >Hp(Mtd) ist eine Injektion, a 
Um die rein kombinatorische Lp-Kohomologie einführen zu können, 
stellen wir einige Grundbegriffe der Theorie gleichmäßig lokal 
endlicher Komplexe zusammen. 
Seien K ein n-dimensionaler lokal endlicher simplizialer Kom­
plex und £ q CK. I( 6 q) bezeichne die Anzahl aller (q+1 ^Sim­
plexe t q + 16 K mit <£q < "C q+1. K ist gleichmäßig lokal end­
lich in der Dimension qt falls sup I( <Jq) = I (K)< <* . 

CHQK q 

K ist gleichmäßig lokal endlich (abgekürzt g.l.e.), falls 
IQ(K)< «̂  t Q =- 0,...fn. K ist g.l.e. genau dannf wenn 
Io(K)<uj ist. Sei K g.l.e.. Dann wird definiert 

°- . ( E ) , s{5i i fA6' ^ 4 ^ ) undd;Cp—>Cp+1, 
d( Vü v ) = ^ r K

 ( & T : Ö : I ** )x •d ist die 

lineare Portsetzung des üblichen simplizialen Korandes d 6 p = 
= ) [X:<il|x . Man zeigt leicht, daß aus der g.l. Endlich-
* R T>< r Ü n+1 n 

keit die Beschränktheit von d:C p—» Cp+' folgt. 0% wird Hilbert-
raum durch <f,g> = ZZ f̂  g^ . Es wird definiert Z^(K) = 
= k e r ( d : C p ^ C p + 1 ) , BP(K) = im(d:Cp~1—> C p), HP(K) = Zp/Bp

f 

HP(K) = z|/Bp. Sei d* adjungiert zu d bezüglich < , > und 
£? = dd* + d* d. d* ist der übliche Rand. Man definiert 
°P,2 = & Hp,2(K> « ker dp ̂  V 1 = S.2/BP.2» ! 2 ( I ) " 
= Z 2/B 2 und ^ ( K ) = ker A p» Dabei wurde festgesetzt 

<V* ' Vr 
Lemma 2.6. Es ist f G *3t*(K) genau dann, wenn df = d* f = 0. Es 
existieren direkte orthogonale Zerlegungen 

cfUO = dcp"1 © d*c p + 1 © ttp(к), z p = -&p(к) ©dc p ~ 1 , 
' 2 Ч ~ ' - w 2 

Z p , 2 = ^ P ( K ) Ф d * C 2 + 1 < 
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Folgerung 2.7. HJj(K) = '^P(K) =TH p j 2(K).G 
Man definiert allgemeiner Lp-Kettenkomplexe, Lp-Kettenabbil-
diingen u.s.w.. 
Fur geometrisch-topologische Zwecke empfiehlt es sich, mit der 
Lp-Homologie zu arbeiten, da Homologie im Vergleich zuř Kohomo-
logie geometrisch besser einzusehen ist. Wir wollen nun einige 
grundsátzliche Unterschiede zwischen H AX*: und H AX) nach-
weisen. Es ist klar, daB H 0(K) kanonisch mit einer vollstán-
digen Normf ja sogar mit einem Skalarprodukt versehen werden 
kann, wáhrend dies fur H 0(K) im allgemeinen nicht der Fall Ptc-ist. Andererseits ist die Widerspiegelung der kombinátorischen 
Eie;enschaften von K durch H ~(K) viel besser als durch H 2 ( K ) . 
Lemma 2.8. Ist H 0(K) ^ H 0(K) f so existieren unendlich viele 
— — — - p f£ p f£ 
linear unabhángige Homologieklassen in H 2 ( K ) . deren Bild in 
*L o( K) gleich Null ist. Entsprechendes gilt in der Kořiomólogie. 
Pí*- — — Beweis. H^ 0 i H ^ und B n « i B n . sind gleichwertig. Ist also - Pt2 T p,2 p f2 T p f2 ° _ Ď HrN o + ̂  o* so ist áie Kodimension von 13 0 in B^ 0 unendlich. p,2 T p t2 p f2 p f2 

Seien z„+B^ 0% Zo+B^ ot*** linear unabhángige Elemente aus 
— i P » £ ^ Pt^ 
B^ o/fi^ o» Dann sind z„+B^ ol z0+B^ of... linear unabhángige 
Pt^ Pf^ ' Pi^ ^ Pi^ — 

Homologieklassen in H 2, deren Bild in H 2 gleich Null ist. a 
Folgerung 2.9. Ist H^ *(K) = (0) f H p(K) * (0), so gilt 

y % < L Pi^ 
dim H 0(K) = oo . Entsprechendes gilt in der Kohomologie.a 

P|ťí 
Satz 2.10. Sei K unendlich. g.l.e. und zusammenhángend. Dann 
«ilt ÍT 0(K) = H°(K) = (0) und dim H 0(K) = .<s . 
Beweis. Die erste Behauptung folgt aus folgenden Aussagen. 
a. Jede Ecke von K ist Rand aus B 0. b. Jede O-Kette mit end-

- of2 
lichém Tráger ist Rand in B M n. c, Jede O-Kette f £ C 0 = Z ^ 

Ofíí O , c Oft. 

ist Limes einer in 0 p konvergenten Folge von O-Ketten mit 
endliohem Tráger. IVegen der Abgeschlostenheit von B 0 ist 
f 6B_ Q. A U S a. folgt sofort b., c. ist trivial. Zu aeisen ist 

• o 
also nur a.. Sei v f tgK eine Ecke. Nach Voraussetzung existi^rt 

eine Folge von 1-Siraplexen = Kanten O ) = t vi , vi+ll f i = 0f1,.. 
mit v, 4 v. fur i * df d.h. ein unendlicher bei v^ beginnender 
Kantenweg ohne Zweige. Sei fKyj = -i (1 - i/10v) éJ. Dann 

1 C*-1 i=0 x 

g i l t d * f ( y ) = vft - Z _ 1/10%,, a l so l|vft - d*f (v> II2 = o l a 1 1 o 
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- (10 -D/10 2 -r 1/10^ v^0» Die zweite Aussage folgt aus Fol­
gerung 2.9t wenn man H p(^) + (°) zeigen kann. Letzteres gilt, 
denn vQ<f B Q^ 2(K). Q 
Als Trägerkomplex tr g einer p-Ketfce g = ̂> gcd wird der 
von i £ P G K | g> .( 0 ; erzeugte Komplex bezeichnet, d.h. tr g= 
= Hü i C^^K (g 4 Ô j • Sei I, ein homogen p-dimensionaler 
g.l.e. simplizialer Komplex. Als geometrischen Rand von L defi­
nieren wir den Trägerkomplex der Kette d > d p» 
Analog zu 2.10 zeigt man o CL. 

Satz 2.11. Jeder Zyklus z QC„ o(K)i zu dessen Trägerkomplex 
tr z ein zur kanonischen Triangulation von [tr z| A R+ iso­
morpher Teilkomplex L in K existiert, dessen geometrischer 
Rand tr z ist, ist in H 0(K) 0-homolog. Q 

Pt^ Q 

Für einen simplizialen Komplex L bzeichne LM wie üblich das 
q-dimensionale Gerüst. Ein noch allgemeineres hinreichendes Kri­
terium dafür, daß z (?Z - im Nullelement von H AY) liegt, 
liefert 
Satz 2.12. Sei z = z £ Z ~. Es existiere eine Folge von Zyklen 
z rz 2,... Z so daß iliill j c f z.-z mod B zi+1-z. = 
= d * ^ , c±Q <5p+1f2(K).(trci)

p+ n (trc k)^
n = fr für k_* ifi+1 

und (trc t)
p + 1^ ( t r C i ^ ) ^ 1 = t r 2i+v ü a n n i8t z = z o G B p , 2 ( K ^ # 

Beweis. Man ersetze im Beweis von 2.10, v durch z . v. durch z. 
und d.1 durch c4. Setzt man tK*J = - i Z Z (1 - i/IO^c., so gilt 

Beispiel* In der üblichen Triangulation K der unendlichen Lei­
ter ist der angedeutete Zyklus z Element von B/. pt nicht aber 
von B̂ . 0. Dies folgt sofort aus 2.12. -

1.2 * • 
Ausgehend von diesem Beispiel, konstruiert man sofort höher-

dimensionale Beispiele. 
Man sieht also in der Tat, daß die reduzierte Lg-Homologie 
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Hp^CK) viele topologisoh relevante Lg-Zyklen wegläßt, topolo-
gisoh EL 2(K) bedeutsamer als I 2(K) ist. Entsprechendes gilt 
gemäß 2.7 für die Lp~Kohomologie. 
Sei K ein ß.l.e. n-dimensionaler simplizialer Komplex. Sine 
simpliziale. Unterteilung K9 von K heißt von beschränktem Un­
terteilung sgrad, .falls eine Schranke N existiert 9 so daß jedes 
Simplex von K in nicht mehr als N Simplexe unterteilt wird. Wir 
fragen nun nach der Invarianz von H^2t HT bei Unterteilungen 
von beschränktem Unterteilungsgrad. Die .Antwort gibt 
Satz 2.13. Sei Kf eine Unterteilung von beschränktem Untertei­
lungsgrad. Dann induziert die Unterteilungsabbildung 

© :Q^p(K)—> ^pC*-1) e i n e n Isomorphismus © # :%2(
K)—>H*£(KO. 

Entsprechendes gilt in der Kohomologie•Q 
Einen ausführlichen Beweis von Satz 2.13 für die reduzierte 
Lp-Homologie und -Kohomologie findet man in L&"] • Aus diesem 
Beweis erhält man unmittelbar auch die Unterteilungsinvarianz 
von Hjp9H'p. 

Seien K9K
f g.l.e. Triangulationen von |K| « |Kf( • Es wird de­

finiert K1< K9 falls die folgenden beiden Bedingungen erfüllt 
sind. Zu .jeder Ecke vf G Kf existiere eine Ecke w€K mit 
|st v1! C (st w|. Es existiere eine Zahl M9 so daß jeder Eoken-
stern von K höchstens M Simplexe von K1 enthält. Dann definiert 
die Zuordnung vf-->w eine simpliziale Abbildung ^sK1—>K. 
Lemma 2.14. Ist K;* < K9 so induziert ^ einen Isomophismus 
^:H t e(K

f)—> H^(K). 
Beweis. Alle K.<K bilden eine gerichtete Familie9 in der die 
baryzentrischen Unterteilungen von K eine konfinale Teilfami­
lie bilden. Aus der Transitivität der nr^ und der Isomorphie der 
"Y|fc für baryzentrische Unterteilungen folgt die Behauptung, o 
Die Isomorphie der ̂  für baryzentrische Unterteilungen folgt 
aus C6l t die Konf inalität der baryzentrischen Unterteilungen 
im obigen System von Triangulationen erhält man aus dem Beweis 
von Satz 32.41 aus (£3 9 ßaite 332-338. 
Satz 2.15. Seien K̂  und EU g.l.e. Triangulationen ein und des­
selben Polyeders 9 so daß zu jedem Simplex iGKj höchstens M 
Simplex» T6K. existieren mit 6^T • 09 i=-df 1,3*1,2. Dann 
gilt H^gO,) £ H ^ K g ) , H g ^ ) * H^Kg). 
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Beweis. Aus den Voraussetzungen an &••£> * o lß* die E---istena 
einer g»l.e. Triangulation K^K^K .p. Lemma 2.14 ergibt dann die 
Behauptung.o 
Wir nennen zwei g.l.e. Triangulationen J-̂ tK? von I ^ l a l^l 
äquivalent, falls sie die Voraussetzungen von 2.15 erfüllen* 
Die Iquivalenzklasse einer g.l.e. Triangulation K werde mit 
[Kl bezeichnet. Dann kann man die Resultate zusammenfassen in 
Satz 2.16. Für eine Iquivalenzklasse CK! von g.l.e. Triangula-
tionen sind H ^ f H^ bis auf topologische Isomorphie, H ^ 9 Hg 
bis auf Isomorphie definiert« o 
Bemerkung. Fttfc Hg wurde dieses .Resultat schon in [2] formuliert. 
Wir wenden uns nun der Frage nach Zusammenhängen zwischen ana­
lytischen Eigenschaften der Laplaceoperatoren von (Bp9g) und 
kombinatorischen Eigenschaften von ItP zu. Dazu muß IUP mit einer 
kombinatorischen Struktur, d.h. einer Triangulation9 versehen 
sein. Sei &n ein krummes n-Simplex auf Äp. Als Fülle © (6 ) 
wird dann definiert © (£ ) a vol(ö )/(diam(£ )) n. Wir betrach­
ten Triangulationen ttK-^-ttiF1, die folgende Bedingungen erfül­
len (CO ). 
a. Es existiert ein ©>>0 9 so daß für jedes krumme Simplex (J 
die Fttlle © (6) der Ungleichung © (ö ) * @ Q genügt. 
b. Es existieren Konstanten c1> c2> 0, so daß für jedes (£

n 

ßilt c2 « vol(ö) * c r 

c. Es existiert eine Konstante c> 0, so daß für jede Ecke vgK 
die bary zentrische Koordinatenfunktion <pv*U—> R <üs Bedingung 

!V<Pvl * ° e r f ü l l t* 
Setzt man die Bedingung a. voraus, so ist b. äquivalent zur 
Existenz von Schranken <2L > cU> 09 so daß dp -- dlam(6) -= cL 
für alle 6 6 K. a. und b. sind äqivalent zur Beschränktheit 
der Volumina von unten und der Durchmesser von oben. 
Triangulationen, die den Bedingungen a.-c. genügen, sollen uni­
form heißen. 
Die nun entstehende Frage ist die nach der Existenz uniformer 
Triangulationen. Dazu betrachten wir zwei Bedingungen. 
Bedingung (I): Der Injektivitätsradius besitzt auf (kf^g) eine 
positive untere Schranke, d.h. inf ^-..(x) > 0. 

x€M ^"o 
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Bedingung (B^f V ^ ißt auf M beschränkt, 0 6 i £ fc, wobei H 
den Krümmungstensor bezeichne. 

Erfüllt (AP,g) die Bedingungen (I) und (Bj^), so ist die Geome­
trie von (liPfg) nach Definition bis zur Ordnung k beschränkt. 
Eine Antwort auf die Frage nach der Existenz uniformer Trian­
gulationen gibt der folgende Satz von Oalabi. 
Satz 2.17» Besitzt (wPfg) eine bis zur Ordnung 0 beschränkte 
Geometrie, so läßt (iPjg) eine uniforme Triangulation 
t i K — > M zu. a 
Daraus resultiert die Frage nach denjenigen topologißchen Ty­
pen glatter offener Mannigfaltigkeiten, die eine beschränkte 
Geometrie zulassen. Nach einem Satz von Greene gibt es keine 
topologischen Obstruktionen gegen eine Metrik, die (B^) erfüllt. 
Satz 2.18. Seien tf1 eine glatte offene parakompakte Mannigfal­
tigkeit, k eine natürliche und £> 0 eine reelle Zahl. Dann 
existiert auf M*1 eine Hiemannsche Metrik g, die die Bedingung 
jV1»! ^ £ , 0 ^ i ö k, erfüllt ( C8l )• p 

Dagegen bereitet es große Schwierigkeiten, das Erfülltsein der 
Bedingung (I) zu sichern. Beispiele für beschränkte Geometrien 
bis zur Ordnung 0 sind Geometrien auf offenen Mannigfaltigkeiten 
ten, deren SchnittkI^ümm\lng die Bedingung O £ K £ kQ erfüllt 
(DO]). Jede homogene Riemannsohe Mannigfaltigkeit besitzt be­
schränkte Geometrie beliebig hoher Ordnung. 
Topologisch kann man folgende einfache Tatsachen fixieren. 
Satz 2.19» a. Die Klasse derjenigen offenen Mannigfaltigkeiten, 
die eine beschränkte Geometrie zulassen, ist abgeschlossen be­
züglich endlicher.zusammenhängender Summen und des Überganges 
zu Überlagerungen. 

b. Jede offene Mannigfaltigkeit, die durch unendlich oft wie­
derholtes Zusammenkleben endlich vieler Bordismen entsteht, 
läßt eine Metrik beschränkter Geometrie zu. Q 
Besonders wichtig sind uniforme Triangulationen auch wegen ih­
rer guten kombinatorischen Eigenschaften. 
Satz 2.20. a. Jede uniforme Triangulation ist g.l.e.. 

b. Die Whitney sehe Standardunterteilung einer uniformen Trian­
gulation ist wieder uniform. 

c. Zwei uniforme Triangulationen K^ und Kg, die zu ein und der-
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selben Eiemannschen Metrik g gehören, erfüllen die Vorausset­

zungen von Satz 2« 41. Insbesondere gilt also HgO-^) » ^ ( ^ ^ 

2*0--,) st*(I^).0 
1s ist jetzt sinnvoll und natürlich, nach den Zusammenhängen 
zwischen 5|(Mfd) und S|(K) bzw. zwischen H|(M,I) und H|(K) für 
eine uniforme Triangulation von (M^g) zu fragen. Gemäß 2.5 
identifizieren wir für vollständiges (Ma,g) S^M.l), lPfk(Mfd) 
mit ^tp(M). Eine gewisse .Antwort auf diese Frage gibt der 
folgende 
Satz 2.21. Seien (-MPfg) von beschränkter Geometrie bis zur 

11 *v 

Ordnung k> n/2 -1 und ttK-^^M eine glatte uniforme Triangula­
tion. Bann definiert die Integration von Formen über die Sim­
plexe von K einen Lg-Isomorphismus Js cJĈ M) * H | ( K ) . Q 

Bemerkung. Zuerst wurde dieser Satz für normale Überlagerungen 
geschlossener Mannigfaltigkelten von Dodziuk in C3l bewiesen. 
Hierdurch angeregt, konnte der Satz auch für die Klasse ans 
2*19.b. gezeigt werden ( C.73 )• Aus den Beweisen war mehr oder 
minder ersichtlich, daß man nur die beschränkte Geometrie 
brauchte. Dies wurde von Dodziuk erkannt und damit 2.21 be­
wiesen« 
Als interessante Folgerung aus 2.10 und 2.21 erhalten wir 
Satz 2»22« Sei (Mnfg) offen, zusammenhängend, vollständig und 
von beschränkter Geometrie bis zur Ordnung k> n/2 -1. Dann be­
sitzt (M^g) keine quadratintegrierbaren harmonischen p-For-
men, p = Ofn. n 
Es entsteht die Frage nach einem Analogen von 2.21 für 
Hp'k(M,d) = Zp'k/Bp'k und H|(K). H und H können auf kombinato­
rischem und analytischem Niveau außerordentlich unterschied­
lich ausfallen. Kombinatorisch zeigen dies 2.8 - 2.12. Sei 
Hn der n-dimensionale einfach zusammenhängende hyperbolische 
Raum. Dann gilt für p s (n-1)/2 +1 dim Hp(Hnfd) = oo f 

^(H11) tf HgC-HM) ̂ Hp*k(Hn,d) * (0). 
Sei (M^jg) von beschränkter Geometrie bis zur Ordnung k yn/2 -1. 
Satz 2«21 folgt unter anderem aus folgenden Tatsachen. 
1. /.*Ap,k*1—» ö|(K) ist beschränkt. 
2. Für die Whitneyabbildung W gilt dW * Wdcf wobei 
d *ö|(K) * 05 (K) jetzt den kombinatorischen Korandoperator 
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bezeichne. 

3. f o w « id. 
4. WtO?(K)—>AP,lC+1 ^W ß e b i l d a t bezüglich einer geeigneten 
Zerlegung der Einheit) ist beschränkt ( C4l )• 
Satz 2#23. Seien (l-P.g) v o n beschränkter Geometrie bis zur Ord­
nung k> n/2 -1f K eine zugehörige uniforme Triangulation» Dann 
induziert Integration über die Simplexe von K eine Surjektion 

JiH** k(M fd)—>H*(K). 
Beweis. Aus 1. und dem Stokesschen Satz erhält man 
/(ZPfk) C z|(K)f /(BP**) C B]j>(K)f also einen Morphismus 

/,Hptk(Mfd)—> H|(K). .Ferner gilt gemäß 2.f3.f4. 
tf(z|(K)) C Zp»kf W(B|(K))C BP»k und / o W = id0P(K)t woraus 
die Surjektiyität von / jHp»k(Mfd)->)^(K) folgt, n 
Es ist nun nooh die Frage naoh deV Injektivität von / in 2«23 
offen« Diese wird jetzt studiert und teilweise beantwortet. 
Es bezeichne dazu K'r' die r-te Standardunterteilung von Kf W 
eini zugehörige Whitneyabbildungf so daß 4« gilt. 
Lemma 2.24. Zu jedem {jj 6 A ? und zu jedem £ > 0 existiert 
ein r * Of so daß ||UJ - Wroju/|| * £ ( C4l ) . 0 

Hieraus erhält man 
Satz 2.25. Seien (l^s) von beschränkter Geometrie bis zur Ord-
ir̂ung k > n/2 -1» K eine zugehörige uniforme Triangulation und 

U (im(dWr)) C ^ A
5 " 1 ^ * 1 - D a n n i B t (*Hp'k(Mfd)—» H|(K) 

injektiv. 

Beweis. Sei[/u/] 8 Of GJ£Zp,k. Da Integration und Untertei­
lung kommutieren und die ünterteilungsabbildung gemäß 2.13 ein 
Isomorphismus ist, gilt(Xr^u;3 « 0 für alle r. Sei ( £ i ) i «iae 
positive Nullfolge. Gemäl 2.24 existiert zu jedem i ein r(i) • 

8 0 4 , 8 I « - - - " '<*(»>" II < £ i -

Wegen / ( r ( 1 ) ) W € B*(K<r<-») exieiiert . in f ± € < f 1 ( - - ( r ( i ) ) ) 
m i t J ( r ( i ) ) w B d ° f i # H l e r a U B f o l 6 t w e g e n dwr fi * Wrd°fi 

| w - d w ^ f j « I u* - wr(1) / ( r ( i > ) || • 

+ II f r ( i ) / ( r ( 1 ) )
W " dWr(i)fill •» W " Wr(i) &r<i»u,> < 6 *" 
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a l so d l p ^ f .^—> <*> • AOB der Voraussetzung f o l g t die BxLstena 
eines f £ A*" * + 1 mit d p - 1 0 * co , also reu} « 0. 0 
Die Injektivität in 2,23 g i l t sicher dann, wenn auf analyti­
schem und auf kombinatorischem Niveau H? - i ? g i l t . 
Wir l>etraphten d p _ 1 * / ^ 1 » k + t _ > A p » k

f d j ^ t o |~ 1 (E ( r ) ) » -hetraohten o_ 1»./\f •»—'•—>A*»~, d^í 
0P(KSr)). 

Lemma 2.26. a. Ist im dL ,. abgesohlossen, so i s t ii^d?^^ ab­
geschlossen für a l le r » 0. 

-c.o b. Ist im dj»} abgesohlossen, \J (im(dWp)) C im cL v so ist 
im dL ̂  abgeschlossen. r s 0 

o. im dL ,j und im dp sind abgeschlossen genau dann, wenn im A 
abgeschlossen ist. 

d. Es ist im A p abgeschlossen genau dann, wenn 

Beweis.a. Sei (fv)v eine .Folge aus im d£i*, die gegen 
f GO^CK ) konvergiere. Wegen der beschränkten Geometrie sind 
W und / beschränkte Abbildungen. Man erhält also mit fv « 

fldWygv - W^ll—>0* 4us dp-1(A
p^1,k+1) » Bp,lc abgesohlossen 

folgt die Eristena eines o mit dL ,, o « WJT, also / cl „ o » 

- / V ' - 'W " «?/p -*!. *«-* «S-
b. Ist im d°^° « B|(K) abgesohloasen, so auch im d°^[ » B|(K(r)) 
für alle r. Denn e« ist im d0^? abgesohlossen genau dann, wenn 
^ ( K ) s S|(K) 1? H|(K). Aus der Isomorphieeigensohaft von ©^ 
und dem kommutativen .Diagramm 

B|(K) >B|(K) 

Bf(K<1>)—>B|(K(1)) 

folgt B|(K(1J) a 5|(K(1))t also im dj^j abgesohlossen. Pur be­

liebiges r zeigt &t&fc das Entsprechende durch vollständige In­

duktion. Sei jetzt ( w )» eine Folge aus d p_ 1(A
p~ 1* k + 1), 

die gegen tu konvergiere und ( E ^ eine positive Nullfolge* 

Aus W y« d^Oy , «p^y,-» W , ̂ ( r ) dOy—>/(r)W , 

d?^1 /(r)£v—^Ict)*** und ** ̂ -1 a bS d T O n l o-" w- folgt die 
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Eristenž eines g ( r )e c|~1(K(r)) mit djl*g(r) = / ( D ^ * r ( i ) 

sei so gewahlt, daB |f<Jo - W r ( i ) f (rCi))0^ < ^i» 

• t o" «r(l)« ( r ( 1 ) )> « «<" " *r(i) íK(r(i))^
H< £i« 

also d W ^ ^ g ^ ^ 1 ^ — > u; . Aus der Voraussetzung folgt dann 

die Existenz eines $eA P"" 1 , k + 1 mit dp-1 § = tt> • 

Beziiglich c# und d. verweisen wir auf r^l 9 C113 • ° 

Satz 2.27* Sei (J^ig) von beschránkter Geometrie bis zuř Ord-
nung k>n/2 -1. Unter jeder der nachfolgenden Bedingungen ist 
/:Hp,k(M,d)—»HÍ>(K) ein Isomorphismus. 
a. im (L* ist abgeschlossen* — 
b. im d^^ ist abgeschlossen und U (im(dWr))Cim dp-1. 
c. im A ist abgeschlossen. 

Beweis. Die Behauptung folgt unmittelbar aus 2,27 und 2,21. p 
Bisher stand der Spektralwert 0 von A und ^ im Vordergrund. 
Es ist naturlich, auch nach Beziehungen fiir andere Spektralwer-
te zu fragen. Dafiir empfiehlt es sich, noch eine andere Varian­
te des Laplaceoperators, den semikombinatorischen Laplaceopera-

se A se 
tor £? zu betrachten. A ist wie folgt definiert* Man ver-
sehe oS(K) (unter der Voraussetzung beschránkter Geometrie) 
mit einem anderen Skalarprodukt, und zwar sei ( , y ^ definiert 
durch ^Wf fWg^ s jWf\*Wg. (f

W sei dann der zu d beziiglich 
( , ^ w adjungierte Operátor und A

s c = def +' cf cL 
se A 

/f ist beschránkt, A unbeschránkt. Beide Operatoren haben 
einen grundverschiedenen Definitionsbereich, Trotzdem hat es 
einen Sinn, nach einer teilweisen Approximation von A durch 
A S 0 im spektralen Sinne zu fragen. CA A ) enthált unter der 
Voraussetzung beschránkter Geometrie (bis zur Ordnung 1) eine 
Halbgerade £\ f 06 £ . Wir betrachten folgendes 
Problém, Seien X 6 ( A f ^ C und £>0 vorgegeben. Existieren 
dann ein r und ein /^G <í(Asc(K(r\wr))f so daB|A -yu|<£ ? 
An diesem Problém wird zur Zeit gearbeitet* Mit groBer Wahr-
scheinlichkeit fállt die Antwort positiv aus. 
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