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L2-K0HOMOLOGIE UND APPROXIMATIONEN DES LAPLACEOPERATORS 107
Jirgen Eichhorn

1.Einleitung

Fir offene, vollstdndige Riemannsche Mannigfaltigkeiten be-
schrankter Geometrie ist der Hodge-de Rham-Isomorphismus in der
L2—Kategorie inzwischen eine wohlbekannte Tatsache ([ 3] , [4)] ,
{7] ). Wesentlich bei der Formulierung und dem Beweis dieses
Satzes ist die Verwendung der reduzierten L2-Kohomologie ﬁg,

in der die Lz-Kozyklen nach der AbschlieRung ﬁg der Koridnder
faktorisiert werden. Die Frage nach der Isomorphie der de Rham-
Abbildung fiir die nichtreduzierte L2-Kohomologie ist dagege
noch weitgehend offen. Wir studieren in dieser Arbeit einige
wesentliche Unterschiede zwischen ﬁg = Zg/ég und Hg = ZS/BP,
geben Beispiele fiir die topologische Relevanz von Hg und geben
schlieBlich eine einfache spektraltheoretische Bedingung fiir die
Gliltigkeit der Isomorphie an. Eine wichtige Folgerung aus die-
sen Untersuchungen ist die Nichtexistenz,von'Lz-harmonischen

O- und n-Formen auf Mannigfaltigkeiten beschrénkter Geometrie.
Ferner diskutieren wir Spektralwerte § O.

7

2. Analytische und kombinatorische L,-Kohomologie

Wir betrachten im folgenden orientierte, offene, vollstéandige
Riemannsche Mannigfaltigkeiten (M*,g). Es sei AP = AP(M) =

= C*(APT*N) bzw. JXg = z\ﬁ(M) = Cé”(_/\pT'N) der Vektorraum
aller glatten p-Foruwen bzw. p-Formen mit kompaktem Triger auf
e, Ag wird vermége { , ) . {(w ,'d = f’w-\uw’ =

= J(w.wt) dvol Pranilbertraum. A P'® bezeichne den Vektor-
raum aller meBbaren p-Formen wv , fir die | v A x W < »
ist, Dann liegt xﬁ_g dicht in A P9, und AP'C ist die Ver-
vollsténdigung von _/\g beziiglich || ”g. “uu“i ={Ww.w) .

This paper is in final form and no version of it will be submitted for publication elsewhere..

.
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A= by = ad + 274 = Ay C"‘p + c'npﬂdp:_/;p—-)AP bzeichne
den laplaceoperator auf denf—Formen. Sei S eine Menge von Po-
lynomen in d und d , z.B. 8= yd}, S =1}, 8 =44+ g=
= A »! oder S = i,Ao, Ny A veees ) }. Dann definieren wir

t

NE=w AP AP Dwffi = [ Dwa #Dw<w fiir alle DE S} ,

AP’S = Abschliedung von Ag beziiglich der Norm

—.—-

fowll2,

DQu

j&p‘S = Abschlielung von Ag in _/\p's bezuglich der Norm
" HS Wir setzen feruer fest

AP ATHLS A )

Ist 5 = U, 50 21t [ g = || [lon /\p L. {)\_p'° = j&PN
Man hat folsende Iaklusionen A _/\“_ g ,-’10,

"‘P! = /\[«u 3 ’X.p'u &Pi AC" Ap’ 5 .[lp

Fur vollstindiges ('In,g) ist A auf /Lp wesentllch selbstad-
jungiert, d.h. & e Ap‘ , ist be‘bstadaungiert Ferner
stimmen{t.q{/_\p.w.,/l law = }und R®P ~§‘w(dw =w =0
im Distributionensinne | iiberein.

ils analytische LE-Kohomologie Hg(m,d) von (Mn,s) definieren
wir die Kohomoulogie des Komplexes

1
s Ay AT

HY(HM,d) = ker(d: A{d}""/\ 1 /in(a: .A }—-)[\{d}) = ker 4 /imd

= ker d /un dp 1°

Eine scnemhar andere Variante erhdlt man durch Betrachtung von
Hb(,d) 1= ker dp/im d_,.

2 -1 v, {dy

Satz 2.1. Die Inklusion Al — A" induziert einen
Isomorphismus iy : Hy(M,d)—H,(¥%,d) (117 ).@

Als reduzierte analytische L2-Kohomologle definieren wir

H (M,d):= ker a /im dp 1
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und allgemeiner

- —— APk
BD2¥(m,a) = zPr¥/ BPIK £

wobei 20K ={we AP Haw = 0], BP K = g APk,

Satz 2.,2. Sei (Mn,g) vollsténdig. Dann sind die R&Aume ﬁp’k
unabhingig von k. Fir jedes k 2 1, O £ p £ n, 1#B8t zZP'* eine
orthogonale Zerlegung

—

Zplk = RP ® BP'k
zu., Ist k = O, so gilt
zPs0 . RP o EP’

wobei BP = {WEAP'®| Es existiert ein mEAP *° mit w= dn}.
Wir verweisen besziliglich des Beweises auf {31 , (4] .o

Wegen der Vielfalt dieser Definitionen stellt sich sofort die
Frage nach den gegenseitigen Beziehungen oder gar nach dem
Ubereinstimmen. Zuniéhst hat man eine natiirliche Surjektion

J:HE(M, &) — BR(1,d), jw + im dpoq) = W+ ind 4

und einen Morphismus
n: R —— B (M,d), b(w) = W+ im d 4.

Wir sagen, in (MP,g) gilt das starke Hodge-Theorem, falls h ein
Isomorphismus ist. Ohne Beweis geben wir die folgenden beiden
sehr einfachen Lemmata an.

Lemma 2.3. h ist injektiv, falls der Stokessche Satz im L2-Sinne
gilt, d.h. (dg ,w) = (g ,dw) tir alle gepp 1y
LOQAP'GJS . Insbesondere ist h also injektiv fir vollstandige
Mannigfaltigkeiten. g

Lemna 2.4, h ist surjektiv genau dann, wenn im ap_1 abgeschlos-
sen ist. o

Als SchluBfolgerung fiir die Giiltigkeit des starken Hodge-Theorems
ergibt sich

Satz 2.4! Das starke Hodge-Theorem gilt genau dann, wenn
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md, _,=d_4 A" .q
Zusammen mit Satz 2.2 erhalten wir
Satz_Z.E. Sei (M%,g) vollsténdig, Dann sind RP(M), HEB(M,d)
und Hg’ (M,d) fiir alle k @ O kanonisch L2-isomorph, und
bP: RP(M)— EY(M,d) ist eine Injektion.n
Um die rein kombinatorische L2-Kohomologie einfiihren zu konnen,
stellen wir einige Grundbegriffe der Theorie gleichmifBig lokal
endlicher Komplexe zusammen.
Seien K ein n-dimensionaler lokal endlicher simplizialer Kom-
plex und ¢9 €K, I( ¢69) bezeichne die Anzahl aller (q+1)-Sim-
plexe < e g pit ¢9<¢ T a1 g jst gleichméBig lokal end-
lich in der Dimension q, falls s:ing I(¢D = Iq(K)( w0,

K ist gleichmiiBig lokal endlich (abgekiirzt g.l.e.), falls

I (K)o , q=0,...yn. K ist g.l.e. genau dann, wenn

IO(K)< «w ist., Seil K g.l.e.. Dann wird definiert

B = {E— 6| TZ £2¢x ) una a:cB—> &,
¢feEx 3

- ¢ =X __. (O__Tfx:¢] ¢ . d ist die
( FER 8 ) ek (4,94.1:“‘" ¢ )% 5
lineare Fortsetzung des iiblichen simplizialen Korandes a6P =

= (t:¢lt . Man zeigt leicht, daB aus der g.l. Endlich-

TFy gl
keit die Beschrénktheit von d:clz’—> 012’*1 folgt. CF wird Hilbert-
raum durch {f,g) = fy 8 - Es wird definiert z5(K) =

= ker(a:ch —> cB*h), BB(K) = im(a:c8"1s cB), BB(K) = 2B/B,
HJ(K) = z5/BE. Sei a* adjungiert zu 4 beziiglich ¢ , ) und
o = da* + d* d. d* ist der iibliche Rand. Man definiert

c 5 =05, Hy o(K) = ker 4, /im g w1 = 35 0/By o B(E® =

=2, /B, , wnd HP(K) = ker A pe Dabei wurde festgesetzt
(dpg“ = 49
Lemma 2.6. Es ist £ ¢ RP(K) genau dann, wenn df = d* £ = 0. Es

existieren direkte orthogonale Zerlegungen

cB(x) = ack™? @ a*cB*! o WP(K), 20 = WK @ dcg",

2., = ¥PK) ga*cdla

P2
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Folgerung 2,7, ﬁg(K) ¥ WK !ﬁp’a(l{). o

Msn definlert allgemeiner La—Kettenkomplexe, Lz—Kettanabbil-
dungen U.S.Wa.

Fiir geometrisch-topologische Zwecke smpfiehlt es eich, mit der
La-Homologie zu arbeiten, da Homologie im Vergleich zur Kohomo-
logie geomatrisch bemser einzusehen ist. Wir wollen nun einige
grundsitzliche Unterschieie zwlischen H (K‘ und Hp 2(K) nach-
weisen, Es ist klar, daB ,2 (I{) kanon sch mlt einer vollstin-
digen Norm, Ja sogar mit einem Skalarprodukt versehben werden
kann, wihrend dies fiir Hp ~(K) im allgemeinen nicht der PFall
igt. Andererseits ist die W:Lderspiegelung der kombinatorischen
Eisenschaften von K durch H {K) viel besser als durch H 2(1().
Lemma 2,8, Ist I-Lp'z(K) + H (K), g0 existieren unendlich viele
linear unabhingige Homologieklaeaen in HP 2(K) deren Bild in
Hp 2(K) gleich Null ist. Entsprechendes gilt in der Kohomologia.
Beweis. p,2 % Hp > und B ,2 E B ,2 sind gleichwertig. Ist also
p,2 3 Hp o+ B0 ist die Kodimension von BP in Bp 2 unendlich.
Eeien Zq+ 5,2 za+B 2000 linear unabhangige J!-lemente aup

B E/Bp 20 Dann aind z1+Bp 29 zzq-Bp AREL] linear unabhingige
}Iomologieklassen in H ,a deren Bild in H ,2 glelch Ball ist.g
Folgerung 2. ‘2. Ist Hp 2(K) = (0), Hp 5(K) =t {0), so gilt

dim H (K) . mtsprechendes gilt in der Kohomologie.n
Satz . 10. Sei K unendlich, g.l,e. und zusammenhingend, Daun
gilt ) (0 T HY(K) £ (0) und dim B, (K) = = .

Beweia. Die erste Behauptung folgt aus rolgenden Aussagen,

a. Jode fcke won K ist Rand aus B )2 b, Jede O-Kette mit end~
lichenm Tridger ist Rand in B ,2° o. Jade U-Kette £¢C 0,2 ° Zo,
ist Limes einer in G ,2 konvergenten Folze von O-I{etten mit
endlichem Tridger. Wegan der Abgeschloszenheit von B ,2 ist

£ EBO 2+ Aus a. folgt sofort b., c. ist trivial, Zu ceiven ist
also nur a,. Sei vy GKO eine Ecke. NHach Voraussetzung existiert
eine Polge von 1-Simp1exen = Hanten 61 = [0 40 L= 0014e,
mit vy % V fir § 4 j, d.h, ein unendlicher bei v, beﬂ'mnender
Eantenweg ohne Zweige, Sei oM, = 1 - 1/10") Ci. Dann

o 1=0
si1e 0¥ 2O v o B0 iy, adeo v, - a4 U2

i=1
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= (10 1)/10294 1/109—:;*'0. Die zweite Aussage folgt aus Fol-
gerung 2.9, wenn man q 2(K) 4 (O) zeigen kann. Letzteres gilt,
denn v § B_ ,2(B).a

Als Tragerkompler tr g einer p-Kette g = g.¢ wird der
von Q_CPGEK lg 3 0_3 erzeugte Komplex ﬁgg%ichnet, d.h, tr g=
= Hii {CP&EK |gc % O} . Sei I, ein homogen p-dimensionaler
g.l.e. simplizialer Komplex. Als beometrlschen Rand von L defi-
nieren wir den Tragerkomplex der Kette d ;G P,

Analog zu 2.10 zelgt man

Satz 2.11. Jeder Zyklus ccp 2(K), zu dessen Trégerkomplex

tr 2z ein zur kanonischen Tridngulation von |tr z| X R iso-
morpher Teilkomplex L in K existiert, dessen geometrischer
Rand tr z ist, ist in ﬁ? (K) O-homolog. n

Fir einen simplizialen Komnlev L bzeichne LY wie iiblich das
g-dimensionale Geriist. Ein noch allgemeineres hinreichendes Kri-
terium dafiir, daf z (7Zp'2 im Nullelement von-ﬁb’a(K) liegt,
liefert

Satz 2.12. Sei z = 2 G‘Z 2 Es existiere eine Folge von Zyklen
ZgeZpyece ,. 2 B0 daB uz = %, z3~ 24 mod ,2° 24,4721 =
= dtecy, ¢ C é o+1, ?(K) (trc YP* A (tre )}‘+'| ¢pfur k # i,i41
und (trc )p+1n (trc 1)p = trzy 4 Dann ist z = z ¢ B 2(K)
Beweis. Man orsetze im Beweis von 2.10, Y durch z_, vi durch z5
und C durch c;. Setzt man f(") -2 (1 - i/10“)ci, so gilt
a® ¢ v} =z, - 30__J1/1L 2, 1=0

i v
- M2 2 ., 10 -1 2 s
“Zo d £ l “L[_, '/rb/z " = 102,/ c Y u" 0.0
Beispiel. In der iiblichen Triangulation K der unendlichen Lei-
ter ist der angedeutete Zyklus z Element von 51 2 nicht aber
L]
von B1 Py Dies folgt sofort aus 2.12.

J JCJL

Ausgehend von diesem Beispiel, konstruiert man sofort héher-
dimensionale Beispiele.
Man sieht also in der Tat, daB die reduzierte La—Homologie

2

v

’
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a(K) viele topologisch rolevante La-Zyklen wegliBt, topolo-
giaOh Hp 2(K) bedeutsamer als H 2(K) ist, Entsprechendes gilt
gemél 2.7 fir die La-xohomologie.

Sei K ein g.l.6. n-dimensionaler simplizialer Komplex. Eine
simpliziale Unterteilung K' von K heift von beschrinktem Un-
terteilungsgrad, .falls eine Schranke N existiert, so daB8 Jjedes
Simplex von K in nicht mehr als N Simplexe unterteilt wird. Wir
fragen nun nach der Invarianz von 3*2. H: bel Unterteilungen
von beschrénktem Unterteilungsgrad. Die Antwort gibt

S8atz 2,13. Bel K' eine Unterteilung von beschrénktem Untertei-
lungsgrad. Dann induziert die Unterteilungsabbildung

(J) :O*Z(K)-—> O*a(K') einen Isomorphismus ©4 :H%Z(K)—§K‘2(K').
Entsprechendes gilt in der Kohomologle.aq

Einen ausfiihrlichen Beweis von Satz 2.13 fiir die reduzierte

L -Homologie und -Kohomologie f£indet man in [ 6] . Aus diesem
Beweis erhalt man unmittelbar auch die Unterteilungsinvarianz
von B'*Q 32.

Seien K,K' g.l.e. Triangulationen von |K| = |K'| . Es wird de-
finjert K'{ K, falls die folgenden beiden Bedingungen erfiillt
sind. Zu Jeder Ecke v' €K' existiere eine Ecke w €K mit

|8t v!| C |8t w|. Es existiere eine Zahl M, so daB Jjeder Ecken-
stern von K hichstens M Simplexe von K' enthdlt. Denn definiert
die Zuordnung v'— w eine simpliziale Abbildung 4 :K'—»K,
Lemma 2,14, Ist K'< K, so induziert wm elnen Isomophismus
Nty (K ) —3 By ().

Beweis., Alle K1< K bilden eine gerichtete Familie, in der die
baryzentrischen Unterteilungen von K eine konfinale Teilfami-
lie bilden. Aus der Transitivitét der m und der Isomorphie der
W& Zfir baryzentrische Unterteilungen folgt die Behauptung. g
Die Isomorphie der W& fir baryzentrische Unterteilungen folgt
aus [6] , die Konfinalitédt der baryzentrischen Unterteilungen
im obigen System von Triangulationen erhdlt man aus dem Beweis
von Batz 32.41 aus (] , Beite 332-338.

Satz 2,15, Se:l.¢.m.K,1 und K2 gel.e. Triangulationen ein und des-
selben Polyeders, so daB zu Jjedem Simplex 6€K1 hochstens M
S8implexs T €K, existieren mit 6n’c % @, i=J, 1,j=1,2. Dann

gLt Hyo(K,) ¥ Hyp(Ky), By (K,) ¥ H(K,).
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Beweis, Aus den Vorausseizungen an K‘I’Kz folgt die Existenz
einer g.l.,e. Triangulation K'< K,',Kz. Temma 2.14 ergibt dann die
Behauptung.o

Wir nennen zwei g.l.e. Triasngulationen K1,K2 von |K1( = |K2|
dquivalent, falls sie die Voraussetzungen von 2,15 erfiillen,

Die Kquivalenzklasse einer g.l.e. Triangulation K werde mit

(K] bezeichnet, Dann kann man die Resultate zusammenfassen in
8atz 2,16, Rir eine Xquivalenzklasse (K1 von g.l.e. Triansula-
tionen sind B,Q. H2 bis auf topologische Isomorphie, Hﬁ, 112
bis auf Isomorphie definiert.n

Bemerkung. Piir A wurde dieses Resultat schon in [2] formuliert.
Wir wenden uns nun der Frage nach Zusammenhéngen zwischen ana-
lytischen Eigenschaften der Laplaceoperatoren von °,g) und
kombinatorischen Eigenschaften von M zu. Dazu mu8 M® mit einer
kombinatorischen Struktur, d.h. einer Triangulation, versehen
sein. Sei ¢ ein krummes n-Simplex auf M®, Als Fillle © (¢ )
wird denn definiert @ (¢ ) = vol(¢ )/(diam(¢ ))". Wir betrach-
ten Triangulationen t:K—)Mn die folgende Bedingungen erfiil-
len ([4]).

a. Es existiert ein @> 0, so daB fir jedes krumme Simplex ¢
die Fille @ () der Ungleichung @ (¢) 2 @, genigt,

b. Es existieren Konstanten o,> c,> O, so daB ﬁir Jedes g2

gilt cy € vol(d ) £

c. Es existiert eine Konstante ¢> O, so daB fiir jede Ecke v€ K
die baryzentrische Koordinatenfunktion (pv:ll—) R die Bedingung
'VcPvl £ ¢ erfiillt,

Setzt man die Bedingung a. voraus, so ist b, dquivalent zur
Existenz von Schranken 4,>d,> 0, 8o das 4 € diamf ¢ ) £ 4,
fir alle G € K. a. und b, sind dqivalent zur Beschrénktheit
der Volumina von unten und der Durchmesser von oben.
Triangulationen, die den Bedingungen a.-c. geniigen, sollen uni-
form heiBen.

Die nun entstehende Frage ist die nach der Existenz uniformer
Triangulationen. Dazu betrachten wir zwel Bedingungen.
Bedingung (I): Der Injektivititsradius besitzt auf (M®,g) eine
positive untere Schranke, d.h. x% rin;j(x)> 0.
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Bodingung (B,)t V'R ist auf M beschrinkt, O &€ i € k, wobei R
den Kriimmungstensor bezeichne. .

Erfillt (M*,g) die Bedingungen (I) und (B)) 80 ist die Geome-
trie von (M®,g) nach Definition bis zur Ordnung k beschrinkt,
Eine Antwort auf die Frage nach der Existenz uniformer Trian-
gulationen gibt der folgende Satz von Calabi.

Satz 2.17. Besitzt (M%,g) eine bis zur Ordnung O beschrénkte
Geometrie, so liBt (M°,g) eine uniforme Triangulation

t1K iﬂl Zu. g

Daraus resultiert die Frage nach denjenigen topologischen Ty-
pen glatter offener Mannigfaltigkeiten, die eine beschriénkte
Geometrie zulassen. Rach einem Satz von Greene gibt es keine
topologischen Obstruktionen gegen eine Metrik, die (Bk) erfiillt.
Satz 2,18, Seien M® eine glatte offene parakompakte Mannigfal-
tigkeit, k eine natiirliche und ¢ > O eine reelle Zahl. Dann
existiert auf M® eine Riemannsche Motrik g, die die Bedingung
|ViR| £ ¢ , 0 =1 ¢k, erfillt ([6] ).q

Dagegen bereitet es groBe Schwierigkeiten, das Erfiilltsein der
Bedingung (I) zu sichern. Beispiele fiir beschriénkte Geometrien
bis zur Ordnung O sind Geometrien auf offenen Mannigfaltigkeiten
ten, deren Schnittkriimmhng die Bedingung O € K £ k_ erfiillt
([10] ). Jede homogene Riemannsche Mannigfaltigkeit besitzt be-
schrinkte Geometrie beliebig hoher Ordnung.

Topologisch kann man folgende einfache Tatsachen fixieren.

Batz 2.19. a. Die Klasse derjenigen offenen Mannigfaltigkeiten,
die eine beschridnkte Geometrie zulassen, ist abgeschlossen be-
ziiglich endlicher.zusammenhéngender Summen und des Uberganges
zu Uberlagerungen,

b. Jede offene Mannigfaltigkeit, die durch unendlich oft wie-
derholtes Zusammenkleben endlich vieler Bordismen entsteht,
1lé8t eine Metrik beschriinkter Geometrie zu. g

Besonders wichtig sind uniforme Trisngulationen auch wegen ih-
rer guten kombinatorischen Eigenschaften.

Batz 2,20, a. Jede uniforme Triangulation ist g.l.e..

b. Die Whitneysche Standardunterteilung einer uniformen Trian-
gulation ist wledsr uniform.

¢. Zwel uniforme Triangulationen K’I und K2. die zu ein und der-
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selben Riemannschen Metrik g gehdren, erfiillen die Vorausset-
zungen von Satz 2. 4', Insbesondere gilt also H:(K1) 4 H;(Ké),
BA(E,) = EN(E). 0

Es ist jetzt sinnvoll und natiirlich, nach den Zusammenhiéngen
zwischen ﬁg(M,d) und ﬁg(K) bzw. zwischen H%(M,E) und Hg(K) fir
eine uniforme Triangulation von (MP,g) zu fragen. GemiB 2,5
identifizieren wir fiir vollsténdiges (M%,g) EB(M,d), BP*¥(i,q)
mit "4P(M). Eine gewisse Antwort auf diese Frage gibt der
folgende .

Satz 2.21. Seien (Mn.g) von beschrénkter Geometrie bis zur
Ordnung k> n/2 -1 und t:KﬁE-)M eine glatte uniforme Triangula-
tion. Dann definiert die Integration von Formen iiber die Sim-
plexe von K einen L2-Isomorphismus f : B@(M) —_ Hg(K). a
Bemerkung. Zuerst wurde dieser Satz fiir normale Uberlagerungen
geschlossener Mannigfaltigkeiten von Dodziuk in [3] bewiesen.
Hierdurch angeregt. konnte der Satz auch fiir die Klasse aus
2+19.b. gezeigt werden ([7] ). Aus den Beweisep war mehr oder
minder ersichtlich, da8 man nur die beschridnkte Geometrie
brauchte. Dies wurde von Dodziuk erkannt und damit 2.21 be-
wiesen,

Als interessante Folgerung aus 2,10 und 2.21 erhalten wir

Satz 2.,22. Sel (Mn,g) offen, zusammenhingend, vollsténdig und
von beschrinkter Geometrie bis zur Ordnung k> n/2 -1, Dann be-
sitzt (Mp,s) keine quadratintegrierbaren harmonischen p-For-
men, p = O,n. g

Es entsteht die PFrage nach einem Analogon von 2,21 fiir
BPe¥(u,a) = 2P+%/BP+¥ una BB(K). H und & konnen auf kombinato-
rischem und analytischem Niveau auBerordentlich unterschied-
lich ausfallen. Kombinatorisch zeigen dies 2.8 - 2.12., Sei

H” der n-dimensionale einfach zusammenhéngende hyperbolische
Raum. Dann gilt f£iir p = (n-1)/2 +1 dim H3(E,d) = o
AP = B8P, 3) £ mPr k@, a) £ (0).

Sei (M?,g) von beschrénkter Geometrie bis zur Ordnung k »n/2 -1.
Satz 2.21 folgt unter anderem aus folgenden Tatsachen.

1. [+APE*1—5 B(K) 1st beschrénkt.

2, Fiir dle Whitneyabbildung W gilt dW = Wd°, wobei
a®:08(x)— Cg+1(K) Jetzt den kombinatorischen Korandoperator
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bezeichne.

3. f o Waia,
4, WiCB(K)— APE*1 (W gebildet besiiglich einer geeigneten

Zerlegung der Einheit) ist beschrénkt ( (41 ).

Satz 2,23. Seien (M®,g) von beschriénkter Geometrie bis zur Ord-
nung k> n/2 -1, K eine zugehdrige uniforme Triangulation. Dann
induziert Integration iiber die Simplexe von K eine Surjektion
§ m* oEu,a) — B¥ (B).

Beweis., Aus 1, und dem Btokesschen Batz erhdlt man

[(zP'k) ¢ z8(m), [ "5 ¢ B3(K), also einen Morphismus

J 1BPrX(x,a) — EB(K). Perner gilt gemds 2.,3.,4.

W(ZB(K)) ¢ ZP%, W(BB(E))c BP*X und [ o W = 1dgp gy, Woraus
die Burjektiyitit von J snp'k(u.d)—-)nla’(x) folgte.n

Ee ist nun noch die Frage nach der Injektivitdt von f in 2,23
offen., Diese wird jetzt studiert und teilweise beantwortet.

Es ‘bezeichne dazu K(r) die r-te Standardunterteilung von K, wr
einé zugehdrige Whitneyabbildung, so daB 4. gilt.

Lemma 2,24, Zu jedem w € AP**7 und zu jedem € > O existiert
ein r > 0, 80 da8 |w = Wr°fw|| £¢ (C4).g
Hieraus erhdlt man

Batz 2.25, Beien (M%,g) von beschrinkter Geometrie bis zur Ord-

k)n/2 -1, K eine zugehdrige uniforme Triangulation und

U (n(an)) ¢ a4 APV, Dann st [ BPYE(u,a) — B3(R)

g;)ektiv.

Beweis, Bei[fw] = 0, WEzZP'Y, Da Integration und Untertei-
lung kommutieren und'die Unterteilungsabbildung gemidB8 2,13 ein
Isomorphismus ist, giltn[gf(r)w] = O fiir alle r. Bei (€ ,); eine
positive Nullfolge. GemHD 2,24 existiert zu jedem i ein r(1) ,

80 daB

(S w || < €y

&(r(i))
i = 1 i
mit {(r(i))w = a°f,. Hieraus folgt wegen AW, f, = W d°f,

* “ '1‘(1) I{(r(i))w - dwr(i)ti “ =jw - r(1) é(r(1))w“ <t i,
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also d‘r(i)f —)1w 'i Aus der Voraussetzung folgt die Existens

eines © € AP mig 419 =w , also [w] = 0.0

Die Injektivitét in 2,23 gilt sicher dann, wenn auf analyti-

schem und auf kombinator%sihem Niveau H; = B¥ gi1t.

¥ir betrachten gt NI, ARK 00, gR-T(™))—

—0B(&'™).

Lemma 2,26, a. Ist im 1 abgeschlossen, s0 ist ﬁ%d;:ﬁ

geschlouen fir alle r 2 O,

b, Ist im d519 ebgesohlossen, O (dm(aw.)) € im d,_q B0 ist
r=0 r

inm dp_1 abgeschlossen,

c. im dp_1 und im dp 8ind abgeschlossen genau dann, wenn im A

abgeschlossen ist.

d. Bs ist im AP abgeschlossen genau dann, wenn

0 ¢ 6e(Ap] (xor ay* -

Beweis.a, Sei (:L'y)g eine Folge aus im d.p_ die gegen
£€ 0B(K(*)) xonvergiere, Wegen der beschrénkten Geometrie sind
w und J beschrinkte Abbildtmgen. Man erhiilt also mit f, =
= aptley I wey- W,ru—eo u g_pﬂs» i e
llav gy - W £ [|— 0. dus a4, 1) a Bp' abge;ohlouen
folgt die Existens einea mit 9 = wrf, also %_19 =
= I"rf=fvf"1>-1f 2[ dP-h £€1n Q2.
b. Ist im dp_ BQ(K) abgosohlonon, s0 auch im d;:r BP(x(”))
fiir alle r. Denn eB ist im '1 abgeschlossen genau dann, wenn
¥¥(K) T na(x) = Ha(K). Aus der Isomorphieeigenschaft von ®,
und dem kommutativen Diagramm
BP () — EJ(K)
W Ul
ng(x(’l))_.)nzcx(’l))

P

Lolgt Hz(K(”) =z ip(xm)) also im d;_: abgeschlossen. Fiir be-
liebiges r zeigt wan das Entsprechende durch vollat&ndigo In-

duktion. Bei jetzt (w ), eine Folge aus dp-1(Ap'1‘ +1 Y,

die gegen (v konvergiere und (Ei)1 eine positive Nullfolge.

Aus wy=dy g0y b Gy W {(r) °9V_’[(r)“’ ’
dgﬁ é(r)9y —_ é(f)w und im dp-1 abgesohlossen folgt die
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Existenz eines g(r)e’ Gg'q(l{(r)) mit d%:ﬁg(r) = ]{(r)u . r()

sei so gewshlt, ded [jw - (1) {:(r(i))w" < Ei'
fw - dwr(i)g(”(i))ll = flw - W, {{(r(i))wlk €

also AW, g(r(i))—) W . Aus der Vorsussetzung folgt dann
die Existenz eines ¢ GAD“’th alt 19 = Ww .
Beziiglich ¢, und d. verweisen wir auf Cs5) , 111 - O

Satz 2.27, Sei (M™,g) von beschrifkter Geometrie bis zur Ord-
nung k»n/2 -1. Unter jeder der nachfolgenden Bedingungen ist
I:Hp’k(u,d)—) H%(E) ein Isomorphismus.

a. im 18_3 1st abgeschlossen. SR

b, im 47 ist abgeschlossen und go (im(dwr))Cim dP-“'

c. im A_ ist abgeschlossen.

P
N o 0

Beweis. Die Behauptung folgt unmittelbar aus _2.27 und 2.21. o
Bisher stand der Spektralwert O von A _ und A&  im Vordergrund.
Es ist natiirlich, auch nach Bezjehungen fiir andere Spektralwer-
te zu fragen. Dafilr empfiehlt es sich, noch eine andsre Varian~
te des Laplaceoperators. den s=emlikombinatorischen Lapleceopera=-
tor AP® zu betrachten. A® ist wie folgt definiert, Man ver-
sshe og(x) {unter der Voraussetzung beschrinkter Geometrise)
nit einem enderen Skalarprodulkt, und zwar sei { , )y definiert
durch ¢We,Wg) = [WeAWg, §” sei dann der zu d beziglich

{, )W adjungierte Operator und A® = ad' ¥ + 4Va,

A° ist beschrinkt, A unbeschrénkt. Beide Operatoren haben
einen grundverschiedenen Dsfinitionsbereich. Trotzdem hat es
einen Sinn, nech einer %eilweisen Approximstion vomn A durch
A®°  in spektralen Sinne zu fregen. ¢,(A) enthilt unter ger
Voraussetzung beschrinkter Geomstrie (bla zur Ordnung 1) eine
Halbgerade [X, oz [ . Wir betrachten folgendes

Problem. Seien AE[A, <[ und §>0 vorgegeben, Existieren
damn oin r und ein M€ 6(AB(R(T) ¥ ), mo 4aBIA - adef 7

An diepem Problem wird sur Zeit gearbelitet, Mit groBer Wahr—
scheinlichkseit £H11%t dle Antwort poaitiv auas,
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