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PREDMLUVA K PRVEMU VYDANI

Za posledni dvé. — tFi desetilet? vy$lo mnoho pract, v nichZ se problémy
daleZité pro theorii ¢ pro aplikace et pomoci integrdlnich rovnic.

Stadi se na piiklad zminit o pracich ze statické theorie pruznosti a pra-
cich o problému obtékdni v hydrodynamice. Je také zndmo, jak duleZitou.
ulohu hraji integrdlnd rovnice v theorit kmiti, v wlohdch o stabilité stlaco-
vanych tyéi a v mnoha jingch problémech. !

Zdd se mi, Ze se stalo naléhavym systematické zpracovini obsirného
materidlu o uZiti integralnich rovnic, ktery se nahromadil v casopisech-
v uvedeném obdobi. Pokusem o takové zpracovdni je ta_io kniha.

Kniha se sklddd ze dvou nestejné velkych éasti. Prvd kapitola obsahuje
zdkladni vysledky theorie integrdlnich rovnic o také methody jejich pFibliz-
ného.feSeni. Zvldstni misto zaujimd v této kapitole theorie singuldrnich
integrdlnich rovnic, obsahujicich hlavni hodnotu integrdlu. Tato theorie,
ackoliv je dostatené dobfe zpracovand a md Cetné, velmi plodné aplikace,
nenasla dosud mista v uéebnicich integrdlnich rovnic. Proto jsem povazoval
za nutné vyloZit zde struéné ziklady této theorie.

Znaénd édst prvé kapitoly obsahuje véci, vyklddané obylejné v ucebni-
cich integrdlnich rovnic. V takovych p¥ipadech zpravidla wvddim pouze
vijsledek a pro dikaz odkazuji Etendfe na pFislusné udebnice.

V¥ude, kde to bylo moZné, jsou vijsledky theorie ilustrovdny na numeric-
kijch prikladech. :

Druhbd kapitola, znaéné ob§irnéjsi nef prvd, je vénovdna aplikacim.
Ptehled tiloh, Fedenijch ve druhé kapitole, je jasny z obsahu. Poznamend-
vdm, Ze jsem vénoval pozornost predev¥im problémam theorie pruZnosti
a hydrodynamiky. To nevyplyvd jen -z myjch 2dlib, nybrZ i z toho, Ze
v téchto dvou oblastech jsou aplikace integrdlnich rovnic nejéetnéjst.
Vét§inou se omezuji na uloky linedrnd a rovinné. Methodé integrdlnich
rovnic se casto vytykd, a ne bez jistého oprdvnéni, nedostateénd efektivnost.
Tato vijtka je 2vld8té oprdvnénd, pokud se tyce trojdimensiondlnich iloh.
Kdy# jsem se chtél omezit na ty pripady, v nich? lze ziskat efektivn Fedend,
byl jsem nucen se zfFici vydetfovdni prostorovijch problémi.

Leningrad, Servenec 1944. S. Michlin
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PREDMLUVA K DRUHEMU VYDANT

.Druhé vyddni se znainé 1i& od prvého, hlavné v prvé &isti (kapitola T
prvého vyddni). Ve druhém vyddni upoustim od strucného vykladu theorie
integrdlnich rovnic a vykldddm je s dostatené podrobnymi dikazy. Pofa-
davky aplikability i viastni theorie mé pFimély ziici se v uéebnicich tradic-
ntho piedpokladu o spojitosti jadra. Nahrazuji jej predpokladem, Ze
jednoduchy integrdl &tverce jddra je omezeny; pak zustdvaji v platnosts
8ty o stejnomérné konvergenci posloupnosti postupnych aproximaci a fady
Hzlbert-Schmzdtovy Presné odiwvodnéni theorie za predpokla,du které
jsem ucinil, 'vyza,duye uZiti Lebesgueova integrdlu. Ctend#, jens Lebes-
gueovu theorii neznd, must existencs prislusnyjch integrals, postulovat.

Ve druhé Edsti (kapitola I1 prvého vyddni), vénovand aplikacim, je pfi-
ddno nékolik novych paragrafi, z niché dva se vztahuji na trojdimensi-
ondlnd problémy. Ostatni zmény spobivaji v tom, Ze jsou zpravidla pro-
wvedeny dostatecné podrobné dikazy tam, kde byly pouze naznaleny nebo
vibec nebyly.

V druhém vyddni byly opraveny tiskové chyby a jiné vady prvého vy-
ddnt; byly zkontrolovdny a v nutnyjch pripadech opraveny vijpocty.

Profesofi G. M. Goluzin a L. V. Kantorovié mé upozornili na nékteré
vady prvého vyddni. Prof. Dorodnicyn wvedl v recensi, wvefejnéné v tisku,
nékteré terminologické nedostatky. Aspirant J. 4. Ickovié uwpozornil na
Fadu tiskovijch chyb. Jim vdem patFi maj upFimnyg dik.

Leningrad, kvéten 1948. S. Michlin



CAST 1

METHODY RESENI INTEGRALNICH
ROVNIC

KAPITOLA 1

ROVNICE FREDHOLMOVA TYPU

§l. Klasiﬁkace‘integrélnich rovnic. Mnohé tlohy mechaniky, matema-
tické fysiky a techniky vedou k rovnicim typu

b
p(x) — A [K(z, 5) g(s) ds = f(x), (1)

kde ¢() je nezndm4 funkce. Tyto rovnice se nazyvaji integrdlni, pro-
toZe neznam4 funkce se v nich vyskytuje v integrandu.

Tyto ulohy zde nebudeme uvadét, nebot velky poget jich bude vy-
Setfovan v druhé &asti. Pristoupime ihned ke zkoumini vlastnich
Tovnic.

Znamé prvky, jez se vyskytuji v integrilni rovnici (1), se nazyvaji
takto: f(x) — pravéi strana, funkce K(z, s) — jédro a é&iselny koeficient.
A — parametr rovnice. Parametr neni nutno zavidét. Je moZno jej
vidy udinit rovaym jednotce tim, Ze oznatime soudin 1 K(z, s) jako
K \(x, s) a uvaZujeme K ,(z, s) jako nové jadro. Uvidime v3ak, Ze se za-
vedeni tohoto parametru pfi vySetfovani integrilnich rovnic ukazuje
uZiteénym.

Budeme pfedpoklidat, Ze meze a a b jsou koneéné konstanty.

Poznamenejme, Ze parametr A i funkce ¢(x), K(z, s) a f(x) mohou
nabyvat jak redlnych, tak komplexnich hodnot.

" Charakter integralni rovnice je v podstaté urden vlastnostmi jejiho
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jadra. V aplikacich se ¢asto setkame se spojitym jadrem, avSak vysky-
tuji se i nespojita jadra. Budeme uvazovat t¥i typy rovnic:

1. Kdyz jadro K(z, s) je spojité pro a < 2 < b a a < s < b nebo
kdyz nespojitosti jsou takové, Ze alespoii dvojny integral

bb
[[|K¥z, s)| dz ds
aa

je koneény, budeme rovnici (1) nazyvat rovnici Fredholmova typu.
2. Kdyz jadro ma tvar

H(z, )

K(z, s) = lm,

kde H(z, s) je omezend a « je konstanta vyhovujici nerovnosti
0 <o <1,
‘budeme rovnici (1) nazyvat rovnict se slabou singularitou.
3. K tretimu typu integralnich rovnic prijdeme, jestlize uvazujeme
jadra typu
Az, s)
x—s'

K(z, s) =

kde &itatel A(z, s) je‘diferencova,telné, funkce = a s.! V tomto pripadé

integral
b
Az, s)
fK:ES ds—f;_—stp(s)ds,

vyskytujici se v rovnici (1), je obecné divergentni. AvSak pfi velmi
obecnych predpokladech ohledné funkce g(x) existuje hlavni hodnota
tohoto integralu, t. j. limita

‘ hm[fK z, s) p(s) ds + fK x, 8) p(s) ds].

-0 a T+e
Jestlize nyni v rovnici (1) chdpeme divergentni integril ve smyslu
této hlavni hodnoty,? pfichdzime k tfetimu typu integrilnich rovniec,
JjeZz budeme nazyvat singuldrnims.

1 Tento predpoklad je moZno nahradit slabsim. .
2 Podrobnéji o pojmu hlavni hodnoty integralu viz kap. III, §§ 21 a 22.
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Uvedme nékolik ptiklada.

a) Rovnice 4
p(x) — [(@* + 82) p(s) ds = 2?

0
je Fredholmova typu, nebot jeji jadro K(z, s) = a® + s® je spojité
pro0 <2< 1,0< s < 1.V této rovnici 4 = 1, flx) = 2.

b) Rovmnice 1
p(x) — Oflg]x — 5| p(s) ds = f(=)

je také Fredholmova, nebot i kdy% jadro je nespojité pro x = s, dvojny
integral Y :

[1g?z — s| dz ds

00
je koneény.

¢) Vysetfujme rovnici 4

T

p(z) — lf 7o) _ g5 — flz); 0 <o < 1. (*)
0

(x — )"

Necht je f(x) definovina a feknéme spojita v intervalu 0 < z < a.
Potom ma smysl uvazovat tuto rovnici v tomto intervalu. Spadd pod
obecny typ (1), i kdyZ to neni tak oéividné jako v prvych dvou pfipa-
dech. Abychom se pfesvéd¢ili, Ze rovnice (*) je typu (1), polozme

Kz, s) = {

(x—8)"% s<<x
0, 8§ = x.

Nyni se rovnice (*) napise ve tvaru (1):
?(@) — 4 [K(z, 5) pls) ds = f(=).

Rovnice (*) mé slabou singularitu; bude soudasné i Fredholmeva,
jestlize 0 < o < }, protoZe potom dvojny integral

- dS a2—2ax
. _ _ .
ffK (z, 8) dx ds = fdx f(x —s (I —2a)(2 — 2x) |
0 0 0 0

t

je koneény.



d) Rovnice
27

o) — 1 [[eotg "% i) as = fto),
0

v které se integral chape ve smyslu jeho hlavni hodnoty, je singuldrni,
ponévadz jeji jidro je mozno vyjadfit ve tvaru

—— (& — ) cotgh(s — ), \

a funkce
(x — s) cotgd(s — z)

je spojita a diferencovatelnd v intervalu 0 < z < 2.

K na#i klasifikaci je nutno poznamenat, Ze je pfedevsim netplnd;
je mozno uvést mnohé typy integrilnich rovnic, jez nelze zahrnout pod
t¥i uvedené. Omezime se viak na tyto t¥i jako na rovnice zvlasts dile-
Zité pro aplikace. Dile musime Fici, Ze rozdil mezi rovnicemi Fredhol-
mova typu a rovnicemi se slabou singularitou nenf prilis podstatny. Az
na nékolik vyjimek jsou nejdileZitéjsi vysledky theorie spole¢né pro
rovnice obou typiu.

V fadé pfipadi je tfeba uvaZovat integralni rovnice, v kterych je
neznamd funkce definovina nikoliv na tseéce osy z, nybrz na néjaké
rovinné Gi prostorové kiivee nebo na oblasti dvoj- & trojrozmérné.
Prvy pFipad nepfedstavuje nic nového: staéi jako nezévisle proménnou
zavést délku oblouku kfivky nebo jiny parametr, jenZ uréuje polohu
bodu na k¥ivce, a dostaneme se jiz k uvaZovanému typu rovnic.

Jestlize je nmezndmd funkce definovdna v nm-rozmérné oblasti 2
(v prikladech dulezitych pro aplikace se n oby&ejné rovna dvéma nebo
tfem, obecné v8ak muiZe byt libovolné), budeme se misto (1) zabyvat
rovnici

(p(M)—lng(M,.Ml)(p(Ml)dM1=f(M), (2)

kde M a M, jsou body oblasti 2 a dM je element oblasti. Podle pie-
deslého budeme A nazyvat parametrem, funkei K(M, M,) jidrem
a f(M) pravou stranou integralni rovnice (2). Rovnice typu (2) budeme -
klasifikovat takto: :

8



JestliZze mé integral
nfﬂf[Kz(M, M) dM dM,

konedénou hodnotu, pak zahrneme rovnici (2) k typu Fredholmovu.
Specialng, rovnice (2) bude Fredholmova, kdyZ bude jidro spojité nebo
alespoil omezens,

Vzdéilenost mezi M a M, ozna¢me r. Rovnici (2) zahrneme k typu
rovnic se slabou singularitou, jestlize jeji jadro ma tvar

K, ) = 2L )
kde H(M, M,) je omezend funkce a o« lezi v mezich 0. < o << m.

Je mozno definovat i singuldrni integralni rovnici s nékolika nezs-
visle proménnymi. Neudélame to viak, protoZe takové rovnice jsou pro
aplikace méné dulezité.

Integralni rovnice se nazyva homogenni, jestlize jeji pravé strana
je identicky rovna nule. Homogenni rovnice m4 tedy tvar

o(z) — 4 fbK(x, ) gls)ds = 0 (3)

resp.

<P(M)—19fK(M,M1)¢(M1)dM1=0- (4)

Jestlize pravé strana neni identicky rovna nule, rovnice se nazyvé ne-
homogenni. ‘

Theorie a také praktické methody FeSeni Fredholmovych rovnic
jsou plné stejné pro piipad jak jedné, tak nékolika nezavisle pro-
ménnych. Budeme proto uvaZovat v nejbliziich paragrafech pouze
rovnice s jednou nezavisle proménnou. Je velmi lehké vyslovit nale-
zené vysledky pro ptipad nékolika nezivisle proménnych.

Rovnice tvaru (1) a (2) se nazyvaji integrdlnimi rovnicemi druhého
drupw na rozdil od rovnic prvého druhu, které maji tvar '

b
JK(z, 5) g(s) ds = f(z), (5)

nebo pro pfipad nékolika proménnych
[E(M, M) o(M,) dM | = f(M). (6)
Q



§ 2. Methoda postupnych aproximaci. Pojem resolventy. Pfistupme
k FeSeni integralnich rovnic. V §§ 2 aZ 9 této kapitoly budeme uvazo-
vat pouze rovnice typu Fredholmova.

Jadra téchto rovmic podrobime dalsimu dopliiujicimu omezeni:
budeme piedpoklidat, Ze jednoduchy integral ze ¢étverce absolutni
hodnoty jidra je omezeny:

b
[ Kz, s)| ds < C,; C, = konst. (1)

O pravé strané budeme predpokladat, Ze integral ze étverce jeji abso-
lutni hodnoty je koneény:

b
[1f*x)] dz < co. (1)
Budeme hledat FeSeni integralni rovnice
b
p(x) — 4 [K(=, s) p(s) ds = f(=) (2)

methodou postupnych aproximaci. Za tim téelem napiSeme rovnici (2)
ve tvaru

b
p() = f(x) + A [K(=z, 5) p(s) ds. (3)

Jako nultou aproximaci vezmeme pravou stranu rovnice (2):

Po(z) = f(). R

Nultou aproximaci dosadime do pravé strany rovnice (3) a nalezeny
vysledek vezmeme za prvou aproximaci:

b
pi(x) = f(xr) + A [K(z, s) @o(s) ds.

Prvé pribliZzeni opét dosadime do pravé strany rovnice (3) atd. Obecné
feCeno, jestlize byla nalezena n-t4 aproximace ¢,(z), pak za (n + 1)-vou
aproximaci vezmeme vysledek dosazeni ¢, (x) do pravé strany rovuice
(3). Postupné aproximace jsou tedy uréeny rekurentnim vztahem

b
Pyt l(x) = ﬂx) + 2 fK(xr 8) ‘Pn(s) ds. (4)
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Jestlize postupné aproximace stejnomérné konverguji k néjaké
limit&, je tato limita FeSeni rovnice (3); jestliZe tato limita neexistuje,
pak pouziti methody postupnych aproximaci nema zfejmé smysl.

VysSetfeme podrobnéji strukturu postupnych aproximaci. Zfejmé

b
@,(x) = f(z) + 2 [K(z, s) f(s) ds.

Diéle
b
po(x) = f(x) + A [K(x, s) @y(s) ds =

= f(z) + 4 fbK(x, s) f(s) ds + A2 fbK(x, t) d¢ fbK(t, 8) f(s) ds.

V dvojnisobném integrilu provedeme zdménu pofidku integrovani.
Oznadime-li pro struénost
b

’Kz(x, s) = !;K(x, t) K(t, $) di, (5)
dostaneme:
Po(x) = f(x) + 4 fb K(z, s) f(s) ds + 22 f K,(=, s) f(s) ds.
Prévs tak najdeme: a

b b
pa(2) = f(2) + 2 [K(x, 5) f(s) ds + 2* [ K, ) f(s) ds +

+ 18 [Kofz, 8) fi5) ds,

kde ,
k a(z, 8) = fbK (x, t) K¢, s) dt, (6)
a obecné ’ t
pala) = f(5) + S4" f K, 5) f(s) ds; 10

K ,(z, s) je uréeno rekurentni formuli

K(z, s) = K(z, s); K,(z, s) = fbK(x, 1) K 4t 8) dt. (8)

11



Funkee K ,,(x, s) se nazyva m-tjm iterovanym jddrem vzhledem k da-
nému jadru. Da se lehko dokdzat, Ze iterovana jadra vyhovuji obec-
néjsi formuli neZ (8):

K, (z, s) = fK (z, 1) K _,(t,9) dt, (9)

kde 7 je libovolné pfirozené &islo mensi nez m.

Vyjadfime-li v (8) jadro K,,_,(¢, s) pomoci K,,_, podle téze formule
(8), dostaneme

bb
Kz, 8) = ffK(x, t1) K(ty, t;) K o(ts, 8) dt, di,.

Jadro K,,_,(t,, s} je moZno vyjadFit pomoci K,,_, atd. Pokradujeme-li
v tomto postupu, dostaneme po koneéném podétu kroki vzoree

b b
K(x,8)= [ ... [K®, t,) K(ts, ta) ... K(tpn_y,8) dty dey ... Aty ()

a

Oddélime-li integrovanf podle ¢,, muZeme transformovat posledni
vzorec na tvar

fdt {f fK @, 8,) Kty ts) ... K(t,_y 8,)dty ... dE,_,.

b b
S K@y trpg) o Kty ) dt,;l...dt,,,_l}.
a a

Podle vzorce (*) je prvy z integrdla ve sloZené zavorce roven K (z, t,)
a druhy Km_,. (tr, ). Tedy

m(x’ fK 2: tr) -Km—r(trs S) dt

Zaménime-li zde oznacem t, na ¢, dostaneme vzorec (9).

Predpokladame-h Ze postupné aproximace konverguji, a prove-
deme-li v (7) limitni pfechod, dostaneme feSeni integralnf rovnice (2
ve tvaru nekoneéné fady

9() = f@) +zﬂm fK (z, ) fls) (10)
jejimz n-tym Sasteénym soultem je @,(x).

12



Vyjasnéme rychlost konvergence postupnych aproximaci. Ozna¢me

C,, supremum integralu
b
[| Kz, 8)|2ds

a najdémeé odhad veli¢éiny C,. Ve vzorci (9) poloime r =m —1;
potom

K, (z,5) = fhK,,,_l(:v, t) K(t, s) dt. | (8,)
Pouzijme na dany integral Buifiakovského! nerovnosti
| Km(z, )2 < fb | K sz, 1)]2 2 fb]K(t, s)2 de.
a 2
Integrujfce tuto nerovnost podle s, dostaneme:
fb]K,,}(:c, s)|*ds < B fb]K,,,_l(a:, t)|2 dt < B2C,,_,.
a ' . -a

Pro supremum integralu na levé strané tedy najdeme:
Cn < BC,_,.

Z této rekurentni nerovnoét_i plyne pfimo hledany odhad:
Cn £ B30, |

Zavedme do fivah veliéinu
v
D= l/aﬂ/z(s)l ds.

Na obecny é&len Fady (10) uZijme Builakovského nerovnosti:

(11)

]fme(a:, s) f(s) dsf2 < fb]K,z,,(x, s)| ds j'b[f(s)]2 ds < 0,D*B2m2,

Odtud plyne, Ze obecny d&len Fady (10) je absolutné mensi nez veliéina
DJ/CilamBm-,

takZe fada (10) konverguje rychlejsi nez geometricks Fada s kvocien-
tem |A|B.

1 Tato nerovnost je asto nazyvéna nerovnosti Schwarzovou, agkoliv ji po prvé
odvodil Buriakovskij. Pozn. prekladatele.
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Z toho plyne FeSitelnost rovnice (2),jestlize |2 < B~'. DokaZeme
nyni, ze pro tato 4 méa pouze jedno fedeni. Predpokladejme opak anecht
@,(z) & @(x) jsou dvé feSeni rovnice (2). Potom

Pa() — A f K(x, 5) gy(s) ds = f(x)
b
pa(x) — 4 [K(, 8) pyls) ds = f(z).
Odecteme-li obé rovnice a poloZime-li @,(z) — @ (x) = w(x), dostaneme
b
w(z) = A [K(z, s) w(s) ds
Uzijeme Bufakovského nerovnosti:
b b :
|w¥(z)] Z [4)2 [| K2z, 8)] ds [|w(s)] ds; (12)
nalezenou nerovnost integrujeme podle z. Potom dostaneme
b b b
[|o¥x)| dz < [22] [ [|K¥(=z, s)| dz ds [|w?(s)| ds
neboli .
(1 — |22|B?) fw2 ds < 0.
Prvy soudinitel nalevo j je kladny a druhy je nezdporny, tudiz je nutné
b
[|w¥s)| ds = 0.

Nyni z (12) plyne, Ze |w?(z)] < 0 a odtud w(x) = 0 &ili @,(z) = @u(x).
Rovnice (2) ma tedy jediné fesenf.
Z nasich uvah plyne tato véta.
Véta. JestliZe
b
[1K%z, s)] ds < €, C, = konst.,

pak postupné aproximace stejnomérné konverguji pro viechny hodnoty 2,
je£ leZi woniti kruhu
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4]

1 b0
<= Br= [[|K¥z,s) dzds.
=B A

Limita postupnyjch aproximacyt je fefent rovnice (2), a to fefent jediné.

Jestlize se v fadé (10) omezime na ¢leny, jez obsahuji A az do n-té
mocniny, je zfejmé, Ze chyba nebude vétsi nez

: = Illn+1Bn
D)C, T

Jako piiklad uvazujme rovnici

(13)

plx) — 0,10fK(x, es)ds=1; K(x,s) = {;‘ ((fgéf

IANIA

s)7

1).

Zde je A=10,, B=1:)6, C, =1:3 a postupné aproximace kon-
verguji. Déle je ziejmé D = 1. Najdeme pfiblizné FeSeni, pfi dems se
omezime na dvé aproximace. Pak v fadé (10) ztistanou tii ¢leny a chyba
nepfevysi

3 1 .
L OB % 00001,
V3 0,1
1— =
Mime 1’6

¢0(x) = 1:
@y(r) = 1 4 52 — 352,
Pa(z) = 1 + 5oz — 752> — wbo2® + oot

Jestlize poloZime priblizné p(z) = @,(x), pak s chybou mensi nez 0,0001
budeme mit: i
o(x) = 1 4+ 9557 — 3'%52® — 7502 + z7v0zt.

Predpokladejme, Ze jéciro je omezené, t. j. existuje takova konstan-
ta A, Ze ‘ : .
[K(z,s)] < A

pro viechny hodnoty z a s. Snadno vidime, Ze postupné aproximace
stejnomérné konverguji pro vSechny komplexni hodnoty A4, jeZ lezi.

uvnitt kruhu
~ )
A< 46—

v komplexni roviné 1.



JestliZe integral (1) neni omezeny, aviak dvojny integral
bb
[[IK3(=, 8)| dx ds
aa

mé koneénou hodnotu, pak i kdyZ postupné aproximace mohou divergovat
v obygejném smyslu, konverguji v jistém zobecnéném smyslu (t. zv. konver-
gence v primsdru, viz § 20) a jejich zobecnéné limita ddvé FeSenf rovnice (2) a to
jediné. Rémec nasi knihy nadm vsak nédovoluje, abychem se u toho zdrZovali
déle.

Zaméhme v fadé (10) porfddek s¢itini a integrovani.! Potom

b ®
p(z) = flz) +. [{(s) ll”' K op(x, s) ds.
Zavedme oznadeni

Iz, s 4) = fzm—l Koz, 5). (14)

Funkece I'(z, s; 1) se nazyva resolventow rovnice (2). Jeji pomoci lze na-
psat feSeni v obzvlast kompaktnim tvaru:

b
p(x) = f(x) + 4 [{(s) I'(x, 5; 4) ds. (15)

Tento vzorec dovoluje okam#ité napsat Fefeni integralni rovnice (2),
jestlize byla napfed vypoétena jeji resolventa.

Vzorec (14) definuje resolventu pouze pro |A| < 1: B. Zavedme nyni
obecnou definici.. Rekneme, %e pro dané A mé integralni rovnice (2)
resolventu I'(xz, s; 1), jestliZe tato rovnice mé FeSen{, a to jediné, pFi
libovolné pravé strané a je-li toto FeSeni uréeno vzorcem (15).

JestliZe resolventa existuje, pak je jedind. Necht ma rovnice (2) pro
A = 1, dvé resolventy I'(z, s; ) a I'y(x, s; 4,). Libovolna funkece f(z)
spliiuje identitu:

b b
f(®) + Ao [T'(z, 8; A) f(s) ds = f(x) + Ao [Tu(x, 5; A) f(5) ds,

kters vyjadfuje tu skutednost, Ze pro A = 1; md rovnice (2) jediné
feeni. Odtud

fb u(z, s) f(s) ds = 0; u(x, 8) = I'(x, 85 1) — ['(x, 85 o).

1 Lehce se dokéZe, Ze tato zaAména je dovolena.
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PonévadZ f(s) je libovolna funkce, zvolme x pevné a poloZme f(s) =
= m Potom )

[|ulz, s)|*ds = 0

a
a u(x, 8) = 0, coz dokazuje, Ze resolventa je jedina.

V § 9 uvedeme takové vyjidfent resolventy, jeZ plati pro viechny
hodnoty 2, pro které resolventa existuje.

Na zavér je§té uvedeme poznimku, kterd méd prakticky vyznam:
Methoda postupnych aproximaci vede k faddm, jez se obycejné nedaji
seéist v uzavieném tvaru. V praxi miZe dat methoda postupnych apro-
ximaci pouze pfibliZné feSeni integralni rovnice; v téch piipadech, kdy
se podafi seéist fadu (10) v uzavieném tvaru, ukaZe se zpravidla moz-
nym fe$it integralni rovnici specjdlnim postupem, aniz pouZijeme
obecné theorie.

§ 3. Rovnice Volterrova typu. Nékteré tlohy matematické fysiky ve-
dou k Fredholmovym rovnicim specidlniho tvaru, nazyvanym rovnice
Volterrovy. Budeme tak nazyvat rovnice, jejichZz jidra jsou omezend
a pro s > z identicky rovna nule. Za téchto pfedpokladi je v integralu

b
JK(z, 5) @(s) ds
intergrand roven nule pro z << s < b a uvedeny integrélfje roven
[K(x, s) p(s) ds.

Integralnf rovnice typu Volterrova mé tedy tvar:

o(@) — 2 [K(z, 3) g(s) ds = f(z). _ (1)

Pro rovnici Volterrova typu plati nasledujici véta.

Véta. Jestlite pravd strana rovnice Volterrova typu je absolutné
integrovatelnd, pak postupné aproximace feleni této rovnice konverguji
pro vlechny hodnoty A.

Dokazeme predevsim, Ze se iterovand jidra Volterrovy. rovnice
rovnaji nule pro z < s a pro £ > s jsou diana vzorcem

17



Ko, 5) = [K(@, ) K_yt,9) @)
Manme
b
Ky(z, s) = [K(z, t) K(t, s) dt.

Pro ¢t > « je roven nule prvy &initel za integraénim znamenim a pro
t < s ¢Cinitel druhy. JestliZze = < s, je vidy bud ¢ > z, nebo t <s
a integral je roven nule. Jestlize z > s, je integrand rizny od nuly
pouze pro s < ¢ < z, a tak dostaneéme formuli (2) pro pfipad m = 2.
Uplnou indukei je mo#no dokézat (2) pro libovolné m.

Podle definice je jadro K(z, s) omezené; necht |K(z, s)| < M. Pied-
poklidejme, Ze pro néjaké m je spravny odhad
Mm(x — g)m—1

| K u(z, 8)] < — m—1)!

(3)

Dosadime-li ve (2) m 4 1 misto m, dostaneme

K (2, ) 1—|fot)K ts)dt1<— 1),f(t—s>m tdt =

_ MmtYr —s)m
B - m!

t. j. odhad (3) je spravny i pro index m + 1. PonévadZ je trividlni pro
m = 1, je spravny pro libovolné m. Nahradime-li ve (3) rozdil (@ — s)
jeho nejvétsi hodnotou b — a, dostaneme
Mmb —a)y=-!

(m —1)!
Obecny d¢len fady (10), § 2 je tedy absolutne mensi nez

IMmM‘mb_a)m 1f
(m — I)! I#(s)

a odtud plyne absolutni a stejnomérna konvergence uvedené fady pro
libovolné A.

Je mo#né uvaZovat Volterrovy rovniee, jejichZ jadra nejsou omeze-
na, maji vSak slabou singularitu. Tyto rovnice maji tvar

| Km(2, 8)} <

-
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z -

H(z,
o) — 4 f 5 5) o) ds = fla); 0 <& < L. (4)
(x —s)
a
Postupné aproximace pro tyto rovnice také konverguji, i kdyZ ponékud
pomaleji. Dokazeme to.

Necht |H(z, s)| < M, kde M je konstanta, takZe

M
(@, )| < i =55
Najdeme odhad pro iterovana jadra.
Predpoklidejme, %e pro néjaké m plati odhad
Mm(x — sym=1-ma'm(] _ )
I'(m — ma)

|K (2, 8)] < , (5

kde I je zndmé Eulerova funkce gamma.
Dosadime-li ve (2) m + 1 misto m a odhadneme li pra,vou stranu

pomoci nerovnosti (5), dostaneme
T

Mm+1m(] —oc)f(x p— _s)m_l'_m dt.

I'(m — ma)

IKm+1(z: S)l <

v poslle'dnim integrdlu provedme substituci ¢ = s + (x —'s) v. Potom
1
Mm+Y (g — g)ym--tm+le]'m(] — o)
I'(m — me)

|Kmia(z, $)| < ym—i=ma(]_p)==dy=
Mm+1(x — s)m—(m+1)a1’m+1(1 —_ 0‘)

I'm+1—(m+ 1))

Odhad (5) je tedy spravny i pro m + 1. PonévadZ zfejmé plati i pro
m = 1, plati pro vSechna m. Pro dostatetné velkd m bude exponent
u (x — $) kladny. V tom pifpadé miZeme nahradit (z — s) vétsi hod-
notou b — a. Potom pro abs. hodnotu obecného élenu fady (10), § 2
plati odhad

b

A — a2 L0 =) [y as Q

I'(m — ma)

a
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Dokéieine, Ze Fada s obecnym ¢lenem (6) konverguje. PouZijeme
k tomu Stirlingovy formule

90 9
I(p) =V%’ppe—”+m, 0< <1

Oznadime-li pro struénost veli¢inu (6) a,,, mame

1 1 ]
Va_ A M —a)” w1 —&)[m(l — x))im e B

" m(l — zx)(2n)2—:n
R ) :
- [f1#(s) ds]m. .

a

Tento vyraz konverguje k nule pro m — co; podle Cauchyova kriteria
fada (10), § 2 konverguje absolutné a stejnomérné pro libovolné A.
Jako pfiklad budeme uvaZovat rovnici

p(x) — lofex_’ p(s) ds = f(x). (7)
Vypodéteme iterovana jadra a resolventu. Dostaneme

z
Ky(z,s) = fe= " dt = (x —s) " *.
8

Obdobné najdeme -
xz — §)?
. | Ka(x, 8) = ( 30 ) e*—?
a obecné
— (. — s)_m—-_l z—3
Nyni

(=]

m—1 — oym—1
1—1(8’ x; l) — ez—sz A(:c—s)_

( 1)| — eld+1)Xz—e),
m=1 m — LI

Tento vzorec pla,ti prd s < x; pro s > z je zfejmé I'(z, s; 1) = 0. Podle
vzorce (15), § 2 dostaneme FeSeni ve tvaru

p(x) = f(z) + A [e*+DED f(s) ds. (8)
: 0
Radu postupnych aproximaci se podafilo sedist v uzavieném tvaru.
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Poznamenejme, %e se integralni rovnice (7) da pfevést na veimi
jednoduchou diferencidlni rovnici. Derivujeme-li (7), dostaneme:

#() — 29a) — 2 [e* g(6) ds = ['o) (9)

Vylouéime-li integral z (9) pomoci (7), dostaneme linedrn{ d1feren01a1ni
rovnjci 1. fddu s nezndmou ¢(z):

¢'(x) — (2 + 1) px) = f'(2) — f(x)

Integrujeme-li ji pfi poéiteéni podmince ¢(0) = f(0),! dostaneme fe-
Seni (8).

§ 4. Integrdini rovnice s degenerovanym jidrem. Existuje dilezité
t¥ida integralnfch rovnic, je# se jednoduse Yesi pfevedenfm na soustavu
algebraickych rovnic. Budeme nazyvat jadro degenerovangm, jestlize je
soudtem kone&ného poétu séftanct, z nich# kaidy je opét soudinem
dvou ¢&injteld, ze kterych jeden je funkei pouze x a druhy pouze s.
Degenerované jidro ma tedy tvar

K(z, ) = Ya.(a) bo) (1)

integrilni rovnice s degenerovan)'rm jadrem se d4 napsat ve tvaru

— lzal(w) fb s) p(s) ds = f(»). (2)

Funkee a,(z) 1ze povaZovat za linedrné nezavislé; v opaéném piipadé
lze podet séitanci v (1) sniZit. Stejné lze povazovat funkce b,(s) za ne-
z4vislé. ‘

Integrélni rovnice s degenerovan)'rm jadrem se Fesi takto: Oznadime

f () (s) ds. (3)

Velidiny c, jsou neznamé konstanty, nebot nezniame funkeci (;a(x) Z rov-
nice (2) nyni dostaneme

¢(e) = f(e) + 2 3eae) @

1 Tuto podéteéni podminku dostaneme, poloZime-li v (7) z = 0.
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a zbyva jesté urcit konstanty c,. Dosadime proto vyraz (4) do integrélnf
rovnice (2). Po jednoduchych tipravich dostaneme:

n b n
-Zlai(x){ci - fbi(s)[f(s) + ﬂkzck ax(s)] ds} = 0.
Ponsvads funkce a,(z) jsou Linedrns nezavislé, plyne z posledni rovnice:
b n
¢;i— [b(8)f(8) + A2 ceay(s)]ds =0, i =1,2,...,m.
a k=1

Oznadéme jesté pro struénost

b b
fbi(s) f(s) ds = fi, [by(s) aw(s) ds = ay.
Potom je
Ci—/‘lzaikck= fsi=12,..,n (5)
k=1

Konstanty c; jsou tedy FeSenim soustavy linearnich algebraickych
rovnic. Jejim FeSenim najdeme 1 FeSeni rovnice (2); jeji FeSeni je ddno
vzorcem (4). Naopak neni-li soustava (5) FeSitelnd, nema FeSeni ani
integralni rovnice.

Determinant soustavy (5) se rovna

1—2a,;,, —iay, ..., —ia,,
D) = — l:a“, 1 — /'l.azz, ceey  — Ay, (6)
| —Agn, — M, ..., | — A,

To je polynom nejvyse n-tého stupn& pro 1; neni roven identicky
nule, nebot pro 2 = 0 mé hodnotu 1. Z toho plyne, Ze existuje nejvyse
n riznych hodnot, pro né# D(A) = 0. Pro tyto hodnoty A je soustava
(5) a s nf i integralni rovnice (2) bud nefesitelnd, nebo ma nekonec¢né
mnoho Fefeni. Pro ostatni hodnoty A ma integrélni rovnice FeSeni, a to
jediné. ,

Poznamenejme, Ze soustavu (5) je moZno napsat, aniz dosadime
vyraz (4) do rovnice. Staéi vynasobit rovnici (4) by(x) (k= 1,2, ..., n)
a zintegrovat v mezich od a do b. Zaménime-li oznadenf ¢ za & a naopak,
dostaneme soustavu (5).
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"P#iklad. Budi# déna rovnice
1
P(z) — 2 a[ (x + s) p(s) ds = f(z).

Jeji feSeni ma tvar
: ?l2) = f(@) + A + ca).
Podle vyse vyloZené methody dostaneme pro urdeni konstant ¢, a ¢,

soustavu: (1 — 32) 0y — Ay = £,
— 3o+ (1 —32) ey = fo,
kde L )
fr= 0ff(-‘>’) ds, f, = Ofs f(s) ds.

Determinant této soustavy, rovny — 194> — 4 4 1, rovna se nule pro
dvé hodnoty 4: .
A, = —6+4)3 2, =—6—4]3.

Pro A razné od 1, a A, mi nafe rovnice jediné Feeni:
1

_ 1225 — 42
¢(z) = f(z) + A f o2 L D12 = ) as.
0

Pro A = 4, nebo A = 1, je nade rovnice obecnd nefesitelns. Ctend¥
snadno najde podminky, jeZ musi spliiovat funkce f(z), aby FeSeni
existovalo i pfi tdchto vyjimeénych hodnotich A, a také najde tvar
obecného FeSeni.

UvaZme jesté rovnici
2.

p(x) — 2 f;mx coss ¢(s) ds = f(x).
0

Polozime-li 2 o
fo(s) coss ds = ¢,
0

méxme o(x) = f(z) + Ac sinz.

Vynisobme posledni rovnici cosz a zintegrujme v mezich od-0 do 2.
Pak dostaneme

27

o= [ {(z) cosz dz,

0

a tedy 27
@(z) = f(z) + A [sinz coss f(s) ds.
. V]
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§ 5. Obecny pFipad Fredholmovy rovnice. Reseni Fredholmovy rovnice
v obecném pripadé je moZno pfevést na feSeni rovnice s degenerovanym
jddrem. To je moZno uéinit mnoha zpisoby. Napisme na pnklad
Fouriertiv rozvoj jadra K(z, s) v dvojnou kosinovou ¥adu

1L kres
K(x Z A,y cos ——cos

i, k=0 b—a b—a

(1)

Ptitom nepfedpoklidédme, Ze Fourierova fada konverguje. Oznadme
nyni ’

n :

17X ks
Z A, cos —— cos
Pad b

— b—a
K(z,s) — P(x, s) = K'(z, s).
Danou integralni rovnici
b
p(x) — A [K(z, s) p(s) ds = f(z) (2)

prepiSeme ve tvaru

= P(z, s),

1, 0

b b
" px) — A [K'(z, s) ¢(s) ds = f(zx) + A [P(=, s) g(s) ds. (3)

Vyraz na pravé strané v (3) budeme dolasné povaZovat za zndmy.
Potom je mozno uvaZovat rovnici (3) jako integralni rovnici s jadrem
K'(x, s), parametrem 4 a pravou stranou

x) + A be(x, s) p(s) ds.

DokaZeme, e rovnice (3) je Fefitelnd methodou postupnych aproxi-
maci, a to za toho jediného pfedpokladu, Ze % je dostatedns velké.
Jadru K'(z, s) prislusi Fourjertv rozvoj

d kms
/ Y _
Kz 9) 1401c§+f%'kcosb a’ b—a+
T kns
+1_%:_1 kz A cosb 2 cos F—a

Zavedme oznateni  ,,

[[|K'(z, s)*dz ds = B’
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V disledku Parsevalovy rovnice

gl S a3 Saa

Rada (4) je zbytek konvergentm fady
(b — a z IAzklz

a pro dostateéné velkd n lze ]e]i soudet uéinit 11bovolne malym.
Zvolime n tak, aby byla splnéna nerovnost

B < 1:|A.

Podle véty § 2 Ize rovnici (3) Yedit methodou postupnych aproximac;
existuje resolventa

I

Iz, s; A) = il’""l K;n(x, s)t
a TeSeni rovnice (2) 1ze napsa,t podle vzorce (15), § 2:
p(z) = f(z) + 4 fP(x, s) p(s) ds + 2 f—’”(x, t AU +

b
+ A [P(t, s) p(s) ds] dt.
Zavedme oznadeni

b
fl@) + A [T"(=, t; 2) f(t) dt = F(=),

b
P(z,s) + A [I"(z, t; 1) P(t, s) dt = K" (=, s). (5)
Potom posledni rovnice nabyva tvaru .
b -
p(x) — A [K'(x, s) p(s) ds = F(x). (6)

To je integralni rovnice s nezndmou @(s), jeZ je ekvivalentn{ rovnici (3).
Dokézeme, Ze jeji jadro K "(z, ) je degenerované. Skuteéns, P(z, s) je
trigonometricky polynom. Vyjédiime jej ve tvaru

P(xs)—ZCosb b()

1=

1 K,.(z, s) jsou iterovana jadre, ziskand z jadra K’'(z, s).
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kde

bi(s) = ZA,,, cos bkns
Dale
b b 7t
[z, t; 1) P, s) dt = Zb f I(z, ; 4) cos p—— dt.
Zavedeme-li nyni oznaden il
axr) = cosb —|— A fl" (x, t; A) cos tadt,

muZeme napsat
K'(z, s) = Za’i(x) bys);

jadro K’(z, s) je skuteéné degenerované. Zpisobem uvedenym v § 4
pfevedeme integralni rovnici na soustavu linedrnich algebraickych
rovnjc.

Uvedeny zptsob neni oviem jediny moZny; obecnou Fredholmovu
rovnici pfevedeme na rovnici s degenerovanym jadrem, jestlize jakym-
koliv zpisobem rozlozime jadro na dva séitance:

K(z, s) = P(z, s) + K'(z, s), (*)

z nich? prvy m4 charakter degenerovaného jidra a druhy spliiuje ne-
rovnost

bb
B® = [[|K'(z, s) d:z:ds<Mlz

VyloZeného zpiusobu se v praxi uZivd v tomto zjednoduSeném
tvaru. ; P
Necht rozklad (*) je takovy, Ze

b
[|K'(z, s)|rds £ C,

kde C” je dostateéné mala konstanta. Pfipustime-li, Ze dan4 integralni
rovnice m4 FeSeni, vidime, Ze integril

b,
[K'(z,s) ¢(s) ds
a
je také maly. V disledku Butiakovského nerovnosti skuteéné mame
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b
lfK (x, 8) P(s) ds|2<f|K'a: s)[ 2dsf]tp ) ds < C' [|@¥(s)| ds.

Zanedbame-li tuto malou velidinu, dostaneme misto rovnice (3) hned
rovnici s degenerovanym jidrem:

b
z) — 2 [Pz, 5) 9(s) ds = f(z)

Postup tedy spolivd v tom, Ze nahradime jidro blizkym jidrem
degenerovanym, aniz ménime pravou stranu rovnice, pfi demz stupeii
blizkosti jader je uréen veli¢inou C".

UvaZujme dalsi pfiklad. Redenf Dirichletova problému pro koneénou
Tovinnou oblast ohrani¢enou kfivkou L miiZe byt prevedeno na feSeni
integralni rovnice!

u(t) — = f o8 1) 2y do = £2). (7)
- @ r
L
Zde jsou t a T hodnoty parametru, jenz uréuje polohu bodu na kfivee
L; r je vzdéalenost mezi body, jeZz odpovidaji témto hodnotim para-
metru; » je vngjsi normala k L v bodd 7; do je element oblouku L;
koneéné u(t) je nezndma a f(t) dand funkee.:

Ve druhé &asti bude dokdzdno, Ze rovnice (7) m4 FeSeni pro libovol-
nou funkei f() '

ReSme piiblizné rovnici (7) za pfedpokladu, Ze hranice oblasti je
elipsa s poloosami a a b (obr. 1). Jeji parametrické rovnice jsou
‘ x = @ cost, ¥ = b sint;

parametr t-se méni od 0 do 2x. Uréeme
jadro rovnice. Predevsim

12 = a?(cosi —cosT)? + b*(sint —sint)? =

t—1 t4- T
2 2
5 (l €% cos > ),

Ly 73 i wienlns .
kde & = —|'a? — b? je tiselnd excentri-
a .

= 4qa? sin®

cita elipsy. Déle Obr. 1.

1 Viz Sast II, kap. I, § 29.
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cos(v, r) do = [cos(v, x) cos(r, x) + cos(v, y) cos(r, y)] do =
= % [a(cost — cost) dy — b(sint — sint) da] =

b . . .
= aT[co_s-r(cost — ¢o0s7) + sinz(sin{ — sint)] dv =

2ab . .t —
= — —sin
r

i dz.

Nynt

- b i1+ t+ 7
= —%(1 + .t:zcoszT—l—.s4cos4 3 + ) dr. (8)

Tim, Ze se v napsané fadé omezime na koneény pocet clenii, nahradime
jadro na#i rovnice jidrem degenerovanym. ReSit rovnici je u potom
lehké. Provedeme dalsi vypoéty za predpokladu, Ze excentricita je
mala, takZe je mozno sé omezit na dleny s &2

Méame tedy Fesit rovnici

2n
,u(t)—|—2%af(l+ szcos2t+
0

Dosadime-li %[i + cos(t + 1)] za cos?}(t + ), dostaneme:

T

)H(T) dz = /(?).

u(t) + _an(oc ~+ B cost cost — f sint sint) p(z) dv = f(t). (9)
0

Zde jsme oznaéili .

b be?
o =g (1 + 3¢ f=—.
Z (9) plyne, Ze
u(t) = f(¢) — ¢, — ¢, cost — ¢, sint, (10)

kde
2r 27
¢, = a [u(r)dr, ¢y = B [u(z) cost dr,
- 0 K

2n
¢, = — B fu(r) sinz dz.
1]

28



Vynésobime-li (10) vyrazy «, B cost a — fsint a zintegrujeme-li ji
v mezich od 0 do 2w, dostaneme nésledujici rovnice pro neznimé
€y, Cg, Cg! ‘

¢, = f1— 2mxcy,

Ca = fo— ey,

¢y = [y + mfe,,

kde

2 2 2x

fr="a [f(r)d7, fy =B [f(7) costdr, fy = — B [{(7) sinTdz.

0 0 0

Odtud najdeme
_ fl _ _ fz _ fa _
01—1-}—2710" 2714 ap ca—l—nﬁ’ (11)

Uzijeme-li téhoZ postupu, neni obtiZné nalézt i presndjsi FeSeni.
Staéi ponechat v rozvoji jidra vys& moceniny e. MiZeme ziskat
i presné FeSeni, aviak ve tvaru nekoneéné fady. Abychom toto feSenf
dostali, uzijeme tohoto postupu: Rozvineme funkei

1 .
1 — g2 cos2P

ve Fourierovu fadu. Tato funkece je sudd; mimo to se neméni, poloZi-

me-li & 4+ n za 9. Z toho lze lehko usoudit, Ze jeji Fourierova fada m4
tvar

1 @

1 — etcostd kgg ¥ cos2kd

neboli ’ '

1

@ @
ax oo, a .
—_— __—g,t > Ee2ik® Ok o—2iko,
1 — g2 cos2d ° —1-2 +L=z1 2

Odtud, podle znamych vzoret,
27

L1 ¢ 1
0T 2 1 —etcos®®  |/I — ¢
0

2n -
1 e2ikd 49
de= g [ o P21

0
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Abychom vypocetli posledni integrdl, poloZime e?® = z. Po elemen-
tarnich dpravach dostaneme

1o 1 f 42241 dg
B = 42 — ¥(2* + 1)%

kde y je kruZnice |z| = 1. Uvmtr y lezi pély integrované funkce

£
1+1/1—s2 14+ |T—&

Residua maji v pélech z, a z, stejnou hodnotu, a to
&2k

21 — 21 4 |1 — 2y

9 g2k
l/l — 1+ J1 = =

%5 = :22——21——

Odtud najdeme

Hledany rozvoj ma tvar

Nyni

(1_szcos2t+’)_l=ﬁ[1+2§( ’ )%
2 b k=1 d+b )

. (coskt coskt — sinkt Sink‘t)],‘

kde ¢ je vystfednost élipsy; nafe integrdlni rovnice nabude tvaru
2

@ 2k
) + 5 f r)dr+;k 1( jrb) cosktfﬂ(T)COSdeT—
0

1 CP‘ c 2 r . .
—-=2 (a T b) sink? [y(‘r) sinkt dr = f(t). (12)

T k=0
1]
Oznaéme
f 27 21
1

1 1 .
o u(r)dr = 4,, ;f,u(r) coskr dr = A, ;f,u(r) sinkt dz = B;.
0 0 0
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Potom, jak plyne z (12),

uit) = f&) — g (

2k 5
P b) (A coskt — Bk sinkt). (13)

1 k i
Znasobime-li (13) postupné vyrazy o 08 ta. sink

a zintegruje-
7T

me-li ji, najdeme

_ _ (a + b)F F, _ (@ + b)c F,
A=t b=t @0 P aror—e—or!"
kde F,, F) a F, jsou Fourierovy koeficienty funkee f(t):

- ‘2n - 2n
1 1
F,= 5 ff(t) dz, F, = po f}‘(r) coskr dr, (15)
0 0
2n

F, = %ff(t) sinkz dr.
1]
Pro kruZnici ¢ = 0 a FeSeni ma tvar
1
pl(t) = f(t) — Ao = f(t) — 25 ff(f) dr. (16)
0

Toto posledni YeSeni viak dostaneme jednoduseji p¥imo. Skutedng,
pro kruZnici @ = b, ¢ = 0 a rovnice (7) nabyva tvaru

2n

ult) + 5 f p(v) de =
0

ult) = 1)) —o, ¢ = = f

0

Odtud

Integrujeme-li posledni rovnici v mezich <0, 2z}, najdeme

1
c=—"1f(z)dr,
4n6[

coZ znovu dava vzorec (16).
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§ 6. Soustavy integrdlnich rovnic. V aplikacich se ¢asto setkdvame se
soustavami integralnich rovnic. Takova soustava ma tvar

n b
q’t(x) — AI,Z fK'ik(x’ 'S) ¢k(s) d8 = f’i(_x)) i = ]-) 2: vy M (1)
k=1 a
Theorie a také methody feSeni soustav integralnich rovnic jsou tytéz
jako pro jednu rovnici. Tak postupné aproximace konverguji pro
malad A, specialné jestlize A vyhovuje nerovnosti

[A] < {max ZfolK,k (, 8) |2d:::ds}_1 (2)

1-i<n k=

a integraly
fIKuc(ﬂ:, s)[2ds

jsou omezensé. Jestlize jadra K(z, s) jsou degenerovana, prevede se
soustava (1) na soustavu linedrnich algebraickych rovnic. V obecném
piipadé se soustava (1) pfevede na soustavu s degenerovanym1 jadry
methodamj vylozenymi v § 5.

Soustavu integrilnich rovnic lze nahradit jedinou rovnici takto:
UvaZujme proménné z a s, probihajici interval <{a, nb — (n — 1) a),
jehoZz délka je m-krat vétsi neZ délka pocatecniho intervalu (a, b).
Definujme funkce @(z), F(z), K(z, s) ve zminéném intervalu vzorci:

D(z) = @& — (1 — 1)(b —a)),

kdy%
G—1)b—(i—2a<lz<ib—(E—1)a
F(z) = iz — (@ — 1)(b —a)),
kdy# ,
(t—1)b—(@t—2)alz<ib—(t—1)a
K(z,5) = Kylz — (i — 1)(b —a),s — (k — 1)(b —a)),
kdyz

(%—UM—@—M@§x<%—4é—Dm
(f—1)b—(k—2)a<s <kb—(k—1)a.

Pri takové definici se soustava (1) pfevede na jedinou rovnici

" pbi-(n—1l)a

®(z) — A [K(z, ) D(s) ds = F(a). (3)
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§ 7. UZiti pFibliZného integrovani. Nahrazeni daného jidra degenero-
vanym nam umoZiuje najit feSeni ve tvaru vzorce vhodného pro cely
interval @ < 2 < b a pro libovolné hodnoty parametru A. Vaznym
nedostatkem tohoto zpiisobu se jevi nutnost vypoétu kvadratur,
nékdy. znaéné obtiZnych a éetnych. Stejny nedostatek ma i methoda
postupnych aproximaci. VyloZime nyni methodu pfiblizného FeSeni
integralnich rovnic, jeZz nevyZaduje vypoétu kvadratur.
Necht v rovnici
b
p(x) — A [K(z, 5) p(s) ds = f(z) (1)
jsou jadro K(z, s) i pravé strana f(z) spojité proa < 2 < b,a < s < b.
Potom je ¢(x) také spojitd. Integral
b
[K(z, s) p(s) ds
nahradfme koneénym soué¢tem podle nékterého ze vzorct pro pi‘il)'liiny
vypodet integrald, na priklad podle vzorce vztaZeného na déleni obdél-
nikové

b n
[K(z, s) p(s) ds ~ thK (z, zx) @(zx),
a =1
kde
b—a
h=T, x, = a + kh.
V piibliZné rovnici

o) — 1 S K@, ) 9le) = o)

dosadime za z hodnoty z,, z,, ..., ;. Dostaneme tak soustavu linesr-
nich algebraickych rovnic s nezndmymi @(x,), @(,), ..., p(z:):
n
Q(xi) ke ZhLZK(x,-, xk) (p(xk) = f(x,-), 7: = 1, 2, ceny n. (2)
t=1

Refenfm této soustavy dostaneme priblizné hodnoty neznimé
funkce @(z) v bodech x,, % , ..., ;. UZijeme-li kterékoliv z interpolaé-
nich method, dostaneme prlbhzne vyjadieni @(z) v celém intervalu.
Nejjednoduseji se ovsem ptiblizné vyjadieni dostane piimo z integralnf
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rovnice: nahradime-li v nf integrdl koneénym souétem, dostaneme pii-
blizné vyjadieni

o) ~ o) + 1 IK(z, 32) p(an)

Misto obdélnikové methody je oviem mozno uZit i jinych vzorcli pro
pribliZny vypodet integralu. Mnohem presnéjsi vysledky dostaneme,
uzijeme-li vzorce Simpsonova nebo je§té lépe Gaussova. .

Kdyz n — o, vyraz g(z) nalezeny naznadenym zpilisobem m3 za
limitu YfeSeni integralni rovnice (1) za pfedpokladu, Ze YeSeni existuje
a je jediné. Dtkaz je moZno najit na ptiklad v knize L. V. Kantorovice
a V. I. Krylova [42].

ReS$me uvedenym zptisobem rovnici (7), § 5 pro elipsu. Aby bylo
moZno viechny vypotty provést az do konce, udejme &iselné hodnoty
veliéin a a b a zvolme uréjtou funkei f(¢). Necht na pf.

a=25, b=38, f(t) = 2*+ y® = 25 cos® - 9 sin’.
Nase rovhice pfibli#né zni

2n

wt) + 0,10 | u(z) de — 25c0s% + 9sin2
t+
h 1 — 0,64 cos?

2

neboli, uzijeme-li periodi¢nosti funkece u(t),
+7
(t)—l—f (v) _dz — 25 — 16 sin%t (3)
# M 88 —32cos(t+ 1) ' ’ '

Pravé strana nabyva stejnych hodnot v bodech symetricky polo-
zenych vzhledem k osdm soufadnic. Neni obtiZzné zjistit pomoci vzorce
(13), § 5, Ze tuto vlastnost ma také u(t), t. j. ze

wu(m — 1) = p(—1t) = p(b). (4)

Ziejmé také mi u(t) periodu on. Stadi tedy uréit u(f) v intervalu
0t < I
" Vezméme n = 12, takZe h = . Oznadme pro strudnost

p(0) = yq, w(3T) = ¥ ,“(31;7‘5) = Y3, p(3T) = Yo
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Soustava (2) v naSem pripadé zni:

1,19y, + 0,35y, + 0,31y, 4 0,15y, = 25, -
0,18y, + 1,34y, + 0,32y, + 0,16y, = 21,
0,16y, + 0,32y, + 1,34y, + 0,18y, = 13,
0,15y, + 0,31y, + 0,35y, + 1,19y, = 9.

(8)

Reseni je
Y, = 16,04; y, = 12,27; y, = 4,73; y, = 0,94.

V nafem ptipadé je nejlépe interpolovat pomoci Fourierova rozvoje,

nebof funkece u(t) je periodicka. ProtoZe u(t) spliiuje relace (4), m4 jeji

Fourierdv rozvoj tvar '

u(t) = Da, cos2kt.
i=o

Ponechme v této fadé pouze prvé &tyfi ¢leny. Zndme-li étyfi hodnoty
funkece u(t), mizeme vypocitat &tyfi koeficienty a,, a,, a,, a;. Obvyk-
lym zpisobem najdeme
a, = 8,50; a, = 7,54; a, = 0; a3 = 0;
u(t) ~ 8,50 4+ 7,54 cos2t. (6)
Porovnejme (6) s presnym FeSenim nalezenym v § 5, vzorce (13) az (15).
V:naSem piipadé
f(t)’= 25 — 16 sin* = 17 + 8 cos2t,
takie F, = 17, ', = 8 a vSechny ostatni Fourierovy koeficienty jsou
roviiy nule. Podle vzorca (14), § 5
A, = 8,50; A, = 17,53.
Ostatni koeficienty 4, a viechny B, jsou rovny nule. TudiZ
©(t) = 8,50 + 7,53 cos2t.

P#iblizné feSeni (6), jak vidime, je prakticky shodné s presnym;
maximéalni relativni chybu dostaneme pro { = 4w a ta éini p¥iblizné
1%, Pro t = 0 je relativni chyba mensi nez 0,07%,.

§ 8. Fredholmovy véty. Uz jsme vidéli, Ze integrdlni rovnice neni
obecné Fesitelnd v uzaviené formé. Obylejné je pii feSeni integralnich
rovnic t¥eba pouZit pfibliznych method. P¥i tom, jak bylo pozname-
nano v §§ 5 a 7, mizeme pFibliznych method s jistoton uzit jen tehdy,
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kdyz byla FeSitelnost rovnice dokdzdna jiz diive, pfi éemZz méme na
mysli feSitelnost pii libovolné pravé strané. Proto nabyvé velkého
vyznamu rozbor rovnice, jeni pfedchazi jejimu vlastnimu FeSeni.
‘Tento rozbor lze vZdy provést pomoci obecnych vt o integralnich rov-
nicich, jez byly dokazany Fredholmem. Takové véty jsou Gtyfi.

Budeme uzivat nasledujiciho nidzvoslovi. Hednoty A, pro néi
existuje resolventa Fredholmovy rovnice, budeme nazyvat reguldrni
a hodnoty A, pro néz resolventa neexistuje, nazveme charakteristickeé.
Prevriacené hodnoty charakteristickych &isel se nazyvaji viastnimi
hodnotami rovnice. '

Je z¥ejmé, Ze homogenni rovnice

b
p(x) — A [K(z, s) p(s) ds = 0 (1)

m4 pro regularmi A pouze trividlni feSeni p(x) = 0.

Piedpoklidejme, %Ze homogenni rovnice (1) ma netrividlni feSenf;
podle véty (1) je to moZné jen tehdy, kdyz hodnota A je charakteris-
ticka. Jestlize ¢,(z) je FeSenfm rovnice (1), pak ¢ éal(x), kde c je libovolna
konstanta, je také feSenim; jestlize p,(x) a @,(z) jsou dvé takova FeSeni,
je jejich soudet @,(x) -+ @,(x) také feSeni. Tudiz kdyz @,(z), p.(z), ...,
@x(x) vyhovuji homogenni rovmici (1), pak jejich libovolnd linedrnf
kombinace 0171(®) + ¢ 9a(®) + ... + i @u(®)
ji vyhovuje také. Jestlize m4a tedy homogenni integralni rovnice
alespoii jedno netrivialni feSen{ (t. j. takové, jez neni identicky rovno
nule), m4 jich nekoneéné mnoho. Netrividlni FeSenf homogenni in-
tegralni rovnice se nazyvaji vlastnimi nebo charakteristickyms funkecemi
jadra K(z, s) (nebo rovnice), odpovidajicimi danému charakteristické-
mu &islu.

Vyslovime nejprve vSechny IFredholmovy véty, potom uvedeme
nékterd dobfe zndmad tvrzeni linearni algebry a jejich pomoci dokdzeme
Fredholmovy véty.

Véta 1. V libovolné omezené Cdsti komplexni roviny A existuje pouze
koneénd mmoZina charakteristickyjch ¢isel Fredholmovy integrdlni rov-
nice b

o(x) — 1 [K(z, 5) g(s) ds = f(z). (2)

13
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Véta 2. Ke katdému charakteristickému c&islu pati alesporn jedna
charakteristickd funkce. Pocet linedrné. nezdvislych charakteristickijch
funkci, jez ptisludeji danému charakteristickému &islu, je koneény.

Dfive nez vyslovime dvé zbyvajici Fredholmovy véty, zavedeme
novy pojem, jen# hraje dileZitou tlohu v theorii' integralnich rovnic.
Jidro K(s, ), jez dostaneme z daného jidra K(x,s) vyménou pro-
ménnych a pfechodem k funkeci komplexné sdruZené, nazyva se
konjugované s danym jadrem a rovnice

b -
p(x) — 2 { K(s, z) p(s) ds = g(=) (3)

se nazyva konjugovanou s rovnici (1) a také s ni p¥isluénou nehomo-
genn{ rovnici. Konjugovana rovnice se dostane z dané ziménou jadra
za Konjugované a zéménou parametru za komplexné sdruZeny; pravé
strana g(z) je aplné libovolnd.!

Poznamenejme, %e konjugovanost je reflexivni, takZe rovnice (1) je
konjugovana s (3).

Jestlize jidro K(z,s) je realné, dostane se konjugované jidro
prostou vyménou proménnych.

Véta 3. Jestlife i, je charakteristické cislo jadra K(x, s), pak A, je

charakteristické Cislo konjugovaného jddra K(s, x). Polet linedrné nezd-
vislych charakteristickych funkci rovnice

b
p&) — 4o [K(2, 5) g(s) ds = 0 0
a rovnmice s ni konjugované '

b
p(z) — /T.,af K(s,z)p(s)ds = 0 (5)

je tentys.

v uéebﬂicich integralnich rovnic se konjugované rovnice obyé&ejnd pife ve
tvaru
b

w(z) — lfK(S, z) w(s)ds = h(z);
a

tuto fonlu konjugované rovnice dostaneme tim, Ze poloZime ‘w(x) = y(x),
h(z) = g(x) & nahradime vSechny 8leny rovnice (3) komplexn& sdruZenymi.
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V dal$im hraje dileZitou Glohu pojem skalarmtho soudinu. Skaldrnim
soubinem (@, v) dvou funkei @(z) a p(x) se nazyva integral

(P, ) = f 9(2) p(z) da.
Uvedme nékolik jednoduchych vlastnosti skaldrnfho soudinu, jez
vyplyvaji bezprostfedns z jeho definice.

a) Jestlize @(z) a p(x) jsou soudtem nékolika séitancd, provede se
skalarni nasobeni podle pravidla o nasobeni mnohoé¢lent. Tak na pk.:

(P14 @291 + ¥2) = (91, ¥) + (@1 v2) + (@2, 1) + (@2, V)
b) Pii zdmeéné é&initeld se soufin stane komplexné sdruZenym:
(v, ) = (p, ).

¢) Konstantni koeficient u prvého ¢initele lze vytknout pfed ska-
larni soudin:
(29, v) = Mo, )

d) Konstantni koeficient u druhého éinitele lze vytknout pied ska-
larni soudin, kdyZ jej pfed tim nahradime komplexné sdruZenym:

(9, 2p) = Ao, p)-
e) Skaldrni soudin funkce se sebou samou je velidina neziporna:

b
9) = [|¢*(z)| dw = 0;

rovns se nule, kdyZ a jen kdyz ¢ = 0.
Dvé funkce ¢ a y se nazyvaji orthogondlni v intervalu (a, bY, kdy%
b
= [p@) p(z) dv =

JestliZe jsou tyto funkce redlné, je podminka orthogonality jedno-
dussi a nabyva tvaru

b
Jo(x) p(z) dz = 0.

Velitina |/(@, @) se nazyvé normou ¢(z) a znadf se |-
Funkee, jejichZ norma se rovna jedné, se nazyvaji normované.
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Uvedme nékteré dilezité vlastnosti normy. Ziejmé norma libovolné
funkece je nezapornd; rovnost normy nule je ekvivalentni s indentickym
vymizenim piislusné funkce. Dale je zfejmé, Ze |lap|| = |a| . |lpll, jest-
lize a je konstanta. UZijeme-li na integrél

(p,p) = ftp y(z) da

Buniakovského nerovnosti, dostaneme

b b b
(@, ¥)I* < (flpte)] - [9(@)] d2)* < [lo*(=)] dz [|p¥(=)| dz
a odtud ’ ’ ’
(@, v)] < llgl - lrwll-
Posledn{ nerovnost budeme také nazyvat nerovnosti Buiiakovského.
Uvazujme nyni veli¢inu '

lp +yll=(@+v.e+v)=(pe)+ (py) + (¥ ®) + (¥ 9.

Aplikujeme-li nerovnost Bufiakovského na dva stfednf ¢leny, dosta-
neme

- le + wI* < llpl® + 2llell - vl + 1l
odtud plyne t. zv. trojihelnikovd nerovnost

lp + %Il < llell + llpll-

Vlastnosti normy zde vytéené Siroce vyuZijeme v kap. II.
V dal$im budeme uZivat oznadeni

Ko = fbK(:v, 8) p(s) ds

Integral, jenZ se vyskytuje v konjugované rovnici, budeme oznaéovat

K*y: b

K*p = [K(s, z) y(s) ds.
g

Vyraz Ko budeme nazyvat Fredholmovym operdtorem a vyraz K*y
operitorem konjugovanym s K¢. Je zitejmé, ze Ko je operator konjugo-
vany s K*p. Konjugované operitory jsou spolu vazany velmi dile-
zitym vztahem

N

(Ko, v) = (p, K*y). (6)
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Skuteéné
b b _ b b _
(K, ) =af {y(x) ,,f K(, s) p(s) ds} dz =.,f ?(s) { JK(z, ) p(x) dz} ds

¢ili, kdyz nahradime z za s a naopak,

b
(Ko, p) = f(p {fK(s,x)y—J(—s_)ds}dz.
Avsak

b b
JK(s, %) p(s) ds = [K(s, 2) p(s) ds = K*y,

a

a tedy
(Kp,y) = f«;v z) K*p dz = (9, K*y).
Jestlize K«p a Ly jsou dva operatory tvaru
Kp = [K, ) gls) ds, Lp = [L(z, s) ols) ds,
a e
pak, jak je lehce vidét, K (L) je operdtor téhoZ tvaru, totiz
K(Lg) =afbM (, ) @(s) ds,

kde
b
Mz, s) = [K(z, t) L(t, s) d

Budeme psit KLy misto K(Lp). Poznamenejme, Ze obecné KLg +
4+ LKg. Déle budeme znagit K2p — KKg, K® = KK?p atd. Z¥ejmé

K = fl,I(,,(x, 3) p(s) ds

kde K, (z, s) je n-té iterované jadro piisluSejici jadru K(z, s).
Neni obtiZzné nahlédnout, Ze
C (KL)* ¢ — L*K*g.
Skutec¢né podle vzorce (6)
(KLy, ¢) = (p, (KL)* ).

40



Na druhé strans, podle tého% vzorce (6),
(KLy, ) = (Ly, K*p) = (y, L*K*p).

Porovnanim obou vysledkii dostaneme
(v, (KL)* p — L*K*9) = 0.

Funkce w(z) = (KL)* ¢ — L*K*p, které je orthogondln{ k libovolné
funkei p, je orthogonalni specidlng k sobé samé. TudiZ

0= (w, w) = fb|w2(x)|- dz,

odkud w(z) = 0, a tedy (KL)* ¢ = L*K*p. Z dokidzané rovnice mezi
jinym plyne, Ze (K*)* = (K*)*, t. j. jddro konjugované s n-tym itero-
vanym je n-tym iterovanym jidrem pro konjugované.

Pomoci pojmu orthogonality muzeme formulovat &tvrtou Fredhol-
movu vétu. ’

Véta 4. Necht A, je charakteristické &islo jddra K (z, s). Aby nehomo-
genni rovnice

b
p(x) — A [K(, 3) p(s) ds = f(x) (7)

méla Fesent, je nutné a stact, aby jeji pravd strana f(z) byla orthogondlni
ke vSem charakteristickym funkcim konjugované homogenni rovnice

b
p(@) — Ao K(s, x) p(s) ds = 0.

Uvedme nyni bez dikazu nékteré véty z theorie linedrnich algebraic-
kych rovnic. Podrobny vyklad téchto otiazek d¢tenaf najde na pf.
v knize V. I. Smirnova, Kurs vy3$i matematiky, sv. III.

Ka#dou soustavu n komplexnich éisel, napsanych v ur¢itém pofadku
(1, g, ..., ), budeme nazyvat vektor a budeme ji oznaéovat pisme-
nem se §ipkou nahofe. Definujme pro vektory séitani, nasobeni ¢islem
a skalarnf souéin vzorei

T4y =@+ Y1, ¥+ Yo --e» Tn + Yn)s
2 = (Azy, Ax,, -.., Ax,),
(3;, E/)) = xlyl + x2y2 + e + xnyn'

Jestlize (a_,: 37) = 0, pravime, Ze vektory ¥ a ¥ jsou orthogonalni.
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Vektor (0, 0, ..., 0) nazyvame nulovym a znadime obvyklym sym-
bolem 0. Vektory z®,z®,...,z® nazjvime linedrné nezavislé,
jestliZe rovnost

k
i=1

je splnéna pouze tehdy, kdyZ viechna &fsla ¢; jsou rovna nule. V opaé-
ném pripadé se vektory nazyvaji linedrné zavislé.
Soustavu linedrnich rovnic

n
Dopxr=2b;, j=1,2,...,n (8)
£=1
je mozno uvaZovat jako jedinou rovnici pro neznamy vektor z=
= (%, Tay -, X,), je-li ddn vektor b = (b, by, ..., by). Soustava
. :
k%f’kiyk = i 7 =12 ..,n (9)

se nazyva konjugovanou k soustavé (8). Determinanty dvou konjugo-
vanych soustav maji hodnoty komplexné sdruzené.

Plati nasledujici véty:

a) Jestlize determinant soustavy je rizny od nuly, potom jak sou-
stava dand, tak i soustava k ni konjugovana jsou FeSitelné, a to jedno-
znaéné pro libovolné pravé strany soustavy. Specidlné homogenni
soustava md pouze nulové feSeni.

b) Jestlize determinant soustavy je roven nule, mad homogennf
soustava FeSeni rizna od nulového.! Pocet linedrné nezdvislych reSeni
dvou homogennich konjugovanych soustav je tentyz; lezi mezi jednot-
kou a n. JestliZe 5:’(1),_:5(2), ey T jsou razna linedrné nezdvisld fedeni
homogennf{ soustavy, potom jeji obecné fefeni je

I

c; 20,
1

—
xr =

j

kde ¢; jsou libovolné konstanty.

! Takova f'eSeni soustavy budeme nazyvat netrividlni na rozdil od trividlniho —
nulového.
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c) Jestlize determinant soustavy (8) je roven nule, je tato Feitelns,
kdy% a jen kdy# je vektor b orthogondlni ke viem fe$enim homogenni
konjugované soustavy. Obecné Fefeni soustavy (8) ma tvar

T
- — )
T =z 4 g,
i=1

kde ¢; a 20 maji tentyz vyznam jako ve vété b) a Z9 je libovolné parti-
kuldrni FeSeni soustavy (8).

Pristupme k dukazu Fredholmovych vét. Jak bylo dokazano
v § 5, Fredholmova rovnice obecného tvaru vede na rovnici s ni ekvi-
valentni, av8ak s degenerovanym jadrem, kterd opét vede na linearni
algebraickou soustavu. Necht 4 lezi v kruhu |2] < R. JestliZe ve shodé
s §5 provedeme rozloZeni jadra tak, aby bylo B’ < 1: (R + 1),
budou koeficienty a pravé strany ve vySe uvedené soustavé holo-
morfnfmi funkcemi A v témZe kruhu |1| < R. Dile determinant sou-
stavy nenf roven identicky nule, nebot nabyvéd hodnoty jedna pro
A = 0. Potom v3ak determinant, protoZe je holomorfni funkei 4 vkruhu
[Al £ R, miZe mit v tomto kruhu pouze koneény podet nulovych
bodi. V disledku véty a) budou viechny zbyvajici hodnoty 4 v uve-
deném kruhu reguldrni. Tim je prva véta Fredholmova dokédzana.

Poznamka 1. Z prvé Fredholmovy véty plyne dusledek, ktery je s ni
ekvivalentni: ‘

MmnoZina charakteristickych cisel Fredholmovy integrdini rovnice je bud
koneénd, nebo spocetnd; v poslednim pFipadé rostou charakteristickd &isla
do nekoneéna spolu se svym indexem.

Poznimka 2. Jestlize je jadro degenerované, je shora uvedeny deter-
minant polynom v 1. Odtud plyne, Ze degenerované jidro ma konedny
podet charakteristickych éisel.

Druhé véta Fredholmova plyne pifmo z -véty b). Skuteéns, nechf
1 = A, je charakteristické &islo. Potom determinant soustavy (5), § 4
je roven nule a pifslusnd homogenni soustava ma uréity pocet r,
1 < r < n, linedrnd nezavislych ¥eSeni ¢ = (c{?, ¢, ..., ¢d). Podle
vzorce (4), § 4 pFislugi kaZzdému z nich FeSeni homogenni integralni
rovnice

n
i(z) = el ala).

i=1
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Tato TeSeni jsou linedrné nezavisla: skuteéné, necht ?oc, @4(x) = 0.
j=1i
Dosadime-li sem hodnoty @,(x) a uZijeme-li linearni nezavislosti

funkef a,(z), najdeme, Ze

r
xe=0,i=1,2..,n

i=1

wele v . ,v r
¢ili, coz je totéz, Zaﬁ"’ _o
i=1
Pongvadz vektory ¢ jsou linedrnd nezavislé, je x; =0, j =1, 2,
..» 7, & tedy @;(x) jsou také linedrné mnezavislé. Jinych FeSeni homo-
genni Fredholmova rovnice zfejmé nems.

Cislo  se nazyvé hodnost charakteristického &isla.

Treti Fredholmova véta plyne jednodu$e z véty b) v tom pfipadé,
kdyz jadro rovnice je degenerované. Staédi si jen vSimnout, Ze se konju-
gované integralni rovnice v tomto ptipadé pfevadéji podle § 4 na kon-
jugované linedrni soustavy, které v dusledku véty b) maji stejny
pocet linedrné nezavislych FeSeni.

Tuto Gvahu nelze provést pfimo pro Fredholmovy rovnice s libovol-
nym jadrem, protoze, pfevedeme-li podle § 5 dvé konjugované rovnice
na rovnice s degenerovanymi jidry, presvédéime se, Ze tyto posledni
konjugované nejsou. Abychom se vyhnuli této pfekazce, budeme po-
stupovat takto: Na rovnici (4) uZijeme postupu z § 5 a ten nas pfivede
k ekvivalentni rovnici

P(x) — A fK”(a:, ) @(s) ds = 0. (10)
Rovnici (5) konjugovanou se (4) napiSeme ve tvaru
b b
9(@) — % JK(s, 2) p(s) ds = 1o [ Pls, ) p(s) ds (1)
a polozime b
w(x) — A f K'(s, x) p(s) ds = w(x). (12)

Uvazujice (12) jako integralni rovnici s nezndmou y(x), roziesime ji
methodou postupnych aproximaci Potom dostaneme

Y(@) = o) + 4 fr (s, ;5 Ag) w(s) ds. (13)
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Dosadime vyrazy (12) a (13) do rovnice (11). Tim dostaneme pro w(x)
integralni rovnici s degenerovanym jadrem

N b_—_
w(x) — Ay JK"(s, x) w(s) ds = 0, (14)

konjugovanou s (10). Podle shora dokdzaného md privé tolik FeSeni
jako rovnice (10) nebo, co% je totéz, jako rovnice (4). Rovnice (12)
a (13) definuji vzdjemn& jednoznaénou korespondenci mezi FeSenimi
rovnic (5) a (14), pfi demZ line4drn8 nezivislym YeSenim odpovidaji
linearné nezavisla. Odtud plyne, Ze rovnice (5) a (14) a tedy i konjugo-
vané homogenni rovnice (4) a (5) maji stejny podet linedrng nezdvislych
feSeni. o '

Piejdéme ke ¢tvrté vEté Fredholmové. Jednoduse se dokdze, Ze pod-
minka véty je nutnd. Necht A, je charakteristickd hodnota a y(x) je
libovolné feSeni rovnice (5). Pfedpokladejme, Ze nehomogenni rovnice

b )
p(x) — Ao [K(z, 5) @(s) ds = f(=)
m4 FeSenf. Utvoime skaldrni souéin funkei f(z) a y(x):

(f, y) = (p — ]‘OK(P’ y) = (‘P’ 1/)) - AO(K‘P’ v),
coz je podle vzorce (6) mozno napsat ve tvaru

(f,9) = (@, 9) — Aolg, K*y).
Oba skalarni soudiny napravo slouéime v jeden; &éiselny koaficient
piipojime ke druhému ¢&initeli ve skaldrnim souéinu, pii éemZ je nutno
Ao nahradit 4,. Nyni _
(1, 9) = (@, p — 2K *p).

Ve skaldrnim souéinu napravo je druhy &initel roven nule v dasledku
rovnice (5). Av3ak potom (f, ) = 0.

To, Ze podminka &tvrté véty je postatujici, dokdZeme nejprve pro
degenerované rovnice. Rovnici (5) mtiZeme podle § 4 pfevést na linedrni
soustavu

n
£

Vi —Zkz?ki)’k = O: 7 =1, 2’ ces My (1'))
kde b
vi = Jai(s) p(s) ds.
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‘Pfitom, jak je zfejmé,

M=

Vi bi().
1

p(@) = Ay

2
Nechf hodnost charakteristického ¢&isla Zo je rovna r. Soustava (15) mé
praveé r.linearnf nezavislé FeSeni:
PO = (P, 9P, L, ¥D), §=1,2,...,7,

kterym pfislusi feSeni rovnice (5)
n —_—
vil@) = 29 bila).

Podle véty c) soustava (&), § 4 a s ni i dand integrdlni rovnice je Fesi-
telnd, kdy% .
) =0 4=12...,r (16)
kde -

(h79) = 2furp = 29 () bul) do = J @) pi(@) de = (£, )

a podminky (16) FeSitelnosti integralni rovnice se pfevadéji na podmin-

ky &tvrté Fredholmovy véty. : '
V obecném pripadé prevedeme danou rovnici na rovnici s ni ekvi-

valentni (6), § 5, k jejiZ FeSitelnosti podle jiz dokazaného staéi, aby

(F, w) =0, (17)
kde w(x) je libovolné Yefeni homogenni rovnice (14), konjugované
8 (6), § 5. AvSak F(z) = f(x) + A,["f, kde jsme oznadéili

b

I'f= [I'(z, s; A) f(s) ds,
a

a odtud
F, o) = (f + MW'f, ) = (f, w) + (I}, o).

Av8ak podle vzorce (6) (I'f, w) = (f, ["*w), kde

b
I*w = [T7(s, x; Ao) (s) ds.
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Uvazujeme-li stejné jako v dikaze tfeti Fredholmovy v&ty, najdeme,
Ze
(F, @) = (f, & + 2oI"*w),

neboli podle vzorce (13)

(F, ) = (},v), -
kde y je TeSeni homogenni rovnice (5), konjugované s rovnicf danou;
podminka (17), ktera stad{ pro feSitelnost dané rovnice, pfejde v pod-
minku

(f ) "»U) =0,

coz je podminka étvrté Fredholmovy véty.

Jestlize 2, je charakteristické éislo a rovnice
b
#(@) — 1o [K(z, 5) 9(s) ds = f(=) (18)

je Felitelnd, pak ma nekoneénd mmnoho FeSeni. Necht gy(z) je TeSeni
rovnice (18). Polozme ¢(z) = py(x) + P(x). Dosadime-li toto do (18),
nalezneme, Ze @(z) vyhovuje homogenni rovnici

D(z) — Ay fb K(z, s) D(s) ds = 0.

Podle véty 2 mé posledni rovnice netrividlni feSeni. Necht ¢,(z),
@5(T), ..., Pp(x) jsou linearné nezavislé charakteristické funkece této rov-
nice. Potom jeji obecné feSeni bude

D(x) = ¢, ‘Pl(x) + ca @a(x) + ... + cp i)

a obecné FeSeni rovnice (18) bude

Pa) = @o(x) + ¢, @4(%) + 2 al®) + ... + cx pulx). (19)
Z Fredholmovych vét plyne t. zv. Fredholmova alternativa:

Bud je nehomogenni rovnice eitelnd, af je jeji pravd strana jakdkoliv,
nebo pFislusnd homogennt rovnice md netrividini fedend.

Pravé Fredholmovy alternativy se pouZivé nejdastéji pii rozboru
integralnich rovnic. '
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§9. Fredholmova resolventa:! V § 2 jsme sestrojili analyticky vyraz pro
resolventu, vhodny pouze pro mala A:

I(z, s; 1) = D An-1 K (=, $). (1)

m-=1
Koneénym cilem tohoto ;paragrafu je analytické vyjadieni resol-
venty, platné pro vSechny regularni hodnoty parametru. Budeme nyni
predpokladat, Ze jadro vyhovuje mimo nerovnost (1), § 2 jestdé nerov-

nosti
b

[|K¥=z, s)| dz < E, E = konst. (2)

a

Uréime predbézné nékteré vlastnosti resolventy, vychdzejice
z fady (1).
Najdeme odhad pro iterovana jadra. Podle vzorce (8), § 2

b
Ko, 8) = [Kn_(z, t) K(t, ) dt.
Utzijeme nerovnosti Builakovského na posledni integral:
b b
[Eo(x, 8)] < [|Ko 1(x, 8)] ¢ [|KX¢, 5)| dt,
a a

odkud podle nerovnosti (11), § 2 a nerovnosti (2) tohoto paragrafu

|En(, )] < VC,EB. (3)
Z odhadu (3) plyne, Ze fada (1) konverguje absolutné a stejnomérné pro
x a s coucasné v kruhu |A| < 1:B. V fadé (1) nahradime iterovans
jadra jejich vyrazy ze vzorce (8), §2. Vyménime-li pofddek sditdni
a integrovani, coz je dovoleno vzhledem k stejnomérné konvergenci
fady, zjistime, Ze resolventa vyhovuje integralni rovnici? '

I'(x, s; 2) ='K(:.v, s)+ 2 fbK(x, 1) I'(t, s; 2) dt. (4)

1 Tento paragraf muZe byt vynechin bez Gjmy pro pochopeni dal§iho vykladu.
2 Kdybychom vysli ze vzoree (8,), § 2, pfisli bychom touZ cestou k rovniei

b
Iz, s 1) = K(z, 8) + A [K(t, s) I'(z, t; 2) d¢.
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VySetime jesté integral

b
[I(z, t; A) I'(¢, s; 1) dt = f Zl’"-l K, (z,t) Zl" 1 K,(t, s) dt.
a a m=1
Absolutni konvergence fady (1) dovoluje vynasobit v integrandu obd
fady €len za Clenem a stejnomérna konvergence této fady dovoluje ji
integrovat élen za ¢lenem. Tudiz '

b ®

fF(x, HEAIE s A)dt=D> DI K, iz, s).

T om=1ln=1

PoloZme m + n = p a zaméiime po adek séitani; fada na pravé strans
nabude takového tvaru:

Szv—” K,(z, s Z(p —1) 2 Kz, s) = i1"(95, s; A).
p 2 n=1
Tak jsme nasli, Ze resolventa vyhovuje integro-diferencialni nelinedrn{
rovnici b

s ) f (e, t; ) Tt, s; ) dt. ®)

Uéiime nyni tuto pozndmku: Pro x = s nemusi byt jidro integrova-
telné v intervalu a < z < b. V takovém piipadé zménime hodnoty
jadra pro x = s libovolnym zptisobem tak, aby funkce K(z, z) byla
tfeba spojitou v intervalu a < x < b. MiZeme na p¥. pfedpoklidat,
e K(x, z) = 0. Takové zména jidra nezméni ani'v jednom bodé hod-
noty Fredholmova operitoru

b
[K(z, s) ¢(s) ds -
v t¥idé funkef, jeZ uvaZujeme. Nyni mizeme pfedpokladat, ze mtegrély

b
A, = [K,(z,z)dx

existuji pro v8echna m. Integril 4, nazyvame m-tou stopou jidra
K(z, s). Také se nazyvé stopou m-tého iterovaného jadra. Klademe-li
v (1) s = « a integrujeme-li, dostaneme v dal$im uZiteény vzorec

b -] .
JT(x, w5 2) de = D Apim-1, (6)
a m=1
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VySetfme nyni strukturu ¥eSen{ integralni rovmice pro libovolné
regulirni A. Zvolme libovolné kladné é&islo E a uvazujme kruh || < R.
Jadro K(z, s) rozlozme na soudet K(z,s) = P(z,s) + K'(z, s), kde
P(z, s) je trigonometricky polynom a

ff[K (z, 5)? de < = (R+ 7

Postupujeme-li dal jako v § 5, pfevedeme danou integralnf rovnici na
rovnici (6), § 5, jejiz jadro je degenerované. Posledni rovnice se opét
prevede podle’§ 4 na linearni algebraickou soustavu. Kdyz tuto fesime,
snadno najdeme, %e v kruhu |1] £ R je moZno napsat feSeni dané in-
tegralni rovnice ve tvaru )

b n
o) = f(z) + 4 [I"(z, 5; 2) f(s) ds + lkzlck a(z); (M

¢y jsou FeSeni vySe zminéné linedrni soustavy; ta je totoZna se sousta-
vou (5), § 4, v niZ je pouze tieba poloZit

b b b
+ ts = JF(s) buls) ds = [[f(s) + 2 JT"(s,1; 2) ft) df] bufs) ds =
b
= J16) Buls) ds

kde jsme pro struénost polozili
Bi(s) = by, + A JI7(t, 8; A) by(t) dt
a

Ponévad? hodnota A je reguldrni, determinant soustavy (5), § 4, jejz
oznadéime Dg(4), je rizny od nuly a c; jsou uréeny podle Cramerova
vzorce. Determinanty, jez stoji v éitatelich uvedeneho vzorce, rozlo-
Zime podle prvku f,, coz vede na vzorce:

Cp = mméldmk(l) foms

Ay znadi algebraicky doplndk prvku, jeni stoji v m-té ¥adce a k-tém
sloupei. Dosadime-1i hodnoty ¢, a ]‘,,, do (7), dostaneme

p(x) = flz) + A fF(x, 5; 4) f(s) ds, (8)
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kde jsme polozili - ‘

T(@,87) = I'e,58) + s % AmsD) aule) bale). ()

Vzpomeneme-li si na definici resolventy danou v § 2, miZeme fy-
vodit: Fredholmova rovnice md resolventu pro kaZdé reguldrni A. V kruhu
[A] < R je resolventa definovdna vzorcem (9).

Uvedme jednoduché vlastnosti resolventy:

1. Resolventa je meromorfni v celé roviné A. To p¥imo plyne z toho, ze
resolventa muze mit v kruhu s libovolnym polomérem R jen konedny
pocet péli. Témito pély mohou byt jen charakteristicka éisla — nulové
body determinantu Dp(2), jez v absolutni hodnoté nepfevysuji R.

2. Pro mald 2 je resolventa definovdna fadou (1). To plyne z jedno-
znadnosti resolventy, dokazané v § 2. '

3. Z principu analytického pokraéovan{ plyne, Ze v celé roviné Z
vyhovuje resolventa rovnicim (4) a (5).

4. KaZdé charakteristické cislo je pol resolventy.

Predpokladejme opak. Necht pro charakteristické &islo 1, je resol-
venta holomorfni. Necht yy(z) je charakteristickd funkce konjugované
rovnice b
(@) — % JK(s, ) p(s) ds = 0.

a

V disledku étvrté Fredholmovy véty rovnice

b
p(x) — Ao [K(z, 5) p(s) ds = ypy(z) (10)

nem3 FeSeni. Necht nyn{ l.je regularni bod, blizky k Ao. Rovnice

b
~ pl) — 4 [K(z, 5) p(s) = po(x) (11)

mé FeSeni dané vzorcem (8), v kterém je tfeba nahradit f(x) funkef yy(z).
Dosadime-li toto feSeni do (11), dostaneme identitu

b _ b
vo(@) + A [T'(2, 83 1) pofs) ds — 4 [K(x, s) {%(8) +

+ 2 fl’(s, t; 2) wo(t) dt} ds = pelz).
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Ponévadi resblventa je holomorfni pro 1 = 4, je moZno v posledn{
rovnici provést limitni pfechod pro A — 1, za integraé¢nim znamenim.
Kdyz jej provedeme, dostaneme novou rovnjci

b b
po(@) + Ao [T(x, 83 A) pols) ds — 2o [K(z, ) {%(8) +

+ 4o } f(s, t; 2o) wo(?) dt} ds = y,(x),

~

kters ukazuje, e rovnice (10) ma YeSeni, rovné
b
Polz) + 2o fF(x, 8; o) wols) ds.

Tim dostavame spor, jenz dokazuje nase tvrzeni.

ProtoZe je resolventa meromorini funkef A, miiZe byt vyjid¥ena jako
podil dvou celistvych funkei. Sestrojme je.

Polozme v (9) x = s a zintegrujme nalezenou rovnici:

n . b .
2. Ani(2) Ja(s) bm(s) ds. (12)

1

b b
1
F,;ﬂ.d=1-"3,;ld YL
Jreshds = [T ds + 5n
Dokazeme, Ze soudet na pravé strané posledni rovnice je roven
— D%(2). Derivujeme-li Dy(1) (vzorec (8), § 4), mdme

n

Dhl) = — > apsds—2 > s

kE,m=1 kE,m=1

Dale podle definice §,(s) mame

ﬁMs

2 Am,,f b(s) a(s) ds =

kE,m=1 a k,

Amk m(8) ax(s) ds +

1 a

+1 2 Amkf (bt asls) It 5 2) e ds =

n b
= 2 mims + 4 Z Amkf Jbn() asls) (2, s; 2) de ds

k m=1

a sta¢i dokazat, % Ze

da,.;

da -’

bb
J o, an(s) (8, 53 2) dt = (13)
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Ptipomeiime (viz § 5), Ze b,, nezdvisi na 1 a

knt
b —

b
a(®) = oy(x) + A [z, 75 A) ock('t)\cl‘r; ax(T) = cos
Odtud
b bb
Az = fbm(s) op(s)ds + 2 ffbm(s) ox(t) (s, t; A)dtds;  (14)

bb
S Jbm(t) ax(s )F’(t s; A)dsdt = ffbm ) oer(8) V(2 s; A) dt ds +
bbb
A [ [ [bu(t) ax(r) (8, 83 2) (s, 73 2) ds dt dr. (15)

Trojny integrél na,piéme ve tvaru
ffb 7)dtdz fF’(t 8; A) I'(s, 7; 1) ds.

\% dﬁsledku integrodiferencidlnf rovnice (5) pro resolventu je vnit¥ni

integrdl roven — I"'(¢, 7; 4) a rovnice (15) piejde v rovnici nasledujici:

oA

ffb () an(s) (¢, s; 2) dt ds = ffb t) ox(s) I(2, s; A) dt ds +

@aa

bb . :
+ A Jbu(t) au(z) ap(té—;"”dt d. (16)
aa
Porovname-li to s (14), pfesvédéime se o spravnosti (13).
Mame nyni
b b ’
. _ ’ . DR(}')
afr(s, 8; 2)ds = afr (s, s; A) ds ~ D) (17)

Prvy &len napravo v (17) je holorﬁorfni v kruhu |A] < R. Necht A’
je m'-niasobny kofen determinantw Dpg(A), leZicf v témZe kruhu.
Vzorec (17) ukazuje, Ze A’ je jednoduchy pdl funkce

b
8(4) = [I'(s, s;-2) ds s

s residuem rovnym — m’. Odtud plyne, %e nisobnost ztistane nezms-

néna p¥i zméné R, i kdyZ se determinant Dy(A) pti tom méni. Déle, jak

je patrno ze (17), md meromorfni funkce (1) pouze jednoduché pély,
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identické s charakteristickymi &isly jadra K(z, s) a s residui, jez se
rovnaji celym zapornym é&islam. Odtud plyne, Ze funkce
A
—[5(ayaa

D()=e 0 (18)
je celistva funkce, jejiz nulové body v kruhu |1] < R (kde R je libo-
volné kladné éislo) se shoduji s nulovymi body .Dy(4) a maji touz ni-
sobnost. AvSak potom, jak je patrno z (9), souéin

D(z, s; ) = D(A) I'(z, s; 4) (19)
je holomorfni v kruhu || £ R; protoZe R je libovolné, je D(z, s; 1) ce-
listva funkce A. Tim jsme dostali vyjaddieni resolventy ve tvaru podilu
dvou celistvych funkei:

I'(z,s;A) = Dz, 5 2)

o (20)
pii CemZ pdly resolventy jsou totoZny s nulovymi body jmenovatele.

~ Jestlize [1] < 1:B, pak

@

8(2) = Z A",
n=1
kde'A,, jsou vyse definované stopy jadra K(z, s). Odtud
® 4
_Xx *m R Y YA 2
Dy =6 w1 —3 (S An ) (21)
r=o k! n=1 M

Srovndme-li posledn{ fadu podle mocnin A, dostaneme fadu konver-
gujfci v celé roviné. To je zfejmé, nebot funkce D(2) je celistva.

Véta. Citatel a jmenovatel resolventy je ddn Fredholmovymi fadams,
konvergujicimi v celé roviné

D(, s; 1) = QZ (:'1—)n B,(x, s) ir, (22)
o) =3 Sl e, (23)

kde
By(z, s) = K(z, s), -
b b ,
B,(x;8) = [ ... [An(x, s) dE, dt, ... dt,

a -
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a K(z,s), K(z,t,), K(x,t,), ..., K=, 1,)

K(t,, s), K(ty, ty), K(ty, ta), ..., K(ty, 8,)
d,(z, ) = | K(ty, 5), K(ty, t1), K(ts, ta), ..., K(t.z’ ta) |» (24)
Kty 3, Kty 19s Kitw s - Kt )

c0 = 1:
I{(tl’ tl): 'K(t].! tz), LR K(tlv t‘n)
K(t27 tl)s K(tz, tz): ceey K(tz: tn) dtl dt,_ . dt . (25)

v b
ca=J...[
a a

DokaZeme nejdiive, Ze B,(z, s) a ¢, spliiuji vztahy
b
cn+ 1 = ,{Bn('si 8) ds, (26)
a
b
B.(z,8) = ¢, K(x,s) —n [K(z, t) B, _\(t, s) d¢. (27)

Rovnice (26) je zfejma. Abychom dokézali rovnici (27), rozviiime de-
terminant (24) podle prvku prvé radky:

n b b
B.(z,8) = K(z,8) ¢ + > [ ... [(— 1)°K(x, t,) 4,(s) d¢, dt, ... dt,,
a=la a
kde
K(tl; 3): ]{(tly.tl)) ey K(tls ta—l)’ -K(th ta+1)’ try K(th tﬂ)
A = I((tm 3)’ 'K(tZ’ tl)’ BaE) K(tz, ta_—l)! K(tz, ta+1)7 e K(tm t‘n) .

Ve stitanci s indexem o posuneme &-tou ¥addku na prvé misto, éimz
se determinant vynisobi (— 1)*~!, a provedeme zménu oznadeni
integracnich proménnych podle schematu - .-

s by by ees bty Bty eeer by
t, etl’ tg, ey t—!—l’ t“, eray tn -1

tak, Ze horni symbol nahradime dolnim. Po této zaméné budou iﬁteg-
raly v soudtu stejné a dostaneme (viz (24,))
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b b
Bu(z,s) = ¢, K(x,s) —n [K(z,t)dt [ ... [4, ¢, s)dt,dt, ... dE, =

b
= ¢, K(x, s) —n [K(z, t) B, ,(t, s) dt.

Vztahy (26) a (27) hdm umoziiuji najit rekurentni vztah mezi koefi-
cienty c,. Polozme v (27) # = s a zintegrujme v mezich od @ do b.
Potom dostaneme

b b
Cnp1=Cedy—mn [[K(s, t) B, 4t s)dsdt.

Dosadime-li do této rovnosti za B,_, podle vzorce (27), lehce jej upra-
vime na tvar

bb
Cap1= Cpdy—mc,_1 Ay + n(n — 1) [ [Ky(s, t) B, _,(t, s) ds dt.

Opakujeme-li tento postup, nalezneme hledanou zavislost

n

< (—1)y»*nld,_
Cnt1 = 24 ( ) 1 LA Ck- (28)
e k!

Nyni uZ neni téZké najit rozvoj D(A) v mocninnou fadu. Necht

oy =3 S5y = (— 11 D)

n
Z (18) plyne D'(3) = — 8(A) D(A).
Derivujeme-1i n-krat tuto relaci podle Leibnitzova vzorce, najdeme:
o n!
(n+1) —_ A R— G L) (%)
DO0) = — 2 g7 0" (0) D¥(0)
neboli
- e (—1)rkpld,
Vap1 = 2 ( : ) n k+1 Vi
¥=0 k!

Veli¢iny y,,, a c¢,,; vyhovuj{ jednomu a témuZ rekurentnimu
vztahu. Déle y = ¢, = 1. Odtud plyne, Ze y, = ¢, pro libovolné n.
Celistva funkce D(4) je tudiZ ddna fadou (23), kterd proto konverguje
pro viechna koneéna A.

Obratme se k funkei D(z, s; 2). Dosadime-li -

D(x, s; 2)

I'(x, s, 4) = —D0)
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do integralni rovnice pro resolventu, nalezneme, %e D(x, s; 1) vyhovuje
rovnici

D(z, s; 1) — A fbK(x', t) D(t, s; A) dt = K(z, s) D(4). (29)

Resdeni této rovnice budeme hledat ve tvaru nekoneéné mocninné
fady pro proménnou A:

© 1)
D(z, 8; ) = 2. (=1 Pul, 9) )n/?"(x’ $) an,

Dosadime-li tuto Fadu do (29) a porovname-li koeficienty u stejnych
mocnin A, dostaneme rekurentnf vztah pro 8,(z, s):

Bo(z, 5) = K(z, s),
Ba(x, 8) =c, K(z,8) —n fbK(x, t) Ba_q(t, 8) di.

Porovname-li to s (27), presvédiime se o tom, Ze B,(», s) = B,(x, s),
8im% je dokdzén vzorec (22). Rada (22) konverguje v celé roving — to
plyne pfimo z toho, Ze D(z, s; A) je celistva funkee.

Poznamka. Koeficienty B,(z, 8) i ¢, je moZno uréit z rekurentnich
vzorcl (26) a (27), éimZz obejdeme vypodet a integrovani determinant
z (24) a (25).

Rady (22) a (23) po prvé nalezl Fredholm, jenz také dokazal jejich
konvergenci pro v8echna koneéna A za predpokladu, Ze jadro je ome-
zené. Fredholmiv dikaz spoéiva na pozoruhodné Hadamardové vété
pro odhad hodnoty determinantt.! Carleman [15a] dokazal, Ze Fady
(22) a (23) jsou celistvymi funkcemi A za toho jediného pfedpokladu,
Ze integral

bb :
[[|K2(z, s)| dz ds-
aa -

je koneény. Jiny diikaz Carlemanovy véty je uveden v nasem &lanku
[27n]. Uvah tohoto &lénku jsme vhodng uZili i v této knize pro pfipad
méng obecny, kdy jidro vyhovuje nerovnostem (1) a (1,), § 2. Koneénsé
I. A, Tckovié [41] ve svém ¢lanku dokazal konvergence fad (22) a (23)

! Hadamardova véta a Fredholmuv dikaz se zpravidla uvadéji v uéebnicich
integralnich rovnic. Viz na pf. [2], [5] a [7].
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pro vBechna konednd A za jesté obecndjSich podminek neZ Carleman.

Funkce D(1) se obyéejné nazyvi Fredholmovym determinantem
a D(z, s; A) prvym Fredholmovym minorem. Fredholm zavedl pojem
mjnori libovolného ¥4du. Jsou to Fady svou strukturou obdobné faddm
(22) a (23). My je vSak nepotfebujeme, a proto je v této knize nebude-
me zavadét.

P#iklad. Najdéme resolventu jidra
K(z,s) =z + s.
Mime ¢, = 1, By(z, 8) = =z + s. Déle

1
o= [2sds =1,
0

1

Bl(x,s)=x+s—0f(:c—|—t)(t—I—s)dt:%(x—}—s)—xs—%,
1

czzf(s—s.z—ﬁ)"ds=—%;,

0

By(x, 5) = —%(z + 5) — 20f(x + O[3+ 8) —ts —3]de = 0.

Kdyz B,(z, .§) = 0, pak, jak je vidét ze vzorclh (26) a (27), vSechny
koeficienty ¢, ¢, .-.; B3, By, ... se rovnaji nule a dostaneme
Dx,s;2) =2+ s —[Hzx +s) —axs — %] 4,
DA)y=1—21—q1%2,
z+s—[3x+8) —axs—41])1
1 —24— %542 )
Poznamka ke konvergenci postupnych aproximaci. Me-
thoda postupnych aproximaci dava FeSen{ ve tvaru mocninné fady pro
proménnou A. Tato Fada zFejmé konverguje uvnit¥ néjakého kruhu
4] £ R, jestlize v tomto kruhu konverguje mocninna fada, kterou je
déna resolventa. AvSak z obeenych vét theorie funkef komplexni pro-
ménné je znamo, ze tato fada konverguje uvniti kruhu |A| << |4,],kde 4,
je charakteristické &islo s nejmensi absolutni hodnotou. Odtud plyne,
Ze postupné aproximace konverguji v témze kruhu. Z toho vyplyva:
Jestlize v néjakém krubu [A| < R nele¥ #4dné charakteristické éislo,
postupné aproximace v tomto kruhu konverguji.

I'(x, s, A) =

~
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§ 10. Rovnice se slabou singularitou. Piipomefime, %e rovnicemi se
slabou singularitou nazyvéme rovnice, jejichz jadro mé tvar

H(z, s)

.K(.’E, 8) = i;‘——sla,

kde 0 < & < 1 a H(z, s) je omezens funkee, nebo jestliZe integraénim
oborem je omezena oblast £2 n-dimensjonélnfho prostoru, pak

KM, M) = w 0<a<m, (1)

kde M a M, jsou body oblasti 2 a r je vzdélenost téchto bodi. Theorie
Tovnic se slabou singularitou je téméf shodna s theorii Fredholmovych
rovnic. Zv1asté, jak ukdZeme, zistavaji v platnosti Fredholmovy véty
a s nimj i Fredholmova alternativa. Budeme zde uvazovat obecny
piipad n-dimensionalni oblasti 2, nebot pravé tento pripad je nejdile-
#it8j3f pro aplikace, a dimense prostoru hraje jistou tlohu pfi formulaci
a dikazu hlavni véty theorie rovnic se slabou singularitou. Tato véta
zni takto:
Véta 1. Necht

\E(M, My)| <Aa, \L(M, M) < 22 AZ

kde A, a A, jsou konstanty a 0 < & < n; 0 < f < n. Potom pro jddro
NM, M) = fK(M: M) L(M,, M) dM,
Q2

plati odhad ‘
C,x+ ﬂ <mn,

lr“‘*’ﬂ—"’ o+ f>mn,
kde C je néjaka konstanta.

Oznadéme r, vzdilenost MM,, r, vzdilenost M, M, a h veliéinu, jez

neni mensi neZ primér oblasti £2. Méme ~
N(M, M| < A AzfdM < A,4; fdf”,,. (3)
o071 ror1
T.<h
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Jestlize & + B < m, integral v (3) stejnomé&mé konverguje a je proto
omezeny; odhad (2) je v tom pripadé dokézdn. Necht nyni « + § = .
Polozme podatek soufadnic do M a vedme osu z; bodern M, tak, aby
smér od M k M, byl kladny. Soutadnice bodd M a M, budou (0, 0,

. 0) a (r,0,...,0). Soufadnice bodu M, oznaime (x,, @y, ..., Tn):
Potom

=S e @2+ Sak
k=1 E=2
V integrilu (3) provedeme substituci z, = r&;, k = 1, 2, ..., n. Odhad
(3) prejde v

L, 3| < e Sl x

de,
n
mn el Z

r

/1 (4)

Zde jsme oznadili p = l/z £2. Odhadnéme integral v (4). Méme
F=1

d£, dE, ... dE, = "1 dp ds,

kde dS je plosny element nadkoule jednotkového poloméru v prostoru
se soufadnicemi &, &,, ..., &,. Dale

n
G—1+2E=—2+1=2(— 1)
k=2
Neni obtiZné nahlédnout, Ze pro ¢ > 2, (o — 1)> > }e? a tudiz

(F1— 1+ 38> det

Nyni
o"—1~=dg dS
|N(M, M,)| < a+ﬂ__ { Qn ﬂ + 2ﬂf9n—1—a—ﬂdg dS}.
ex2 + Z E 2<gé2— (5)

Prvy integral v zdvorce je konstanta a je pro « + f > n mensinez

@

do 2n—=§
A _— = —
2 Sfea+ﬂ+1—n o -+ 'B —n

2
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kde S je plosny obsah nadkoule jednotkového poloméru. Vyraz v za-
vorce (5) je tedy mensi neZ néjaks konstanta a odhad (2) je proveden
pro « 4 f.> n. Koneéné jestlize « 4 f = n, druhy integral (5) se
rovna X

do h
I} — 9B .
28 | = 2Slggs

odtud plyne odhad (2) i pro tento pi‘ip@d 1

Disledek. Jestlize jadro md slabou smgularztu vé’echna, jeho itero-
vand jddra, od nékterého poéinaje, jsou omezend.
Jestlize jddro vyhovuje nerovnosti (1), pak pro jeho n-té iterované
jadro, jak vyplyva z véty (1), plati odhad
Cn
[Kon(M, M| < { pme—Gn=ii
Crr. ma—(m—1)n <20,

moc——(m'—l)n>0

kde C,, je néjaki konstanta. Tudiz K,,(M, M,) je omezend, jestlize

m >

(6)

V dal$im budeme m povaZovat za &islo, jeZ splituje nerovnost (6),
takze jadro K, (M, M,) je omezené.

Zavedme nisledujici oznadenf. Libovolnou funkeci ¢(M) budeme
také oznadovat Ep, takZe

n—o

By = o(H).
V souhlase s tim budeme na pf. psit:
p(M) — lan(M, M) (M) dM, = (E — AK) 9.
Polynomy s mocninami operdtoru K lze nidsobit jako obyéejné poly-
nomy, jestlize pfitom uvazujeme E jako jednotku; tak na pf.

(B — AK)(E + AK) p = (B — 12K?) ¢ = (M) —
— 22 [Ky(M, M) (M) AN,

1 Srovnej s S. L. Sobolev, Uravnénija metematifeskoj fiziki, Gostéchizdat, 1947,
str. 233 —237.
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UvaZujme nyni rovnici
(M) _‘A!{K(M;Mﬂ p(M,)dM, = (M), (7)

kde K(M, M,) ma tvar (1). Necht m je libovolné ¢islo, vyhovujici ne-
rovnosti (6). Rovnici (7) napiSme ve tvaru

(B — AK) ¢ = f(M)
a aplikujme na obé strany operator

(E — eAK)E — e2AK) ... (E — em-13K) = E + 1K + 2K +
_|_ .. + Am—le—l’

271

kde ¢ = em . Potom dostaneme rovnici Fredholmova typu s omezenym
jadrem
(BE—A"K™) o = (E + AK + 22K® 4 ... 4 Am-1K™-1) f
nebo podrobnséji
p(M) — lmeKm(M, M) (M) dM, = [(M) +

+ 2 JEQM, B () Ay + 2 ] Ky(M, M,) f(M,)dM, + (8)
+ ..+ lm_l{!Km_ﬁM; M) (M,)dM,.

Je zfejmé, Ze kazdé FeSent rovnice (7) vyhovuje také rovnici (8). Tato
okolnost hraje duleZitou dlohu ve .viem dalsim. Opaténé tvrzeni je
obecné nespravné — rovnice (8) miZe mit FeSeni, jeZ nevyhovuje rov-
njci (7).

Pristupme k dikazu Fredholmovych vét pro rovnici (7).

Pozménime nyni ponékud definici charakteristického é&isla: &islo 2,
budeme nazyvat charakteristickym ¢islem jadra K(M, M), jestlize
homogenni rovnice (B — 1K) p = 0

mé netrividlni ¥eSeni. Poznamenejme, e se tato definice hodi i pro
Fredholmovy rovnice. To plyne z 2. Fredholmovy véty.

1°. Uvazujme kruh |1} £ R, kde R je libovolné &slo > 0; necht 2,
je charakteristické é&islo jadra K(M, M), které leZi v tomto kruhu.
Oznadme @q(M) prisludnou charakteristickou funkei, takze

Po(M) — Ao ﬂfK(M, M) poMy) dM, = o. C (9
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V dusledku shora fedeného vyhovuje go(M) také identité
Po(M) — A3 me(M, M,) po(M,) dM, = 0. (10)
9] )

Odtud je vidét, Ze A™ je charakteristické &islo jadra K,.(M, M,). Toto
ma v kruhu poloméru R pouze koneény potet charakteristickych &isel.
Potom vsak i jddro K(M, M,) jich ma v kruhu |A| £ R pouze konedny
pocéet. Tim je pro jadro K(M, M,) dokézana prvni Fredholmova véta.

2°. Necht rovnice (9) a (10) maji r resp. r’ linedrng nezavislych cha-
rakteristickych funkei. Ponévadz kazdé YeSeni rovmice (9) vyhovuje
také rovnici (10), plati r < ¢’. AvSak &islo ' je koneéné. Tedy také r je
koneéné; druhd véta Fredholmova j je tudiz spravna i pro ]adra se sla-
bou singularitou.

3°. Oznalme je¥té r* polet linedrnd nezdvislych FeSeni rovnice,
konjugované s (9)

(E — 7,K*)p = 0. (11)
Zvolme m tak, aby ani jedno z é&isel
ely, silo, ey €M1

nebylo charakteristické &islo jadra K (M, M,). Vybrat takové &islo m

je vidy moiné, nebot v opaéném piipadé by jidro K(M, M) mélo ne-

koneéné mnoho charakteristickych hodnot na kruZnici |A| = |4,|, coz

odporuje prvni Fredholmové véts. P¥ této volbd m jsou rovnice (9)
a (10) ekvivalentni. Abychom to dokézali, pfepiSeme (10) ve tvaru

(B —eloK)]_—I — 1K) ¢y = 0.

a=2

E(E - a}*oK) Po = @o(M).

Oznadme

Potom (B — e2,K) 9y = 0,

a ponévadZ e, neni charakteristické ¢islo, g (M) == 0, &ili

TT(E — &2,K) gy = 0.

a~<2

Polo{me-li nyni | [(E — £*4,K) ¢, = y(M), dokazeme tiplnd stejns, ze
a=3
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(M) = 0. Pokradujeme-li v tomto postupu, najdeme nakonec, ze
(B — ™A K) pg = (B — 1K) gy = 0,
coz je identické s (9).

Jestlize rovnice (9) a (10) jsou ekvivalentni, pofet linedrné neza-
vislych FeSeni posledni rovnice je r. Stejny poéet feSeni podle 3. Fred-
holmovy véty ma s ni konjugovand rovnice

i (B — IpK*m) o = 0, (12)
Avsak tato posled.m rovnice, kterou lze napsat ve tvaru

(B — el K*)(E — 21,K*) .. ( — e K*)(E — A, K*) 0 = 0,
mé alespoii r* FeSeni. Odtud r* < r.

Uplné obdobné dokézeme, Ze ™ = r. Tedy r* = r, a to je 3. Fred-
holmova véta,.

4°. Pfejdéme ke 4. Fredholmové vété. Nutnost podminky véty se
dokazuje stejné jako v § 8; zde dokizeme, ze podminka je postadujici.
Zvolme m jako dfive tak, aby Cisla el,, €24, ..., e*~11;nebyla charak-
teristicka ¢isla jadra K(M, M,). Potom rovnice (7) a (8) jsou ekvi-
valentni — to se dokéZe stejné jako pro rovnice (9) a (10); je tieba jen
polozit m

o M) =[[(E — A K)(E — 1K) ¢ — 1,

a=k+1
a vyjasnit podminky FeSitelnosti rovnice (8). Podle 4, Fredholmovy
véty je rovnice (8) feSitelnd, kdyz

m—1

([1(E — & 4K) f, 0) =0, (13)

a=1

kde o je libovolné FeSeni rovnice (12). Podminku (13) upravime takto:
m—1

Polozime [ | (B — e*4,K) f = f, a potom
a=2

0 = (B — ehk) f1, ©) = (f, 0) — eAo(Kfy, @)
neboli podle vzorce (6), § 8
Q = (f1, w) — eAo(fy, K*0) = (f1, (& f‘EIoI(*) w) =

m—1 :
= (1B — 1K) f, (B — edK*) w).
a=2
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m—1
Polozime nyni | |(E — e*2,K) f = f, atd. Pokradujeme-li takto, pfe-
a=3 .

vedeme rovnici (13) na tvar

m--1
(f, [ (B —&24K*) o) = 0. (14)
a=1
Napiseme nyni rovnici (12) v tomto tvaru:
m—1 m—1
TIHE —52,K*) o = (B — 2,K*) | [(B —#*4,K*) 0 = 0.
azal) a=1

Z toho je vidét, Ze druhy &initel ve skaldrnim soudinu (14) je FeSenim
rovnice (11), konjugované se (7). Tedy k tomu, aby rovnice (8) a s nf
i ekvivalentni rovnice (7) méla fefeni, staci, aby f(M) byla orthogonalni

m—1
k jistym FeSenim rovnice (11), totiZz k tém, jeZ maj{tvar H(E —e* A K*)w,
a=1

kde w(M) je fefeni rovmice (12). Tim spiSe stadi, kdy? f(M) je
orthogonalni ke vSem FeSenim rovnice (11).

Tim je dokonéen dikaz 4. Fredholmovy véty pro rovnice se slabou
singularitou.

Poznamka 1. Neni obtiZzné dokézat, Ze kaZdé feSenf rovnice (11) m4

tvar
m—1

p(M) = [ [(E —24,K*) w,

G=}
kde w(M) vyhovuje rovnici (12).

Poznimka 2. Pii dukaze Fredholmovych vét pro jadro se slabou
singularitou jsme pouzili pouze toho, Ze jeho iterovans jadra, od néja-
kého podinaje, jsou omezend. Vyjadfeni jidra ve tvaru (1) nehrilo
zadnou ulohu. Tim jsou Fredholmovy véty dokizdny také pro libo-
volnou integralni rovnici, jestliZe jeji iterovana jadra jsou omezend od
jistého poéinaje. )

Jestlize A neni charakteristické &islo rovnice (7), nazveme A regular-
nim . DokéZeme, %e rovnice (7) m4 FeSeni, a to jediné, jestliZe 1 je regu-
larni. V tom pripadé mé skuteéné homogenni rovnjce

y(M) — 2 SR, M) p(My) A, = 0 (1)
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pouze trividlni (nulové) reSeni; podminka 4. Fredholmovy véty je
automaticky splnéna pro libovolnou funkei f(M), coZz zabezpeduje
feSitelnost rovmice (7). Jednoznacénost FeSeni plyne z toho, Ze rov-
nice (15) nemd netrivialni FeSeni.

KAPITOLA 2

SOUMERNE ROVNICE
(HILBERT-SCHMIDTOVA THEORIE)

§ I11. Soumérna jadra. Jadro nazyvame soumérnym, jestlize je iden-
tické s jadrem k nému konjugovanym. Takové jidro je charakteriso-
véno identitou

K(z, s) = K(s, 2). (1)

Jestlize jadro je realné, potom jeho soumérnost je definovina vzta-
hem
K(z,8) = K(s, x). - (2)

Integralni rovnici se soumérnym jadrem nazyvame soumérnou.
Jestlize jadro je soumérné, muZeme se lehce presvéddit o tom, Ze
viechna jeho iterovand jadra jsou také soumérnd. Tak na ptiklad

K, (z fK(x t) K(t, s)dt = st 1) K(1, z) dt = K,(s, z),

b

Ky(z, s) = f Kz, t) K(t, s) dt = [K(s, t) K2(t, x) dt = Ky(s, )
atd.

Priklady. Jadra x + s, Ig|x — s, i(x — s) jsou soumérni. Jadro
i(z + s} je nesoumérné, nebot v tomto piipadé
K(s, z) = — K(z, s).

Zikladni vlastnost soumérnych jader, kterd v podstaté uréuje celou
theorii soumérnych integrilnich rovnic, spoéiva ve vztahu
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(I{(P’ “;U) = (g, Iﬂ/})’ (3)
v néjz prejde identita (6), § 8 v piipadé soumérného jidra.
Poslonpnost funkef
. 92(®), Pa(®), .-, Pal(®), .- (4)

se nazyva orthogondlni, jestliZe jsou tyto funkce navzijem po dvou
orthogonélni. Budeme nazyvat posloupnost orthonormovanou sousta-
vou, jestlize je orthogondlni a norma kazdé funkce je rovna jedné. Jest-
lize posloupnost (4) je orthonormované, pak

0, 1%k,
@o?) =11 i —%.

KaZdou orthogondlni soustavu lze lehce pfevést na orthonormovanou;
staéi kazdou funkei délit jeji normou..

Vyjdeme-li z libovolné orthonormované soustavy, lze vybudovat
theorii ,,Fourierovych fad*, analogickou theorii trigonometrickych
fad. Naznacime struéné tuto theorii. ‘

Pro kazdou funkei f(z)! si mtZeme poloZit tuto tlohu: Jest uréit
koeficienty o, &y, ..., &, tak, aby kvadratickd chyba p¥iblizné relace

.

f(x) ~ Z‘xk prlz

byla co nejmensi. Kvadraticka chyba je podle definice rovna

b
= f Zak ¢k )|2 dx.
Ozname

ax = (f, pi) =aff(fv.)mdx

Cisla a, se nazyvaji Fourierovymi koeficienty funkce f(x) vzhledem
k orthonormované soustavé (4). Po jednoduchych tpravach dosta-
neme

b n n
= [|fx)| d= +k;1|ock — a,|? _%‘Jak‘z.

1 O f(x) pouze predpoklédéme, Ze ona sama i jeji &tverec jsou absolutn integro-
vatelné.
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Odtud je patmo, Ze 8, bude nejmensi, kdyz o, = ay, t. j. kdyZ za
koeficienty «, zvolime Fourierovy koeficienty funkce f(x). Nejmensi
hodnota 4, je rovna

b n n
J1f@)]?dz — > Jas]* = lIfl* — 2. |al. (5)
a k=1 k=1
Ponévadz tato hodnota je nezaporna, plati
n

2 laxl® < NI
k=1

Levé strana posledni nerovnosti je n-ty éasteény soudet Fady s klad-
nymi ¢éleny

@
ZIlez
k=1

a nade nerovnost ukazuje, Ze ¢astedné souéty této fady jsou omezené.
Odtud plyne, Ze uvedena fada konverguje, pfi ¢emZ plati nerovnost

Slaat < I, (6)
k=1

jeZ se nazyva Besselovou nerovnosti.

Nechame-li v pfibliZzné rovnosti (3) » rist nade v3echny meze,
dojdeme k Fourierové fadé funkce f(x)

égk Pul). (7

Pravime, Ze funkce f(z) se dd rozvinout ve Fourierovu fadu podle
funkei @4(x), pa(2), ..., @,(x), ..., jestliZe Yada (7) pFislulejici této
funkei konverguje a jeji soucet je roven f(z). Jestlize f(x) se d4 rozvi-
nout ve stejnomérné konvergentni ¥adu Fourierovu (7), potom plati
t. zv. Parsevalova identita

2 lal® = IIfll. (8)
k=1

Pro dostateéns velké n skutedns
ILZ% Pulz) — f@)|* < e,
=1
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kde & je libovolnd kladns konstanta. Aviak potom

& = [l —]gllakl2 < &b —a).

Nechame-li ¢ = 0 a tudiZ » — o0, dostaneme Parsevalovu identitu.

Pokud se tycée Fady (7), vznikaji dvs zékladni otdzky: Za jakych
podminek tato fada konverguje, a jestlize konverguje, zda jeji soudet je
roven f(z)? Prva otdzka klade v obecném piipad$ znaéné potize pfi
feSeni, avSak v prakticky duleZitych piipadech se ¢asto poda¥i nalézt
jednoduché dostateéné podminky stejnomérné konvergence Fourierovy
fady. '

Ptejdéme ke druhé otézce. Orthogonalni soustavu budeme nazyvat
netplnou, jestlize existuje funkce, jeZ se nerovnd identicky nule a jez
je orthogonalni ke viem funkeim soustavy. V opa¢ném pfipadsé se sou-
stava nazyvé dplnou. Tak na pf. soustava

cosz, sinz, cos2z, sin2z, ...,

jeZz je orthogonalni v intervalu (— =, =), je nelplna, nebof funkce
@(x) = 1 je orthogonilni ke vSem funkcim uvedené soustavy. V theorii
trigonometrickych fad se dokazuje, Ze soustava funkei

1, cosz, sinz, cos2z, sin2zx, ..., .
orthogonélnich v intervalu (— =, ), je tplna.
Jestlize soustava (1) je dplnd a fada (7) konverguje stejnomérné, pak
jeji soulet je roven f(z). Provedme dikaz této jednoduché a dileZité
véty. Polozime

o(2) =kZ;zk pu(z) — f(=).
Funkee w(z) je orthogonalnf ke viem funkeim ¢4(z). Vime, Ze Fada (7)

konverguje stejnomérné a je tedy moZno ji integrovat ¢len po &lenu.
Odtud také plyne, Ze skaldrni souéiny (w, ¢;) jsou rovny nule:

(@, @) = ggn«pm o) — (F 9s) = @ — a, = 0.

Pongvadz viak soustava (1) je iplnd, je w(z) = 0, a tedy

Sonpula) = f@).
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Je moZno dokézat, Ze kdyZ je soustava (1) uplna, pfejde Besselova
nerovnost pro libovolnou funkei f(z) v Parsevalovu identitu.

V aplikacich se setkdvame také s Fourierovymi fadami ponékud
obecnéjsiho charakteru. Necht r(x) je néjakd nezdporna funkce. Pra-
vime, Ze funkece @(z) a y(z) jsou orthogonilni s vahou r(x), kdyz

b

J7(2) p(@) p(x) dz = 0. 9)

a
Soustavu (1) budeme nazyvat orthonormovanou s vahou r(z), jestlize

plati vztahy b {0, i %+ k,

Jr@) @) pule) do =7 0 T (10)

Uplné tak jako shora dojdeme k pojmu Fourierovy fady funkece f(x)
podle soustavy funkei orthonormovanych s néjakou vahou. Fourierovy:
koeficienty jsou definovany vzorcem

h 1) pulw) da (11)

B;esselova, nerovnost a Parsevalova identita se napisi ve tvaru

@® b .

L2|a,¢|2 < [r(x)|f(z))? d= (12)

=1 -a
resp. "o b

> lagt = [r(z) |f(z)]? da. (13)

k=1 [

Pojem tplnosti a z ného vyplyvajici dusledky se pfenaseji beze zmény
i na tento pfipad.

Uvedme nékolik piikladu orthogonalnich soustav.

a) Soustava g,(x) = €**, kde k probihi viechna celd é&fsla z inter-
valu (—oo, ), je orthogonalni v intervalu {— 7, =). Nenf{ normo-
vana, nebot

[|pu@)|2dz = [dt = 2.
Ziejmé soustava funkei

- ———I;—e“", k=...,,—2, —1,0,1,2 ...
V2'n:

je orthonormovand v intervalu (— 7, 7).
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b) Funkce
) ¢ 1, cosz, cos2z, ...

tvofi orthogondlni soustavu v intervalu (0, x). V tomtéZ intervalu
tvoli orthogonalni soustavu i funkce sinkz, k =1, 2, ...

¢) Legendrovy polyno‘my .

B _ 1 dra? — 1) .
PO(x) - 1’ P’n(‘r) —2"7?/' dx” y M= 1; 2,"'
jsou orthogonalni v intervalu (—1, 1. Spliiuji relace
+1 0, Tk,
[P(x)Puz)de={ 2 . _ .
—! 2k + 1’

d) Cebysevovy polynomy

1
Te(x) = S cos(k arcepsz), k= 0,1, 2, ...

jsou orthogoniln{ s vahou
1

=V1 — x?

v intervalu {(—1, 1>. Je mozZno je normovat vynasobenim 7', (z) veli-

%1
¢inou .
F

e) Necht J,(x) znadi Besselovu funkei prvého druhu =»-tého Fiadu
a necht «g,, jsou jejf kladné nulové body. Budeme pfedpoklidat, Ze
n > — 1. Soustava funkei
Jn((kaz)a k= L2,...

je orthogonalnf s vahou r(x) = z v intervalu {0, 1>. Tyto funkce vyho-
vuji relacim ’

r(x)

1 "o ik
‘Jn N Jn ’n d = ’ . ’
Ofx (¥ n%) S (@ on) dz {J',z;-',-l(‘ka): P

Soustavy a) aZ e) jsou uplné.

Uvedené soustavy hraji dileZitou dlohu v mnohych praktickych
otazkach. Podet piikladd takovych soustav je moZno znaéné rozsifit.

V theorii fad rozvinutych podle orthogonilnich funkei ma velky
vyznam t. zv. orthogonalisace, jeZ umoziiuje libovolnou posloup-
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nost linedrné nezavislych funkei pfevést na orthonormovanou. Necht
Pa(z), n = 1,2, ... je posloupnost (koneéna nebo spodetna) takovych
funkei, Ze @,(x), @s(z), - .., Pm(z), kde m je libovolny index, jsou navza-
jem linedrné nezavislé. Utvofme takovou orthonormovanou posloup-
nost w,(x), » = 1,2, ..., aby w,(z) byla linearné vyjidfena pomoci
@4(), pa(), .., Pu(x) a naopak, aby ¢,(z) byla linedmé vyjidfena
pomoci w4(x), wy(x), ..., Wu(X).

Funkee @,(x) neni identicky rovna nule, protoZe nula je linearné za-
visld na kaZdé soustavé funkei. V tom piipadd je jeji norma kladna.
Polozme

(@) = gu(a); wy(w) = [(xH

potom je funkee w,(z) normovani. Pfedpoklidejme nyni, Ze hledané
orthonormované funkece w,(x), wy(), ..., w,_y{x) jsou uz sestrOJeny
Polozme

¥a(@) = pa(2) —kia w4(2)

a zvolme koeficienty a, tak, a,bjr Pa(z) byla orthogonilni k wy(x),
wz(x)r .' bt wn—-l(x):

—
(Pns @) —kZa,k(tpk, w)=0,9=12...,n—1.
=1

Avsak 0, &+,

(wk: wi) = { 1, k= 7-’
a z posledni rovnice nalezneme a, = (¢,, w,).

Funkce y,(x) neni identicky rovna nule, nebot by se funkce g,(z)
dala v opaéném piipadé vyjadfit linedrnd pomoci w,(z), wy(x), ...,
wn_4(z), a tudiZz i pomocf @y(x), @), ..., P,_4(x). Nyni stalf poloZit

_ pa(®)
) =T
Jak vyplyva z konstrukce, je posloupnost w,(x), » =1, 2, ... ortho-
normovani a w,(x) je linedrné vyjadfena pomoci ¢,(z), @s(2), ..., Pa(z).
Opadné ,(z) je linedrné vyjadiena pomoci w;(x), wy(x), ..., Wa(z):

n—1
(pn(x) = ||'Pn|| w,,(x) +k§£?m wk) wk(x)'
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§ 12. Zakladni véty o soumé&rnych rovnicich. Véta 1. JestliZe jddro
K(x, s) je soumérné a ment identicky rovno nule, pak md alespors jedno
charalkteristické islo.

Exijstuje nékolik dikazu této velmi dilezité véty; kazdy z nich je
podkladem pro n&jaky zplsob p¥iblizného vypodtu charakteristickych
¢isel. Tyto zpisoby jsou podrobné probirdny v ndsledujicich odstav-
cich. Je tfeba poznamenat, Ze pro nesoumérnd jadra neni prvni véta
spravna: existuji nmesoumérné rovmice, jeZ nemaji charakteristickd
¢isla. Takové jsou na pf. rovnice Volterrovy. .

Véta 1 je disledkem véty 3, niZe uvedené v tomto paragrafu, jejiz
diukaz bude proveden na konei kapitoly v § 20.

Véta 2. Vdechna charakteristickd &isla soumérného jddra jsou redind.

Necht 4, je charakteristické &islo a @y(z) jemu piisludejici charakte-
ristickd funkee jadra K(z, s). Podle definice vyhovuji rovnici

b
@olx) — Ay [K(, 5) @os) ds = 0 (1)

¢ili, jestliZe uZijeme oznadeni, které jsme zavedliv § 8,
Po(2) - MoKy = 0.

Nasobme tuto identitu vyrazem @y (z) a integi'ujme vzhledem k x v me-
zich od a do b. Potom dostaneme

llpo(x)[I* — Ao( Ko, S”o) =0,

odkud leo@)2  ~
b= Kpy, go) )
Citatel ve (2) je kladny; dale podle zékladnf vlastnosti soumérného
jadra (vzorec (3), § 11)
(K@, po) = (po: Ko).

AvSak vyména ¢&initelli ve skaldrnim soudinu je ekvivalentni s jeho
nahrazenim komplexné konjugovanou hodnotou:

(‘Po: K‘Po) = (K‘Po: ®o)-
(E@o, 9o) = (E@o, Po)- (3)

Cislo (Keq, o), je% se rovna &islu k nému konjugovanému; je redlné.
Nyni ze (2) plyne, Ze hodnota 1, je také redlna.

Tudiz
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Véta 3. Pfevrdcend absolutni hodnota nejmendtho charakteristického
Cisla soumérného jddra se rovnd mazimu velidiny

bb
(Ko, ¢)| = l‘[ { K(z, s) p(z) p(s) dz ds| (4)

s vedlej§i podminkou
b

Uvedeného maxima nabude, je-lv p(x) charakteristickd funkce jddra, jef
prislusi nejmendimu charakteristickému &islu.

Dukaz této vEty neni elementdrni.a je tfeba zavést k nému nékolik
novych pojmi; tomuto dikazu bude vénovan § 20 této kapitoly.
. Véta 4. Charakteristické funkce soumérného jddra, jeZ prisludeji riz-
ngm charakteristickym &Eslam, jsou navzdjem orthogondlni.

s vy

Necht 4, a A, jsou riznd charakteristickd é&isla soumérného jadra
K(x,8) a ¢@y(x), po(x) jsou jim piislulejici charakteristické funkce.
Potom .

P2(x) — 21 K@y = 0, gy(z) — 1K@, = 0.

Vynasobme skalarné prvni rovnici vyrazem 4, @.(z) a druhou
A, ¢1(z). Ciselné koeficienty vytkneme p¥ed skaldrni soudin a piihléd-
neme k tomu, Ze podle véty 2 jsou redlné:

AP, @2) — Mide(Koy, @5) = O; (6)

A(Ps; @1) — A1Ao(K@s, ) = 0. - (7
V (7) vyménime &initele ve skaldrnfm soudinu a nahradime vSechny
¢leny sdruZenymi. Potom dostaneme

M@y, o) — Aide(@y, Kgy) = 0
¢ili, podle vzorce (3), § 11,

24Py @) — AiAs(Key, @5) = 0. (8)
Odectéme (6) od (8):

(Ap — 4))(p1, o) = 0.
Avak 4, + 1,, tudiz je nutns (p,, ¢,) = 0, &im? je véta dokézana.

V souvislosti s vétou 4 uéifime tuto poznimku. Necht nékterému
charakteristickému éislu odpovida n linearné nezavislych charakteris-
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tickych funkei. Jejich libovolnd linearni kombinace je také charakteris-
tickou funkei. Pomocf orthogonalisace je moZno z danych « linearné
nezavislych funkef sestrojit » linedrnich kombinaci, je% budou normo-
vané a po dvou orthogonaln{, pri éem% dané funkce budou opét linear-
nimi kombinacemij sestrojenych. Aviak v takovém pfipadé je moino
udinit vSechny charakteristické funkce soumérného jidra .po dvou
orthogondlnimij. Opravdu, jestliZe charakteristické funkce pfisluseji
témuZ charakteristickému &islu, budou orthogonélnimi v dusledku
orthogonalisace; jestlize ptisluSeji rliznym charakteristickym ¢fsltm,
pak jsou orthogonalni v disledku véty 4. Tak dojdeme k vété:

Veéta 5. Posloupnost charakieristickych funkci soumérného jadra je
mozEno ucinit orthonormovanou.

V dalsim budeme vidy piedpokliadat v souhlase s vétou 5, Ze po-
sloupnost charakteristickych funkei soumérného jidra je orthonormo-
vand. Umluvime se je$té, Ze pii psani posloupnosti charakteristickych
¢disel budeme opakovat kaZzdé z nich tolikrat, kolik mu pfislusi charak-
teristickych, linedrné nezavislych funkei. Potom muZeme predpokla-
dat, ze kaidému charakteristickému &islu odpovidd pouze jedna
charakteristicka funkee; pfitom se mezi charakteristickymi ¢éisly mo-
hou vyskytovat &isla stejnd. Umluvime se také, ze budeme é&islovat
charakteristicka ¢&isla podle vzristajicich absolutnich hodnot. Tudiz,
jestlize 4, a 4, jsou dvé charakteristicka &isla a m < », pak |4,] <
< |-

§ 13. V&ta Hilbert-Schmidtova. Lemma 1. Mnofina charakteristickych
&isel druhého iterovaného jadra je totoénd s mnoZinou Etverci, charakteris-
tickych &isel daného jddra.

Nepfedpokliddme zde, Ze jadro je soumérné.

a) Necht A, je charakteristické &fslo jadra K(z, s) a @o(z) je prislusna
charakteristickd funkce. Potom (& — A,K) ¢, = 0. Aplikujeme-li na
obé strany posledni relace operator £ - 1,K, dostaneme

E— 13K?) @, =0
¢ili podrobnéji ( b ok 7o i
Po(z) — )'g fK2(xs 8) @(s) ds = 0,
odkud plyne, Ze A2 je charakteristické &islo jadra K,(z, s).
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b) Necht uqje charakteristické éislo jadra K,(x, s) a @4(z) je pFisluina
charakteristickd funkece, takze (E — p,K,) p, = 0 &ili, kdyz poloZime
to = 45,

(B — LK)E + 1K) @y = 0. (1)

Mize se stat, Ze 4, je charakteristické &islo jaddra K(z, s); potom lem-
ma 1 je spravné. Predpoklddejme nyni, Ze tomu tak neni. Oznadéme
(B + 1K) gy = py(x). V dusledku rovnice (1) (F — 1,K) ¢, = 0;
protoZe A, neni charakteristické &islo jadra K(x, s), pak ¢,(x) = 0 &ili
(B + 4,K) gy = 0. Posledni relace ukazuje, Ze — 4, je charakteris-
tické éislo jadra K(z, s). Tim je lemma dokdzdno.

Poznimka. Lze dokazat i obecnéjsi tvrzeni: MnoZina charakteris-
tickych ¢éisel jadra K,(z,s) je identickd s mnoZinou n-tych mocnin
charakteristickych &isel jadra K(z, s).

Lemma 2. Necht jadro K(x, s) je soumérné a vyhovuje nerovnosti
(1), §2, \
[|K¥z, s)] ds < C,, C, = konst.

Ddle necht p,(x), n=1,2,... je posloupnost vdech charakteristickych
funkci jadra K(z, s) a A, jsou jim piislusejici charakteristickd &isla.
Potom fada ©
Sl n(x (2)
n=1

konverguje a jejt soulet nent vétsi net Iconstanta C;.

- Zvolme pevné hodnotu proménné z a uvafujme jidro K(z, s) jako
funkei proménné s. Nafdéme Fourierovy koeficienty této funkce vzhle-
dem k orthonormované posloupnosti g,(s), n = 1, 2, ... Oznadme tyto
koeficienty a,; potom

@n -'v).

f K(, s) ga(s) ds =

Podle Besselovy nerovnosti
S l"’"(x)' < f|sz &) ds < Oy,
n=1

éim?% je lemma dokéazéano.
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Lemma 3. Jestlize A, Ay, ..., Ay, Apyy, - .. e mnoZina vdech charakte-
ristickych Cisel jadra K(z,s) a @), a(x), ..., 0ul), @py (), ... js0u
jim pFisludejici charakteristické funkce, pak soumé’me jddro

K, 8) = Kz, o)— 3, 2olZ) 2ald) (3)
m=1 fem

md charakteristickd ¢isla 2,1, Anyos ..., jimE pFisluseji charakteristické
funkce @q . (%), Pnyalx), ... Jind charakteristickd &isla a charakteristické
funkce jddro K™(x, s) nemd.

Rovnici b
px) — A [K™(z, s) p(s) ds = 0

je mozno napsat ve tvaru

b n
o@) — 3 [K@ 9 gle)ds + 1 3 28 (g ) 0. (&

Dosadme do levé strany rovnice (4) 1 = 1; a gp(a) = ¢,(z), kde § > n.
Ponévadz funkce ¢,(x) jsou orthogondlni, je pro j > m (@;, pn) = 0;
po dosazeni dostaneme

b
9:(x) — 4 [K(z, s) p,(s) ds,

coz je oéividné rovné nule. Tudi? 1; a @;(x), j > =, jsou charakteris-
ticka &isla a charakteristické funkece jadra K(z, s).

Necht nyni 4, je charakteristické ¢islo a ¢u(z) charakteristickd
funkce jadra K™(z, s), takZe

Fo(z) — AoKpy + Ay Zq”"”"u,«pm)_ 0. (5)

Vynéasobme tuto rovnici skaldrné zp,(x), avSak tentokrat pro § < n.
Vzhledem k orthogondlnosti a normovanosti funkei ¢,(x) dostaneme

A
(Po> 95) — Ao(Key, @) + To (po, ps) = 0. (6)

Podle vzorce (3), § 11 (Kgo, ¢;) = (po, Kp;). Dosadme toto do (6) a
sluéme posledni dva éleny. Potom

('PO: ‘pz) ‘I" (‘Po: P; — zi‘K(P:) (‘Po: ‘pi) = 0
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Av3ak pak v rovnici (5) vymizi soucet a dostaneme

@o(x) — Ay flfK(x, 8) @ols) ds = 0.

Z toho plyne, Ze A, je charakteristické &islo a go(z) charakteristickd
funkce jadra K(z, s). Pfitom ¢4(z) + @;(z), § £ n, nebot tyto funkce
jsou orthogondlni. AvSak potom g@4(z) a 4, jsou nutné obsazeny v po-
sloupnostech @, +(z), Pnya(®), ... @ Anpp Angas -oe

Pozniamka. Predpoklidejme, Ze K(x, s) ma pouze koneény podet
charakteristickych é&isel 1, 4,, ..., 4,. Potom jadro K™(z, s) nemi
charakteristick4 &isla. Podle véty (1), § 12 K™ (x, s) = 0. Odtud plyne,
ze -

K(.’l?, .S') — i ‘pm(x) (pm(s)’
m=1 lm
a tudiz jadro K(z, s) je degenerované.

V §4 jsme dokdzali, Ze kazdé degenerované jadro mi pouze ko-
nedény poéet charakteristickych éisel. Srovname-li tyto dva vysledky,
dojdeme k zavéru, Ze soumérné jddro md konelny polet charakteristic-
kijch Eisel tehdy a jen tehdy, kdyZ je toto jadro degenerované.

Véta Hilbert-Schmidtova. Necht Ay, 25, ..., Ay, ... jsOU charak-
teristickd éisla soumérného jddra K(x, s) @ pi(x), @a(2), ..., pa(x), ... jsou
pfisludejict charalteristické funkce. Necht h(x) je funkce, jeji Stverec je
absolutné integrovatelnyj v intervalu (a, b)>. JestliZe integrdl

b
[|K*z, s)| ds
a

je omezeny, potom funkci

flx) = Kh =vfbK(x, s) h(s) ds (7)

lze rozvinout v absolutné a stejnomérné konvergentni Fourierovu radu
podle orthonormované soustavy funkei p,(x):

&) = Sfaala)s fo = (s 90)

Fourierovy koeficienty f, funkce f(x) jsou vdzdny s Fourierovymi koefi-
cienty h, funkce h(x) relacemi
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fﬂ = T: hn = (h; ‘Pn)’
(@) = 2. 7 pal@). (8)

Vsimnéme si toho podstatného faktu, Ze nepfedpoklddime ani konver-
genci Fourierovy fady funkce A(x), ani fiplnost orthonormované sou-
stavy charakteristickych funkef.

1°. Najdéme Fourierovy koeficienty funkce f(z) vzhledem k ortho-
normované soustavé @,(z), n = 1,2, ...

fa = (f, @) = (KB, @) = (b, Kp,).
Aviak ¢, — 1, K¢, = 0. Odtud K¢, = —1— (p,,(x) a

h
fn A (h/ wﬂ) - ln

UvaZujme Fourierovu fadu funkce f(z). Tato fada mé tvar
@ © hn
2, fa pal®) = 2, 7% @af2). (9)
n=1 n=1 /v
Odhadnéme jeji zbytek. Podle Cauchyho nerovnosti

n+p a2 n4-p n+p n+p ©
> mBB< 5 g 5 e 5

w1 " Fengl  k=ntl 1;2;/ kw1 CES

-+

Podle lemmatu 2 je druhy soudet omezeny a prvy soudet mize byt
v dasledku konvergence fady >%; uéinén libovolné malym. Odtud
k=1
plyne, Ze fada (9) konverguje absolutné a stejnomérnd. Soudet této
fady oznac¢me w(x) a jeji n-ty Castedny soudet w,(x).
2°. Odhadnéme velidinu ||f(x) — w,(z)|®. Mime
f@) — anle) = Kh —3 22 ou(0) = kb — 3> LePulg ) — o,

m=1 m

kde v souhlase s na8im oznaéenim

b
E™h = [K™(x, s) h(s) ds.

79



Dile ”f(x) _ wn(x)llz — ”K(n)hllz — (K(n)h’ _K(ﬂ)h)_

Aplikujeme-li na skaldrni soudin vzorec (3), § 11, dostaneme .
If(@) — wu@)I? = (B, (K™ R).
(K™)? je Fredholmiv operdtor, jehoZ jédro je druhym iterovanym
jédrem vzhledem k K™(z, s). Oznadme toto iterované jadro K (z, s),
jak je zvykem a piSme K{"h misto (K™)2 h. Potom
If(x) — wa@)|* = (k, KPR).
Podle lemmat 3 a 1 je nejmensi charakteristické &islo jadra K{"(z, s)
rovno A2, a podle véty 3, § 12
! (9, KPp) !
—— = max —+ X |
T @ 9
Potom pro.libovolnou funkei A(z)
(h, KB) _ 1
by =Ty
(h, h). Avsak 1,4, — co. Odtud

Sili (b, KB) < ,1—21_

n4l
If(x) — wa(x)|2 = (B, K{B) - 0 pro n— .

3°. DokaZme nyni, Ze f(z) = w(z). Odhadnéme proto nejdfive veli-

¢inu [|f — w|. Podle trojihelnikové nerovnosti '
If — ol K I — wall + 0, — ol

Podle dokizaného, konverguje prvy séitanec napravo k nule pro
n — 0. Stejné tak konverguje k nule i druhy séitanec. Skuteéné fada
(8) konverguje stejnomérné; proto pro dostateéné velkd n bude
lwa(x) — w(z)]| < &, kde &€ > 0 je libovolné &islo.

Odtud b

o, — olf = [|wax) — 0@ dz < (b —a), A

-,

coz muZe byt uéméno libovolné malym. Tudiz ||f — w|| - 0 pro n — oo,
aviak ||f — w| nezdvisi na n, tedy ||f — w|| = 0 a tedy také f(x) = w(z).

! Vynechavame zde znak absolutni hodnoty, nebot
(@, KPo) = (9, (KM g) = (KMp, KMp) = | KMg|* = 0.
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§ 14. Uréeni prvého charakteristického €isla Ritzovou methodou.
Véta 3, § 12 pfevadi Glohu uréit nejmensi charakteristické &islo sou-
mérného jidra na tdlohu urc':it maximum veliéiny

s vedlejsi podenkou

b
(@ ¢) = [|p¥()| dz = 1. (2)

Tato véta nim umoiiiuje uZit pfimych method variaéniho poétu
k nalezeni nejmensfho charakteristického ¢isla. Specjdlné je mozZno
uzit methody Ritzovy. Zvolme libovolnou posloupnost funkef

1/)1(2:)’ 1002(x): (XA 1[1,,(27), Ty - (3)

kterou budeme povazovat za tGplnou, pfi éemz pojmu ,,aplna posloup-
nost“ davame takovy vyznam: pro libovolnou funkei f(z) je vidy
moino zvolit éislo n a koeficienty o, &y, ..., x, tak, aby "

) -k_ila; v@)l < e,

kde ¢ je libovolné kladné éislo. Jinymi slovy, posloupnost (3) nazyvame
uplnou, jestliZe je mozZno zvolit koeficienty «,, a &éislo n tak, aby stfedn{
kvadraticka chyba relace

x) Nlé:l“k Pi(@)

byla libovolné mald. Zejména jako posloupnost (3) miiZzeme zvolit libo-
volnou dplnou orthonormovanou posloupnost. Polozme v (1)

P(@)-= a19(%) + a2 py(@) + ... + Gpya(2),

kde ay, a,, ..., a, jsou libovolné koeficienty vyhovujici podmince, Ze
(p, ¢) = 1. Tato podminka nabyva tvaru

Zai ak('/’i) Yi) = 1 (4)
i, k=1
a vyraz (1) pfejde v
I(K‘}’% ‘P)l = ]LZA ikai&k], (5)
i k=1



kde bb . _
Ay = [[K(z, s) pi(x) pls) dx ds.

V dusledku soumérnosti jadra Ay = A,

Budeme hledat maximum vyrazu (5) pii podmince (4). Mime tedy
nalézt maximum funkce nékolika proménnych. Jestlize tuto ilohu
rozie$ime a vypoéteme maximum veliéiny (5), najdeme tim soudasné
pfibliznou absolutnf{ hodnotu nejmensiho charakteristického é&isla.
DokaZme, Ze timto zpusobem dostaneme pfibliznou hodnotu, ktera
je vét3i nez hodnota presnéd a kterd k presné hodnoté konverguje pro
n—> 0.

Oznadme % maximum veli¢iny (5) a "™ (z) funkei, jez toto maxi-
mum realisuje. Potom
1(1,1) (Kp™, ] < max|(Kp, @) = 7o,
kde A, je co do absolutni hodnoty nejmensi charakteristické &islo da-
ného jadra. Odtud A{” = |1, ' '

Zbyva dokdzat, Ze AV — [1,]. ProtoZe soustava (3) je uplnd, mi-
zeme mnajit funkei tvaru

x) = Zak ’lpk(x), XK = konst.
k=1 -

takovou, Ze |lp, -— w|| < %¢, kde @,(z) je charakteristickd funkce jadra
K(z, s) ptisludejici charakteristickému ¢islu 4, a ¢ je libovolné kladné
¢islo. Polozme dale

oz
o) = 55
Potom w,(z) vyhovuje podmince (2). Odhadnéme veli¢inu |[><p1 — |-
Podle trojahelnikové nerovnosti mame [lp,|| — llo|| < |lp, — ol £ ¢,
odkud |lw| > 1 — }e. Oznaéme jesté ||w|| = o. Nyni

lop, — ol _ llows — el
o 1—1¢

llpr — el =
Pii dostateéné malém e, 1 —}e > } a tudiz

lps — w4l < 2[lop; — o]l = 2]lp; —w — (1 —0) ‘Pl” <
< 2lpy — ol 4+ 21 —o| < e
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Nyni odhadnéme rozdil
4= I(K‘Pp ‘Pl)[ - ](le’ CL)]_)I.

Funkce w,(z) vyhovuje podmince (2). Odtud a z véty 3, § 12 vyplyva,
e A > 0. Dale je ziejmé

. A g I(K(pls P1) — (Kwy, 0-’1)]-
Uvazujme veli¢inu
(K(py + o3), ¢1 — 0,) = (Kp; + Koy, P1— w,) =
(Ko, ¢1) + (Kwy, ¢1) — (Koy, 0,) — (Kwy, 0y).

Podle vzorce (3), § 11 se druhy a tieti élen na pravé strané vzijemns
rusi, takZe dostaneme

y: | é ](K((pl + wl): Q1— w1)|-
UZijme nerovnosti Buliakovského:
A2 L (K (pr+ o))l llpy — o4l < &K (ps + o))l

Dal
ale lps + @l < llpall 4 lleosl] = 2

a b b
1K (@1 + 02| = [I[K(, 8)lpis) + wis)] ds|* dz.
Opét podle nerovnosti Buiiakovského

b - b b
|[E(z, $)[pys) + wi(s)] ds]* < [| K=, 6)] ds [py(s) + wy(s)[*ds <

b
< 4 [|K¥z, )| ds.
Integrujeme-li tuto nerovnost, dostaneme
K (g1 + o))|? < 4B

a konecné A < 2Be.

Podle definice funkce @™

I(K‘Pvﬂ‘h)l —Z I(K‘P(n): ‘p(n))l g I(le: wl)"
Odtud
1 1
R (K@, @1)| — [(KE¢™, ™) < 4.
- 1
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Avsak A muZe byt uéinéno libovolné malym. Odtud plyne, e —

a tedy A% — |1,1.

A(ﬂ)
_9. —_—
M’ll
Pripomenime nékolik piipadt, kdy muZe byt tloha zjednoduSena.
a) Jestlize je jadro K(x, s) redlné a funkce y,(z) jsou zvoleny také

realnd, potom se muiZeme omezit na uvazovani pouze reilnych koefi-
cientd a,. Misto (4) a (5) dostaneme vyrazy

kzaiak(%”i,',uk) =1, (4,)
i, k=1
(K, ¢)| = |VA,,,a A, (51)

pii Sem% B

Ay = ffK(x, 8) pi(x) pi(s) dz ds.

Pripad realného jadra je nejdileZitéjsi pro aplikace, jeZ nis zajimaji.
Na tento ptipad se zde omezime.

b) Jestlize posloupnost (3) je orthonormovand, nabyva vztah (4,)
jednodussiho tvaru:

B
>al =1
i=1

c) Uloha se obzvla§td zjednodusi, jestlize je zndmo, Ze vyraz
(Ko, ) nabyva pouze kladnych hodnot.! V tomto piipadé je tfeba
uréit maximum kvadratické formy

(Kq)? ®) = kZ‘;likaiak (5,)

pii podmince (4,). Vzorec (2), § 12 ukazuje, Ze v uvaZovaném piipadé

jsou charakteristickd ¢isla kladnd, a maximum formy (5,) ihned diva

hledanou pfibliznou hodnotu charakteristického éisla. _
Pomoci Lagrangeovy methody neuréitych koeficientti se maximum

formy (5,) nalezne takto: Oznadme

F=3%Aua,0,, ®=F —oa;, (6)

i, =1 i=1

1 Jédra, jeZ maji tuto vlastnost, se nazyvaji kladné definitni.
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kde o je neurdity koeficient. Extrémni,hodhoty proménnych a; jsou
uréeny rovnicemi od  oF

o0, ™ a,

nebe v explicitnim tvaru

— 20a,;, =0

n
SAua, —oa,=0,1=12, .., 70 (N
g

Soustava (7) je linedrni, homogenni. Koeficienty @, nejsou soudasné

n
rovny nule, nebot > a; = 1, a proto se determinant soustavy (7), musi
i1 '

rovnat nule; tim dostaneme pro neznimou ¢ rovnici
Ay —o, Ay, vow A
A, Ayp—o, ..., Ay, _o. (8)
Anl: An2’ ’ Ann —0

Nésobime-li (7) vyrazem a,, seteme-li pro vSechna 7 a uZijeme-li toho,

n -
Ze >a? =1, najdeme, e 0 = F. P¥itom F zde zfejms oznaduje extrém-
i=1 .
ni hodnotu kvadratické formy F. Je také ziejmé, Ze se maximdlni

hodnota F rovnd nejvét§imu z kofent rovnice (8).
Reteni rovnice (8) se znaéné zjednodusi, jestlize uZijeme methody
akademika A. N. Krylova k vypoétu determinantu na levé strans.!
Soucasné s charakteristickym &islem byva dulezité uréit i pfisludnou
charakteristickou funkei. Tato tloha je podstatné sloZitéjsi nez Gloha
uréit charakteristickd ¢fsla. Jednoduse se v8ak Yesf, jestliZe uz pFedem
vime, Ze nalezenému charakteristickému &islu pFislusi pouze jedna
charakteristicks funkce. V tomto ptipads stadi nalézt a,, a,, ey @y 2O
soustavy. (7); vyraz .
S pale)
E=1

se priblizné rovna hledané charakteristické funkei.

1 Podrobnéji o této methods viz v ganku A. N. Krylova ,,0 &islennom reSenii
uravnénija, kotorym opred&ljajutsja éastoty malych kolebanij matérialnoj sis-
témy*‘. Izvéstija AN SSSR, Otd&l matématieskich i jestéstvénnych nauk,
1931, No. 4.
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UvaZujme jako piiklad rovnici

p(x) — 4 flK (@, 8) p(s) ds = 0,
0
kde

1
;x(x —38), z< s

Kz, 8) =\, (x > 1). (9)
-;.s(x—-z), z=8

K #éto rovnici dospéjeme pfi FeSeni jedné z iloh theorie vedeni
tepla. Lze dokdzat, Ze jadro (9) je kladné. Za posloupnost (3) vezmeme
posloupnost orthonormovanou v intervalu (0, 1>

wi(x) = |2 sinknz, k=1, 2, ...

Naleznéme ~pi"ibliiné hodnoty nejmensfho charakteristického &fsla;
Pii tom budeme kldst n = 2, 3, 4. Zvolme pro uréitost. x = 2. Pro
koeficienty A4, lehce dostaneme:

(__ 1)i+k . i . 9
T vk A=

2272’

Aik =

Vezmeme-li n = 2, budeme FeSit lohu nalézt maximum kvadratické
formy 1
F = n—2(2a§ — a,a; + }a3)

pii podmince a? 4+ a2 = 1. Rovnice (8) nabyva v nasem pi{pads tvaru
(z = on?) '
‘ 2—7, —1 —0

—1, 2—4«

¢ili 472 — 107 + 3 = 0. Vétsi kofen této rovnice je 7 &~ 2,15. Odtud
A~

Vezmeme-li n = 3, dostaneme pro T = on? rovnici

2—1z, —1, 1
—1,2—4r, —1 =0
1, —1, 2—97
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éili
1873 — 497 4 21t —2 = 0;
jeji nejvétsi kofen se rovnd 2,22. To davd pro A, hodnotu 2, ~ 4,47.
Vezmeme-li n = 4, pfijdeme k rovnici

2 —z, —1, 1, — 1

—1, 2 —47, —1, 1 —0
1, —1, 2—97, — 1| ~

—1, 1, —1, 2—16r

¢ili

57614 — 164013 4+ 81972 — 1207 4- 5 = 0.
Jeji nejvétsi kofen se rovna 2,258, coi diva A, ~ 4,371. Presnéji
hodnota 1,, kterou dostaneme jinym zptisobem, se rovna 4,115.

Objasndme stru¥ng, jak jsme dostali tuto hodnotu 4,. Homogenni rovnice
8 jadrem (9) mé tvar

T 1
p(x) — i fs(x — ) p(s) ds — i fa:(u — 8)p(s)ds = 0. (10)
»® %
0 z -

Derivujeme-li ji, dostaneme
1

T
2 A
wm+—fwm&——j@—wwww=m
*® . % (11)
0

z

9"(@) + Lol) = 0.

Odtud @(x) = A cosux + Bsinux, u = /2. Z (10) a (11) plyne, ¥e ¢(0) = 0,
(x — 1) p’(1) + @(1) = 0. Prvni z t&chto relaci ddvda 4 = 0; druh4, jeZ mé pro
»# = 2 pondkud jednodussi tvar ¢’(1) 4+ ¢(1) = 0, ddva rovnici pro uréeni u:

u + tgp = 0.
Koieny této rovnice dostaneme, sestrojime-li v rovind (g, y) prasesiky kiivek
y = — g, y = tgu. Neni obtiZné nahlédnout, Ze nejmensi kladny kofen leii

v mezich & < g < . Polo¥me g = © — v a takto nalezenou rovnici
- tgyv=mn—1»

budeme fesit iteraéni methodou, kladouce », = 1. Opakujeme-li proces tak dlou-
ho, dokud nedostaneme fefeni na 4 desetinnd miste presnd, nalezneme ¥ =
= 1,1128, odkud u = 2,0288 a 1 = u? = 4,115.
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§ 15. Urceni prvého charakteristického Cisla pomoci stop jadra. Ve
vzorci Hilbert-Schmidtové (8), § 13 polozme h(s) = K(s, t). Dostaneme

@

wy(t
Kyw ) = > 200, @),
n=1 n
kde w,(t) jsou Fourierovy koeficienty jidra K(z, t) vzhledem k soustavé
jeho charakteristickych funkei @, (x),-.. ., g,(), ... Neni obtiZné vypodi-
tat tyto koeficienty. Podle vzorct pro Fourierovy koeficienty

b
w,(t) = f-K(x: t) po(z) do
¢ili, jelikoz jadro je soumérné,
b

w.(t) = [K(t, %) p.(x) dz.

a
Avsak @,(z) vyhovuje rovnici
b
Pa(@) = 4, JK(z, t) pa(t) dt.
a

Zménime-li oznadeni ¢ za x a naopak, najdeme

JE(, ) pafz) do = /11 alt) ,
a konedné 1 ——
wn(t) = - 900).
Nyni L
Ky, 1) =n=1&(%)2‘7’"(t), (1)

Podobné najdeme

a obecné

K,,"'(x’ t) = i M ' (2)

Abychom dostali na p¥. vzorec pro Ky(z, t), muZeme opét uzit vzorce
Hilbert-Schmidtova, poloZime-li v ném h(s) = K,(s,t). Pfi tom je
t¥eba si uvédomit, Ze podle vzorce (1) je n-ty Fouriertiv koeficient jadra

K,(z,t) Toven 7 a(t).
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Rada (2) konverguje stejnomérné vzhledem k ob&ma proménnym
z, t soutasné, jestlize m >3 a je splnena podminka, kterou obyéejné
piedpoklidime:

f]K”(ab, t)] dt < C,, €, = konst.

Abychom to dokézali, uvazujme zbytek fady (2)

Y@ ab| . 1L )] o) |

k=n+1 A;’;n IA,T+1Z| kengl| Ak Av | T
< 1 Y‘ () || @uls) |- :
- l;‘n+1 \ k=1 Ak )‘Ic

Utijeme-li Cauchyho nerovnosti a lemmatu 2, § 13, dostaneme

1 [ } { |p3(s } C,
< k
Mn+1 {lzl k LZ Ic M;Ln+12

Posledni zlomek konverguje k nule, nebot 1,, - o0; odtud plyne stejno-
mérn4d a absolutni konvergence fady (2). Rada (1) konverguje stejno-
mérné vzhledem ke kaZdé z proménnych z a ¢, zvolime-li pevné hod-
notu druhé proménné. To plyne z véty Hilbert-Schmidtovy.

n+p

Px() ‘7:(3—)
k=n-1 Z}"c"

Rada (2) se nazyvé bilinedrni fada jidra K,(z, ). Pfipomefime, Ze
integral b
m = [Kn(x, z) dz

a

jsme nazvali m-tou stopou jadra K(z, s). Jestlize je jidro soumérné,
jsou jeho stopy v jednoduchém vztahu k charakteristickym &islim,
totiz

A,,,=§:i m 2> 2. (3)

nm14ny

1 MuZeme sestrojit bilinearni fadu i pro jadro K(z, s). M4 tvar
o -
(@) @alf) *
25 )
Rada (*), obecn® feeno, diverguje. MiZeme viak dokézat, ¥e konverguje

v priméru ke K(z,s). Jestlize fada (*) konverguje stejnom&rné vzhledem
k z i 8, pak jeji soudet je roven jadru K(z, s).
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Vzorec (3) lehce dostaneme, polozime-li ve vzorei (2) ¢ = x a zintegru-
jeme-li jej v mezich od @ do b. P¥i tom j e nutno si uvédomit, Ze charak-
teristické funkce jsou normovany, takie

b
[|@n(z)|2 dz = 1.

P#i odvozeni vztahu (3) je tfeba integrovat ¢len po €lenu Fadu

3 ot

Pro m > 2 je tento postup opravnény vzhledem k stejnomérné kon-
vergenci fady (2) a pro m = 2 vzhledem k Lebesgueové vété o integro-_
vani Fad s kladnymi ¢leny élen po élenu.

Stopy se sudymi indexy jsou vSechny kladné, protoze

@ 1 .
“AE W
a charakteristickd éfsla 4, jsou redlni.
Poznamenejme jesté, Ze
bb
Ay = [[|Kn(x, t)|? dx dt. (5)
Skuteéné podle vzorce (8), § 2

b
Kom(®, 8) = [Kn(z, 1) Kn(t, s) dt
a
¢ili v dusledku soumérnosti jadra

K, (2, ) fK (z, t) K (s, t) d.
Odtud
b
K,.(z, z) = [|K,(z, t)? d.

Integrujeme-li posledni rovnici vzhledem k proménné x, dostaneme
vzorec (5).

7 vz

UkaZme, jak lze uréit nejmensi charakteristické éislo, jestlize zname

0 vz

stopy jadra. Necht &islu 4, pFislusi p linedrné nezdvislych charakteris-
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tickych funkef a éfslu — 4, jestliZe je také charakteristické, pFislusi ¢
linearné nezavislych charakteristickych funkei, takze se ¢len, v némz se
vyskytuje 1™, objevuje v ¥ads (4) r = (p + q)-krat. PiepiSme (4) ve

tvaru r
A2m = ﬁ(l + em)) (6)
1

kde jsme jako &, oznaéili veli¢inu

1 © A 2m
Em =7n=z+1(]/n) .

Utijeme-li toho, Ze |4,| > |4, pro » > r, miZeme lehce dokdzat, Ze
£, —> 0 pro m — oo.
. A 2m
Skuteénd necht se séitanec (71—) vyskytuje v e, r'-krat. Potom
T+ 1

1 21 )Zm I:T, + 2] (lr+l)2m:|
N i <
Em r (lr+‘l k=‘r§'+l ln =

< |2 ’ fre1
=r (Ar+l) r +k=r+zr'+1 l‘n

a je zfejmo, Ze posledni vyraz konverguje k nule pro m — co. Nyni
ze (6) plyne m

. s . 1
A2 = lim Aom + A2 =lm |/ ——. (7)
m—o A2m+2 m->® 2m

Z (6) dostaneme také piiblizné vzorce, jeZ jsou vhodné p¥i dostateéné

velkém m:
N 2m

SN Vo ey K2
M~ |/ =" |4 ml/———. 7
| 1‘ A2m+2 | ll Azm ( 1)
Z (3) miZeme dostat vzorec, jenz dava 4, i se znaménkem
1
Ay =lim g ——, (8)

e VA 2mv+ 1
a piisludny pfiblizny vzorec
: . 2m+1

~ P
21 - A2m+1' (81)

Oba jsou spravné vidy, kdyz q = 0.
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Uziti vzorce (8,) je moZno doporuéit pouze tenkrat, kdyz se nepodafi
urcit znaménko 2, jinym zpasobem.
Ze vzorce (6) plyne om® om

_ (1 + €,,) 1/7-—
o= |/ s |
l 1| V Azm A‘.:m

Tudiz druhy ze vzorct (7,) dava hodnotu |4,] mensi nez je hodnota
presné. Prvy vzorec (7,) dava hodnotu |4,| véti, nez je hodnota presna.
Skutecné je zfejmé, zZe &, > &,,,, a proto
A, 14+ ¢

= A —— > AR

A2m+2 ! 1 + Em+1 ! /

Jako ptiklad vezm&me jédro uvaZované jiz v predchazejicim para-

grafu,

32 —s), x < s
. 2 ’ — 9
K, s) = {%s(2 —x), = 8.
Vypottéme jeho druhé iterované jadro. To ndm dovoli urdit stopy
A, a A,. Protoze K(zx, s) je soumérné, stadi nalézt K,(z, s) pouze pro

§ < z. Mdme
1 &

Ky(z,8) = [K(z, t) K(t,s)dt =} [(2 —x)(2 — ) £2dt +

0 0
+1 ft(z —t)ys(2—az)dt + } flxs(2 —trdt =

= 12— (2 — 2) + s(@® — 622 + T2)] (s < x).

Hodnoty K,(z,s) pro # < s dostaneme, zaménime-li v poslednim
vyraze proménné x a s:

Koz, 8) = To[— 232 —¢) + a(s® — 652 4 Ts)] (x < 9).
To plyne ze soumérnosti jadra K,(z, s).
Vypoétéme stopy 4, a 4,. Podle vzorce (5)
11
4, = [[K¥z, s) dz ds.
00 .

Absolutn{ hodnotu zde nemusime psat, nebot jadro K(z, s) je realné.
Posledni vzorec ponékud upravime. Je mozno jej napsat ve tvaru

A, = [[K*z,s)dxds, -
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kde ¢ je &tverec 0 < 2 <1, 0 < s < 1 (obr. 2). Vedeme-li uhlop¥itku
z = 8, rozdélime ¢ na dva trojuhelniky o, a o,, takze

2,—ffKZar:, dxds+ffK2x,.s)dxds

V disledku soumérnosti K(z, s) ]sou mtegraly nad

G, a g, shodné; proto §
2_2ffK2x, dxds—2fda:fK2xs 4
Obecnd L s “ s
: Ay = 2 [dx [KZ(z, 5) ds.
0 0 Obr. 2.

V nasem ptikladé
1 T
A, =% fdx f32(2 —x)2ds = Tl'gj'ﬁ'.
00
Uplné obdobng

1 z
Ay =5 [dx [[— 32 —2) + s(x® — 622 + Tx)]*ds = sitdv. .
0 0

Ve druhém ze vzorcii (7,) polozme m = 2. Potom?
- 1
|4,] ~ Y
/4,
&ili, nebot 2, > 0 (viz § 14), °

ll [ 'rl: = 4,115.
V4,

To nim dévs pribliznou hodnotu A, mensi, nez je hodnota presna,
‘aviak velmi blizkou k pfesné hodnot$. Vidime, e vzorec (7,) dava
presnéjsi vysledek neZz methoda Ritzova. Dobry vysledek také dosta-
neme, jestliZe uZijeme prvy ze vzorei (7,). Specidlné polozime-li v ném
m = 1, dostaneme hodnotu 1, v&t3i nez je hodnota presni,

4,

A~ 7 = b1se.

1 MuZeme dokdzat, %o v nafem prikladsé r = 1.
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§16. Kelloggova methoda. Zpiisob uréeni charakteristického éisla sou-
mérného jidra navrzeny Kelloggem je elegantnf a vyhodny, i kdy% ne-
vede vidy k cili. Kelloggova methoda spoéiva v tom, Ze vezmeme libo-
volnou funkei w(x) a vychazejice z ni sestrojime posloupnost

wy(z) = fK(%: s) o(s) ds,

-

wy(x) = fK(a:, 8) wy(s) ds,

........................ (1)

Limita 1
lim —— = p (2)

= Vel

obecns existuje a rovna se absolutni hodnoté jednoho z charakteristic-
kych &isel jadra K(z, s). Déle existuje limitni funkce

) — l wzn(x) 3
p(x) lim looa]” (3)

kterd je za uréitych podminek charakteristickou funkef jadra K(x, s),
prisluSnou charakteristickému é&fslu - . nebo — u. Piipomefime, Ze
normou libovolné funkece f(z) nazyvime veli¢inu

i =) firer e

Objasnéme, za jakych podminek divd Kelloggova methoda kladny
vysledek. Necht @,(x), @a(x), ..., @a(), ... jsou charakteristické funkce
jédra K(z, s) a 4, 45, ..., A, ... jsou jim pfisluSejici charakteristicka
c¢fsla. Mize se stat, Ze w(z) je orthogondlni ke vSem funkeim g(x).
V tom piipadé, jak ukazuje Hilbert-Schmidttv vzorec

w,(z) = fbK(x, 8) w(s) ds = 0

a viechny ¢&leny posloupnosti (1) jsou rovny nule. V tomto piipadé
nevede Kelloggova methoda k cfli. Necht nyni neni w(x) orthogonalni
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ke viem funkeim ¢;(x). Oznadme ¢@,(x) prvou z charakteristickych
funkef, ke které w(x) nenf orthogonalni. Hilbert-Schmidtiv vzorec
nyni dava © .

@) = 2. T oula), 2+ 0,

k=r

kde a; = (w, i) jsou Fourierovy koeficienty funkce w(x) vzhledem .
k orthonormované soustavé ¢,(z), pa(z), ..., @u(z), ... UZijeme-li znovu
téhoz Hilbert-Schmidtova vzorce, dostaneme:

@

wnlz) = 2. 72 ge(z)- (4)
Z (4) plyne, Ze . CRPNT
ol = /3 G @)

Dokazme to. Vzorec (4j ukazuje, %e Fourierovy koeficienty funkce

w,(z) vzhledem k funkeim ¢,(z), ..., p.(z), ... jsou rovny Z—'j. Vyna-
k

sobme nyni (4) vyrazem w,(z) a zintegrujme. Uvédomime-li si definici
normy, dostaneme: 2
loall = 2. 72 (@1 wn)-

k=7
Av3ak (py, ,) = (wn, ¢x) a skaldrni soudin (w,, ¢)) je k-ty Fouriertv

koeficient w,(z), jenz je roven a—:. Dosadime-li toto do posledni rov-
5 -
nice, dostaneme vzorec (5).

Muze se stat, Ze ¢islu A, nepfislusi jedna, nybrz nékolik charakteris-
tickych funkei. Dale se miize ukazat, Ze — 1, je taktéz charakteristické
¢islo. V takovém piipadé bude v fadé (5) nékolik ¢lenid se jmenovate-
lem 22, Necht jsou to &leny s indexy r, r + 1, ..., 7. Oznaéme

AZ — [.arlz + Ia’f+1|2 + .o + ](Ix,.;,z.

Veli¢ina 4 je rizna od nuly, protoZe a, £ 0. PfepiSme nyni vzorec (5)
ve tvaru’

kde
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Neni obtizné dokédzat, Ze.o, = 6 pro n — oo. Najdeme-li n-tou
odmocninu ||lw,| a piejdeme-li k limité, dostaneme po jednoduché
tapravé 1 n >
= lim |/[|w,]

2] noe

Zkoumejme nyni.podil

Wan() _ Az > @)

llewzall AT ¥ «, 8= A7
Osamostatnime-li v soudtu &leny, obsahujici 2% ve jmenovateli,
dostaneme :

0n(@) _ Sy gul®) 13, (A,)g"
P k

||w2n” = AV] + &on Al/l —+ o,; k=r'+1 Ak

Lehce se ukaze, %e pro n — oo konverguje druhy soudet k nule. Ptejde-
me-li k limité, dostaneme

Pr(x).

W9n(T) g ap .
e o]l 2 4 A “

Predpoklidejme nyni, Ze ze dvou é&isel 1, a — 4, je pouze jedno
charakteristické. Potom je souéet v (6) linearnf kombinace charakteris-
tickych funkei, ptisluSejicich k é&islu 4, (nebo — 4,), a tudiZ je sama
charakteristickou funkef pisluSejici k tému &islu. P¥i tom se uvedeny
soudet nerovna identicky nule, protoZe funkee @ ,(z), @,.1(z), ..., @ (x)
jsou linedrné nezavislé a a, + 0.

JestliZe w(x) neni orthogondlni k ¢,(z), uréime podle Kelloggovy
methody nejmensi charakteristické é&islo i jemu p¥islusejici charakteris-
tickou funkei.

Jestlize dobfe zvolime vychozi funkei w(x), miZeme dosalnout po-
mérné jednoduchosti vypoétu. V tom je nejvétsi vyhoda Kelloggovy
methody. Jeji podstatny nedostatek spodiva v tom, Ze ndm nenf pie-
dem znamo, zda nebude w(x) orthogonilni k nékterym charakteristic-
kym funkeim, a ztstane nerozhodnuto, které z charakteristickych
funkei se ndm podafilo urdit.

Poznamenejme, Ze absolutni hodnotu charakterlstlckeho ¢isla ma-
Zeme také uréit ze vzorce

i el ,
# n-—+wo llwn+1” ( 1)
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JestliZe misto (2) a (2,) vezmeme p¥isluné pFibliZné vzorce

Vnw,.n @

. eall |
~ Torall (73)

pak vzorec (7,) dava hodnotu u vétsi, nez je hodnota pfesna. O vzorci
(7) nemiiZeme v tomto smyslu nie Fici.

Abychom ozfejmili Kelloggovu methodu, vezméme totéz jadro, které
jsme uZ uvaZovali v predeilych paragrafech:

_ |32 —9) (zZ9),
Kz, 5) = {%s(Z —) < 7). (8)

Uz jsme ukdzali, Ze charakteristickd é&isla tohoto jadra jsou kladna.
Dile je moZno dokazat, Ze kaZdému charakteristickému éislu prislusi
pouze jedna charakteristicka funkce. Kelloggova methoda ndm umoz-
nuje tuto funkei urédit.

Polozme w(x) = xz. Abychom vypoéetli w,(z), budeme muset znat
hodnoty integralt 1

[K(z, ) s" ds.
0
Jednoduchy vypocet dava

1

(n + 3)x znt2
K nds = — :
JEw e ds =g ey armry ©
Nyni 1
i) = [K(z, 5) s ds = §= — §5%; [l = 0,1371;
0
; 31z =- 0,03328;
wy(x) = c.fK(:.;, 5) wy(s) ds = 25 — 15 + m fleog]] =<
1 (1602 . 3123 7
ws(x) = fK(x 8) wy(s) ds = 360( 21:1:__61 x5——f—4);

[lws]] = 0,0080083.

Ve vzorci (7) poloZzme n = 3. Potom dostaneme u ~ 4,998. ProtoZe
charakteristickd ¢isla jadra K(z, s) jsou kladna, je 1, = u ~ 4,998,
Vzorec (7,) dava A, ~ 4,156.



Uz jsme uvedli, Ze kazdému charakteristickému &fslu jadra (8) pti-
sludi pouze jedna charakteristicka funkce. V takovém pripade miizeme
v souhlase se vzorcem (6) poloZit
ws(z) A
)y ~ M2
<pl( ) ” wa “ .

Veli¢ina M je urlena poZzadavkem, aby <p1(x) byla normovana.
Potom muzeme ziejmé polozit M =1 a

py(z) = 2,643 — 1,724a3 + 0,3475 — 0,02527. (10)

§ 17. Uréeni dalSich charakteristickych &isel. JestliZe charakteristicka
disla 24, 74, ..., 2, a jim pFisluSejici charakteristické funkece ¢,(z),
Pa(Z), .., P,(x) jsou zndmy, mizeme uréit dalsi charakteristické éislo
2441 jemu piislusejici charakteristickou funkei ¢, , (). Zpusoby, jak
uréit /,, 1 & @, 1(z), mohou byt zaloZeny na dvou vétach:

Véta 1. Absolutni hodnota charakteristického &isla Anyq jadra K(z, s)
je prevrdcend kodnota maxima tntegrdluy

(Kg, ¢) l—|ffo, g(x) p(s) dz ds| (1)

s vedlejsims podmmka,mz
@ 9) =1 (9 ¢1) =0, (P, @2) = 0, ...; (9, a) = 0. (2)
Véta 2. Nechi 2y, 2g, ..., Ay, .'.. je posloupnost véech charakteristickiyjch
Cisel jadra K(x, s) a pi(x), @a(%), ..., a(), -.. jSou jim pFisludejici ortho-

normované charakteristické funkce. Potom je A, , co do absolutni hodnoty
nejmendi charakteristické &islo jadra

K(")(.’E, §) = K(x, 6‘) S‘ (plc( ) ( 8) (3)
] = A
a @, 1(x) je charakteristickd. funkce jddra K™ (x, s), p%slué’ejici charakte-
ristickému &islu 2, ,.

Véta 2 plyne z lemmatu 3, § 13. Vetu 1 miZeme odvodit ze vzorce
Hilbert-Schmidtova. DokaZme ji. '

JestliZe @(z) je orthogonilni k e, (x), ps(2), ..., pa(z), pak podle
vzoree Hilbert-Schmidtova ((8), § 13),
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S ( 3 m.
Kp= > Pfnlg g
m=mn 1 m
Vyndsobme skaldrné obé strany této rovnice funkei @(x). DokaZme, e
fadu na pravé strané miZeme integrovat Glen po ¢lenu. Skuteéns,
polozme
«w
R = 3 By g
m=p+1 m
Potom

4 e .
(Kp, )= > (@eal, p o) (%)

m=n+1 }'m

Dale podle nerovnosti Bufiakovského

(B, @) < 1B, - Nl

Funkee @, (x) jsou orthonormovany; proto v dusledku Parsevalovy
rovnice

< 3 m z 1 <
Rl = 3 (P2l 5 gt < I 0 pro oo
m=p+1 m p+1 m=p+1
Av3ak potom také (R,, ) — 0; nechdme-li p v (*) riist nade viechny
meze, dostaneme

@

(Kp g = > [@eal

m=n+1 lm

Nahradme v3echna 7,, nejmensim. Potom

@

(Ko, )l < o D 1@, pm)l?

TN [An+1] m<m+1

&ili, jestlize uzijeme Besselovy nerovnosti,

llell®
(Ko, @)l < et

Koneénd podle podminky véty 2 |g|| =1 a

(Ko, )] <

ST |
K dokonden{ dikazu vty 1 zbjvé si pouze viimnout, Ze v poslednf
relaci skuteéns platf vztah rovnosti: k tomu staéi poloZit ¢(x) = @, 4(2)-
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Uziti téchto vét v praxi je obtiZzné, protoie se vidy nepoda¥i urdit
charakteristické funkce dostateéns presns. UkaZme postup, jehoz po-
moci{ miiZeme uréit charakteristickd é&isla poéinaje druhym, aniz
uzijeme charakteristickych funkei. Pro uréitost predpokladejme, ze
znime A, a chceme najit' 1,. Utvo¥me rozdil

S 1\ &1 2 1

B2m=A§m—A4m=(Z Fﬁ) — 2 o= z , TEm e (4)

k=1 /Ay
- Predpokladejme pro jednoduchost, Ze charakteristickd ¢&isla A, a A,

jsou jednoducha a Ze — 4,, — 1, nejsou charakteristickymi éisly. Pro
dostateéné velkad m bude mit v souétu (4) rozhodujicf vyznam séitanec

1 . ey ;
T ostatni séitanci budou vzhledem k nému mizivé mali. Potom
1 2
ze (4) dostaneme piibliZny vztah J
1 B,
T~ Ty (5)
a odtud

v V B, ©

Jestlize zname A, presné, divé vzorec (6) pfibliznou hodnotu 2,, jeZ je
mensi nez hodnota presnd.

Vyjdeme-li ze vzorce (4), dostaneme snadno také vzorec, ktery dava
hodnotu |4,] v8tsi, nez je hodnota presna:

B
A V i 7
ST B "
Ptibliznym vzorcim (6) a (7) odpov1da,ji pfesné limitni vzorce
|2, = lim 3, lim -l/ Bom (8)
B2m+2

w e g |Al| e

Jako pfiklad vypoditdme druhé charakterlstlcké Cislo jadra, jeZ jsme
jiz nékolikrate uvaZovali:

K(x, -5‘) — {%x(z - 'g) (x % S))

V tomto piipadé
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Vezméme 1; = 4,115 (viz § 14). Potom, poloZime-li ve vzorci (6)

m = 1, dostaneme
1
Ay = 4,115

Presnéjsi hodnota je 1, = 24,14,

Jako druhy piiklad vypoditaime prvé dva kofeny Besselovy funkce
nultého fadu J(z). Ctverce téchto kofend jsou charakteristickymi
¢isly soumérného jadra

— Joslgs (z < 9),

“%”={—Vﬁ@xwz@
(integradni meze jsou a = 0, b = 1).

Vypoétéme nejdiive druhé itegrované jadro L,(z, s). Necht z < s.
Potom ’

Ly(z, s) = E(x, t) L(¢t, s) dt + zL(x, t) L(t, s) d¢t + 1L(:::, 1) L(t, s) dt =
/ J ]

J/8100 = 21,87.

— 8. z 1
— Vas{ [t1gz 1gs At + [tlgelgtdt 4+ [t1g2t de} =
0 : 8 z

= ws[(@? + ) Igz + 1 —2?].
Jednoduché vypodty nyni daji:
A4, = 7%, A, = 19958, B, = t3iww.

PoloZime-li pfiblizné
1 11/2
}‘1 AT j'2 I _‘I/_‘_).
ja, AV E
budeme mit:
2, = 5,7813, 2, = 27,117.

Odmocnénim najdeme prvé dva kofeny Besselovy funkce, a to mensi
ne? hodnoty presné:
oy~ 2,4044, o, ~ 5,2702.
Presnéjsi hodnoty téchto kofend, jeZ nalezneme v tabulkdch, jsou:!
xy = 2,4048, x, = 5,5200.

1 P. O. Kuzmin: Besselevy funkeii. GTTI, 1933.
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Vzorce analogické (8) miuZeme dostat, vyjdeme-li z téchze Gvah i pro
charakteristicka ¢isla s vys8imi indexy. Tak na pf. pro 4; nalezneme
bez obtizi pfiblizny vzorec

il ~ 7z V T ©

Tento vzorec je spravny za téchze predpokla,du jako vzorec (8).

§ 18. Jadra, ktera lze pFevést na soumé&rna. Jestlize ma jadro K(z, s)
tvar '

K(z, s) = r(s) L(z, s), (L)
kde r(s) > 0 a L(z, s) je soumérné, takse L(=z, s) = L(s, ), pak se rov-
nice

b .
2) — 2 [K(z, 5) g(s) ds = f(=) (2)

lehce pfevede na rovnici se soumérnym jadrem. Vyndsobme obé strany
Tovnice vyrazem ]/r(x) a zavedme novou neznimou funkei y(z) =
= l/r(z) @(z). Pro tuto funkei dostaneme integralni rovnici

—zf Vr@) 7(s) Lz, s) y(s) ds = |/r(@) f(z), (3)

jejiz jaidro je soumérné.
Jadra typu (1) se éasto vyskytuji v aplikacich.

§ 19. Reseni soumé&rnych integralnich rovnic. Soum&rn4 integraln{ rov-
nice je zvldstni ptipad rovnice Fredholmovy. Redeni soumérnych rovnic
miize byt zaloZeno na obecné theorii. Zde vSak je otdzka poloZena jinak:
Jestlize si klademe tlohu Fesit soumérnou integralni rovnici, pfedpokla-
dame, Ze zndme viechna charakteristickd &isla i charakteristické funkce
jadra. Za téchto predpokladu se rovnice Fe§i neobycejné jednoduse.

Uvazujme rovnici

b

p(z) — 4 [ K(z, 5) pls) ds = f(a), o

jeiiz jidro je soumé&rné. Necht 4, 2,, ..., 4,, ... jsoujeji charakteristick4
disla a @,(x), Pa(x), ..., @u(x), ... pFislulejici charakteristické funkce.
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Oznadme a, Fourierovy koeficienty neznimé funkee ¢(x) vzhledem
k orthonormované soustavé @,(x):

. b
tn = (9, 9) = [ p(2) pu(2) de. (2)
Podle véty Hilbert-Schmidtovy

@

b
afK(x, .s/) p(s)ds = nzl(—;—"%(x).
Z rovnice (1) nyni plyne, ze
)—fx)+azzqoﬂ (3)

zbyva pouze uréit koeficienty a,. Proto vynasobme obé strany rovnice
(3) vyrazem ¢,,(x) a integrujme v mezich od a do b. Ponévadz posloup-
nost @,(x), (), ..., P.(x), ... je orthonormovand, zbude po integraci
v fadé (3) jediny &len, jeho% index n = m. Podle definice koeficienti a,

dostaneme: N | —
amzfm"*"x_am; /m= (f: (pm) (4)

m
Jestlize 4 nenf charakteristické &islo, potom ze (4) okamzité nalezneme
hodnotu a,,:

_ Al
a’m - Z-m _ }» (5)

JestliZe ji dosadime do (3), dostaneme FeSen{ ve tvaru

(2) = +AZ I ula). (6)

Lze dokazat, Ze Fada v (6) konverguje absolutne a stejnomérné,
Necht je nyni A charakteristické &islo. Potom se vyskytuje v posloup-
nosti A5, 4,, ..., 44, ..., & to tfeba i nékolikrat. Necht 1 = 4, = 4,4, =
= ... = A. Proindexy m, razné od », r 4+ 1, ..., 7/, jsou koeficienty a,,
definovany tou# formulf (5). Jestlife se m rovni jednomu z téchto
éfsel, potom rovnice (4) nabyva tvaru f, =0, m=», r+ 1, ..., 7"
Tudi?, jestlife A je charakteristické é&islo, je rovnice Yeditelns tehdy
a jen tehdy, kdyz je prava strana orthogonalni k charakteristickym
funkefm pifslusejicim tomuto éislu. JestliZe je tato podminka splnéna,

je feleni dano tymZ vzorcem' (6); koeficienty, jeZ maji neuréity tvar o

Ize nahradit libovolnymi &fsly.
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§ 20. Véta o existenci charakteristického &isla. Cilem tohoto paragrafu
je dukaz vty (3), § 12. OdloZili jsme jej aZ na konec kapitoly, nebot
neni vibec elementdrni a vyZaduje zavedeni fady novych pojma.
Poznamenejme, Ze samotny fakt existence charakteristického éisla
pro spojité soumérné jadro muze byt dokdzan pomoci dosti elementér-
nfch prostfedki. Prisluiné dikazy lze najit v kursech integrialnich
‘rovnic, jez jsou uvedeny v seznamu literatury na konci knihy.

Podstatnou tlohu ve viech uvahich tohoto paragrafu hraje pojem
konvergence v praoméru. Rikédme, Ze posloupnost ¢, (z) konverguje v pri-
méru k @(z) v intervalu <{a, b), jestlize

b
lpn — @ll = { [ |palx) — @(x)[? da}t — 0.

Posloupnost nemtze konvergovat v priméru ke dvéma riznym
funkeim: jestlize |p, — ¢l — 0 a |lg, —y| — 0, potom podle troj-
thelnikové nerovnosti

o —vll=llp — 9 — (@ — eI < llp — @all + v — @all = 0.
Odtud lp—vll=0a =y
Plati véta, jez je analogickd Cauchy-Bolzanovu konvergenénimu kri-
teriu: '

Nutnd a postaéujici podminka k tomu, aby posloupnost funkci @,(x)
s integrovatelnymi &verct konvergovala v praméru k néjaké funkci
@(x) s integrovatelnym ctvercem, je

]:imH‘Pn —@nll = 0.

m, n—>.
Tato véta je znama pod nazvem véta Fischer-Rieszova. Jejf dikaz je
moZno najit na p¥. v [7].
Kdykoliv budeme v tomto paragrafu mluvit o konvergenci posloup-
nosti funkei, budeme mit na mysli konvergenci v primeéru.

Budeme Fikat, Ze fada
(%) + up(x) + ... F un(x) + ... (1)

konverguje v priméru v intervalu {(a, b) a ma soudet rovny v(x), jest-
lize posloupnost ¢dsteénych souétt této fady konverguje v priméru
k v(x) v témZe intervalu.
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Véta 1. Necht fada (1) konverguje v prioméru a necht f(x) je libovolnd
funkce s integrovatelngm Etvercem. Potom fada (1), jestliZe vyndsobime
jeji Eleny funkci f(x), mate byt integrovdna Elen po Elenw.

Mame dokdzat rovnici
b

[v(=) flx dx—qukx)f(x (2)

a k=1la
Oznacéme n-ty Cisteény soulet fady (1) v,(x). Potom |jv — v, — 0,
kdy% n — oo. Odtud plyne, Ze '

[0 —vn Al < o —val| - [If] > 0

pro n— oo, a tedy

(v, f = lim(v,, f =lim Z un, é:(u,,, f_),

n—wo n—o>o k=1

coz je identické se vztahem (2), nebot

b b
=af () f(z) dw, (u,, f) = af uy(®) f(z) Ao -

podle definice skalarniho souéinu.

Mnozinu funkei budeme nazyvat omezenou, jestliZe normy téchto
funkef tvofi omezenou mnozinu; mnozinu funkef nazyvame kompakini,
jestliZze z jeji libovolné nekoneéné podmnoZiny miZzeme vybrat kon-
vergentni posloupnost. Libovolna orthonormovand posloupnost je pfi-
kladem mnoZiny omezené, nikoliv vS8ak kompaktni. Posledni tvrzeni
plyne z toho, ze kdyZ jsou @,(x) a @,(x) orthogonilni a normované, pak

Pn — @mll® = (Pn — Pms Pn — Pm) = (P> Pu) + (P> P) —
- (‘Fm?’m)' - ((Pm, (,'D,,) =2

a podminka Riesz-Fischerovy véty neni splnéna.
Véta 2. Fredholmiw operdtor

Ko = fK(x, 8) p(s) ds,
jehoZ jddro vyhovuje podmz’ncea
ff[sz,s)] dzds = BY < o,
pfevdd? libovolnou omezenou mnoZinu funkci v kompakini mnoZinu.
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Jinak Fedeno, jestlize je dina libovolnd omezend mnozina funkci
® (lloll < M, M = konst., jestlize ¢ ¢ @), pak je z ni mozno vybrat
takovou posloupnost {p,(z)}, Ze

[Kpr — K@nll = | K(¢n — @m)l| > 0, pro n, m - co.
NapiSme Fourierovu fadu odpovidajici jadru K(z, s):

T kns
Kz, s) 1.2 Akcosb_acosb—_a,

a poloZzme

! RE ks
LZ=O ik CO8 ——— b —— oSy = Pj(z, ),

K(x, 8) — Py(x, 8) = K;-(x, s).
V dtsledku Parseva,lovy identity

1,

lim ff|K (z, 8)|2 de ds = 0. (3)

jowoaa

Polozme déle

K¢ = Pip + Ko,
kde P;p a K,'-rp jsou Fredholmovy operatory, jejichz jadra jsou Pj(z, s)
a K'(z, s). Necht ¢(x) je funkce z dané mnoziny. Utvofme jeji Fourie-

‘rovu fadu: 2 -
~ (k) Ehhbhtadi
o(x) ,ki_,oa cos b —a
Potom podle véty (1)
inx < A,aPb —a)
b—a;So 2 ’

Py = ? cos

Mnozina vSech koeficientd a, je omezend, nebot

[fqp cos knz dx]g

f|<p (x)| dx <M]/b—a,

Podle zndmé Weierstrassovy véty o existenci hromadného bodu ome-
zené mnoziny &Gisel je moZno z dané mnoziny @ vybrat takovou po-
sloupnost {g,}, Ze existuji limity

lay| =
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lim aﬁ,k), k=12...,7,
n—w
kde af? j'e_k-ty Fouriertv koeficient funkece @,(x). Vzorec (4) potom
ukazuje, Ze P;p, konverguje pro » — oo k néjaké limité.
Vyberme z mnoziny @ posloupnost {¢,,} tak, aby existovala limita
(ve smyslu konvergence v priiméru) limP,¢,,,. Dile vyberme z posloup-
. n—>o

nosti {@,,} Cdsteénou posloupnost {g,,} tak, aby existovala limita
limP,p,,. Poznamenejme, Ze posloupnost {P,p,.}, jez tvoii &ast po-

sloupnosti {P,p,,}, také konverguje. Z posloupnosti {p,,} vyberme
casteénou posloupnost {g,,} tak, aby existovala limita hmPacp:,,, atd.

n—rwx
Pokradujeme-li v tomto postupu neomezens dale, dostaneme nekonec-
nou mnozinu posloupnosti

P11, P12y -o» (le cee
Po1r Pozy +oes Pany - %)

(pﬂli ¢ﬂ2’ RS | (an A
KaZzda z nich je obsaZena v piedchazejici, pfi ¢emZ posloupnost
Pipp,, n=1,2,... konverguje pro j < k. UvaZujme diagonilni po-
sloupnost

‘Pn:"Pzz: cors Pany oo
V&echny jeji prvky aZ na koneény podet ptisluseji libovolné z posloup-.
nosti (5). Odtud plyne existence limity

limPﬂpﬂn (6)

H-—+mo

pro libovolné j. Dokazme nyni, Ze posloupnost {K(p,,,,} konverguje.
Podle trojiahelnikové nerovnosti

”K‘pnn - -K(pmmH é ”K(Pnn _Piq)nn” + ”PJ"Pnn - Piq’mm” +

+ ”K‘pmm _'-Pi(pmm”' (7)
Mime

b
K‘Pvm - P.’ifprm = ;?nn = f—K;(x: -S‘) ?‘nn(s) ds.
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Odtud, v disledku nerovnosti Buiiakovského
bb
1K @nn — Pipunl® < |l@nall® [ [|K(z, s)[2 dz ds <

b b
< M2 [ [|K;(z, s)[2 dx ds
. aa
a uplné obdobné
bb
VE@mm — Pipmml* < M2 [ [|K (=, s)[* dz ds.
aa

V dusledku relace (3) muZeme zvolit § tak velké, aby jak prvni, tak
tfeti séitanec v (7) byl mensi neZ }¢, kde & je libovolné kladné éislo.
Zvolime-li pevné takové § a uZijeme-li existence limity (6), muZeme
zvolit n, tak velké, aby pro n = n,, m = ny bylo ||Ppu, — Pipmmll <
< de. Nyni ||K@,, — K@mnll < &, jestliZe n 2> ng, m = n,, a z véty
Riesz-Fischerovy plyne existence limity

limKeg,,.

n—>rx

Zabyvejme se nyni dikazem véty 3, § 12. Uvazujme mnoZinu funkei
@(x) s normou rovnou jedné. Oznadme x supremum veli¢iny |(Kg, p)|.
Podle definice suprema existuje posloupnost funkei y,(z), jejichz normy
jsou rovny jedné a jez vyhovuji relaci

h_{]il(KWm %)l = M- (8)
Piedpokladame, %e jadro K(x, s) je soumérné. V takovém piipads je
skalarni souéin (Kvy,, y,) redlny a mohou nastat pouze tfi pfipady:
a) im(Ky,, y) = p,
b) ]im(me ¢n) = —f"»
¢) posloupnost y,(x) je mozno rozdélit na dvé — nazveme je y,(x)
a y,(z) — tak, Ze '
Hm(Kyy, ) = 1, Lim(Kyn, pa) = — p.
Budeme uvazovat pouze pripad a). Pfipad b) se pfevede na pripad a)
zaménou A na — 4 a K(z, s) na — K(z, s) v integralnf rovnici; v p¥i-

pads c) stadi uvazovat posloupnost y,(x).
Podle véty 2 je moZno z posloupnosti {y,(x)} vybrat takovou éastec-
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nou pqsloupnost, kterou podle pfedchizejictho oznalime {y,(z)} tak,
aby existovala limita
w(z) = limKy,.

Déle necht je 7,(z) libovoln funkce,- jejiz ctverec je integrovatelny
v intervalu <a, b3, a ¢ je libovolné redlné ¢islo. Normra funkce
¥a(x) + t ()
| I o
je zfejmeé rovna jedné. Podle definice ¢isla
Yot Un Yo+ tya )
K , <
( lbpn + 0all Tipm + tmall/ =
Odtud lehce dostaneme
(K@Wn + ), vt t15) < 8 + a9 + ).
Odstranime-li zévorky a uvédomime-li si, Ze (., p») = [lyal[*= 1, do-

staneme

(K9n, wn) — p + 2t Re(Ky, — uyn, 1,) + 2[(ENn, 1) — plinal?l £ 0.

Levé strana posledni nerovnosti je kvadraticky trojélen vzhledem k ¢,
jenz neméni znaménka. V takovém piipadé je jeho diskriminant ne-
kladny _

|Re(K"Pn —/“pun), 771.)[ é.l/:u”nnllz - (Knm 771;) _l'/:u - (K"pm 1/)1:) (9)
Necht je nyni #, takova, Ze

ﬂ“’?n”z - (Knm 7711) < 0: (10)
kde C je konst.:a.nta, nezavisejici na n. Potom z (8) a (9) plyne, Ze
LimRe(Ky, — i, 1) = 0- .o an
n—

PoloZme nyni
b .
Na(z) = K’l/),, — Wy = — u () + fK(:E, ) Ya(s) ds.

DokaZme, %e nerovnost (10) je pfi tom splnéna. ProtoZe ||1p,,[[ =1,
podle trojihelnikové nerovnosti skuteénd plati

l7all < 1 + _IIfK‘_x, s) jpn(s) ds|l.
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Dale
b 0 b b ’
[[K(x, ) pu(s) ds|* < [|ya(s)| ds [|K¥z, )| ds = [|KX(z, s)| ds.
Integrujeme-li vzhledem k proménné 2 a-odmocnime-li, dostaneme
b
I/ K(z, 8) pa(s) dsl| < B. (12)

TudiZ |,/ < ¢ + B. Nyni
plnallP — (Kna, 1) < (e + B)? 4 (u + B) [ Kl
Diéle

b b ’ b .
[ Ena|* == | [ K (2, 8) na(s) ds|* < [[na(s)]* ds [|K(, 5)| ds <

, .
< (¢ + B)? [|K¥w, s)| ds;
(3
odtud tak jako shora najdeme

|IKn.ll < B + B) (13)
a koneéné
plnall* — (K7 1a) < (u + B)2.

Nyni vztah (11) nabyva tvaru
limRe(K% - /-“/)n"I("/)n — uyn) = 0.
Avsak posledni skaldrni souéin je kladny a rovny | Ky, — uy,|*
Odtud plyne, Ze
lim || Ky, — g = 0

¢ili )
lim(Ky, — py,) = 0, (14)
odkud e
’ limy,(z) = lim — Ky, — — ().
noo e 2
Oznadmne iw(x) = @;(z). Potom y,(x) > @,(x). Ziejmé |lg| = 1.

Opakujeme-li ty avahy, jich% jsme uZili pfi odvozovéni nerovnosti
(12) a (13), lehce nalezneme, %e Ky, — Kg¢,. Provedeme-li limitni
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y y !
piechod ve (14) a poloZime-li m = A, dostaneme

Pi(x) — 2, K@, = 0. (15)

Funkee ¢,(x) neni identicky rovna nule, nebot jeji norma je rovna jed-
né. AvSak potom z (15) plyne, Ze 1, je charakteristické &islo jadra
K(z, s). Tim je véta 3, § 12, a tedy také véta 1, § 12 dokdzdna.

KAPITOLA 3

SINGULARNI INTEGRALNI ROVNICE

§ 21. Hlavni hodnota integrdlu. Obvykla definice, jez definuje integral
jako limitu integrilnich souétd, je vhodnd pouze pro omezené funkce.
Jestlize integrovand funkce je neomezend, zavadime pojem ,nevlast-
nfho integralu*. Pfipomefime ho.

Necht funkce f(z) definovana v intervalu a < x < b neni omezena
v okoli bodu ¢ tohoto intervalu, aviak je integrovatelnd na kazdém
zintervalia <x < c—¢'ic + ¢ < 2 < bprolibovolnd mald kladnd
tisla ¢’ a &¢”. Utvolme soudet

c—e’ b

JHz) dx + [f(x) dx. (1)
a ct+e”

JestliZe ma tento soulet limitu, kdyZ & a ¢” konverguji k nule nezi-

visle na sob8, nazyvame uvedenou limitu nsvlastnim integralem

funkee f(x):

b c—é&' b
JH@) de = lim [Jf(z) dv + [f() dz] (2)

e =0

Muze se stat, Ze soudet (1) nema limitu, kdy% &' a ¢” konverguji k nule
nezdvisle na sobé, avSak limita existuje, jestlie &’ a &” jsou. pfi svém
piiblizovani k nule vizany néjakym vztahem. UvaZujme na pf. funkeci

1 .
fx) = » @ < ¢ < b. Mame:
x—c¢
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c—-¢8" b
dw  dz b—c e’
fx_c_+fx_c=lgc_a+lg|e—”- (3)

a c+e”

Kdyz ¢ a s” konverguji k nule, veli¢ina (3) nekonverguje k limité,
nebot POd]l se p¥i tom miiZe libovolné ménit. Aviak, jestlize podro-

bime &' a ¢” na pf. podmince &' = ke”, kde k je kladnd konstanta, bude
mfit souéet (3) limitu rovnou

Specidlné, jestlize poloZime ¢ = &” = ¢, dostaneme

c—e

. b—c
£:*2[fx—c+fx—c]‘ So—a “

Zavedme nyni nasledujici definici.

Necht je funkce f(x) definovdna v intervalu ¢ < x < b a nechf je
integrovatelnd na kazdém z intervalia <2 <l c—eac+ ez < b
pro libovolné malé kladné &islo e. Hlavni hodnotou infegrdlu funkce
f(z) v intervalu @ < z < b nazveme limitu (jestliZe existuje)

c—¢e

lim[[ f(z) d + f f) dx]. (5)
Pojem hlavnf hodnoty i samotny nizev byly zavedeny Cauchym.

Misto ,hlavni hodnota integrilu‘ budeme éasto Fikat ,,singuldrni
integral‘.? ,
Hlavni hodnotu integrilu budeme znadit obvyklym symbolem
b.
Také se uziva symbold

b ‘b *pb
V.P. [f(z) dw; [f(z)dz; [fix)ds;

nejsou viak obzvld$t nutné.

1 Rusky bud ,,cuHrynapHsiil naTerpan‘ nebo ,,0co6uiii muterpan‘’ (u Privalova).
Pozn. prekladatele.
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Poznamenejme, Ze hlavni hodnota integrilu splyvd s obvyklym
(vlastnim nebo nevlastnim) integralem, jestliZze tento existuje.

Uvedme nyni §irokou a pro aplikace velmi dileZitou t¥idu integrila,
pro néz hlavni hodnota existuje.

Predevsim z relace (4) plyne, Ze existuje singuldrni integral

b

T de b—z -
t__x_lgx_a,a<x<b., ) (6)

Necht funkece f(x) spliiuje tak zvanou podminku Lipschitzovu s expo-
nentem «. Tato podminka zni takto: existuji konstanty K a «, 0 <
< x < 1 takové, Ze pro vSechny dvojice bodu «', z”, leZici v intervalu
a £ x < b, je splnéna nerovnost

]f(xl) R f(xll)l < lel _ xll ﬁ. (7)
Trdu funke, spliiujici Lipschitzovu podminku s exponentem «,
budeme znadit symbolem Lipx; okolnost, Ze funkce f(x) piislusi t¥idé
Lip«, oznaéime takto:
f(z) € Lipex.

Jestlize f(x) md v intervalu a < xz < b omezenou derivaci, pak
f(z) € Lipl. To plyne bezprostiedné z véty o stfedni hodnots.

N

Véta 1. JestliZe f(x) e Lipa, palc singuldrid intégrdl

f
t_ldt (8)

existuje pro vechna x v intervalu a << x << b.

Dikaz je velmi jed.noduchy Napisme integraZI (8) ve tvaru

ff dt+]‘x)f dtx.

V prvém integralu plati pro integrand odhad

f(8) — f(=z)
t—x

—afl,
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Tento integral existuje jako nevlastni pro « << 1 a jako vlastni pro
x == 1. Druhy integral existuje v dusledku vzorce (6).

Pojem hlavni hodnoty se d4 lehce rozitit i na k¥ivkové integraly.
V dtsledku éastého uZiti v aplikacich budeme formulovat tento pojem
pro integrily funkei komplexni proménné. Necht L je hladka kiivka
(uzaviend nebo neuzaviend) se spojitou kiivosti a ¢ je komplexni sou-
Fadnice néjakého bodu na L. Oddélme bod ¢ kruhem s polomérem ¢
a se stfedem v tomto bod8. Zbyvajici éast kfivky oznaé¢me L,. Pied-
pokladejme, Ze funkee f(2) je integrovatelna na L, pro libovolné malé
kladné &islo e. Hlavni hodnotou integralu nebo singularnim integrilem
funkee f(z) na kiivce L nazveme limitu (jestliZe existuje)

lim [f(z) dz

e+0 L,
[f(z) dz.
L

Budeme fikat, Ze funkce f(z) spliiuje na kiivee L Lipschitzovu pod-
minku s exponentem « a budeme to znaéit f(2) € Lipo, jestliZze pro libo-
volné body 2/, z” k¥ivky L bude splnéna nerovnost

fZ) — f(=")] < K[z" —=2"|%, (9
kde K a « jsou n&jaké kladné konstanty a 0 < « < 1. Plati véta ob-
dobna vits 1:

a oznadime ji symbolem

Véta 2. JestliZe f(z) € Lipoc, pak singuldrni integrdl

(o) -
f £olar (10)

L

existuje pro vsechny bod'y z na kfivce L, aZ snad na jeji body koncové.

Probihd-li x interval @ < z < b, je integral (8) funkei proménné .
Oznadme b
14 -
fwy = [ 19 gz,

t—zx
a

O funkei f,(z) plati ndsledujici véta.l

1 Viz na pf. I. I. Privalov, Vvédénije v t&oriju funkeij kompleksnogo péremen-
nogo, izd. 8, Gostéchizdat, 1948. ’
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Véta 3 (I. 1. Privalova). Jestlize f(x) e Lipx, o < 1, pak v kaidém
uzavfeném intervalu a, < z < by, kdea, > aa b, < b, platf f,(z) e Lipe;
jestlize f(z) e Lipl, pak v témZe intervalu a, < x < b, plati f,(x) € LipB,
kde B je libovolné kladné &islo mendi nez jedna.

Obdobna véta plati i pro integraly (10). Pfi tom, jestlize je kfivka

uzaviena,
_ | D
hhiz) = f—g =L dg
L

prislusi t¥idé Lipx resp. Lipf na celé kiivce L.

Jako dusledek shora uvedenych vét dostanemé vétu, kterou bu-
deme formulovat, abychom se neopakovali, pouze pro integral (8),
i kdyZ plati i pro integral (10).

Véta 4. Necht f(x) e Lipx v intervalu a < « < b.-Necht

b
ho = [ a
¢ b

fie) = [ 2 a,

t—zx

Singuldrni integrdly fi(x), fo(z), ..., fal@), ..., existuji pro a < xz < b;
v kasdém uzavieném intervalu a, < x < by, kde a, >aab,<b, mdme
fn(x) € Lipx pro &« << 1 a f,(x) € LipB, kde B je libovolné &islo mensi neZ
jedna, jestlize « = 1. \

§ 22. Jadro Cauchyho a Hilbertovo. DiileZit4 tloha, kterou v fadg apli-
kaci hraje pojem singuldrniho integrilu, je disledkem nasledujici véty
theorie funkei komplexni proménné.

Véta. Necht L je hladkd kfivka a necht o(t) je funkce bodu na této
k#ivce, je£ vyhovuje Lipschitzové podmince s exponentem o, 0 < o < 1.
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Jestlize bod z konverguje z vnitfku resp. z vnéjshu kfivky L k bodu ¢ této
kfivky, pak integral Cauchyho typu

R | @(&)
| r(z>—2—mfc_zdc _ (1)
konverguje I limité -
1
Fift) = dolt) + 5 f Hag, (2)
L /
resp.
e - 'E(p(t) 27”; C_t C! (3)
T L

kde integraly ve vzorcich (2) a (3) jsou singuldrnd.

Tato véta diva podnét k n&kolika pozndmkim.

Piedevsim se predpoklids, Ze kiivka L probihé v kladném sméru,
takZe ji omezend oblast leZi po jeji levé strané. Index ¢ (vzorec (2))
znadi, %e z — ¢ z vnittku oblasti, a index e (vzorec (3)) znali, e z - ¢
z vnéjsku. Dale, kdyz hovofime o konvergenci bodu z k ¢, budeme pied-
poklidat, Ze se kfivka, kterou probihd bod z, nedotykd kiivky L;
v opa¢ném piipadé muZe byt tvrzeni véty nespravné. Koneéné mize
kiivka L sestdvat z nékolika oddélenych kiivek. ‘

Dikaz této véty neprovedeme, protoze jej 1ze najit v kterékoli uéeb-
nici theorie funkei komplexni proménné.

P Zv145t8 je t¥eba se zminit o pfipadu neuzaviené
- v kiivky. .

; ! JestliZze L je jednoduchy oblouk (obr. 3), ztraci

\_ﬁ( pojem ,,z vnitfku oblasti“ a ,,z vnéjsku oblasti‘¢

— - smysl, av8ak vzorce (2) a (3) zistavaji v platnosti.

Obr. 3. Sméry 7 a e jsou definovany takto: Dopliime L

obloukem L' na uzavienou k¥ivku, jeZ je oriento-

vana proti sméru hodinovych ruéiéek, a necht D je oblast ji omezena.

Pod i a e ve vzorcich (2) a (3) je potom tfeba chipat sméry z vnitiku
resp. z vnéjsku oblasti D. ‘

Vyraz d¢-
T—v (4)

kde ¢ a ¢ jsou body kfivky L, budeme nazyvat Cauchyho jddrem.
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Dulezitou ulohu hraje také t. zv. Hilbertovo jddro:

— S8 a
3 do, (3)

kde s a ¢ jsou reilné proménné, jez probihaji interval <0, 2x>. Hilber-
tovo jadro také souvisi s theorii analytlckych funkei. Objasnéme tuto
souvislost.

Vyjdéme z Poissonova: integralu

cotg g

2r

UG s)—lf 1 — 2 1
T 2 u(o) 1 4 72 — 27 cos(c — s) ?
0

jenz vyjadfuje hodnoty harmonické funkee U(r, ) uvnitf kruhu » < 1
pomoci jejich hodnot «(s) = U(1, ¢) na obvodu tohoto kruhu. PoloZme
re’® =z, ¢° = {. Potom, jak se lehce pfesvédéime (y je kruZnice
o] = 1), |
* 1 {4 zdl
U(r,s) = Re{Qn fu( )C—z C}
v

Oznacme V(r,s) harmonickou funkeci, konjugovanou s U(r, s).
Funkce V(r, s) je aZz na aditivni konstantu uréena. Tuto konstantu
zvolme tak, aby se V(r, s) rovnala nule ve stfedu kruhu. Potom

U(rs)—l—ers)_——f gizdc.

Necht nyni » — 1, takZe z konverguJe k bodu kruZnice y, zistavajic
uvnitt kruhu. UzZijeme-li vzorce (2), dostaneme po nékolika elementar-

nich pravich 2n
1 G
v(s) = —~5x fu(a) cotg
0

kde »(s) = V(1, 8) je limitni hodnota harmonické funkece V(r, s) na
kruZnjei y-

Vzorec (6) tedy vaZe limitn{ hodnoty konjugovanych funkei, harmo-
nickych uvnitf kruhu, pfi éemz konjugovana funkce V(r, s) ]e podro-
bena podmince

_sd )
o do (6)

V(r, s)‘,=0 = 0. (7)
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Jédro Hilbertovo a Cauchyho jsou v dosti jednoduchém vztahu.
Necht L je jednoduchd uzaviend hladks kijivka se spojitou kfivosti.
Necht jeji parametrické rovnice jsou

z = x(s), y = yY(s).
O parametru s budeme predpokliadat, Ze probihd interval (0,27).
Oznaéme ¢t = z + iy a t(s) = x($) + ¢ y(s). Rovnici kiivky L lze na-
psat ve tvaru ¢t = {(s). Necht ¢ je bod na L pfisludejici hodnoté para-
metru o, takZe { = ¢(o). Potom neni obtiZné dokazat vzorec

% = %cotg

kde P(s, o) je spojitd funkce obou argumentu splnu]wl Lipschitzovu
podminku s néjakym kladnym exponentem.

*do + P(s, o) do, (8)

§ 23. Vzorce pro sklddanf singularnich integrild. Necht

_ 1 [e@)
1 P1(8)
‘7’2()=2Tn c_tdC

kde L je uzavfend kiivka, at uZ ]ed.noduse nebo mnohonisobné sou-
visla. Uréeme, jak lze pifmo vyjadfit g.(f) pomoci ¢(t). UvaZujme
integraly Cauchyho typu:

q’l(C)
fC dC f1 zdf-

Podle vzorce (2), § 22

148) = 3o(®) +—f¢ 4, fult) = boul®) + 55 Z:?”l‘c’dc

Odtud, uz1]eme -li deflmce @1(t) & @y(t), dostaneme:

t) = fi(t —%tp ), @a(t) = fru(t) — Bu(0). (2)
Dosadme hodnotu () z (2) do f,(2):
fule) = 2—71” [0 ;- L[ 29 (3)
L L
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Prvy integral ve (3) je Cauchyho integrél, nebof jeho hustotal) f,(¢) je
limitni hodnota funkece f(z) reguldrni uvnitf L. Uvedeny integral se
tedy rovna f(z). Druhy integril ve (3) se zfejmé rovnd 1f(z). TudiZ
f1(z) = 3f(2) a f1,(¢) = }/.(¢). Nyni ze (2) plyne

@a(t) = 3f:(t) — 31.(8) — 2p(0)] = 1o(t).

Tim jsme dostali Poincare-Bertranduv vzorec pro sklddan{ singular-

nich integralt:
1 dr [ o) 4, _
(271)? fr —1 fc —7d6= 1ol (4)
"5 7

Poznamenejme, %Ze v dvojnisobném singularnim integrilu nelze
zaménijt pofidek integrovani; jestlize zaménime pofadek integrovani
ve (4), dostaneme integ'rél

(2m f dCf r)r—t

jenZ se rovnd nule,

Jestlize { + ¢, pak opra,vdg

f v 1 {j‘ dr fdr }
(E—a)(r—t) t—tlJr—t Jr—2¢f
L L L

Ve vzorci (1), § 22 polozme ¢(f) = 1. Potom F(z) = 1, jestlize z lezi
uvnitt L; vzorec (2), § 22, v némzZ nahradime 7 za £, nyni da

1 fdr =1
2 J T —t 2
L

1 dr _ 1
270 J T — ¢ 2
L

dr-
f@——rern:O’ e

u(g)

Uplng obdobns

a tedy

1 Hustot)ou integralu typu Cauchyho —_— j dC se nazyva funkce u({).
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Odvodme vzorec pro skladani integralt s Hilbertovym jadrem.
Necht '

1
i) = 5~ f ¢(0) cotg }(s — o) do,
0

Pals) = 5 f #.(0) cotg }(s — o) do.
0
Oznadme U(r, 8), U,(r, 8), Uy(r, s) funkce harmonické uvnitf kruhu
r < 1, jejichZz hodnoty na kruznici r = 1 jsou resp. @(s), ¢.(s), @2(s).
Potom U (r, s) je funkce konjugovand s U(r, s) a Uy(r, s) je konjugo-
vana s U,(r, s). ’
Z rovnic Cauchy-Riemannovych neni obtizné nahlédnout, zZe

Uy(r,s) = — Uf(r, 8) + C, C = konst.

V souhlase s tim, co bylo fedeno v § 22, je konstanta C uréena podmin-
kou Uy(r, s)[s_o = 0. Odtud

C = U(r, 9)|,.0-

Av3ak hodnota harmonické funkece ve stfedu kruhu se rovna aritme-
tickému primeéru jejich hodnot na kruznici. Odtud

2n 2n -
1 1
C’=—271fU(l,a)dq=%f(p(a)da.
0 0

2n
Uyr,s8) = —U(r, s) + —217_5 f(p(a) do.
0

Polome v této rovnici r = 1. ProtoZe U(1, s) = @(s), Uy(l, s) =

= @4(s), dostaneme kone&né
27

1
- Po(s) = — @(s) + 5~ f ¢(0) do.
0
Nahradime-li ¢,(s) a potom @,(s) jejich vyrazy ve tvaru singulérnich
integrall, dostaneme Hilbertiv vzorec:
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27 2n

(z:r)z f cotg (& — s) dd f @(0) cotg (6 —¥) do =

0

2n
= — 0 + 5= [pior a0 (6)
0

Jednoduse se sklddaji dva integrily, z nichz jeden je singuldrnf
a druhy obyéejny. Necht H(s, o) je funkce, vyhovujici Lipschitzové
podmince. Potom ve dvojndsobném integralu

F(s) = [cotg 1(® — ) A9 [H(S, o) do
0 0

lze zameénit pofadek integrovani a F(s) spliiuje Lipschitzovu podminku.
Obdobn4a véta plati i pro integrily s Cauchyho jadrem. Podrobnéjsi
dikaz tohoto tvrzeni lze najft v [28f].

§ 24. Singul:’u"ni integralni rovnice s Hilbertovym jadrem.

Budeme uvaZovat rovnici tvaru ,

/

0 906) + o [ o) ot bio —o) do + [ K(s,0)ot6) do = fis), (1)
! 0 0

kde a a b jsou obecné komplexni konstanty.
O jadru K(s, o) budeme piedpokladat, Ze spliiuje Lipschitzovu
podminku. Totéz budeme pfedpokladat o pravé strané.
Piedpokladejme nejdfive, Zze K(s, 0} = 0, takZe uvazujeme rovnici

\ 27

Ly = apls) + o f #l0) cotg 4o —s)do = fls).  .(2)
Re3f se takto: ’
PoloZzme
. 2n
Mw=a (;u(s) — 2—2; fw(cr) cotg (o — s) da, (3)

0
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kde w(o) je libovolna funkee. Na obé strany na$i rovnice aplikujme
operator (3). Dostaneme novou rovnici

MLy — F(s), F(s) = M},

kterou, uzijeme-li Hilbertova vzorce, lehce uvedeme na tvar

2
@+ ) 906) — 2 [ plo) do = Fio) *)
0

JestliZze a? 4+ b2 # 0, pak je to Fredholmova rovnice s velmi jedno-
duchym degenerovanym jadrem.

DokaZme, Ze je ekvivalentni rovnici (2), jestlize jen ¢ + 0. Napidme
proto rovnici (4) ve tvaru MLp — Mf = 0 &ili M(Lp — f) = 0. Ozna-
¢ime-li Ly — f = w, dojdeme k rovnici Mw =: 0 &ili podrobnséji

2z
a w(s) —2% fw(a) cotg (o —s)do = 0.
0

Aplikujme na obé stfany této rovnice operator

2n
als) + o f () cotg h(o — o) ds.
0

Potom dostaneme rovnici, jiz nutné vyhovuje w(s): '

2n
a[a w(s) —2—3—1 fw(’a) cotg (o — s) da] +
0
2n

2n
+ % fcotg 3o —s)do [a w(s) —2b—n fw(ﬁ) cotg (9 — o) d‘ﬁ] -0
0 1]

Odstranme ziavorky a dvojndsobny integral nahradme podle Hil-

bertova vzorce. Potom dostaneme
2

(a® + %) w(s) — b—sz(a) de = 0. (*)

Odtud plyne, Ze w(s) = konst. Dosadime-li -do (*) w(s) = w(c) = C,
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najdeme, Ze a*C = 0 ¢ili C = 0. Nyni w(s) =0 ¢élli Lp — f= 0, t. j.
z rovnice (4) jako dasledek plyne rovnice (2). Na druhé strans je ziejmé,
Ze rovnice (4) je dusledkem rovnice (2); tim je jejich ekvivalence do-
kézana. Resfme-li rovnici (4) methodou § 4, dostaneme hledané Yesent

P(s) = pe

» b 2n |
- j_ 5 1) —m_ff(a) cotg (o — s) do +

2x
b2
+ Sma@ T 59 ff(or) do. (5)
0

Jestlize a? 4+ b2 = 0, 1ze dokazat, Ze rovnice (2) je v obecném piipadé
nefeSjtelns.
Zvlast je tieba pojednat o pripadu a = 0. PoloZime-li b = 1, coZ
neni zfejmé na djmu obecnosti, dostaneme rovnici prvého druhu
2x

5 | #(0) cotg (o —s) do = f(s). (6)
) 0

Vzorce (5) se v tomto pripadé neda uZit, aviak rovnice (6) se lehce
fesi pfimo. Provedme ziménu pismen o a s na & a ¢, nisobme obé stra-
ny rovnice vyrazem

1

e cotg $(c — s) do
a integrujme v mezich (0, 2r). UZijeme-li Hilbertova vzorce, dosta-

neme
2n

P) — 5 f pls) ds = F(s), F(s) = —5 f f(o)ootg bo —s) do. (7)
0 0

Tato rovnice se lehce resi. PoloZme

1 .
o p(s)ds =C
0
Po_tom
p(s) — C = F(s)
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Integrujeme-li‘ tuto rovmici.v mezich <0, 2n>, dojdeme k rovnici

2z

1
0= py F(s) ds. (8)
0
Nenf obtiZné se piesvéddit, Ze je splnéna vidy, at je funkee f(s) jaka-
koliv. Konstanta O zilistava libovolnou a tak dostaneme

@(s) = —2% ff(a) cotg 3(c — s) do + C. (9)

Dosadime-li toto do (6), p'f'esvédéime se, ze vyraz (9) vyhovuje
rovnici tehdy a jen tehdy, kdyz

?}(s) ds = 0. (10)

Podminka (10) je tedy nutni a postadujici k tomu, aby rovnice (6)
méla TeSeni.

V piipadé obecnéjsi rovnice (1) dostaneme, jestlize aplikujeme na
obé jeji strany operator (3), integralni Fredholmovu rovnici obecného
tvaru. Uloha se tim prevadi na jeji fefeni. Lze dokazat, Ze uvedend
Fredholmova rovnice a rovnice (1) jsou ekvivalentni.

Na zivér feknéme nékolik slov o singulirni rovnici obecngjsiho
tvaru:

27 2

ot5) ) + 52 [ pto) ot 4o — ) do + f K(s,0)p(0)do = f(s) (11)
0 0

.8 proménnymi koeficienty a a b. Jestlize a(s) a b(s) vyhovuji Lipschitzo-
vé podmince, potom, aplikujeme-li na obé strany rovnice (11) ope-
rator

2%

Mo = a(s) w(s) ——b2‘(—i) fw(a) cotg (6 — s) do,

0

dostaneme integralni rovnici Fredholmova, typu. Tato vS8ak nemusi
byt ekvivalentni rovnici (11).
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§ 25. Singularni integralni rovnice s jddrem Cauchyho.

)+ — fC 1(®), (1)

kde @ a b jsou konstanty a L je uzaviend kiivka,! se také Fe§i velmi

Singularni rovnigce

jednoduse. Na obé strany rovnice (1) aplikujme operator

= a w(t) —%f%dc. (2)
J ¢

Utzijeme-li Poincaré-Bertrandova vzorce, lehce najdeme

(@ — ) p(t) = a f(1) —ifg‘f)tdc

Jestlize a® — b® + 0, dostaneme:

. _
) = az—iﬁ"(t? T (@ =) f gﬂ—gtdc' (3)
L

Dosazenim do (1) se pfesvédéime, Ze funkce (3) skute¢né vyhovuje nasi
rovnici. Pfipad ¢ = 0 neni tentokrdte vyjimeény.

V piipadsé rovnice obecnsjsiho tvaru,

alt) p f 2 q; 4 f K(t, 2) p(0) 2 = 1), a*(t) —b(8) £ 0,
@)

vede uziti tého# operitoru

Meo = a(t) of) — f T—

-na rovnici Fredholmovu. JestliZe @ a b jsou konstanty, je ziskana
Fredholmova rovnice ekvivalentni rovnici (4). V obecném piipadé tato
otdzka vyzaduje dodateéného vysSetfovani.

1 NezaleZi na tom, zda je jednoduse nebo mnohonésobné souvisla.



§ 26. P¥ipad neuzaviené souvislé kFivky. Jestlize k¥ivka L neni
uzavfend, vzorec Poincaré-Bertrandiv neplati a methody FeSeni singu-
larnich rovnic vyloZzené v § 25 nelze uzit. UZijeme zde jiné methody,
zaloZené na prevedeni singuldrni rovnice na tak zvanou tlohu Rieman-
novu.! Poznamenejme, Ze této methody lze také uzit, jestlize kiivka L
je uzaviena.

Necht L je jednoduchy hladky oblouk se spojitou kfivosti. UvaZzujme

rovnici
o) + 2 [FEaz = jo )
J

Pro jednoduchost predpoklidejme, Ze a a b jsou konstanty-a a?—
—b% £ 0.
Jako novou proménnou zavedeme integral Cauchyho typu s husto-

tou ¢({):
_ 1 o(£)
)= o [ £ (@)
_ L
Ze vzorci (2) a (3), § 22 plyne:
p(t) = (t) — F (1),
oy t L
= | £2540=Fi) + Fup0).
Dosadime-li toto do (1), dostaneme rovnici:
(@ + b) Fi(t) — (a —b) F.(t) = [(1) (4)

Tak jsme doli k Riemannové tiloze: urdit funkei F(2), jestliZe je ddna
linedrni relace mezi jejimi limitnimi hodnotami z vnitfku a z vnéjsku
kiivky.

Polozme
F(z) = O(2) o(2) (5)
a zvolme w(z) tak, aby

@+ b) 0,(z) = (@ —b) w.(2). (6)

Funkce w(z) je tedy feSenim homogenni Riemannovy dlohy.

1 Podle terminologie N. I. Muschveli§viliho [28f] na tlohu Hilbertovu.
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Uvazujme funkei

o = (2=3]" 1)
kde « a B jsou poditek a konec oblouku L, m je libovolnad konstanta.
Kazda vétev této funkee je regulirni v roviné, rozdélené fezem podél L.
Zvolme jeji libovolnou vétev, na pf. tu, jeZ se rovni jedné pro z = co.
Pfi obéhu proti ru¢iCkdm hodinovym okolo bodu « se funkce w(z)
ndsobi &initelem e?™. Tudi

w,(2) = e*™ w,(2).
Uréeme nyni éislo m z podminky
2nim a + b
e = ———. (8)

Potom funkee (7) vyhovuje rovnici (6). Rovnice (8) uréuje &islo

" — l_lga,—|-b (9)

T 27t Pa—b

aZ na libovolnou celistvou aditivni konstantu. Zvolme tuto konstan-

tu tak, aby platilo 0 < Re(m) < 1.

Z Il: mezi 0 a 27. P¥i této volbé ¢islam

K tomu stadi vzit hodnotu arg

jsou obé funkece w(z) a aﬁ absolutné integrovatelné podél L.
Dosadime-li nyn{ nalezenou hodnotu w(z) do (5) a dale do (4), dosta-

neme:

W)t—ﬂy
() — = . 10
o) — o) = S5 =L (10)
Tato jednodu$$i Riemannova tloha se Fesi velmi lehce. Vzorce (3)
praveé ukazuji, Ze jako ®(z) lze zvolit integral Cauchyho typu

o C—pym . dL
20 = sty [ (E22) 10 5=z (1)
L

- 1 z—\m (L —B\" d¢ :
) = 2ni(a + b) (z_ﬂ) f(C—m) fe) — (12)

L
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ResSeni integrlni rovnice (1) lze najit pomocf prvého ze vzorci (3):

B a . b  A— L —pm dg
0= G )~ = f(g_a) 10725 (13

Regeni (13) neni obecne jeding. Abychom se o tomto presvédéili,
uvaZujme homogen.m rovnici

a‘l’o()‘l‘;i f%f%d(zo. (14)

UZijme téhoZ postupu a poloimeL
Fue) =5 [ 222z, (15)

L
Fo(z) = (z — ;)m B, (2). (16)

Viimnéme si, Ze se Fy(2) a tedy i @y(2) rovnd nule pro z = oo. Misto
k (10) dojdeme nyni k rovnici
Doi(t) — Doc(t) = 0. (17)
Funkece @(z) nabyva tedy na oblouku L stejné limitni hodnoty z riz-
nych jeho stran. Z toho lehce usoudime, Ze @,y(z) je regularni v celé
roving, a% snad na body « a . PoZadujme, aby souédin
t—n
Po(t) 1g T—5
byl absolutné integrovatelny podél L.
Necht z, a 2, jsou dva libovolné body roviny z, leZicf vng L. Integru-
jeme-li (15) po cesté, kterd spojuje z, a 2, a kters nemd spole¢né body
s L, budeme mit N

23 B )
f Fyf2) de = f Po(0) g+ —2 de.

z «
Nechame-li z;—>«, 2, — f, najdeme, Ze F(z) je integrovatelnd po libo-
volné cesté, kterd spojuje « a f# a nem4 jiné spoleéné body s kfivkou L.
Odtud plyne, Ze neurdity integral

[Fo(2) dz
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je omezeny v bodech « a §. To by nebylo mozné, kdyby « a bylypod-
statné singuldrnimi body funkce @y(z). Aviak potom mohou byt pouze
jejimi poly. Pfedpoklidejme, Ze redlns éast m je rizna od nuly; potom

B .
0 < Re(m) < 1. Ponévadz integral [Fy(z) dz m4 koneénou hodnotu,

snadno najdeme podle vzorce (16), Ze § je regularnf bod a & je p6l prvé-
ho #ddu nebo regularni bod funkce @y(2). Konetnd @y 0) = 0. Z toho
vieho plyne, Ze o

Dy(z) = p, , ¢’ = konst. (18)

Nyni '
Fy(z) = & — )™z —p)™

a podle prvého ze vzorcl (3) nalezneme feseni homogenni singularn{
rovnice (14):

o c
w ===

¢ = c'(1 — e?~m), (19)

Obecné feSeni rovnice (1) je ddno vzorcem

“ b t—o\" [(£=8\", ., _d¢
o) = o2 10— g (t —ﬁ) Lf (¢ —a) =t
Cc
(t — o)™t — )™

kde ¢ je libovolna konstanta. Tuto konstantu lze zvolit tak, aby ¢(t)
byla omezend na jednom &i druhém konci oblouku L.

+

(20)

Misto (13) 1ze najit druhy vyraz, v némz x a § vystupuji soumérnéji.
Polozme _
Ple) = (z— )™ (z — p)™ F(2). (21)

Dosadime-li toto do (4), dostaneme:

Yi(t) — Vo) = g O — &)t — ).
Odtud

) - 1 j‘(-c - oc)l—"; Ez—ﬁ)?” 1€ ae.

L
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Nyni jiZ nenf obt{Zné uréit ¢(£):

; a . b
o) = Sl — (a_m%mu—aﬁma—ﬂw'
z—t ! |
Toto je partikulérm feSeni. Obecné Feseni pak lze napsat, ve tvaru
a b
)= m Y — m —Emme—a o g —
(c—meC—mﬂ o :

I
Hodnoty konstanty ¢ v (20) a (23) jsou rizné.
UvaZujme specialné rovnici prvého druhu:

1 | o) 4, .
2 [ Ea=o (24)
L
Zde a = 0, b = 1. Déle

=1 1=
m 2—m.g( 1)=1%

a vzorec (20) v tomto piipadé dava

— {—8 f(¢& c
Pl = mV ﬂf]/ xt— H’ymﬂ (25)

Polozime-li a = 0 ve (23), dostaneme fefeni v druhém tvaru:

V(£ —a)(C—B) 1(2) ¢
m[/t—oc t—p f {—t dC+V(t—0‘)(t—l3).

(26)

B
Jestlize Re(m) = 0, pak ze vzorce (16) a z toho, Ze integral [F(z) dz

je koneény, plyne, Ze « a f jsou reguldrni body funkce Py(z). AvSak
potom podle Liouvillovy véty @,(z) = konst., a protoZe @y(o0) = 0,
®,(z) = 0. Rovnice (1) m4 v tom piipadé jediné ¥eSeni, uréené vzorcem
(13); vzorec (22) nedava feSeni pro Re(m) = 0.
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§ 27. P¥ipad neuzav¥ené nesouvislé kFivky. Necht se nyni ktivka L
skladd z n jednoduchych oblouki L,, Ly, ..., L,, jeZ nemaji po.dvou

spole¢né body. Rovnice
+ﬂf¢ .4¢ = f(t) 1y

srkonsta.ntnimi koeficienty a a b se Ye$i tym% zplisobem jako v §26-

PoloZime-li
’ 1 [ e0)
F(Z) - fé- _zdé-s

2711

dostaneme jako diive

(@ + b) F(t) — (@ —b) F.(t) = [(t). )
Oznadme ;. a f§; poéiteéni a koncovy bod oblouku L,. Poloime
P =11 (z—_ﬂ) ), (3)
k=1\2 — By

kde exponent m je definovan vzorcem '(9), § 26. Dosadime-li toto do (2),
dostaneme

Di(t) — Dot = — H(t_ﬂk) ),

a+ broi \t —ox
odkud plyne, Ze lze zvolit

C _ﬂk dg
a tim dostaneme partlkularm TeSeni rovnice (1):
a ot — K {— ﬂk f( ) °
o) =gl — —b2 mD(t—ﬂk) fﬂ(c—ak) T
(8)

Z téchZe uvah jako v pfedchazejicim paragrafu najdeme, Ze v pripadé
homogenn{ rovnice je pfisludna funkce @y(z) rovna

Bole) = 5~

o112 — o
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¢ili, jestlize tyto zlomky prevedeme na spoleéného jmenovatele,

Dy(z) = "P"‘—l(z), (6)
L].:[ (2 — og)

kde P,_,(z) je libovolny polynom stupné n — 1. Nynf{ lehce najdeme,
Ze TeSeni homogennf integrdlni rovnice

apit) + 7[5t =0 a0
L

se rovna

Polt) = — On=s(0) , (7)

T — sr=m ¢ — ™)

kde @,,_,(t) je libovolny polynom stupné n — 1. Obecné FeSen{ rovnice
(1) ma tvar

a b ot ="

o) = =) — G L (t —ﬂk) '

n [y p\m a¢ @n-y(t)

H(C-—ﬁ‘) 07—tz - O
« i — swp=n — o)

Polynom @Q,-(t) 1ze zvolit tak, aby ¢(¢) byla omezend v danych » kon-
covych bodech obloukua L,, L,, ..., L,.

§ 28. Soustavy singuldrnich integrilnich rovnic. Soustava singularnich
rovnic s Hilbertovym jadrem m4 tvar

n

2n
b, - .
L@y, @ -0 Pn) = 2. {ak,- ?i(s) + 5 f #1(0) cotg ho — ) do +
0

i=1

2%
+ me(u?, o) 5(o) do} =fu(s), k=1,2,...,m, (1)
0

kde jadra K (s, o) splituji Lipschitzovu podminku vzhledem k obéma
proménnym.
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Tuto soustavu lze lehce pfevést na Fredholmovu. Stadi ji nahradit
soustavou

M_k(Ll’ L2v ceey Ln) = Mk(fla_fm reey .f'n), (2)
2n

Mk(wl, Wgy -+ -y Wy) i {ak, wy(8 l;j; fw,(a) cotg 4(c — s) da.}_ (3)
0

kde

Neni obtiZné se presvédclit o tom, Ze soustava (2) mé tvar

3 (um nl6) + JK2n(5,0) pule) d0) = Wil o )y (8
kde

= .z;(akaadm + bysbim) ()
iz

a K},(s, o) jsou néjakd nova jadra, jez také spliiuji Lipschitzovu pod-
minku. Otdzka, jsou-li soustavy (1) a (4) ekvivalentni, je dosti obtiZna.
Nékteré navody na jeji Fefenf lze najit ve €ldnku N. I. Muschelisvi-
liho [28e]. )

To, co bylo Feleno, se beze zmény plendsi na soustavu singuldrnich
rovnic s jadry Cauchyho, jestliZe se integraly vyskytujici se v soustavé
berou podél uzaviené kiivky.
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CAST 1I

UZITI INTEGRALNICH ROVNIC

KAPITOLA 1

DIRICHLETUV PROBLEM A JEHO UZITI

Dirichletiiv problém méa v matematice co do ¢etnosti a riznorodosti
aplikaci mimofadné misto. Na néj se bezprostfedné prevadi zakladni
dloha hydrodynamiky — tloha o obtékani, dile problémy torse
a ohybu v theorii pruznosti. S nim jsou také tésné svaziny zakladni
ulohy statické theorie pruznosti jak v roviné, tak v prostoru. S tymz
problémem maji styéné body i tlohy z theorie §ifeni vln v pruzném
prostiedi. Tento vydet by bylo lehce mozno rozsitit.

V této kapitole vylozime methody fesenf Dirichletova problému, jez
jsou spojeny s theorii integralnich rovnic, a nékteré jeho aplikace. Bu-
deme se zde piedev§im zabyvat rovinnym problémem, jenZ ma pro nis
zv]astni vyznam jak pro hojnost aplikacf, tak pro vétsi rozpracovanost
a efektivnost method FeSeni.

Pfipomeiime, ze Dirichletiv problém spoéfva v urdeni funkce, har-
monijcké uvnit¥ oblasti, jestliZe jsou znamy hodnoty této funkce na
hranici oblasti.

§29. Dirichletav problém pro jednoduse sou-
vislou rovinnou oblast. Uvazujme nejdfive
ptipad kone&né oblasti (obr. 4). Oznadme oblast
pismenem D, jeji hranici pismenem L. O k¥ivece
L budeme piedpoklidat, Ze je hladké a ma spo-
jitou k¥ivost. Hledanou harmonickou funkei Obr. 4.
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oznaéme U(z, y), jeji hodnoty dané na L oznalme u(t), kde ¢ je kom-
Plexni soufadnice bodu na hranici. Harmonick4 funkce U(z, y) v jedno-
duse souvislé oblasti muZe byt povaZovdna za reilnou &ist néjaké
analytické funkce ¢(z), regularni v této oblasti;! nasi tlohu rozfe$ime,
jestliZe nalezneme funkei g(z). Tuto posledni budeme hledat ve tvaru
integralu typu Cauchyho

?(e) = 2; A8 q, (M

jehoz hustotu x(£) budeme povaiova,t za realnou. Tim se tiloha pievadi
na uréeni u(f).

Nechme bod z ve vzorei (1) konvergovat z vnittku oblasti k néjaké-
mu bodu ¢ na hranjei. UZijeme-li vzorce (2), § 22, dostaneme:

P(t) = 2m C (2)

Urdeme ve (2) redlnou éast. VSimneme-li si, Ze Re{p(t)} = u(t), najdeme
t)+ fc 7 48 = 2u(t)]

¢ili, protozZe funkce u({) je redlnd,

ut) + = f ( t) = 2u(t).

Vypoétéme jadro integralu. Necht ¢ — ¢t = re'?. Potom

d
Tm (%) = Im(dlg(¢ — 1)) = d¥ = =~do,

kde do je element oblouku hranice. V disledlku Cauchy-Riemannovych
rovnic

1 Zde i déle budeme funkei komplexni proménné nazyvat analytickou v oblasti,
jestliZe tato funkece je holomorfni v kaZdém bodé& oblasti, aZ snad na koneény
potet bodl nebo &ar. Budeme nazyvat analytickou funkei reguldrni v oblasti,
jestliZe tato funkce je jednoznaéné a nemd uvniti oblasti singularni body. Nami
uZivana terminologie neni obecné pfijata.
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o0 _olgr 1 or,
' o6~ v r ov
‘Zvolme smér radius-vektoru r od ¢ k ¢. Potom, jak lze snadno vidét

o cos(r, »), a tedy definitivné

ov
ds cos(r, v)
Im ( r— t) —— de.
Jestlize r — 0, pak i cos(v, ) - 0; bez obtiZi 1ze dokdzat, e p¥i naem

predpokladu spojitosti k¥ivosti k¥ivky L je jadro °

L(:’L) spojité. Tim

dochézime k integralni .rovnici Fredholmova typu s mezndmou u(t):

p(2) —% f ﬁ(c)ci(:’—’—)da — 2u(t). (3)
L

Ve specidlnim p¥{padé, kdy hranite L je elipsa, jsme tuto rovnici
8tudovali v §§ 5 a 7. DokaZeme, %e rovnice (3) je FeSitelnd a ma jediné
feSeni pro libovolnou pravou stranu. Jinymi slovy dokizeme, Ze

M Podle Fredholmovy

alternativy (§ 8) staéi dokazat, Ze piislusnd homogennf rovnice ma
pouze trivialnf FeSeni.

1 SRR y
A= P nenf charakteristické ¢islo jadra

Necht «(¢) = 0. Rovnice (3) se stane homogenni. Necht u,(¢) je jejf
libovolné Feseni, takze '

olt) — = f (52 g5 . (4)
L
Polozme (z je bod uvniti D)
Pole) = 5 f Ll g, (%)

Podminka u(t) 0 ukazuje, Ze Re{gy(t)} = 0, jestliZe ¢ je bod na L.
Podle véty o ]ednozna,cnost1 Dirichletova problému Re{gy(z)} =0
v celé oblasti D. Nyni z Cauchy-Riemannovych rovnic plyne, Ze @y(z)
jeryze imagindrni konstanta, g,(z) = ¢a. Rovnici (5) 1ze pfevést na tvar

1 » je vnd&j8i norméla k L.
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t f”oudgzo’ .

24 {—=z
L

>

pfi dem# tato identita plati pro kazdy bod z uvnit¥ D. Aviak potom,
podle zndmé véty o Cauchyho integralech, po({) — ¢a je limitni hod-
nota na L néjaké funkee y(z), reguldrni vné L a rovné nule v nekoneénu.
Imaginarni 84st této funkce se rovna na L konstant® a, avSak potom
y(z) = konst. ProtoZe se rovnd nule proz = oo, p(z) = 0. Funkce
1o(t) je hodnota Re{y(x)} na hranici, a proto u,(t) = 0. Tim je naSe
tvrzeni dokazano.

2 w7

! ; . .- . ..
Protoze — neni charakteristické ¢islo rovnice (3), 1ze na tuto rovnici
- [151] ) _

uzit pfibliznych method FeSeni, vyloZensch v §§ 5 a 7.

Resme nyni Dirichletiiv problém pro oblast D’, vnéj$i vzhledem
k L. Tentokrate nelze hledat ¢(z) ve tvaru integralu typu Cauchyho,
protoZe se takovy integril rovni nule pro z = oo, zatim co @(z) je
pouze omezena v nekoneénu. Budeme proto hledat ¢(z) ve tvaru souétu
integralu typu Cauchyho a néja,ké konstanty; poloZime

«p(z)—zm MY ag 45 f (t)d (6)

Hustotu x(¢) budeme podle pfedchézejictho povaZovat za redlnou. Ne-
chime-li z konvergovat k bodu ¢ na hranici, dostaneme v souhlase se
vzorcem (3), § 22:

’ £)
Plt) = — gl0) + 5o 2m K ar 4 o f
Opakujeme-li pfedchézejict uvahy, dojdeme k integralni rovnici

ult) + f uiey 2 gg 2 f @) do = —2u@). (1)

Dokazme, Ze rovnice (7) je Feditelnd. Necht jako vySe u(t) = 0, uo({)
necht je feSenf homogenni rovnice

polt) + = f °°‘“’”da—%fyo<c>da=o (8)
L
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;%@ )do; ze D'. (9)

Z rovnice (8) plyne, Ze Re{gy(t)} = 0, t ¢ L. AvSak potom, stejné jako
vyse @y(z) = 1a. Dosadime-li toto do (9) a nechdme-li z - oo, dosta-
neme

1

ia’ 275 /’LO(C) d

L

Protoze funkce uq(l) je reilna, je

a=0, [py(¢)do=0. (10)
L
Nyni zfejmé
L fuoll) (o )
2mf§——z b=0, ze D"

V disledku zndmych vlastnosti integralu typu Cauchyho odtud plyne,
Ze ue(¢) je limitni hodnota na I néjaké funkee y,(2), regulami v D.
Pii tom Im(y,(2)) = 0, protoze uy({) je redlnd. Odtud y,(z) = C =
= konst. a tudi# piy(¢) = C. Dosadime-li toto do (10), presvédéime se,
ze C = 0 a konecné uy({) = 0.

V souhlase s Fredholmovou alternativou mufeme nyni tvrdit, Ze
rovnice (7) m4 Feenf, a to jediné, at je funkce u(t) jakékoliv. Re$ime-li
tuto rovnici a dosadime-li FeSen{ do (6), dostaneme FeSeni Dirichletova
problému pro oblast D’.

§ 30. PFiklad: Konformni zobrazeni vnitFku elipsy na_kruh. Jak je
zndmo, Dirichletiv problém se di jednoduSe FeSit, jestliZe je znamo
konformni zobrazeni oblasti na kruh. Naopak jestlize je pro néjakou
jednoduse souvislou oblast znamo feSeni Dirichletova problému, lze
najit funkei, konformné zobrazujici oblast na kruh. DokaZzme to.

Necht w = w(z) je funkce realisujici konformni zobrazeni oblasti D
na kruh |w| < 1. Necht dile z = a je bod oblasti D, jenZ je zobrazen na
stfed kruhu w = 0. Potom

w(z) = (: —a) pl2), (1)
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kde y(2) je regularni a razna od nuly v.D. V tom pripadé funkce

¢(z) = lgy(2)
je také reguldrni v D. Najdéme podminky, urdujici funkei p(z).
Jestlize z splyne s bodem ¢ hranice, pak

[w] = [t —a|. |p#)] = 1.

Odtud )

Re{g(t)} = Iglp(t)] = —lg|t —a]. (2)
Abychom tedy uréili @(t), je tieba fesit Dirichletiv problém pro
u(t) = —Ig|t — a|. Najdeme-li ¢(¢), pak jiz lehce uréime w(z).

‘Jako pfiklad najdeme funkei, kterd konformné zobrazuje vnitiek

elipsy
z = a cosd, y = bsind

na kruh |[w| < 1.

Tuto tlohu lze TeSit pomocf eliptickych funkef. Podame vsak zde
jiné FeSeni uZitim integralnich rovnic.

Zédejme, aby stied elipsy. pfeSel v stfed kruhu. Pro funkei ()
dostaneme podminku na hranjci

Re{p(t)} = —lgt].’

_ 1 ©(8)
)= 2nif§—zdc’
L

dojdeme k integralni rovnici (§ 5, vzorce (14) aZ (15))
2z .

Polozime-li

dr ,  a®—0b?
ult) + 5o f MO T £ = — el ¢ =S5 0)

0

Najdéme Fourieriiv rozvoj funkce 2 Ig[¢|. Mdme:
2 Igjt| = lg(a® cos*} - b2 sin).
Bez obti#i si ovéfime identitu

+

{1 +i5i0)

kde ¢ = e®. Rozvineme-li v nekoneénou fadu logaritmus na pravé

lg(a® cos®*? + b2 sin®*P) =
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strané rovnice a oddélime-li redlnou éast, nalezneme hledany rozvoj:

a+b

lg(a®cos?? + b%sin®f) = 21g

&k \a+0b

_ jx
+2 ? (=D (‘; _b) cos2kd. (4)

Podle vzorct (14), § 5 nalezneme Fourierovy koeficienty funkee u(t):

2A— 1t c* .
E @t 0%+ (@a—b
ct = a% — b2,

Ostatni koeficienty se rovnaji nule. Nyni

a+b

4, =_1g A2k=—

D (_ l)k—l czk

. a-4b ( :
Mo =—lg—H5——22 — RS
a
a+b
pe) = —lg 2T
= (— 1)1t c2¥ 1 cos2kd
T2AT T @i ot @b ) s b
z
Pli demZ { = a cos? +- 1b sind. Vypottéme integrily v (6):
2n :
1 [cos2kd 260 4 — 1 fcosZk'c?(— a sind 4 b cosd) o
2t ) t—2z 270 a cos? -+ b sind — z )
I
Polozime-li e*® = ¢, pfevedeme tento integral na integral
1 (6% + o*)[(a 4 b) 6* — (@ —b)] do
4 (@ + b) 6® — 202 + (@ —b) =¥+ 1)
lo|=1

kde I, a I, jsme oznadili integraly

7 - o®*-1[(a + b) 6* — (@ — b)]
' 270 J (a + b) 0 — 202 + (@ — )

la|=1 -

1 fa—zk—l[(a +bo—(@—b)],

do,

2 = 5

271 J (a 4 b) 0 — 20z + (a — b)
|u|=1 .
Integrand v I, ma jednoduché pély v bodech
5 — e+ 2= 2 —Jz=¢
T T a0 T T axs

(6)
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Residua v téchto bodech se rovnajf
z—i—]/z — e\ z—.sz_——T2 2
a + b ’ a-+b .

Dokazme, Z= oba pély o, a o, lezi uvnit¥ kruhu lo] < 1.

(M

L ,a—b ry s oy ,
Souéin ¢,0, se rovna P a tudiZ je mensi nez jedna. Jedno z ¢isel

64, 0, je tedy v absolutni hodnoté nutné mensi nez jedna. Jestlize by
absolutni velikost druhého byla v&tsi ne jedna, pak by se integral I,
rovnal jednemu z residui (7) a nebyl by reguldrni uvnitt elipsy, coz
z¥ejmé neni mozné.! Z jiz dokazaného plyne, Ze

(z + 1/22 )% | (2 — |22 — )™

L= (a + b)%

1 Provedme piimy dukaz naSeho tvrzeni. Oznaéme

VA
%_c:x,

. c 1 ‘
odkud z = 5 (x + —) Toto zobrazeni transformuje rovinu z rozdélenou fezem
p . .

podél useéky (—c¢, ¢) bud na vnittek, nebo na vngjSek kruZnice |x| = 1, coZ za-
visi na volb8 znaménka pfed odmocninou. Necht na ptiklad p¥i volb& znaménka
minus pfed cdmoeninou dostaneme |x| < 1. Potom tim spiSe

i
z—]/zz—cz

< 1.
a+ b

b .
UvaZujme nyni kruZnici || = . JestliZe provedeme zobrazeni

(2 _ o2
Z=z+]/: ib

prejde tato kruZnice v danou elipsu
x = a cost, y = bsind. .
Vnitfnim bodim elipsy pfi tom odpovidaji body roviny y, pro néz 1 < x| <

a+b
< ~——. Tudi% uvnitf elipsy
c

z+)Z2—c| a+b
c c
&ili o
z+.|/22—cz‘
— | < 1
a+ b
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Abychom vypodetli I,, poloime ¢ = % Potom

7 _ 1 [P a4 b—(a—b)1 d
2T i) @b —%rt (@t b) "

J7]=1

Uvazujeme-li obdobné jako v predchazejicim, najdeme, Ze oba pély
integrandu lezi vné jednotkové kruZnice, a tedy I, = 0. Tak dosta-
neme '

1 cos2kd 1+ ]/;2‘ )% 4 (2 — ]"ﬁ_c—z)“'

i) T 73 (@ + 0)F
. L

(8)

Citatel na pravé strans je zfejmé polynom stupné 2k. Ozhadme jej
pro struénost F,,(z). Potom
s 1)kt 1 c2k

a+b (—
M= A GF IR G TR @—0)

2k FZk(z)
(9)

a hledané zobrazeni se rovna

1

1)k— 1 1 c?k

e}
22 - & 3 3
=1 b @+ 6)%F (@4 0)%F § (a—0)2F

Far. (2). 10
w(z) = me E (10)
§31. Dirichletiv problém pro mnohonasobnésouvislé oblasti. Necht D
je omezena (n 4 1)-ndsobnd souvisld oblast. Jeji hranice L se sklada
zn + 1 uzavienych kfivek, jez oznadime L,
L,, ..., L,, pti éemz index nula pFipiseme kiiv-
ce, omezujici oblast z vnéjSku (obr. 5).

Diive mneZz pristoupime k FeSeni naseho L
problému, uéifime jednu poznimku. Jestlize
funkee U(z, y) je jednoznaéna a harmonicka )
vmnohonasobné souvislé oblasti, bude funkce Obr. 5.
V(z, ) s ni konjugovana obecné mnohoznad-
‘na. Objasnéme charakter jeji mnohoznaénosti. Necht » je smér vnéjsi
normialy k L. Oznadme .
A= f@da,k=1,2,...,n. (1)

" 2n) ov
Ly
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V disledku Cauchy-Riemannovych rovnic aa—g = S—Z a
oV

— | =—do = 274,.
oo
Ly,
AvSak posledni integral se rovnd piirtustku V(x, y) pfi obéhu kolem
kfivky L; proti hodinovym ruditkdm. Jestlize tedy je harmonicka
funkce jednoznaéna v D, vzroste funkce s ni konjugovani o konstantu
2rnd, pfi obéhu kolem kiivky L;, k=1, 2, ..., n. P¥i tomtéZz ob&hu
vzroste analytickd funkce @(z) = U(x, y) + ¢ V(z, ) o 2niA,. Tentyz
piiristek ziska funkce A, 1g(z — z,), kde z; je libovolny bod uvniti D.
Odtud plyne, Ze @(z) lze napsat ve tvaru

#0) = Sdslge — =) + 9¥(0), @)

kde ¢*(z) je jednozna¢éna funkce regularni v D.

Dirichletiv problém lze fe§it takto: Necht u(f) je dania hodnota
funkce U(z, ) na L. Potom z (2) plyne

Re(p*(1) = u(t) — 4. 1glt — . )

Jednoznaénou funkei ¢*(z) budeme hledat ve tvaru integrilu typu
Cauchyho:
1 (%)
* —
9 (z)—szg_zdc (4)
b7

s realnou hustotou u(¢). Cinfme-li tyté# tsudky jako v predchizejiciim
paragrafu, dojdeme k integralni rovnici

1 cos(v, r . iid
ult) — = f w0 8 46 = sty —2 S A gt —zl.  (5)
T T k=1
L
Lze dokazat, Ze % je charakteristické éislo jadra cos(», 1) a Ze mu

prisludi n linearné nezavislych charakteristickych funkef. Koeficienty
A, uréime z podminky, Ze pravé strana (5) je orthogonaln{ k charakte-
ristickym funkeim konjugované rovnice. Potom je rovnice (5) FeSitelnd.
Regime-li ji, nalezneme podle vzorch (4) a (2) FeSeni Dirichletova
problému.
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Vylo#ens methoda je v praxi malo vhodné, nebot vyZaduje vypodet
charakteristickych funkei konjugované rovnice. Uvedeme proto jinou
methodu, oprosténou od uvedeného nedostatku.

Oznaéme a(t, {) funkei, kterd se rovna jedné, jestlize body ¢ a ¢ lezi
na téze vnitini k¥ivee L;, a kterd se rovna nule ve viech ostatnich
piipadech. Rovnici (5) nahradime touto:

u0 — [0 1ot o)) uie) do = 200 — 2 3 4,16k — .
(©

Napi$eme-li tuto rovnici podrobnsji, méa tento tvar:

 Jestlize t lezina Ly, k = 1,2, ..., n; pak

Mn—ll[m“ dm——j. - —22AIQF¢H
1 | (7)

jestlize ¢ lezi na L,, pak

1 [cos(»,r 2
alt) — = f 20D (e do = 2u(t) — 2 > Aulgle — el (7
; =
Dokazme, Ze rovnice ma FeSeni, a to jediné, at je prava strana jaka-
koliv. K tomu stadf se pfesvédéit o tom, Ze homogenni rovnice

wi —2 [ (M + att c)) witde=0 ()
L

mé pbuze trividlni FeSeni uy(t) = 0.

Necht uy(t) je libovolné Feleni rovnice (7.). V rovnici (7) prevedme
napravo integral s jadrem a(f, {). Potom 1zé tuto rovnici napsat ve
tvaru:

Halt) — — f 080 ) () do = + f uo(0) do, te Ly, k>0,

7T r
LL
1
Ho(t) — — fwﬂo(é-) do =0, te L,
7 r
L
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Zavedme oznacdeni

1 Uo(l)do=by, k=1,2,...,7n

L
polozme jesté by = 0. Rovnici, jiZ vyhovuje u(t), 1ze napsat v nasledu-
jicim tvaru:

,uo(t)—%fcos ) o0y do = 2By, te Ly k=0,1,2, ..., n. (8)
L

UvaZujme integral typu Cauchyho:

1 (C)dcz D.

()v(l(z) = 27,”/ é- -

UZijeme-li rovnice (8) a opaku]eme-h tvahy § 29, nalezneme, Ze @y(z)
vyhovuje na kfivkich L, vztahtim

Re{‘PD(C)} = bk: C ELk’ k = ]-: 2) e M
V diisledku Cauchy-Riemannovych rovnic
Amipy(t)) _ _ Relgol®) _ o .. p

ov do

nebot veli¢iny b, jsou konstantni. Funkce ¢4(2) je regularni v D a jeji
imagindrni ¢ast je harmonickd v D. Normilni derivace imagindrni
¢asti se rovna nule na L; podle véty o jednoznacénosti FeSeni Neuman-
nova problému ¢y(z) = konst. Pfi tom Re{g,(z)} = 0, nebot tato funkce
se rovng nule na L,. Tudiz b, = 0 a (po(z) = ta, kde a je realnd konstan-

ta. To déva
I fuoll) —
o [ T — d¢ =0, zeD,.

Odtud plyne, Ze na kazdé z kiivek L, je funkce uy({) — ia limitni
hodnota funkce, rovné nule v nekoneénu a regularni v kazdé oblasti
komplementarni k D, omezené kiivkou L, Imaginirni dast této
funkee je konstanta rovna a; aviak potom je i jeji redlnd &ist kon-
stanta: .
H1o(€) = ¢, = konst., { e L,.
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Pri tom ¢y = 0, nebot pro 2 = o se uy() — ¢ta rovna nule. Dale
— b, — L _ G
0=b, = 2nf”°(5) do= 3£ | do.

Odtud ¢, = 0 a tudiz uy({) = 0. Nyni z Fredholmovy alternativy
plyne, Ze rovnice (6) ma FeSeni, a to jediné, at je prava strana jaka--
koliv. Resfme-li rovnici (6), podrobime koeficienty A, pozadavku, aby

fu)do =0, k=1,2,..,n
Ly

Potom rovnice (6) a (5) jsou si rovny a podle vzorct (4) a (2) nalezneme:
feSeni nasi ulohy.
Piejdéme k pfipadu neomezené oblasti. Necht oblast % .
D je vngjsek n kiivek L,, L,, ..., L, (obr. 6). Vzorec &
(2) zastava v platnosti, pouze koeficienty A, jsou 2 .
tentokrate podrobeny podmince ' %/
A+ 4,4+ ...+ A, =0. (9) Obr. 6.

Kdyby rovnice (9) neplatila, rostla by harmonicka
funkce Re{g(z)} v nekoneénu jako lg|z| > A, coZ odporuje definici
k=1

harmonické funkce. Jako v § 29 nemiZe byt ¢*(z) napsina ve tvaru
pouhého integrilu typu Cauchyho, a proto poloZime

1 1
70 =5 | 2L ae + o [u@ do (10)
L L

To vede na rovnici

1 7 1 {. Z
w©) + = [ w028 a0 L [ty a0 = st 4 23 vigp—a.
7 T 7 k=1
L L (1 l)
Tato rovnice mé n — 1 charakteristickych funkei. Podminky ortho-
gonality pravé strany (11) k charakteristickym funkeim konjugované

* Rovnice [ u(%) do = 0 pFedstavujisoustavulinedrnichnehomogennich algebraic-
Ly

kych rovnic pro koeficienty 4. Tato soustava mé vZdy Fefeni, nebot v opa¥ném

piipadé by mé&l homogenni Dirichletiiv problém, jak se lehce piesvédéime, ne-

trividlni FeSeni.
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rovnice tvoli spolu s rovnici (9) soustavu % rovnic, kterou jsou uréeny
koeficienty 4.

Abychom nemuseli poéitat charakteristické funkce konjugovaného
jadra, budeme postupovat jako v pripadé omezené oblasti. Oznaéme
b(t, £) funkei, jeZ se rovn4 jedn$, jestlize ¢ a ¢ lezi na téze k¥ivee L,
k=1,2,...,n —1, a nule v ostatnich pfipadech. Rovnici (11) na-
hradime touto rovniei:

t) + — f (°°s” b(t,g))do—'—fumd:

= — 2u(t) + 2kZIAklg[t — 2] (12)

nebo podrobnéji: Jestlize ¢ lezina L, k = 1,2,...,n — 1, pak

ult) + fu(;) 05 7) g %fu(z:) do—%fu(o do =
- L Ly L

= —2u(t) + 22,4, Iglt — 2; (13;)
jestliZe ¢ lezi na L,, pak

ut) + %fu(t)wda—%fmc) do =
L L

= —2u(t) + 2k§1Ak lg|t — 2. (13,)

Pravé tak jako shora lze dokdzat, Ze rovnice (12) ma feSeni pro libo-
volnou pravou stranu. Resime-li ji, 24d4me, aby

fu()de=0,k=1,2,...n—1. (14)
Ly, ’

Rovnice (9) a (14) tvo¥i soustavu n linearnich rovnie, z nich% uréime
koeficienty A4;. JestliZe jsou splnény podminky (14), pak rovnice (11)
a (12) splynou; takto uréena funkce u({) umozni feSeni Dirichletova
problému.

§ 32. Modifikovany Dirichlettv problém a Neumannv problém. Modi-
fikovanym Dirichletovym problémem budeme nazyvat tlohu uréit

analytickou funkei, reguldrn{ v mnohondsobné souvislé oblasti, jestlize
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na kazdé z kfivek tvoficich hranmici je ddna redlnd &ist této funkce
aZ na aditivnf konstantu.

Hledan4 analyticks funkce ¢(z) musi tedy ne hranici vyhovovat této
podmince: Jestlize ¢ lezi na kfivee Ly, pak

Re{p(t)} == f(t) + by, (1)
kde f(t) je dana funkce a b, jsou néjaké konstanty. Ty musi byt uréeny
z podminky, Ze ¢(z) je jednoznaénd v oblasti. Jednu z konstant b, 1ze
zvolit libovolné. Ostatni jsou pak uréeny jednoznaéné. Dokazme to
sporem. Zvolme na p¥. pevné by a necht ¢,(z) a ¢2(z) jsou dvé funkce
reguldrni v oblastl D, vyhovujici rovnicim

Re{g,(t)} = f(t) + bL; — b te
Re(p(t)} — 1) + b, 20 = Yo b L

Potom rozdil w(z) = ¢,(z) — p,(2) je také reguldrni v D a jeho realns
tast se Tovna konstantd b, — b, na kadé z k¥ivek L,. V takovém

piipadé olm{w(t)} . oRe{w(f)} 0
oy e do 7

ProtoZe w(z) je regularni v D, je Im{w(z)} harmonicks v D. Podle
véty o. jednoznaénosti FeSeni Neumannova problému Im{w(z)} =
= konst. Potom z Cauchy-Riemannovych rovnic plyne, Zze Re{w(z)} =
= konst. Avsak na L, Re{w(z)} = 0, nebot b, = b;, a proto Re{w(z)} =
= 0, a tedy b, = b;. Z toho mezi jinym plyne, %e FeSeni modifikova-
ného Dirichletova problému je uréeno aZ na &istd imaginarni aditivni
konstantu.

Vysledky predchazejiciho paragrafu dovoluji jednoduSe fesit modi-
fikovany Dirichletiv problém. V pnpade omezené oblasti (obr. 5) na-
piSm e integralni rovnjci

u — 2 [0 1 ot o)) uie) ao = 210 2)

24

V souhlase s tim, co bylo fefeno v pfedchdzejicim paragrafu, mé tato
rovnice jediné FeSeni. ReSme ji. Oznaéme nynf

b, = 0, bk=%fﬂ(5)d05 k=12, ..., n (3)
Ly,
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Potom, jestlize ¢ lezi na L,,

) — = [0y a0 = 2170y + ) 0
Polozme nyni ¢ .
o) = o [ 2L ac (%)
L

Lev4 strana v (4) se rovna 2Re{p(t)} (viz § 29) a z (4) plyne, Ze jedno-
znaéné funkce @(z), reguldrni v D, vyhovuje podmince (1) a je tudiz
TeSenim modifikovaného Dirichletova problému.

Jestlize je oblast neomezend, pak FeSeni problému dostaneme, jest-
liZe FeSime integraln{ rovnici

w) + = [ (“’S(T—”+ bt r:)) u(@yas — 2 [ a0 = — sy, @
T L

Zde polozime

1 1
by = %L () do —%!#(C) do (7)
k

a potom integril (5) davd FeSeni modifikovaného Dirichletova problé-
mu pro nekonetnou oblast.

Na modifikovany Dirichlettiv problém lze prevést fadu uloh: pro-
blém konformniho zobrazeni mnohonasobné souvislych: oblasti, pro-
blém krouceni dutych tydi, problém obtékani a mnohé jiné. Na tentyz
problém se prevede t. zv. Neumanniv problém.

Neumanntv problém zni takto: Uréit funkei harmonickou v oblasti,
jestliZe jsou na hranici znadmy hodnoty jeji normalni derivace.

Podminka nutna a postadujici, aby Neumanntv problém mél feseni,
je

[F(t)do =0,

L
kde F({) je dand hodnota normaln{ derivace hledané funkce. Dikaz
tohoto dobfe znamého tvrzeni se uvadi v ucebnicich matematické
fysiky. -
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Necht U(z, y) je hledana funkee a F(£) je dand hodnota jeji normalni
derivace na hranici. Necht dale V(z, y) je funkce konjugovand s U(z, y)
ag@(z)=U 4 V.

Jak uz jsme ukézali v pfedeSlém paragrafu,

— Saulge —=) + 90 Q

kde ¢*(z) je jednoznaénd funkce. V tomto pfipadé jsou koeficienty 4,

znamy:
1
A, = —%fF(C)da
Ly

a tloha se tim pfevadi na urleni jednoznaéné funkce @*(2).
Bez obtizi 1ze uréit krajové podminky pro ¢*(z). Necht
p*(z) = U* 4 iV*.

Na hranici L zndme normalni derivaci funkce U*:

U* ~ o gt —zl oy
757-Ft>_7A p— = FX(0). (9)

Na kfivee L, zvolme libovolny bod #,. Potom na této k¥ivce mame

t
V* = [F*({)do + by, (10)
U
kde b, je dosud neuréens konstanta. Funkce — i p*(2) = V* —iU* je
feSenim modifikovaného Dirichletova problému s krajovou podminkou
(10). Resime-li tento problém, feSfme tim soudasng i problém Neuman-
nav.

§ 33. Krouceni plnych a dutych tyé&i. V theorii krouceni tyéf se pfedpo-
klad4, Ze od nuly riizné jsou pouze slozky napéti z,, a 7,,.! Tyto vyho-
vuji podmince rovnovahy '

0T o1,
OTaz |, 9Tuz _ 1
ox oy 0 (1)

1 Predpokladame, Ze osa z je rovnobéind s povrchovymi pfimkami tyée.
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Oznatme u,, u,, u, slozky elastickych posunutf{ podél os =, y, 2.
Z Hookova zakona lze odvodit, Ze

U, = — Yyz + «, u,,:z?xz—l—ﬂ,%:& (2)

Zde jsou ¢, & a f konstanty. Veli¢ina & je Gmérnd zkrouceni tyde. Dile
z rovnic vyjadiujicich Hooktv zakon dostaneme

‘ Ou, , Ou,}  [ou,
o = (8z+8x) “(ax—ﬁy)’
- (au,,+ 8uz) _ (8u2+ S )

Derivujeme-li prvou rovnici podle y a druhou podle z a odeéteme-li je,
dostaneme:

.(3)

0Ty, 0Ty, )
it )
Rovnici (1) 1ze vyhovét, poloZime-li
0 0
Ty, = —u(% + 0.2/), Ty = (% + ﬁx)- (5)

Dosadime-li toto do” (4), dostaneme, ze Ap = 0. Funkce ¢(z, y) bude
tedy harmonickou v -oblasti D, kterou dostaneme protnemé-li tyé
rovinou (z, y).

Najdéme krajové podminky pro funkei ¢(z, ). Na povrchu plasté
a tedy i na hranici oblasti D je splnéna rovnice

7,, ¢0s(v, ) + 7,,cos8(v,y) = 0, (6}

kde » je vnéj$i normaila k plasti. Rovnice (6) vyjadiuje, Ze povrch
plasté tyée neni podroben vnéj$im silam. Dosadime-li do ni vyraz (5),
uvedeme ji na tvar

O Op _
-a—x-cos(v, y) — 3y cos(y, ) = — @[z cos(v, y) — y cos(», x)].
Dal
e cos(v, x) = — cos(o, ¥) = —g%,
cos(v, ¥) = cos(o, &) = (aig.
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Odtud plyne, Ze p 1626 (a2 + yz)

oo

Integrujeme-li podél oblouku o, dostaneme koneéné, Ze na hranici -
oblasti D @ = — }9(2® + ¥*) + ¢, ¢ = konst. (7)

JestliZe je ty¢ plnd, je oblast D jednodu$e souvislda. Konstantu ¢
lze zvolit libovolné a funkee ¢{x, ) se uréi jako FeSeni Dirichletova
problému s krajovou podminkou (7). Jestlize je tyé duta, je oblast D
mnohonasobnd souvisl4 a konstanta ¢ miize mit rizné hodnoty na riz-
nych kFivkach, tvoFicich hranici.

Dokazme nyni, Ze v pfipadé duté tyce je funkce y(x, y), konjugovani.
s (x, y), jednoznaéna v D. Podle Cauchy-Riemannovych rovnic

op_ oy dp oy

ox oy oy = ox

Dosadime-li toto do (5), dostaneme:

I o
T = (ax ﬁy), Tys = M (-8?/ + 1?:15).

Porovname-li to se vzorei (3), vidime, Ze p = u, + A, kde 4 je
konstanta. AvSak u, jako posunuti bodu tyde je nutné jednoznadné.
Odtud plyne, Ze p(x, y) je také jednoznadna.

Nyni je jasné, Ze ¢z, y) je TeSeni modifikovaného Dirichletova
problému s krajovou podminkou (7).

Poznamene]me %e ponékud pohodInéji nez ¢(x, y) lze urdéit fun.kcl

U, y) = — 3 tp(:v y), kterd vyhovuje kra- s 2 f . 3
jové podmince
U=a24+ 9>+ ¢ (8) 12 2
1 1=
§ 34. Krouceni tyCe Ctvercového prafFezu.
UvaZujme problém krouceni tyde, jejiz pritez 2 2
s rovinou kolmou na osu je &tverec. Soufad-

nicové osy zvolime tak, jak je ukazdno mna
obr. 7. Pro jednoduchost vypoétu predpokla- Obr. 7.
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dejme, Ze se strana ¢tverce rovnd dvéma. Konstantu ¢’ ve vzorci (8),
§ 33 poloZme rovnou nule. Funkce U(z, y) vyhovuje krajové podmince

Uz, y) = 2* + ¢~
Polozime-li jako obvykle U(z, y) = Re{®P(2)} a

anfC—z 2

1) =+ [0y 20D a5 = o 4 g9, )

L

dostaneme integralni rovnici

kde ¢t = & 4 ¢y je bod na hranici étverce.
os(», )
r

y y .y c <« . Y
Ve vrcholech ¢tverce je jadro nekoneéné velké, takze rov-

nice (1) prestava byt Fredholmovou. Je v8ak dokdzano (viz [32]), Ze
Fredholmova alternativa zde plati. Pfislusna homogenni rovnice ma
pouze trividlnf FeSeni. Odtud plyne, %e rovnice (1) je feSitelnd.

NapiSme na8i rovnici v jiném tvaru, pfihodnéj$im pro numerické
vypotty. Je totiz (§ 29)

_eos(n7) gy — 4o, (2)

kde 9 je thel sevieny vektorem sméfujicim od ¢ k ¢ a osou z; rovnice (1)
nabyva tvaru

to+%fmow=mﬁ+w> (3)
L

Rovnici (3) budeme fesit methodou § 7, uZivajice k vypocétu integralu
formule vztahujiei se k obdélnikovému déleni.

Zvolme na hranici ¢tverce 16 bodi, oznadenych na obr. 7 éislicemi
1, 2, 3. To jsou body, jejich# jedna soutadnice je rovna 41 a druh4 se
rovni jednomu z éisel 0, +%, +1. Poznamenejme, %e se hodnoty u(f)
v bodech soumémé poloZenych vzhledem k osim =z,y a vzhledem
k pfimkim y = 4+ 2 v disledku soumérnosti krajovych podminek
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sobé rovnaji.! TudiZz v bodech oznadenych touZ é&islici se hodnoty u(?)
shoduji, takZe budou pouze tii rizné hodnoty u(t), prislusejici hodno-
tam {, =1, t, =1 + 14, t; = 1 + 7. Oznacme

#(1) = py, p(l + 32) = pgy (1 + 1) = p,. (4)

Nahradime-li integral v (3) podle obdélnikové formule, dostaneme:
1 16

wt) o 2 pulta) A94(t) = 2t (5)

Zde t, oznacuji nami zvolené body a A9,(¢) tihel, sevieny tsetkami,
které spojuji body f; a t;,, s bodem ¢. Polozime-li v (5) ¢t = ¢,, ¢,, L5,
dostaneme soustavu tif rovnic s tfemi nezndmymi ., u,, s
1,24324, + 0,5000u, + 0,2658u, = 2,000,
0,19924, + 1,4273u, + 0,3734u, = 2,500, (6)
0,1269x, + 0,2508u, + 1,1239u; = 4,000.
Veli¢iny A48,(¢;) se lehce uréi z obrazku; pfi sestavovani rovnic (6)
bylo pfihlédnuto k tomu, Ze v bodech oznadenych na obriazku stejnymi
Lislicemi ma u(t) stejné hodnoty.

1 Provedme dukaz tohoto tvrzeni. Funkce U(y, z) je harmonickd a vyhovuje
téZe krajové podmince (8), § 33 _]&ko funkece Ul(z, y). AvSak potom Uly, z) =
= U(z, y). Dale

Uly, z) = Re{P(y + iz)} = Re{P(iz)} = Re(P(iz)}.
Odtud plyne, e ®(z) = B(iz) &ili )
L Ot 2L f_u(:) a@E.

2ni | T —z m ) T+ iz
L L

Ve druhém integradlu nahradme { vyrazem i&’. V rovind ¢’ dostaneme tutés
hranici L, aviak orientovanou opadnym smérem. Jestlize zmé&nime smér orien-
tace a znaménko integralu, dostaneme (&drku u ¢’ vynech4vame):

1 u(8) 1 p @)

2ns C—zdc__ C—zc
§7 L
Aviak vyjadieni analytické funkece ve tvaru integrélu typu Ceuchyho s redlnou
hustotou je jednoznaéné. Odtud plyne, Ze u(f) = p(:f), t. j. funkee u(f) nabyva
stejnych hodnot v bodech soum&rnd poloZenych vzhledem k ose iihlu prvniko
soufadnicového kvadrantu. Podobné dokéZeme soumérnost u({) i v ostatnich
pifpadech.
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Resime-li soustavu (6), dostaneme:
4y = 0,60, uy = 0,80, u; — 3,32. (M)

Interpolujme funkei 4 na kazdé ze stran étverce. Tato funkce je
soumé&rna a lze ji interpolovat polynomem tvaru azt + ba? 4 cna stra-
néach étverce rovnobéinych s osou x. Na dvou ostatnich stranach zfejmé
dostaneme interpolaéni polynom ay* 4 by® + ¢ s tymiz koeficienty:
Vypoéteme-li koeficienty, najdeme: ¢ = 2,56, b = 0,16, ¢ = 0,60,
a tedy

e +13) = 2,562 + 0,162% + 0,60, } (®)
p(£ 1+ iy) = 2,56y + 0,162 + 0,60.

Zname-li u(t), neni obtizné vypoditat @(z) a potom i napéti 7., a 7,..

§ 35. Problém obtékani. Rovinny problém obtékani spoéiva v urdeni
rychlostniho pole pro paralelni proudéni v roviné, jez na své drdze na-
razina nékolik tuhych téles, které se bud nepohybuji nebo se pohybuji
danym zpiusobem. Rychlost proudéni v nekoneénu povaZujeme za
danou. .

JestliZe mame co &init s potencidlnim proudénim idedlni nestladitelné
kapaliny, pfevadi se iloha na uréeni komplexniho potenciilu

kde ¢ je potencidlni funkce (rychlosti) a ¢ je proudova funkee, z danych
krajovych podminek. PoloZme osu x rovnobézné s rychlosti proudén
v nekoneénu; velikost této rychlosti oznaéme U. Potom krajové pod-
minky nabyvaji tvaru:

a) v nekoneénu -
lim[g(x, y) — Uy] = C, (2)

zZ—>®w

b) na hranici obtékaného télesa
vy=Uy—Va —120@*+ ") + ¢, (3)

kde U, a V, jsou pruméty rychlosti postupného pohybu obtékaného
télesa na osy x a y, £ je thlova rychlost jeho otdéeni. Veli¢iny C' a C”
jsou konstanty. JestliZze je obtékanych téles nékolik, muZe konstanta.
C’ na hranici kaZzdého z nich nabyt jiné hodnoty.
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Proudové funkece y(z, ) je jednoznaénd, jak je patrno ze vzorce (3);
pokud se tyde potencidlu ¢(z, ), ten je jednoznaclny, jestlize oblast
proudéni je jednoduse souvisld, jinak Feéeno, jestlize proudéni obtéka
pouze jedno téleso. V piipadé nékolika obtékanych téles potencidlni
funkce bude obecné fedeno mnohoznaéna. Veliéina

I, = [u,dz + u, dy = [de, (4)
L 5
kde w, a u, jsou slozky rychlosti proudéni, se nazyva cirkulaci podél
k¥ivky L.! Jestlize cirkulace podél hranic L,, Ly, ..., L, se rovnaji
r,r,...rI,pak
— P *
w~lhfgﬁm@@—n%+wwx (5)

kde w*(z) je funkce reguldrni a jednoznaéni v oblasti proudéni. Na
hranicich obtékanych téles w*(z) vyhovuje podmince:

P ) = (Uas — U) g — Ve — 2 02 4 ) —

< I
— 2 52 lgl—zd + O (6)

Ve vzorcich (5) a (6) 2, znadi bod libovolné zvoleny uvnitf L. Uy,
Vo @i a €, znadi hodnoty veli¢in Uy, V,, 2, C na hranici L;. Nyni lze

L1 wer s 1wy o oo . . ;
funkei - w*(z) uréit jako FeSeni modifikovaného Dirichletova problému

s krajovou podminkou (6). JestliZe tento problém rozieSime methodou
§ 32, pak jiz lehce najdeme rychlostni pole proudéni.

§36. Obtékani dvou eliptickych y

vélci. Jako priklad budeme uvazo-

vat problém obtékanidvoustejnych Yl N
elips s poloosami a a b, poloZenych \_/'a
jako na obr. 8. Pro jednoduchost

vypostu budeme predpokladat, Ze Obr. 8.

1 Viz na pt. N. E. Koéin, I. A. Kibel’ a N. V. Roze, T¥éoretideskaja gidromecha-
nika, ¢é. II, Gostechizdat 1948, nebo L. I. Sedov, PriloZenija t&orii funkeij
kompleksnogo peremennogo k n&kotorym zadadam ploskoj gidrodinamiky,
Uspéchi matématiceskich nauk, vyp. VI, 1939.
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proudéni je necirkuldrni a elipsy se nepohybuji. Pfedpoklidejme také,

Ze rychlost proudéni v nekoneénu se rovna U a mé smér osy z. Vzorec

(5), § 35 nabyva tvaru: \
w(z) = Uz 4+ w*(2). (1)

Krajové podminky pro funkei w(z) = zl w*(2) jsou:

na L, Re{w(z)} = — Uy —C, k=1, 2. (2)

Polozme 1 u(&)
w(z) = o fC_—; dg. (3)

)7
V souhlase s § 32 dostaneme pro x(f) nasledujici integralni rovnici:
1 : ‘
w) + — f ) (M + b, C)) do = 2Uy, (4)
z

pii ¢emz funkei b(¢, {) uréime takto:
b(t, £) do = 1dr, (51)

kde 7 je parametr uréujici polohu bodu na elipse, jestlize ¢t a { lezi na
téze elipse, a

b(t, ) do = 0 (52)
v opaéném pfipads.?
Vypoétéme jadro M—. Zavedme parametrické vyjadieni
elipsy Ly:
=& + a + acost, y = b sint,
a elipsy L,:

x = —oa —a -+ acost, y = b sint.

Jestlize body ¢ a { leZi na téze elipse, pak obdobnymi vypodty jako
v § 5 nalezneme: ‘

2 p2

cos(v,L)dgz_i dv PR - b2

2 t 2
al—s”cos2-+r @

1 Integralni rox;nice (4) a funkee b(¢, {) jsou zde dany pondkud jinak neZ v §§ 31
a 32. To jsme uéinili, abychom trochu zjednodusili vypoéty podstatné to vSak
neni.
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JestliZe ¢t lezi na L,, a { na L,, pak

cos(v, )
7

b[(oc + a) cost —a sinzt : T] dr

do =

2[(o¢—|—a)2+ a(x + a)(cost —cost) + a? sin® ¢ _2— i (1-—.»32 coszt —; T)]

Koneéné, jestlize ¢ leZi na L, a ¢ leZf na L,, pak

cos(», 7) do —
——do = .

— b[(oc + a)cost + a sin?’ : T] dz

2[(o¢+a)2 — a{x + a)(cost —cosT) 4 aﬁsin”t ; i (1—62 cos® ! _; T)]

Oznadme u4(f) a u,(t) hodnoty u(t) na kiivkach L, a L,. Rovnici (4) lze
napsat jako soustavu s neznamymi u,(f) a us(?):
2n

P

2am 0o 1 —¢ c()szth—-r
2
2 L t—T
r _ Qin?-——
, b (7 COST — SI" —5 ) ua(7) dz
4+
2an — "
0 %+ y(cost — cost) 4+ sinzt i (.1 T 2 cos? ‘g T)
2x :
1 -
+ gf,ul(t) dz = 2bU sint, (6,)
0 .
o~ [ )
2arn _ .
0 92— y(cost —cost) + sinzt i (1 — &2 cos? ‘|2‘ T)
27 2n
1 .
— 5 a7} e + 5= fﬂz(") dr = 2bU sint.  (6,)
2am i+t 27 {
0 1 — g2cos?—— 0
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Oznadili jsme zde pro strucnost

x +a’

a

‘y =
Ziejms
y > 1.
Rozvineme-li jidra ve Fourierovy fady a ponechime-li pouze koneény
podet jejich ¢lenti, pfevedeme soustavu (6) na degenerovanou, kterou
lIze lehce Fesit.
Vysetfeme nyni podrobnéji pfipad, kdyz y je dostateéné veliké, takze
vzdalenost mezi elipsami je velikd ve srovnani s jejich rozméry. V tom
piipadé muZeme priblizné poloZit, jestlize ponechame ¢leny, jeZ obsa-

L1 1
~huji > a

t—T

(1 — g coszt _; T)

__cost  cos2t  cos(f + 7)
oy 2y 2t

y cosT — sin®

t—1

y?® + y(cost — cos7) + sin?

y cosT -+ sin?-

_ t
y* — y(cost — cost) + sin2t 5 i (1 — €2 cos? ‘; T)

__cost  cos2t 4 cos(t + 7)
oy 2y% 22

‘Déle, jak uZ jsme nalezli v § 5,

1 a 2 ¢ \* . ]
—— =3 [1 +2 ,Zl(m) (coskt coskt — sinkt sinkz) |.
1 —¢ cos B

Nyni 1ze soustavu (6) napsat ve tvaru
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. 2n 27

2k
) [cosktf,ul(r) coskrdr—sinktfyl(r)sinkrdt]—f—
0 0

) —— Z(

T r-1\0 + b
2n 2n
b - .
+ Saym f,uz(r) cost dt + pr f,uz(r) cos2zdr —
0 0
27 2n

b S .
prv costf,uz(r) costdr + smtf‘uz(r? sint dt = 2bU sint,
0 0 ~

(7)
: 2 2n
1 © 2k > ‘
1ta(2) _—n—le(a T b) [cosktj Ho(T) cosktdr——smktf‘uZ(r)smktdr]—
0 0
2n 2n
_ b f d f 27 d
Sayn Mi(T) cost dt + m (7)) cos2t dv —
0 0
2z 2x

b ) b . : .
— mcostj () cost dT + msmt f,ul(r) sint dt = 2bU sint.
0 0

Rozvifime yl(t) a u,(?) ve Fourierovy fady:

pi(t) = AL + (A“) coskt + BV sinkt),
1

k

Ha(t) = AP + (A‘z) coskt + B sinkt).

Mg |

Potom

S (1) o S ¢ (1) _
Z " coskt + B sinkt) —LZ (a T b) (4’ coskt

- b4 | b4P  b4P bBY . - :
ol 1 1 1 —
B’ sinkt) + Say + day? 4@2 cost 4 —4ay2 sint = 2bU smt,(s)

AP + 2, (AP coskt + B sinkt) — 2, ( : ) (45" coskt —
Pl k=1\a+b
(1) (1) (1) (1
b;i; + IZ:; _lﬁ;z cost +- l;f;z sint — 25U sint.

— BY sinkt) —
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Porovname-li Fourierovy koeficienty napravo a nalevo v (8), zjistime,
ze od nuly rizné jsou pouze koeficienty B{" a B, jeZ jsou urieny
rovnicemi

c? Wb ey
[+ o) —euszl -

b _pw ( ) @)
— 1 Bi” = 2bU.
p?t T\ T + byl !
Odtud
(1) 2) 8ab(a + b) y2U
Bi' =B " 8a*? + b(a + b)
a tedy .
N __ 8ab(a + b) y*U .
mlt) = pa(t) =g 5% T b(a 1 b)smt. (9)
Nyni
1 _ _1__ #a(7) H_z(_C)_ -
’iw*(z)—2nifC C+27w C—zdQ
L,
¢ili .
27
1. ) = 1 8ab(a + b) y*U f sint(— a sint + b cost) dt
T =5 5 T b £ 8) | a+ o acost + ibsinr —z
0
sint(— a sint + b cost) dt .
+f—a—|—(x)+acosr+zbsm1:——z} (10)

Vyppétéme integraly v (10). Oznaéme v prvém integralu z — (a +
+ «) = 2’, a've druhém z + a + o = 2’; tak dojdeme k integrilu
I(2') = 1 fsmr(— a sint -+ tb cost) dv

271 a cost + 1b sint — 2’
0

PoloZzme e = ¢. Potom

z<z')'=l.{i.f( @tbo—le—0) 4, __

24 2m|, a+b)o?—22cd+a—b
lo]=1
1 (@+b)o*—(a—b) do I 1
2 ) (@a+b)o*—226+4+a—bao?)] &

lo]=1
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Kofeny jmenovatele integrandu v I, jsou

24 [z —¢ 72— 2% —¢2

NE T Fo T T a¥ob

Zvolme tu hodnotu kotene, jeZ je kladnd pro nekonecéné velkd kladna 2.
Potom, jestlize opakujeme Gvahy § 30 (viz pozn. pod Sarou na str. 142),
nalezneme, Ze uvnitf kruhu |o| << 1 lezi pouze kofen ¢,. Potom uZ bez
obtizi zjistime, Ze ‘
I — 2\ — ]/"z’2 —c?

17 2i(a + b)
Upin& obdobné nalezneme

2¢(a — b)
a tedy
I(z') = i(a? a_ b2) (' — Vzlz —¢?)
Nakonec dostaneme
1 y 8a2byrU ' >
T = st T b By Ve
—Je+a+ a2 —c) (11)
a
N o~ 8a2by2U :
w(z) = Uz 4+ @ —D)ay? + bla T 0] (22— |z —a — ) — 2 —
— Ve +a+ o —o). (12)

JestliZe ve vzorci (12) povazujeme veli¢inu 2z’ = 2 — @ — « za pevné
zvolenou a nechdme-li « konvergovat k nekoneénu, dostaneme znimy
vyraz pro komplexni potencidl, p¥isludejici obtékani jednoho eliptic-
kého vélce: '

bU

a—b

w(z') = Uz + (z' — VzT—_c?).

Pro velké o jsou zmény rychlosti v blizkosti prvého vélce zpiisobené
pfitomnosti druhého vilce ¥adu y-2.
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§ 37. Konformni zobrazeni mnohondisobné souvislych oblasti. a) Kon-
formni zobrazeni dvojnisobné souvislé oblasti na mezikruzi.

Uvazujme v roviné komplexni proménné z oblast D omezenou
z vndjsku kiivkou L, a z vnitiku k¥ivkou L,. PoloZme si tuto alohu:
zobrazit oblast D na mezikruzi B < |w| <1 tak, aby kfivka L, se
zobrazila na kruznici |w| = 1 a kfivka L, na kruznici [w| = R. Budeme
predpokladat, Ze kiivky L, a L, jsou hladké se spojitou kfivosti.

Podatek soufadnic v roviné z poloime dovnitt L,. Hranici oblasti D
oznatme L. Je ziejmé, Ze L se sklida z kiivky L, orientované proti
ruc¢iékam hodinovym a z kfivky L, orientované ve sméru ruciéek hodi-
novych.

Zobrazujici funkce w = w(z) se na D nerovni ani nule, ani nekoneé-
nu, & proto funkee lgw(z) = Igw nemd v D singularnich bodi. Jdeme-li
po kfivee L, v kladném sméru, argw vzroste o 2w, nebot ptitom w
opisuje, také v kladném sméru, kruznici |w| = 1. Odtud plyne, Ze pfi
obshnuti kfivky L, v kladném sméru lgw(z) vzroste o 2xi, a funkce

w(2)

p(z) = lg =
je reguldrni v D. Neni obti#né uréit krajové podminky, je# spliiuje
@(z). Jestlize te Ly, pak |w(t)] =1, jestlize te L, pak |w(f)]=R
Odtud Refofmn — [ — 18l t< Lo, .
elp(t)} = {—lg[t[ + 1gR, teL,. (1)

Jestlize nechdme R libovolné a sestrojime harmonijckou funkeij, vyho-
vujici podmince (1), pak funkee s ni konjugovana bude v D obecné
mnohoznaéna. Proto musime R podrobit podmince, Ze analytickd
funkee ¢(z), jeZ ma byt uréena podminkou (1), je regularni v D. Tudiz,

¢(z) je feSenim modifikovaného Dirichletova problému; k uréeni ¢(z)
lze uiit methody § 32.

Resime-li modifikovany Dirichletiv problem s podminkou . (1),
dojdeme- k néjaké zcela uréité hodnoté E. Predpokladejme, Ze tato
hodnota je men$i ne? jedna; doka?me, Ze potom funkce w = w(z) =
= 2e™? realisuje konformni zobrazeni oblasti D na mezikruz{ R <

< |w| < 1. ProtoZe funkce ze*® je regulérni v D, stadi dokazat, Ze L,
a L, se vzajemné jednoznaéné zobrazuji na pfisluiné kruZnice.

Jesthze z € Ly, pak Re{p(z)} = —Ig|z| a tedy |w| = 1. Dile, argw =
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= argz + Im{gp(2);. Kdyz z probftha uzavienou kfivku L, funkce
Im{p(z)}, jez je harmonicka v D, nabude po ob8hnuti piivodni hodnoty,
aviak argz vzroste o 2x. AvSak potom i argw vzroste o 27 a bod w
probéhne uzavienou kruznici |w| = 1. Zbyva dokdzat, Ze body této kruz-
nice vzijemné jednoznaéné odpovidaji bodim kfivky L,. Staéi dokd-
zat, Ze pro [w| = 1 je argw rostouci funkece o, kde o je délka oblouku
k¥ivky L.

Funkce lgw(z), harmonickd v D, se rovna nule na L, a IgR < O na’
L,. Podle véty o maximu a minimu harmonické funkce, lg|w(z)| < 0

uvnitt D. AvSak potom na L, 81g_|;ov(z_)| =0 (v je vnéjsi normaila

k L,). Dale, z Cauchy-Riemannovych rovnic plyne, %e na L,
dargw(z)  olglw(z)]|
) d¢ v 20 (2)
takZze argw je neklesajici funkce g. Necht nyni bodim z, a 2, pfisludejf
oblouky o, a o4, pii éemZ o, < o, a pfedpokladejme, Ze argw(z;) =
= argw(z,). Potom

0 = argw(z,) — argo(z,) = faa,%;;(z) de.

V dusledku nerovnosti (2) bude na oblouku o, < o < g, kiivky L,
&Lg;;;@ = 0 a argw(z) = « = konst. Aviak potom na tomto oblouku
lgw(z) = lglw(z)| + ¢ argw(z) = s«. Analytickd funkce Igw(z), rovnajici
se konstanté na néjakém oblouku, se potom rovna této konstanté iden-

ticky. Odtud @(2) = lgw(z) — lg|z| = ix —Ig|¢|

a @(2) nenf regularni v D, coZ je spor, jak je patrno ze sestrojeni této
funkece. Je tedy nutné argw(z,) < argw(z,), 6imZ je dokdzéna vzajemna
jednoznaénost zobrazeni k¥ivky L, na kruZnici |w| = 1.

Obdobné se dokédze, %e L, se vzadjemns jednoznaéné zobrazi na kruz-
nici [w| = R.1

! Nyni lze dokézat, Ze znak rovnosti ve (2) je vylou€en. Skuteén8, necht v bodu

ol o1
% = 0. Pii tom ziejmé _gl_w@

Ze w’(z) = 0, coZ je nemoZné, nebot ktivka L, je hladka.

zoeLy = 0; odtud lze lehce usoudit,

o z=2,
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Dokazme nyni, %e veli¢ina R, uréend z feSent modifikovaného Di-
tichletova problému, je skutend mensi jedné. Predpoklidejme opak.
Podle predchazejiciho dokaZeme, Ze L, se vzajemné jednoznaénd
zobrazuje pomoci funkece w = w(z) na kruZnici jw| = 1, avSak tento-
krate 1gR > 0, a uvnitf D Ig|w(z)| > 0. Opakujeme-li pfedchazejici
nvahy, zjistime, Ze

18 o, 4 ¢ L,

do =

takZe kruZnice [w| = 1 je probihdna ve sméru hodinovych ruéiéek,
kdyz L, je probihana proti rué¢i¢kam hodinovym. To je ve sporu s tim,
Ze pii takovém obéhu argw = argz 4+ Im{p(z)} vzroste o 2nx.

Ze vieho, co bylo shora feéeno, plyne, Ze existuje jedna a jen jedna
hodnota R, pro niZz je mozné zobrazeni dané dvojnisobné souvislé
oblasti, ohrani¢ené dvéma nedegenerovanymi kfivkami, na mezikruzi
R < juw| < L. ‘

b) Konformni zobrazeni mnohondsobné souvislé oblasti na rovinu,
je% je rozdélena primymi Fezy.

Vyskytuje se uloha konformné zobrazit (» + 1)-nisobné souvislou
omezenou oblast D, omezenou hladkymi uzavienymi kfivkami
Ly, Ly, ..., L, se spojitou kFivosti, na oblast D,, jez vznikne z roviny
odstranénim fezti rovnobéinych s imagindrni osou..Necht oblast D
lezi v roviné z, oblast D, v roviné w. Podatek soufadnic z = 0 polozme
dovnitf D a predpoklddejme, Ze se nezobrazuje na bod w = oo.
Zobrazujici funkei budeme hledat ve tvaru

w= 1+ g2) 3

kde @(z) je regulé,fni v D. Zvolime-li vhodnym zpusobem pocatek sou-
fadnic v roviné w, dosdhneme toho, Ze tsecka, na niz se zobrazuje
k¥ivka L,, bude leZet na imaginirni ose. Oznaéme b, abscissu usecky,
na nfZ se zobrazuje k¥ivka L;. Potom ¢(2) spliiuje nasledujici krajovou
podminku: '
i 1
te Ly, Re{p(t)} = — Re (T) + b, by = 0. (4)
*

@(2) je tedy FeSenim modifikovaného Dirichletova problému. Re$ime-li
tento problém, uréime funkei ¢(¢), z niZ jednoznaénym zpilisobem uréi-
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me abscissu b,. Uplné obdobné jednoznaéns uréime ordinity konco-
vych bodii Gsedek, tvoficich hranici D,, jestlize libovolng zvolime Gisté
imagindrni aditivni konstantu, jez se vyskytuje v fe$en{ modifikova-
ného Dirjchletova problému.

Zbyvs dokézat, Ze funkce (3) je jednolistd.!. Predevsim je jedno-
listou v blizkosti bodu z = 0, nebot potom lze jednoznaéné roziesit
rovnici (3) vzhledem k z. Necht nyni z; je jeden z bodd, v nichZ w(z) je
jednolistou, a necht w(z,) = w,. VySetime integral

1 w'(z) dz
100 = g7 [
L

kde L je hranice oblasti D a w je libovolny bod oblasti D,.

Integral I(w), jenz se rovna rozdilu mezi po¢tem téch nulovych boda
a polu funkce w(z) — w, které lezi uvniti D, je celé ¢islo. Pokud w pro-
biha vnitiek D,, I(w) je spojitou funkef w. I(w), rovnajici se celému
¢islu, je tedy konstantni. AvSak I(w,) = 0, nebot w(z) — w, md uvnit¥
D jediny pdél z = 0 a jediny nulovy bod z = z,. .Odtud plyne, Ze
I(w) = 0, jestlize w e D,. Uvnitt D funkce w(z) —w ma pouze jeden
jednoduchy pél z = 0, a protoze I(w) = 0, md w(z) — w prave jeden
nulovy bod v oblasti D, jestliZze w lezi v oblasti D,.

Obdobné mizeme uvaiovat ndkteré jiné typy konformniho zobra-
zeni mnohondsobné souvislych oblasti. Tak lze na modifikovany Di-
richletiiv problém lehce pievést tlohu konformniho zobrazeni mnoho-
nasobné souvislé oblasti na rovinu, rozdélené fezy podél oblouki sou-
stfednych kruznic nebo podél usetek pfimelk, prochdzejicich jednim
a tymzZ bodem.

§ 38. Dirichletiv a Neumanniiv problém v prostoru. Omezme se pro
jednoduchost na oblast, omezenou & neomezenou, jejiz hranice je-
uzaviena hladk4d plocha 8, vyhovujici t. zv. Ljapunovovym pod-
minkdm:

1. thel &, sevifeny normélami ve dvou bodech M a M, plochy 8,
vyhovuje nerovnosti

1 Ni%e provedeny ditkaz je vzat ze élanku M. V. Keldyse ,,Konformnyje oto-
braZenija mnogosvjaznych oblast&j ne kanonifeskije oblasti‘‘, Uspéchi mat.
nauk, vyp. VI, 1939.
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F<Ar 0<x<1
kde 4 a « jsou konsta,nty a r je vzdilenost mezi M a M ;;

2. existuje konstanta 6 > 0 takova, Ze kaZda pfimka rovnobéina
s normalou k § v bodé M neprotind vic nez jednou tu &ast plochy S,
ktera lez{ uvnitf koule poloméru ¢ a se stfedem v M.

Integraly
1 ds
VM) = o f o(8) 2, (1)
J
1
- 1 0 r
W(M) = in o(M,) a_vl ds,, (2)
S

se nazyvaji, jak je znidmo, potencidl vrstvy, resp. dvojvrstvy; o(M)
a o(M) se nazyvaji hustoty pfisludnych potencidli. Ve vzorcich (1)
a (2) r je vzdalenost mezi M a M ,, kde M, je bod plochy S, a M je bod
uvniti nebo vné S, », je vnéjsi normala k S v bodé M ,; dS, je element
plochy S.

Plati nasledujici tvrzeni' (hustoty o(M,) a o(M,) povaZujeme za
spojité):

1. Po/tencié,l vrstvy i dvojvrstvy jsou funkce harmonické jak uvnitf,
tak i vné S. .

2. Potencidl jednoduché vrstvy je spojity v celém prostoru.

3. JestliZe » znadf vnéj8i normédlu k S v bod& M a indexy ¢ a e ozna-
¢uji hodnoty potencialu uvnitt, resp. vné plochy 8§, pak hodnoty nor-
malni derivace potencidlu vrstvy na ploSe § jsou urdeny nasledujicimi

vzorei:
'aVé(vM)=_— )+ f cos r, v) as,, 3)
(M) 1 1
B0 _ Loty + - [otary 02 as, )
S -

1 Viz na pf. [12].
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4. Limitni hodnoty potencidlu dvojvrstvy na plose S jsou dany
vzorei

cos(r, v¢)

W) = 5 o00) + 2= [[atary as,, %)
S

cosr, 1) gsg,, (6)

W) = — 5 o(M) + o f o)

Ve vzorcich (3) a (6) je r orientovano od M,k M.

5. Norméln{ derivace potencidlu dvojvrstvy nabyvé na S stejnych
limitnich hodnot jak z vnéjsku, tak z vnittku S.

Lze také dokizat (viz [12]), Ze kdyZ M a M, lezi na plose S, pak
(C = konst.) '
C .

cos (v, 1) o 7

72

C__-

TZ—a’

cos(v,, 7)
r”

« je konstanta, jeZ se vyskytuje v Ljapunovovych podminkéch.
UvaZujme Dirichletiiv problém pro oblast D, leZief uvnitt S. Danou
hodnotu nezndmé harmonické funkce W na S oznaéme f(M). Funkeci W
budeme hledat ve tvaru potencidlu dvojvrstvy s nezndémou hustotou
a(M). Uzijeme-li vzorce (5), lehce pro tuto nezndmou dostaneme
integralni rovnici '
o) + o= [ otary 22V as, = sy (®)

27 r2
S

Druhi z nerovnosti (7) ukazuje, Ze jidro rovnice (8) ma slabou singu-
laritu. Podle toho, co jsme dokézali v § 10, Ize na tuto rovnici uzit
Fredholmovy theorie. DokaZme, Ze rovnice (8) je FeSitelni. Ve shodé
s Fredholmovou alternativou uvaZzujme homogenni rovnici

M+ o f ) CO8(r ")dS = 0. (9)

Z této rovnice a ze vzorce (5) plyne, Ze potencidl dvojvrstvy

1
1 r
Wo(M) = in fao(M1) —‘avl ds,,
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kde g4(HM) je TeSeni rovnice (9), md na S limitni hodnoty z vnitfkurovné
nule. Podle véty o jednoznadnosti YeSeni Dirichletova problému,

Wo(M) =

nosti 5,

?:}01' = 0. Déle, v disledku vlast-

oWy Wy 0

I
Podle véty o jednoznaénosti FeSeni Neumannova problému, W (M) =
= konst, a ponévadz v nekoneénu ziejmé W,, = 0, je W (M) = 0.
Nyni, odeéteme-li rovnice (5) a (6), najdeme

0o(M) = Wo (M) — W (M) = 0.

Tudi? homogenni rovnice (9) m4 pouze trivilni YeSeni a rovnice (8) je
Fesitelns. Resime-li ji a dosadime-li feSeni do (2), dostaneme FeSenf na-
$eho Dirichletova problému.

Kdyz uvazujeme Dirichletiv problém pro oblast D’, leziei vné S,
a hleddme-li feSeni jako d¥ive ve tvaru potencialu dvojvrstvy, pak uzi-
vajice vzorce (6) dojdeme k integralni rovnici

o(M) —%fa(Ml)cos(f " gs, — —2f (10)
S
Tato Tovnice je obecné nefesitelna. Skutedné, uvazujeme-li homogennj
Tovnici
%(M)—zifao(Ml)%”"ds —0 (1)

7
S

a opakujeme-li pfedchizejici ivahy, nalezneme, Ze nutné oy(M) =
= konst. Tato hodnota o4(M) vyhovuje rovnici (11), coz pfimo plyne
ze znamého Gaussova vzorce

1 cos(r, v,)

‘48, =1, M eS.

2% 72
S

Nehomogenni rovnice (11) je tedy nefesitelna, nebot piislusnad homo-
genni rovnice mé netrivialni feSeni.

Mohli‘r jsme predem piedvidat, Ze rovnice (10) bude nefeSiteln4.
Skuteéns, potencidl dvojvrstvy klesa do nekoneéna ¥adové jako R~2
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kde R je vidalenost poéitku soufadnic od bodu M zatim co libovolna
harmonickd funkce v D' klesd do nekoneéna jako R™1. .

Resenf Dirichletova problému pro oblast D’ budeme hledat ve
‘tvaru

NN
s s

Potitek soutadnic umistime uvniti S. Vyraz (12) vede na integralni
Tovnici pro neznamou o(M):

o) — g [or) S as, 4 1 f o(M,) 48, = — 2f(M). (13)

27
S

L}

‘Uvazujme homogenni rovnici

?

1 1
o) — o [ty 20 as, 4 L [y as, = 0. (4
N S

‘Ukazuje, Ze harmonické funkce v D',

—ff’o 1)—dS

1
°R fUO(Ml) ds,
8

jsou totoZné na S. Potom se sobé rovnaji identicky.

Odtud 3 1
) Bl
fUO(Ml) ds, = %97 fao(Ml) R
s 5
05
Nechdme-li R — oo a viimneme-li si, Ze pfitom R B — 0, dostaneme
. R 1
f oo(M,) dS; = 0. (15)
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Nyni se rovnice (14) shoduje s (11). Odtud plyne, Ze oo(M) ==
= konst. Dosadime-li toto do (15), najdeme, %e o,(M) = 0. Tim je do-
kazana FeSitelnost rovnice (13). '

Obratme se k Neumannovu problému. Danou hodnotu normalnf
derivace hledané harmonické funkce na S oznaéme y(M); Fefeni bu-
deme hledat ve tvaru potenciilu jednoduché vrstvy (1). Neumanniav
problém pro oblast D vede na integralni rovnici

1 | cos(v, '
o) —5- f o) X0 a5, — o) (16)
3
a pro oblast D' na rovnici

o(M) + %f () 2% 45, — 2901). (7
5
Rovnice (17) je konjugovans s (8) a stejné jako ona je vidy feSitelna.
V trojrozmérném prostoru je tedy ,,vnéjsi‘* Neumanniiv problém vidy
Fesitelny.

Rovnice (16) je konjugovana s (10). Aby rovnice (16) byla feSitelna,
je nutné a staédi, aby pravi strana byla orthogonélni k feSenim rovnice
(11). Jedinym YeSenim této rovmice, jak jsme vidéli, je konstanta.
Proto podminka Feitelnosti rovnice (16) zni takto:

wa(Ml) dS; = 0. (18)

Z theorie harmonickych funkef je zndmo, Ze podminka (18) je nutna.
k tomu, aby ,,vnitini‘‘ Neumanniv problém mél feSenf. Pfedchaze-
jicimi tvahami jsme dokazali, Ze tato podminka je také postaujici.
Na zavér uvazujme rovnici s proménnym parametrem A:

A cos(v, ) . 0
o(M) —5- f oMy 220" s, —o. (19)
s
Jiz jsme vidéli, Ze A = — 1 je regulidrni a 4 = + 1 charakteristické

Gislo této rovnice. DokaZme, %Ze vSechna charakteristicka Cisla rovnice
(19) lezi na polopfimkich A > 1a A < — 1 UvaZujme potenclal jedno-

duché vrstvy
1 ds
VM) = f o(3,)

S

172



kde o(M) je netrividlni feSenf rovnice (19). Vzorce (3) a (4) nam umoz-
1iuji pfepsat rovnici (19) ve tvaru

v, v, AL AN
R *(WJFW)—O
¢ili
, oV,
(1. =(1—l) 5 (20)

Pfipomefime, Ze podle vlastnoslu 2 V.=V, Pripoultime-li, Ze 4,
o(M) a V(M) jsou komplexni, nasobme (20) V, = V, a integrujme po S.
Polozme jesté V = V, + iV,. Potom dostaneme

(l + l){f(Vlz agh + V2z asz) ds + f(Vn asz sz aVn') dS} —
S

_ Ve 5 Ve [ Voo o Ve
- (1 - j') {f(Vle a _+_ VZe —a'V_) dS +. (Vle a V2e a dS
s S

o

Druhé integrély nalevo i napravo jsou rovny nule, nebot funkce V;, V,,
jsou harmonické uvnitt S a funkee-Vy,, V,, jsou harmonické vné S; tak
dochazime k jednodussi rovnici

1+ 4) f(Vl,- ag” + Vo a;/”) ds =
S

=(1—2 f(Vl,, (4T + Vz,%) ds. (21)
S

Pripomelime zndmy vzorec z theorie potencidlu: Jestlize je oblast B
omezend (neni podstatné, zda z vnitfku &i z vnéjsku) plochou Z, je-li
¥ (M) harmonické funkce v B a je-li #» normala k X, vngj$i vzhledem
k oblasti B, pak

[reas= [+ G+ (B Jowover

QOdtud specialné plyne; Ze

ng—VdS>0

z
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znak rovnosti plati pouze tenkrat, kdyz ¥V = konst, co% je opét mozné
pro V % 0 pouze tehdy, kdyZ B lezi uvniti .

Normala » byla zvolena tak, aby byla vnéjsi vzhledem k S. V tako-
vém piipadé bude vnéjsi vzhledem k D a wnitfni vzhledem k D’; odtud
plyne, Ze integral nalevo v (21) je nezdporny a integral napravo ne-
kladny.

Jsou mozné tyto piipady:

a) Integral napravo v (21) se rovnd nule. Potom V,= 0; protoze
Vi=V,na §8,jeV,=0 a o(M)= v, oV,

ov v
vede k charakteristickému &islu A.

= 0. Tento pFipad ne-

b) Integril nalevo je roven nule a integral napravo je rizny od nuly-

2 ¥

Pak dostaneme znamé charakteristické éislo 4 = 1.

c) Integrél nalevo je kladny a integral napravo zéporny. K tomu je
nutné bud 1 —12< 0,1+ 1>0,nebo1 —4>0,14 1<0,t. j-
bud 2> 1, nebo 4 < — 1.

KAPITOLA 2

BIHARMONICKA ROVNICE
(UZITI GREENOVY FUNKCE)

§ 39. Problémy, vedouci na biharmonickou rovnici. a) Rovinny
problém theorie pruznosti. O rovinné deformaci mluvime, jestlize
se elastickd posunuti déji pouze v roviniach rovnobéznych s rovinou
(x,y) a sloZky posunuti nezdvisi na z. Oznadime-li %, wu, sloZky
posunuti, o,, 7,,, 6, slofky napéti, mazeme napsat soustavu diferen-
cidlnich rovnic rovinného problému theorie pruznosti:!

801 0 sz 0 Ta:‘u 80' Ty

TR0, T (1y

1 Rovnice (1) odpovidaji ptipadu, kdy na téleso nepisobi Zddné objemové sily-
Viz [28a].
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aum ou,
oy T % ox
Zde jsou A a u Laméovy konstanty a

Bu,,

Oty

au, + 8u,, (3)
R .
Poéet neznamych funkei v soustavé (1) — (2) lze snizit na jednu.
Rovnicim (1) 1ze totiz vyhovét, poloZime-li
W 4 W :
o = VW, Tgy = — % oy’ oy = P (4)

Funkce W(z, y) se nazyva funkei napéti éili Airyho funkei. Dosadime-1i
vyrazy (4) do (2) a vylou¢ime-li u, a u,, zjistime, Z& Airyho funkce.
vyhovuje biharmonické rovnici

o'W o'W oW
BW = MAW) = 5+ 2 gy + 50 = O (5)

Reseni rovinného problému theorie pruZnosti lze tedy prevést na.
integrovani biharmonické rovnice za piisluinych krajovych pod-
minek. ,

Objasnéme, jaké jsou to podminky. Nejjednoduseji se formuluji,
jestlize jsou na hranici pruZné oblasti ddana posunuti jejich bodi.
V tomto pripadé, oznaéime-li hranici pruzné oblasti L, mame na L

e = g4(t), %y = ga(?), (6)
kde t je parametr, uréujici polohu bodu na L, a g,(t) a g,() jsou dané.
funkece. , ~

Necht jsou nyni ddny vnéjsi sily, plisobici na hranici L. Oznaéime-1i
jejich slozky X, a Y, dostaneme na zdkladé znamych vzoreti mechani-
ky deformovatelnych téles

o, cos(v, x) + T 00s(v, y) = X,, 7
Tgy €OS(v, ) + 0, cos(v,y) = ¥,. '
Zde je » vnéjsi normala k hranici L. Poznamenejme, %e

cos(v, z) = %, cos(v, y) = — g—:,

0s
kde s je délka oblouku hranice.
Dosadime-li do (7) napéti vyjadiend pomoci Airyho funkce, dostaneme
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0 [oW oW o
a‘s(‘az)”" as(ax) —

oW
W _
ﬂ—fx ds + Oy = fo(s) + Co

Rovnice (8) vyjadiuji krajové podminky nasf alohy pro pifpad, ze
jsou dany vnéj¥i sily pasobici na hranici. JestliZe je hranice L jedno-
duse souvisld, lze zvolit konstanty C, a C, pevné podle liboviile; jest-
lize hranice L je mnohondsobné souvisld, pak C, a C, mohou mit rizné
hodnoty na riznych kfivkach, tvoficich L. V tom piipadé musi byt
uréeny z pozadavku jednoznadénosti posunuti. V tomto smyslu je ro-
vinn4 tloha theorie pruZnosti obdobna modifikovanému Dirichletovu
problému.

Uvedené typy krajovych podml'.nek nejsou jediné. Nize ukdZeme na
prisludnych mistech nékteré jiné typy krajovych podminek.

Problémy, jeZ odpovidaji podminkdém (6) a (8), budeme nazyvat
prvnim, resp. druhym biharmonickym problémem.!

odkud
—fY,ds—{— C: = fi(s) + Cy,
(8)

b) Ustdleny rovinny pohyb viskosnf nestlaéitelné kapa-
liny. Rovnice Navier-Stokesovy2 nabyvaji v tomto p¥ipadé tvaru

ov, 1op
Vo gy T Y "a =vdv. — o5
] op
Vg ax+ ﬂa A.UV_E'aTJ7 (9)
_|_av,,

Zde v, a v, jsou sloiky rychlostl, p je tlak, g je hustota kapaliny, » je
koeficient viskosity. Rovnice (9) jsou napsany za pfedpokladu; Ze ne-
pisobi Zadné objemové sily.

1 V knize N.TI. Muscheliéviliho [28a] se prvﬁn biharmonickym problémem na-
zyvé krajovy problém theorie pruZnosti s podminkami (8).

? Viz N. E. Koéin, I. A. Kibel’, N. V. Roze, Téoreti¢eskaja gidromechanika,
¢. II, Gostdchizdat, 1948. .
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Tieti z rovnic (9) ukazuje, Ze existﬁje funkce @D(x, y), nazyvans
proudovou funkei, takova, Ze
oD od
Vg = 53/—, Vy = — a (10)
Dosadime-li toto do prvych dvou rovnic a vyloutime-li p, nalezneme
rovnici, jiz vyhovuje proudova funkece:

2240 _20040) an
oy ox ox oy |

Jestlize v rovnici (9) zanedbdme inercidlni &leny, je prava strana
v (11) identicky rovna nule; dostaneme, Ze @ vyhovuje biharmonické
rovnici.

V theorii viskosni kapaliny se predpokladi, Ze.viskosni kapalina,
stykajici se s tuhym t8lesem, k nému ptilne, takZe se rychlosti tuhého
télesa a s nim se stykajicich ¢astic kapaliny sobé rovnaji. Odtud lze
lehce odvodit krajové podminky p¥i problému obtékdni. JestliZe viskos-
nf kapalina obtéka jedno nebo nékolik téles, o nichZ budeme pro jedno-
duchost predpoklidat, Ze se nepohybuji, pak na hranici téchto téles

2 _ o0
ox > oy

Jestlize osu z orientujeme rovnohézné s rychlosti proudéni v ne-
koneénu a velikost této rychlosti oznaéime U, mi podminka v nekoneé-
nu tvar ‘

A@:i(

14

= 0. (12)

lim [@(x,y) — Uy] = C, C = konst. (13)

zt+ytoc

NiZe uvidime, Ze tloha o obtékdni neomezeného proudu viskosni
kapaliny okolo tuhého télesa je nefeSitelnd, jestlize zanedbame iner-
cidln{ cleny. V tom spotiva t. zv. Stokesovo paradoxon.

Na biharmonickou rovnici vede také mnoho jinych tiloh matematic-
ké fysiky. Tak na pf. na rovnici tvaru A*W = p(z, y) se pfevadi iloha
o ohybu plastické hmoty vlivem zati*eni, které je normalni k jejimu
povrchu. Na rovnice tého# typu se prevadéji také nékteré tilohy oce-
anologie.’ '

1 Viz V. V. Stokman, Uravnénija polja polnych pot;okov, vozbuZdajemych
vétrom v ndodnorodnom polje. Doklad AN SSSR, 1946, t. IV, &. 5. -
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§ 40. Komplexni vyjad¥enibiharmonické funkce. Kazd4 biharmonicka
funkee W{z, y) (t. j. integral biharmonické rovnice) miZe byt vyjidie-
na pomoci dvou analytickych funkef komplexni proménné z = z + y.
To lze uédinit takto: Funkece P(z,y) = AW je harmonickd, nebot

= A*W = 0. Necht @(z,y) je funkce konjugovani s P(z,y).
Oznaéme P + i@) = 4¢'(z). Funkce

p(z) = p(x, y) + iq(x, y) = } [(P + iQ) dz
je analytickd funkce z. Vypoétem se lehce presvédéime, Ze A(W —
— px — qy) = 0, t. j. Ze funkce p,(z, y) = W — px — qy je harmonic-
ka. Polozime-li p,(x, y) = Re{x(2)} a-vSimneme-li si, Ze px 4 qy =
= Re{z ¢(2)}, dojdeme ke Goursatové formuli, je% divd hledané
vyjadrenf biharmonické funkce pomoci analytickych funkef komplexni
promeénné ¢(z) a ¥(2):
W(z,y) = Re(z ¢(2) + 2(2)}. (1)
Funkce ¢(z) a p(z) = x'(2) budeme nazyvat Goursatovymi funkcemi.
Je-li dana funkce W(z, y), nejsou Goursatovy funkce uréeny tplné
jednoznadné. ¢'(z) je totiZz uréena aZ na ryze imaginarni aditivni kon-
stantu a ¢(z) je tedy urdena aZ na aditivni ¢len tvaru inz + f, kde « je
realna a f} je komplexni konstanta. Funkece y(z) neni také uplné uréena,
aviak to je pro dalsi méné podstatné.
Z Goursatovych vzorct lehce dostaneme dvé dulezité formule, jez
v definitivnim tvaru vyslovil N. I." Muscheli§vili. Prvd z nich dava
vyjadFeni derivaci biharmonické funkce pomoci Goursatovych funkei:

0 0 -
T i 5= 0 + 27 + ), 2)

kde
p(2) = 1'(2). (3)

Druhy vzorec se vatahuje k rovinnému problému theorie pruznosti;
vyjadiuje posunut{ pomoci Goursatovych funkei a md tvar

2u(u, +1u,) = % p(z) — 2 ¢'(2) — y(2). (4)
Zde jsme oznadili
A+ 3u
H = ﬂ lu .
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Poznamenejme, Ze x > 1. Vzorce (2) a’ (4) snadno dostaneme
z Goursatova vzorce a z rovnic (2) a (4), § 39.

Uvedme jesté dva vzorce G. V: Kolosova, je# vaii napéti s Goursa-
tovymi funkcemi:

o, + 0, = 4Re(¢’(2)}, (5)
oy — 0, + 207, = 22 ¢"(2) + ¥'(2)]. (6)

Vzorce (2) a (4) ndm dovoluji prevést zdkladni problémy theorie
pruznosti v roviné na krajové tlohy theorie analytickych funkei. Prvy
problém se pfevadi na sestrojeni analytickych funkef ¢(z) a y(z), jez
na hranici oblasti vyhovuji rovnici

% p(z) — 2 ¢'(2) —p(2) = 2u(g, + 19.)- (7)
V druhém problému je t¥eba sestrojit' analytické funkce ¢(z) a p(z),
jez na hranici vyhovuji krajové podmince

na L, ¢(z) + 2¢'(z) + y(z) = f + ifs + by, by = konst. (8)
Zde s
f1+if2=1’f(Xv+'in)dsﬁ (9)

kde X, a Y, jsou slozky vméjsich sil pisobicich na hranjci ve sméru os =
a y. Konstanty b, je nutno zvolit tak, aby posunuti byla jednoznaénd.

Na tutéz krajovou tlohu, avSak bez liboviile pfi uréeni pravé stra-
ny,! se v hydrodynamice pfevadi loha obtékani viskosni kapalinou.

Je uzitedné poznamenat, Ze rovnici (8) lze uvazovat jako specialnf
piipad rovnice (7) pro » = — 1.

Jindy byvd uZiteéné piedb&ing konformné zobrazit oblast, jez je
vyplnéna pruznym prostfedim nebo viskosni kapalinou, na néjakou
jinou oblast. Vzorce (7) a (8) se potom ponékud méni. Necht z = w(0)
je funkce realisujici zobrazeni. Oznadme

p(z) = @(w(0)) = D(0); y(z) = p(w(0)) = (o).

1 A tedy bez dodatednych poZadavkh takového typu, jako je jednoznadnost
posunuti. ’ ' '
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Potom rovnice (7) a (8) jsou nahrazeny rovnicemi:

% 0(0) — 2O F(5) — T(o) = 2ulg, + iga) (10)
w'(o)
a‘ .
(o) + wﬂ‘(% @) + P0) = f + ifa + bie (11)

VySetfme nyni analyticky charakter Goursatovych funkei. Jestlize
oblast vyplnéns pruZnym. prostfedim je omezeni, jednoduse souvisly
a nepisobina ni ani bodové sily nebo momenty, pak ¢(z) a p(z) jsou
prosté regularni v oblasti. Pravé tak ¢(z) a (z) jsou regularni v jedno-
duge souvislé omezené oblasti, vyplnéné viskosni kapalinou, jestlize
v oblasti nejsou ani prameny, ani propady.

Zabyvejme se nyni pripadem mnohondsobné souvislé oblasti. Jeji
hranici oznadme jako obvykle L, vnitini kiivky, z nichZ se sklad4,
Ly, L,, ..., L, a kfivku omezujici oblast z vnéj§ku (jestlize je oblast
omezenda) L,. Vlastni oblast oznaéme pismenem D. '

UvaZme ta omezeni, jeZ musi nutné splilovat Goursatovy funkce pti
rovinném problému theorie pruznosti. Ze vzorce (4), § 39 je patrno, Ze

, P(x,y) = AW = o, + 0,.

Napéti je jednoznadns funkee stejné jako posunuti. Odtud plyne, Ze
P(z, y) je jednoznatni. P¥i tom Q(z, y) vzroste o konstantu p¥i ob&hu
kolem kazdé z vnitfnich kfivek L,, L,, ..., L, proti hodinovym ruéic-
kim. Oznaéme onen piiristek 8zA,. Potom pii uvedeném obéhu
funkce ¢'(2) vzroste o 2mwid,. JestliZe z, je bod uvnitf k¥ivky L,, pak
pri tomté% obdhu funkce A4, lg(z — z,) vzroste také o 2mid,. Odtud
plyne, Ze

.

¢'(2) =kZlAk Ig(z — zx) + f(2), (12)
kde f(x) je funkce reguldrni v D a A, je realnd konstanta. Neni obtiZné
nahlédnout, Ze neuréity integral

| [fz)dz
miife také obsahovat logaritmické séitance. Integrujeme-li tedy rov-
nici (12), dostaneme
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#0) = Sdszlgle— ) + SBulgle — =) + 9. (13)

V tomto vzorei je p*(z) jednoznaéna funkce, regularni v D; B} je
komplexni konstanta a A, jsou, jak jiZ jsme vidéli vySe, redlné kon-
stanty. !

Obratme se k funkei ¢(z). Vzorec (12) ukazuje, Ze ¢”(z) je jednoznad-
na. Nyni ze (6) plyne, Ze y'(z) je také jednoznaéni a jeji neurmty
integral obsahuje logaritmické ¢leny:

¥(2) 27210 k18 —zi) + v*(2), (14)

kde y*(z) je funkece regularni v D.

Pii odvozovani vzorca (13) a (14) jsme uZili pouze jednoznaénosti
napéti. Objasnéme, jakd omezeni klade na koeficienty A4,, By, C; po-
Zadavek jednoznacnosti posunuti. Vzorec (4) ukazuje, Ze pfi obéhu
kiivky L, vzroste soudet 2u(u, + tu,) o

2ni[(x + 1) Az + xBy + C.
_Tato velidina se rovna nule, nebot posunutf jsou jednoznaénd. Odtud
plyne, ze
Ak =0, C’k = xEk: (15)

a tak koneéné dostaneme nésledujici vyrazy pro Goursatovy funkce
p¥i rovinném problému theorie pruznosti:

= in lg(z — 2zi) + @*(2),

- (16)
- ple) = —leBklgz—zk) + y*().
(k=
Koeficierity B, maji jednoduchy fysikiln{ smysl:
_ X +i¥,

kde X a Y, jsou slozky, hlavniho vektoru vnéjsich sil pisobicich na
k¥ivee L,. P¥i druhém zdkladnim problému jsou tyto koeficienty zna-
my v disledku krajovych podminek, pfi prvém viak zustdvaji neznd-
mymi.
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Pongkud jiny charakter mé mnohoznaénost Goursatovych funkei
v hydrodynamice viskosni kapaliny. Zde je t¥eba poZadovat jedno-
znadénost rychlosti, t. j. jednoznaénost derivaci biharmonické funkce.
Vzorec (13) plati dile. Ze vzorce (4) je patrno, Ze p¥i obéhu kiivky L,
proti hodinovym ruéi¢kam vzroste y(z) o 2niB,, a tedy

v(z) = 2By lg(z — z) + v*(2), (18)

kde p*(z) je regularni v D.

Formulujme je$té dal$i problém, ktery budeme nazyvat tfetim
bjharmonickym problémem: Jest urdit biharmonickou funkei, jsou-li
na hranici oblasti dany prvé derivace, za predpokladu, Ze tyto derivace,
jakoZz i prvé derivace Goursatovych funkei jsou jednoznaéné v uvazo-
vané oblasti.

Pri tfetim problému tedy predpokladiame, Ze ¢(z) miZe byt vyjidie-
na vzorcem (16) a y(z) vzorcem (18). Poznamenejme, Ze pro jednoduse
souvislou oblast je druhy a tfeti problém totozny.

Lze dokazat, Ze kazda ze ti{ formulovanych tloh m4 jediné Fefeni
(viz [27d]). *

Shora uvedené Stokesovo paradoxon je bezprostiednim disledkem
jednoznaénosti TeSeni tfetiho problému. Skutedns, jestlize kapalina
obtékd pouze jedno téleso, je oblast vyplnénd tekutinou jednoduse
souvisld, Goursatovy funkece jsou jednoznaéné a problém obtékani
splyvd s tfetim problémem, jejZ je nutno Fesit pfi téchto podminkéch:
prvé derivace hledané funkce se rovnaji nule na hranici a jsou omezené
v nekoneénu.! Z véty o jednoznacénosti plyne, Ze hledand biharmonicks
funkee je identicky rovna konstanté. Aviak potom jsou jeji derivace,
t. j. rychlosti, identicky rovny nule. Tak dostaneme, Ze viskosn{ kapa-
lina obtékajici tuhé téleso je v klidu.

Jestlize viskosni kapalina obtékd nékolik tuhych téles, dostaneme
fefeni, uZijeme-li libovolnosti koeficientt A,. V tom pfipadé ma pro-
blém. obtékani jednoznaéné feSenf pouze tehdy, kdyZz je oblast dvoj-
nésobné souvisld; jestliZe je oblast vice ne# dvojnisobné souvislé, pak
je Fe$en{ nekoneéné mnoho.

1 To plyne z toho, Ze v nekoneénu v, = U, v, = 0.
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§ 41. Greenova funkce a Schwarzovo jidro. Necht D je omezend oblast
roviny z = 2 + 4y, jednodude nebo mnohonasobnd souvisld, a necht z
a { = £+ in jsou libovolné body oblasti .D. Oznaéme r vzdilenost-
mezi témito body: r = |z — {|. Jak je zndmo, Greenovou funkei
oblasti D nazyvame funkei G(z, y; £, ) dvou bodu této oblasti, jeZ ma
tyto vlastnosti:

a’) G(x’ Y, §, 77) = g(x’ Y &, 77) - Igri, (1)
kde g(x, y; &, n) je harmonicka funkee v D proménnych & a  pro dand x
ay; '

b) Jes!:liie bod ¢ = £ + in leZi na hranici oblasti D, pak

Gz, y; &, m) = 0. (2).

Funkei g(z, y; &, ) 1ze sestrojit, jestlize fe§ime Dirichletiiv problém
pfi krajové podmince: na hranjci L oblasti D ¢ = lgr.
Z vlastnost{ a) a b) plyne soumérnost Greenovy funkce:

. G(x: Y £, 77) = G(E, 7%, y) (3)

Pomoci Greenovy funkce se fedi Dirichletiiv problém v uzaviené
formé: Jestlize U(x,y) je harmonickd funkece v D, rovnajici se u({)
v bodé ¢ hranice, pak

U y) = o [ue) B ao, ao = 1az, @
L
kde » tentokrat oznacéuje vnitini normalu k L v bod$é ¢.

Ze soumérnosti Greenovy funkece plynme, Ze je nejen harmonickou
funkef & a 7, nybrz také x a y v celé oblasti D, mimo bod (£, ). Zavedme
pro dalsi dalezity pojem komplexni Greenovy funkce. Budeme uva-
Zovat G(z, y; &, 1) jako funkeci komplexnich proménnych z a { a ve
shod$ s tim ji budeme znagit G(z, {). Sestrojme funkei H(z, ¢), konju-
govanou s G(z, {) vzhledem k proménnym « a y. Lze na p¥. polozit

z

H, c>=f—aGd +§d (5)

«

kde a je libovolny, avsak pevné zvoleny bod uvnit¥ oblasti D. Funkce

183



H(z, £) je redlnd mnohoznaéns funkce svych argumenti. Na jedné
z jejich vétvi plati identita
H(a, {) = 0. (6)

Komplexni Greenovou funkei nazyvame funkei
M 0) =6 ) + i Hz, 0). [0

M(z, £) je analytickd, nikoliv viak regularni funkce proménné z v D
a neanalyticka funkce proménné (.

Komplexni Greenova funkce je mnohoznaénd, nebot obsahuje &len
— Ig(¢{ — 2z). Mimoto, jestlize je oblast D mnohondsobné souvisla,
méni tato funkce své hodnoty pfi obéhu kolem libovolné vnitini hra-
nice oblasti v roviné z. Oznaéme jako d¥ive L, vndjsi a Ly, Ly, ..., L,
vnitini hranice oblasti D. P¥i obéhu kolem L, proti hodinovym ruéié-
kém vzroste funkce H(z, {) o néjaky pfiristek, ktery bude obecnd
funkef . Oznacme jej 27 by (¢):

1 26 e
Ly

Zde je { = £ + in vnitini bod oblasti D a z = x 4 4y bod na kfivee L.
Oznaéme 7 smér vnitini normély k L, v bod® z a poloZme |dz| = ds.
Ziejmé

X
Pl cos(s, ) = — cos(n, ¥),
dy o
1= cos(s, ) = cos(n, x).
'Odtud plyne, Ze ‘ 1 [ 26
bi(l) = o= f - ds. (8)
Ly

Pii obéhu kolem L, proti hodinovym ruéiékdam vzroste komplexni
Greenova funkce o 2mi b,(8). O totéZ p¥i tém% ob&hu vzroste funkece
bx(8) 1g(z — 2;), kde z, je libovolny, pevné zvoleny bod uvniti L,.
Komplexni Greenova funkce muZe byt tudiz vyjadiena takto:

Mz ) = C)—I—Zb £) gz — 2:) —1g(¢ —2), (9)
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kde M(z; {) je regularni funkce proménné z v D. Poznamenejme, Ze
M (z; £) jako funkce proménné ¢ je jednoznaéni.

DokaZme, Ze b,({) je harmonickd funkce & a n v D, rovna jedné na
L,anulena L, j=0,1,.., k—1,k+1,....,n

V (8) provedme substituci z v { a v z. Ve shodd s timto zméfime n
v va ds v do. Potom dostaneme

1 oG
bk(Z) = -2—nfa—vd0'

Ly,

UvaZujme Ifunkci 85(¢) bodu ¢ na hranici L, kladouce

1, jestlize { lezi na L,

9x(6) = {o, jestlize ¢ le#i na Ly, § + k. (10)
Potom lze napsat b.(2) ve tvaru
1 oG '
bu(z) = o fak(f)gdﬁ- (11)

L
Porovname:li toto se (4), pfesvédéime se o spravnosti naseho tvrzeni.

Necht nyni ve vzorci (9) znaéi z vniténi bod oblasti D, ¢ bod na hra-
njci L a » vnit¥ni normdlu k L v bodé . Polozme

PulE) — 0y (12)
* Mz ¢
LI ) (13)
Derivujeme-li (9) podle v, dostaneme:
2 ! 1 0
750 =D L S e —n — Xy

I‘unkci T(z; ) budeme nazyvat Schw,arzovym jadrem oblasti D.

vvvvvv

Schwarzovo jadro je v D analytwka funkce proménné z a je mnoho-
znadna, jestliZe je oblast D mnohonasobné souvisla. Pfi obéhu okolo L,
proti hodinovym ruéi¢kdm vzroste o 2mia,(¢). Déle T'(z; £) je jedno-
znaénd a neanalyticka funkce {. Redlna éast Schwarzova jadra je nor-

185



malni derivace Greenovy funkce. Jedna z vétvi jeji imagindrni ¢dsti je
identicky rovna nule pro z = a:

Im{T(a; {)} = 0. (15)

Necht f(£) je spojitd realni funkce bodu na hranici L. UvaZujme
integral

D)= 5 f 1(8) T(z; ¢) do (16)
L

®@(z) je analytick4 funkce z. Ze vzorce (4) je patrno, Ze jeji redlnd Gast je
jednoznadéna v D a na hranici se rovna f({). Vzorec (15) dale ukazuje, Ze
jedna z v&tvi imaginarn{ &asti ®(z) je rovna nule pro z = a. Vzorec (16)
tedy uréuje analytickou funkeci z hodnot jeji redlné ¢asti na hranici za
predpokladu, Ze tato realna ¢ast je jednoznaéna.

Necht F(z) = u(2) + 1 v(z) je analytickd funkece, jeZ nema uvniti D
singularni body. Piedpoklidejme jesté, Ze jeji realnd éast u(z) je jedno-
znadnd v D a spojitd uvnitt i na hranici D. Jak jsme jiZ vidéli, integral

1

27
L

uw(() T(z; {) do

je analyticka funkece z, jejiz redlna ¢ast se rovna u(z). Takova funkce se
miiZe liSit od F(z) pouze o imaginarni aditivni konstantu. Jedna z vétvi
imagindrni éasti posledniho integralu se rovna nule pro z = a. Odtud
Jze lehce nahlédnout, Ze

1
27

u({) T(z; £)do = F(2) —iv(a). (17)
.
V tomto vzorei je v(a) hodnota v bodé a jedné z vétvi funkee #(z).

Jestlize funkee u(z) harmonicka v D je jednoznaéna, pak funkece v(z)
s ni konjugovana bude obecné mnohoznaéni. Vzoree (17) umozZiiuje
vypoéitat z hodnot u(z) na hranici veliéinu, o niz vzroste v(z) pfi obéhu
podél kiivky L proti hodinovym ruéi¢kam. Tento ptiriistek je zfejmé
Toven

lfu(i')a,k(i) do. (18)
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JestliZe imaginirni éast v(z) je jednoznaénd a spojitd v celé oblasti
is hranicf, plati vzorec analogicky vzorei (17):

5= | %0 T, ) do = = F() — > ula). (17,)
L

Ptitom je prirtstek realné ¢asti F(z) pfi obéhu kolem ki‘ivky L, proti
hodinovym rucickdm roven integralu

——]!'v(C) a,(¢) do. (19)

~

Jestlize F(z) je jednoznaténd, rovnaji se integrily (18) a (19) nule.
Odtud lehce dostaneme vzorce, jez plati pro libovolnou analytwl\ou
funkei reguldrni v D a spojitou uvnitf i na hranici D:

f F(¢) ay(t) do = 0, (20)

{ (2) ax(¢) do = 0. (21)

Pro jednoznadnou funkei F(z), regularni v D, plati soudasné vzorce
(17) i (17,). Vyndsobime-li (17,) 4 a pFi¢teme-li a odedteme-li vysledek
od (17), dostaneme dva vzorce dilezité pro vse dalsi:

= | F&) 7@ 2 do = Fo) — 5 o), (22)

= | o 7E 040 = 5 @, (23)

L
Zduraznéme, Ze vzorce (22) a (23) plati pouze tehdy, je-li funkce
F(z) regulirni a tedy jednoznaéna v D.
Uvedme specialni pfipad vzorce (22), jenz se dostane pro F(z) = 1:
X .

27
L

T(z; ¢) do = 1. " (24)

Komplexni Greenova funkce md vlastnost, kterou nazveme inva-
rianci vzhledem ke konformnimu zobrazeni. Spoéiva v tomto:

Necht funkce t = &(z) konformné zobrazuje oblast D roviny z na
oblast D’ roviny ¢ a mecht M'(¢; ) je komplexni Greenova funkce
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oblasti D’. Potom je komplexni Greenova funkce oblasti D dana
veoreem MUz 8y = M'(e(2); e(£))- (25)
Dikaz vzorce (25) se dostane jednoduse z definice Greenovy funkce.

Diferencujeme-li obé strany posledni rovnice ve sméru normaily,
nalezneme vztah mezi Schwarzovymi jadry oblasti D a D'

T(z; ) do = T'(e(2); &(£)) do’, do’ = |d1]. (26)

Na zavér dokazme nékolik vét pro Schwarzova jidra, jez jsou nutné
pro dalsi vyklad.

Véta 1. Necht f(L) je funkce bodu na hranici L, spojitd podél L a m-krdt
spojitd diferencovatelnd podél jistého obloukuw L' této hramice. Necht
mimo to uhel sevieny normdlou v a redlnou osou je také m-krdt spojité
diferencovatelny podél L'. Potom funkce

o) = o= [ 10 76
L

je m — 1-krdt spojité diferencovatelnd podél oblouku L", jenZ lesi
wonatf L',

Staci uvaZovat ptipad, kdy f({) je redlna. Funkce @(z) je analytick4.
a reguldrni v kazdé jednoduse souvislé 8asti oblasti D. Jeji redlna édst
se na L shoduje s f(z). Vyjmeme z D jednoduSe souvislou éast D, tak,
aby L’ leZela na hranici D,. Zobrazme D, na kruh. Potom, vyjdeme-li
ze Schwarzova integralu pro kruh, lehce zjistime, Ze @(2) je m — 1-krit
diferencovatelnd podél oblouku kruhu, odpovidajicimu oblouku L”.
Nyni, abychom dokézali vétu 1, stadi uzit znamého faktu, Ze v da-
sledku podminek véty je funkce realisujici zobrazeni D, na I\ruh
m — 1-krat spojité diferencovatelna podél L”.

Véta 2. Nechtdhel sevieny normdlou v a osou & je spojity a md derivace
a¥ do #ddu m-tého véetné vzhledem k o na celé hranici L. Potom platé
vzorec 1 dr

=Tz Dda__u‘ >+ Pz {) do,. (27}

kde funkce P(z; (), jestlize neptihliZime k jejim logaritmickym singula-
ritdm, je spojitd uvniti © na hranici am—2- krat dzferencovatelna ne
hranici vzhledem k 2.
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Funkee M(z; {) + 1g({ — 2), uvaZovani jako funkce proménné z,
nemd singularni body uvnitf D; jeji redlnd &dst je jednoznadéna a na L
splyva s Ig|¢ — 2|. Na tuto funkei 1ze uZit vzorce (17), jenz ddva:

1 .
%flgw 1| T(z; 1) do, =
L

= M(z; {) + 1g({ —2) + i H(a; {) — targ({ — a).

V tomto vzorei z a £ jsou body uvniti D, ¢ je bod na hranici L. Protoze
H(a, £) = 0, plati

M 0 = o [ 1610 — 8705 1) doy—g(¢ —2) +  anglc —a).
L

Derivujeme-li tuto rovnici ve sméru norm4ly v, prochézejici bodem ¢,
nechame-li { konvergovat k hranjci a uZijeme-li véty o normélni deri-
vaci logaritmického potencidlu jednoduché vrstvy, dostaneme

sy 1 o]l —¢ 2 3 . darg({—a)
T(z,I)——,nf T T(z t) do, — —F 9 —=> R

Dale
2= = 60s(¢, &) + i cos(vg, 1) = cos(o. 1) — i cos(o, §) = —i 5=
a c C) c’ P 3 3 d M

Tak dojdeme ke vzorei (27), jestlize poloZime

Pl o) = g [ 2B ao, 4 2B =)
L

Zbyvi dokdzat, Ze P(z; ) je m — 2-krat spojité diferencovatelnd podle
zv D + L. Aviak to pf‘imo plyne z véty 1, nebot v disledku podminek

alglC

véty 2 je funkee — 1-krat spojité diferencovatelnd po-

ovg
dle o podél hranice L.

Véta 3. Identita
9(8) = h(2), (28)

kde C je bod na hrawici L o funkce g(¢) a h(L) jsou spojité, je ekvivalentni
soustavé identit
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-—f O T ¢ do——fk(C {) do,
—“fg(C ) T(z; {)do = ——fh(C

Je tieba dokdzat, Ze (28) plyne z (29). Sedteme-li obé identity (29)
a pfevedeme-li vSechny ¢leny nalevo, dostaneme

1 ,
z—nfRe{g(C) —h()} T(z; £) do = 0.
L

(29)

Redlnd ¢ast posledniho integralu je harmonicka funkce v D, splyvajiei
na L s Re{g({) — h(£)}. Odtud plyne, ze Re{g({) — h(¢)} = 0. Uplng
obdobné se dokaze, Ze Im{g({) — k({)} = 0.

§ 42. Prevedeni prvého a tFetiho problému na integralni rovnici.
V § 40 jsme zjistili, Ze prvy a t¥etf{ biharmonicky problém se pfevadi na.
nésledujici krajovou tlohu theorie funkef komplexni proménné:
Uréit analytické funkce @(z) a y(2);, vyhovujici témto podminkdm:
1. ¢(z) a 9(2) nemaji singuldrni body uvnit¥ oblasti D;
2. ¢'(2) je jednoznaéni v D;
3. na hranici L oblasti D plati
% () — L @'(8) — (&) = 9(0), : (1)
kde x je konstanta a g({) je dana spojitd a jednoznaéna funkce bodu na
hranici. Budeme pfedpoklddat, Ze tato funkce je dostateénd hladka.
V prvém problému
A4 3u — Y-
— 22 0(0) = 2utue + i)
v tietim je tfeba poloZit
x=—1, g({) = — () — by
O oblasti D budeme piedpoklidat, Ze je omezend.
Pristupme k FeSeni formulované krajové dlohy.
Casto byvé uZitedné konformné zobrazit oblast D na néjakou oblast
D*. Necht z = w(t) je funkce, realisujici toto zobrazeni. Oznaéme-

p(w()) = D), p(w(?)) = F(2).
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Dale necht ¢ = () a G(¢) = g(w(t)). Uloha se tedy pievadi na uréeni
D(t) a ¥Y(t) z krajové podminky

o(T) =—

x P(r) —=== P'(r) — ¥(7) = G(v), (1,)

jeZ ma byt splnéna na hranici y oblasti D*. Viimnéme si, %e @'(t) je
jednoznaéna v D*. Odtud plyne, Ze funkce x @(¢) — (1) je také jedno-
znadéna v D*, \

Skute¢né z jednoznaénosti @’(t) a G(t) plyne; Ze x» D(t) — P(t) je
jednoznadni na hranici. Odtud plyne, %e tato funkce je jednoznacénd
i uvniti oblasti, kde @(t) a ¥(¢) nemajf singularni body.

Podle véty 3, § 41 rovnice (1,) je ekvivalentni témto dvéma:

L {xqb(r)—i,(?_)—qT(r) Y(r )} (¢, ©) do——f T(t, 7) do,

47 J w'(7) @)
ﬁ {x D(7) ——Z—,((%¢ (r) — (1:)} (¢, 7) do = —f (1) T ¢, 7)d (3)

Zde je y hranice oblasti D*; T'(t, 7) je Schwarzovo ]a,dro této oblasti.
Rovnice (2) a (3) lze zjednodusit. PoloZme
o) = p + 1g, P(t) = p, + iq,.
Harmonické funkce xp — p, = Re{x D(¢) —P(t)} a xq + g, = Im{x .
. @(t) — ¥(2)} jsou jednoznainé v D*. Na né lze uzit vzoret (17) a (17,),
§ 41. Protoze
xp — py = Re(x D(t) — P(t)}, =g + ¢, = Im{= B(¢) 4- P(1)},

podle uvedenych vzored

= f (ep — 1) T(t, 7) do = 2 D(t) — P'(t) — il% g(@) — qi(a)],

2

o f (g + 02) T, 7) do = [ B() + P()] — = [ p(a) + p(a)].

Vynisobme druhou rovnici i. Pfi¢teme-li a odeéteme-li ji od prvé,
dostaneme:

f [ @) — F(@)] Tt, 7) do — % B(1) — 5 [x D(a) + (@)},
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—f[% (T, 7)do = —¥() +—[% ®(a) + ¥(a)]-

Protoze @(t) a P(t) jsou uréeny aZ na aditivni konsta,ntu milZzeme po-
lozit % ®(a) + Fla) = 0.

Dosadime-li nynf posledni dvé rovnice do (2) a (3) a oznadime-li pro
struénost

s GMT@ﬂw=Am,$fmﬁﬂumM=—M& (4)

%4

Y Y.

dostaneme
) x@@egf§% 7) T(t, 7) do = A(t), (%)
wit) + = [ 25 a0 7, 7) do = Be). (6)

nJ w'(7)
Y
Rovnice (6) pfimo uréuje ¥(2), jestlize je zndma PD'(7). Obratme se
proto k rovnici (5). PfepiSme ji v tomto tvaru:

o B(t) — — f@ T(t, ) ®'(z) do —

in (1)
of¢m _ (7)
— 4 Ja o T, 1) do = A(2).
Funkece f,’((;)) je regularni v D* a podle vzorte (23), § 41 miame
1 d'(7) _1%(a)
— T de
w()“) g

Dosadime-li toto do (7) a del‘lvujeme-]j podle ¢, dostaneme:
_i w(z) — o) ] 1, d@
D'(t) at[ J(‘[) T, 7)| D'(7)do w 1) 57(_;) = A'().

Uréeme konstantu ! z rovnice
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a poloZme ') = 8(t) + Lo'(2). (10)

'Dosadime-li toto do (8), dostaneme rovnici Pro novou nezmimou
3(2):

% B(t) ——1— 3[M T(t, 1)] ) do = A'¢). (11)
ot ' (7)

Budeme pi‘edpoklédat Ze hranice y je dostatetné hladksi. Potom

A(t) a Fr [w(i——)ait) T(t, t)] jsou spojité uvnitf i na hranici oblasti.
: (T

Piedpoklddejme, Ze ¢ konverguje k néjakému bodu 7, na hranici. Pro-
vedeme-li v (11) limitnf pfechod, dostaneme integralni rovnici

1 0 [o(r) — w(zy) ]— 1,
Hzo) — ry a7, [—WT T(zp, 7) ?9(7) do = ;A (7o), (12)
14
v ni% nezndmou je hodnota funkee #() na hranici, p¥i éem# 9(z) je regu-
lirni v D*, ‘
Rovnici (12) 1ze zjednodusit. UZijeme k tomu vzorce (14), § 41, z né-
hoZ lze lehce nahlédnout, Ze

N

1 9 o(r) — o) w'(t) < .

In at[—m— T@®, )| = K, 7) — ; ar(7) 1g(t — 24),

kde K(¢; 7) je v .D* regulérni funkee ¢ a #; je bod uvnit¥ p,; y, je obraz
L,. j,((% je reguldrni v D* a podle vzorce (21), § 41

fak(t)i(ida =0,k=1,2, ,n
) o)

Pro &(7) nyni dostaneme rovnici

HMNry) — % fK(ro, 7) Hr)do = %AI(TO). (13)
14
Integralni rovnice (13) neni Fredholmova, nebof za integra¢nim
znaménkem je #(z) a nikoliv &(z). Lze ji viak prevést na soustavu
dvou rovnic Fredholmova typu, jestlize oddélime redlnou a imaginarni
t4st a za nezndmé povazujeme Re{#(z)} a Im{d(r)}. Odtud plyne, Ze na
rovnici (13) lze uzit Fredholmovy alternativy.
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§ 43. VysetiFovani integraini rovnice. Viimnéme si pfedevsim, Ze prava
strana rovnice (13) § 42 je jednoznaéna v D*. Skuteéné v dusledku
vzorce (14), § 41

’ 1 oT t, 1 oM L
A'(t) = Z;th(T) (at v) do = in fG(r) ——-a‘;(at 7) do +
Y

Y
G(z) ot " 13 1
(r —t)? ov 4 =t — 1,

fak(r) G(t) dr

v

1
Ta

a vSechny t¥i éleny napravo jsou jednoznaéné a regulirni v D*.

. Predpokladejme n&ni, Ze rovnijce (13), § 42 je rozfeSena a hodnoty
#(7) na hranici jsou uréeny. T4% rovnice d4 potom analytické pokrado-
vani 9(f) uvnité oblasti, totiZ

¥(t) = %A’(t) + % f K, 7) 9(7) do.

Uréeme nyni konstantu I ve vzorei (9), § 42. Poloime v (10), § 42
t =a a prejdéme ke konjugovanym hodnotim. Potom dostaneme

&'(a) = #(a) + | o'(a). Dosadime-li toto do vzorce (9), § 42, dostaneme
rovnici pro I:

il — T 19(_). (1)
2 w'a)
V prvém problému x > 1 a Il je jednoznaéné urdeno rovnici (1).
V tietim problému x = — 1 a rovnice (1) pfejde v rovnici:
-1 %a)
I+ 1=
+ 2 w'(a) ) (2)
Aby mohla byt konstanta [ v tfetim problému uréena, je nutné a staéi,
aby veli¢ina j,((?z)) byla redlni. Jestlize je tato podminka splnéna, pak
. _ 1 19( )

a imaginarni ¢ast ! zistava libovolnou. Funkce @'(¢) je uréena a% na
sGitanec tvaru ixw’(t), kde » je redlnd konstanta.

Je-li uréena @'(t), nalezneme ze vzorcu (5) a (6), § 42 D(t) a ¥(t)
a lehce se presvédéime, Ze tyto funkce jsou feSenfm nasi tlohy.
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Podminka, ze f’((‘clz)) musi byt realnd, je ekvivalentni podmince:!
{fldx—[—fzdy:O. (3)3
Dokazme to. V tfetim problému

#=—1, g({) = — (f + ifs)

a rovnice (12), § 42 nabyva tvaru

#(z) + [K(z, 1) F@) do=lim . [ F(x) #”tf) do, |
Y t—1, J E (4)1
F(T) = fl + if2' J

ReSme pomocnou tlohu: Uréit analytické funkee R(f) a S(2) s jedno-
znadnou R’(t), které nemaji singularni body. uvnité D* a vyhovuji na 9
rovnici

R<g>+%m+m=m)+@£. (5)

Upravujeme-li tuto rovnici obdobné jako rovnici (1), § 42, nalez-
neme:

S(t) + Tln—f wl(r) R'(7) T(t, v) do = éfm T(¢, v) do +

@' (%)
o)t (6)
R(t) + 74"1?]?(% B(7) T(t, 7) do =4—1nf F(7) T, 7) do —
RO + [K (60 Bl do + '2(‘) w:ga; — [P e 4o
+ 20 ;T% y (8)

1 V problému I rovnice (3) znadi, Ze se hlavni moment vnéjsich sil plisobicich na
hranici L rovné nule. Viz [28a].
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Porovnime-li (8) a (4), vidime, Ze rovnici (8) vyhovuje R'(t) = 9(t).
Uréime-li takto R'(t), nalezneme z rovnic (6) a (7) E() a S(1).
ReSeni pomocné tlohy tedy existuje. Oznaéme nyni R(f) = 7(z),
S(t) = s(z), kde z = w(t). Polozme dile
8(z) = t'(2), Re{z r(z) + t(z)} = w*.
Rovnice (5) potom nabude tvaru (viz vzorec (2 ), § 40)

e 0]
az + f1+ f2 m'

Vynéasobme ji dz, z:'.nteg'ru]me podél L a na obou stranach nalezené
rovnice vezméme pouze reilné dasti. Potom dostaneme

9
[awr = [, az + f,2y) — 5 Tm( 2 ‘(“’)) [wae—zay,
Avsak integral nalevo se zfejm& rovné nule a druhy integral napravo
je dvojnisobns plocha S oblasti D. Odtud '

Im (i‘?) f (f, do + f, d)

a nafe tvrzeni je dokdzano.

VSechny uvahy tohoto paragrafu byly ulinény za pFedpokladu, Ze
integralni rovnice (13), § 42 m4 fefeni. DokaZme nyni, Ze tento pied-
poklad je spravny, Ze totiZ rovnice je FeSitelnd, at je na prave strané
cokoliv.

Na konci § 42 bylo uvedeno, Ze na rovnici (13), § 42 1ze uZit Fredhol-
movy alternativy. Staci tedy dokazat Ze piisludnd homogenn{ rovnice
hé jediné feSeni #(z) = 0.

Polozme ¢({) = 0. Potom A4’(t) = 0 a rovnice (13), § 42 se stane
homogenni. Necht #y(z) je-libovolné jeji FeSeni.

Viimnéme si, Ze pfi tfetim problému (pro » = — 1) bude veliina

Ha)
w'(a)
Pomoci znamé funkce ¥¢(7) nalezneme pifsluiné funkce @q(2) a ,(2),
je# FeSi prvy nebo tfeti problém s nulovymi krajovymi podminkami.

realna, nebof podminka (3) je zfejmé splnéna pro f, + i¢f,= 0.
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UtZijeme-li véty o jednoznaénosti, lehce zjistime, Ze @,(z) = 0 v prvém
problému a g@y(z) = C% (C je redlnd konstanta) v t¥etim problému.
V obou piipadech vzorce (9) a (10), § 42 davaji #y(z) = 0. Resitelnost
integralni rovnice (13), § 42 je tim dokazdna.

JestliZe jsme rozfesili tfeti biharmonicky problém, jsme s to rozfesit
i druhy problém, t. j. problém theorie pruZnosti pfi danych vnéjsich
sildch pusobicich na hranici. Jak to lze uéinit, ukdZeme niZe na p¥-
kladech.

TymZ zpisobem se Fesi problémy theorie pruznosti i pro pripad ne-
konedné oblasti. V § 46 na piikladu ukédZeme, jak se zméni shora
uvedend methoda. Zde pouze poznamenime, %e podminka (3) neni
nutnd, jestliZe oblast D je neomezens. ‘

§ 44. P¥ipad jednodufe souvislé oblasti. Objasnéme, jak se zménf
integralni rovnice (13), § 42 v piipadé, Ze oblast .D je jednoduse sou-
visld. Necht funkce z = w(¢) konformné zobrazuje kruh |t < 1 na
oblast D. PoloZme jesté { = w(7). Potom se Schwarzovo jadro pro kruh
|t| < 1, jak zndmo, rovna

T+t

T, )= po— (1)

Rovwnice (5), § 42 nabyvé tvaru

x¢(t)—4—1nfwﬂ,((’) &) )T+td o=
Y

- C oy .. dv v .
Vsimneme-li si, e na kruznici y do = = lehce prevedeme posledni

rovnici na tvar

% D) — l.f olx) 2 1dr+0' = faﬁ)tdwrc‘”, (2)

271 w'(r) T om | T
rd v
kde C’ a C” jsou konstanty, rovné
ol=_1_f“’(’ &(7) do, 0”———— G(z) d
4n w'(T)

Y
Pfipottéme a odeétéme w(?) v itateli integralu na leve‘ strané rovnice
(2). Potom dostaneme
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xgb(t)_%lm.f@ ©®) 372 dv — “’(t.)[ (0 dr

W@z —1) 27 ) wi(z) T —*
Y ¥y
/ G(r) "
+ ' = 2m _tdt—l—O. (3)
Podle vzorce (23), § 41 Y
1 oty O g, 1 (P) dr _ &)
dn f w(m) Tt °+4ﬂfw(r) 2mf_'(7)1—t"mo_>
4 Y ¥ .

a rovnice (3) nabude tvaru

1 (I)(T) _w(t) ' w(t) 1(0) ’ ”
D) —— | === o'(r)dr ————F—~— =A .
%0 — g [ L@ (0 e —POTE 40 = () + 0
Y (4)

Tentokrit jsme oznadili

Zderivujme (4) a poloZme jako v § 43
D'(t) = (1) + k'(d),

kde I je uréeno rovnici

1 &'(0)
l= — ==
Tak dojdeme k rovnici «’'(0)
) 1 0 [olt) —o(t) 51 4
H(t) — St fﬁ [m(r _z)] HNz)dr = A'(2). (5)

. ¥ .

JestliZe v této rovnici chdpeme ¢ jako bod hranice a A'() jako hod-
notu této funkee na hranici, pak je to integralni rovnice pro nezndmou
&(t). Tuto rovnici odvodil N. I. Muscheli$vili.

Vsimnéme si dilezité vlastnosti Muscheli§viliho rovnice. Jestlize
zobrazujici funkee w(t) je racionalni, pak jadro rovnice (3) je degenero-

vané. Vgkutku, necht w(f) = E((_)) kde p(t) a g(t) jsou polynomy.

o(r) —w®) _ p(7) ¢t) — p() 9(r)
T—1 (r—1aq@® q(x)

Potom
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Citatel se rovna nule pro' 7 = ¢ a je proto délitelny vyrazem v — t.
Podil je polynom v proménnych ¢ a 7. Napiéeme jej ve tvaru

p(7) q(¢) — p(?) Z e

T—1

Jadro rovnice (3) mé nynf tvar

1 @ T) — y d t" ) AT
w'(t) o T—-t K= q(7) 0’(v)
a je jasné, Ze toto jadro je degenerované Podle toho, co bylo.dokazano
v § 4, je rovnice (3) TeSitelnd v uzavieném tvaru.
Tak dostdvame vétu N. I. Muscheli§viliho: JestliZe je kruh zobrazen

na oblast D racionalni funkei, je zdkladni @loha theorie pruznosti pro
tuto oblast TeSitelnd v koneéném tvaru.

§ 45. Oblast mezi dvéma konfokdlnimi elipsami. UvaZujme oblast
ohraniéenou konfokélnimi elipsami

2

a? y? x? Yy

_ —_ = 1 _— PR L A— 1 T

ag + a(z] —62 > af + a/% —62 H /\
pii cemi ay >.a, (obr. 9). Necht na hra-

nici oblasti pisobi vnéj§i sily, jejichz J

rozloZeni je ndm znimo. Pro jednodu-
chost predpoklidejme, ze hlavni vektor
vnéjsich sil pisobicich na kazdou elipsu Obr. 9.

zvlast je roven nule. V tom pfipadé
jsou Goursatovy funkce ¢(z) a t(z) jednoznaéné v oblasti (§40).

Integrujeme-li slozky vnéjsich sil podél oblouku, dostaneme hodnoty
derivaci funkei napéti; jsou pfi tom uréeny aZ na aditivni konstanty,
rizné na L, a L,. Zvolme je libovolné na Lg; na L, zistanou zatim ne-
urdeny. Oznadme f(¢) velidinu

&) =i [(X, + i¥,) ds.

Potom Goursatovy funkce splituji na hranici rovniei <

- L
o) + 70 + 90 = {8 | oo I 1)
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Oblast:mezi konfokalnimi elipsami se zobraz{ na mezikruz{ funkef

z=w(-t)=g(tveoz+ ) @)

1 1
Qo =—E-ao+]/a2—cz &1= ?a1+l/a1 c?).

Piitom L, a L, piejdou v kruZnice

kde

lt[ - _L
Ve’
Tesp. _
ltl = Vg, (3)
kde
Y
7 Qo

Tyto kruznice oznaéme y, a ¥ ;.
Oznadéme nyni
{ = (1), plw) = (), p(wt)) = P{), flo) = F(t).
Kromsé toho oznaéime B veli¢inu rovnou nule na y, a C na y,. Transfor-
mujeme-li proménné v (1), dostaneme
1

TVQOQl ]/_

2L FT7) + P(7) = F() + B. (4)
VQOQI - —
T V@o@1

() +

Pro kruhové mezikruzi je komplexni Greenova funkce znima,!
totiz

M, ) = ——u+%+@ﬂu+ lgv — lg(v — 1) —
— leg(l—qz" i) Z lg(1—92" )+21g(1—q2” 1t7) +
q2n—1
+zmp— ﬁ)—M¢ (5)
n=1

! Viz na pf. [4] a [24]. Ve vyraze pro komplexni Greenovu funkei ve [4] je
chyba.
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kde o(7) je t¥eba urlit tak, aby se imaginirni &ast M (¢, T) v ndjakém
bodé ¢ mezikruzi rovnala nule. '

Z (5) plyne vyraz pro Schwarzovo jadro:

o1 gl 1
T, 1)_5(2 + lgq)lgt— — 8v+ . ( lgr—a(r))
@® an t @ q2n 1 01
_— -_ + _—e e —
nzl [ —gnt t o av 12:11 q2n1 t ov
T t
@ 2n 1 @ 2n -1 T
q 1 ot
-3 T w+;£_?ﬁﬁﬁﬁ" ()
177
Poznamenejme, Ze funkce
1
5+ b

lgg
je harmonicka v mezikruzi, rovna nule na vnéjsi kruznici a jednotce na
kruznici vnitini; jeji normélni derivace, kterou v souhlase s § 41 ozna-
éime a,(7), je orthogonaln{ ke ka?dé funkei, regularni v mezikruzi.
Vzorec (6) ponékud upravime. PfedevSim

ﬁdc: = 1 dr, —aldoz — i dx.

ov ov
Oddélme nyni v (6) &leny, jeZz obsahuji rozdil ¢ — v ve jmenovateli.
UvaZujme prvé séitance ve tfetim a étvrtém soudtu:

N Sia ¢ 1o _adr( X __
4= l—qti’tav+ I q tT% Ov ="qs 1 —qt%
it 1
Tt —q)|

Na krugnici , T = —Z_, a tedy

_ P dr it T2 . 1 g% dv
4= 7% do r—qzt_qz(t—r))— Z['r—t_}_-r(r—qzzf) de’

Up]né obdobné nalezneme, Ze na y,, kde T = q_lt’
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} 1 ¢ dz
4 - _Z[r—t_ (¢ —‘qzr)]d_a'

Definujme funkei p(t, 7) vztahy

— 103
'[—%!t_na,yl’

2
Pt = (= — ¢4 (7)
[ ———Tt—q T) na y,.
Potom
1 dr dr
Nyni
) 2 d d
T(@ 7) = ay(7) 1gt + 'md—;: + (2, T)d—z +
0 (1 .2 q*" ¢t dr
s (Elg’ - “‘”) T2 T g 7do T ®)

q 2n © q2n+1t d.? = q2n+1 d%
+i 3 et S T R S, T — T

miirde L, T —g=Y) do
Uréeme nyni jadro K(¢, v). Mdme

et —1) gooitt —1

w(t) —ow(t) = 2Vﬁ py"

Odtud
2 [(z) — () A0 #
at[ (T) v )] w'(T) “(7) Ig! + i 2 1(ge0, 72— 1) do T

(v —t)(gp0itr — 1) 2 0 [ (z —t)(go0stT —1) 72 dr
T g0 — 1) () EI: et —1) P T)] &t

(r —t)(go0ytr — 1) 7*] 0 (1
+ at[ t 7(000,7% — 1) ]57('.'2"15’ _"‘(T))Jr
)
(

— t)(goostT — 1) T2 [_ - q*" dr
(
1

o2z ar
K Bt{ trgogﬁz—l) “1(t — gqP™t) dc+

. q?.n @ q-n+1t d_-{- L= q21z+1 d_.T
T 121 q**t da + Z 1 —g**iTde b nél T(tt —q** ) do
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a 1 72
Kty ) do = 271 2 7(000,7° —1)
4+ — (z —t)egonttr — 1) 7

o “(eo0r7 — 1)

1 3 [(x —f)(gogitT — 1) 7
in 6t[ Tt(op e —1) P ’)] dz+

1 3[(z —t)eeott — 1) 7] 2 (1
4”3_‘[ t 7(000:7* — 1) ]a,, (2 lgz —a(v)) +

dr +

ay(v) do +

1 9 ((z —2)(geortt — 1) T2 .& ¢tdr
in at{ (00017 — 1) [_ b ,Zl e —g ) T
0_0 2n dr © q2n+1t dz ! q2n+1 dz
+1 4 P—gr T Z T @nzlmj} (9)

Rozviime K(t, ) v Laurentovu fadu vzhledem k ¢. Ponechime-li
v této Tfadé pouze koneény podet ¢élenti, nahradime priblizné jadro
K(t, 7) degenerovanym. Tim najdeme piiblizné feSeni nasi alohy.

Nedostatek mista ndm nedovoluje podrobnéji se zastavit u tohoto
pribliZzného FeSeni. Poznamenejme pouze, Ze fesime-li integralni rovnici,
dostaneme @’(t) ve tvaru Laurentovy fady (koneéné, jestlize jadro (9)
bylo nahrazeno degenerovanym). Konstantu C' ve vzorci (1) zvolime

T Lo, L .
nyni tak, aby ve vyrazu @'(f) zmizel ¢len obsahujici R Pii takové

volbs bude ®(t) a tedy i ¢(z) jednoznadni. Tim bude zajisténa jedno-
znadénost posunuti.

¥
L,
§ 46. Vné&jsek dvou ovala. V tomto > I -
paragrafu formulujeme a FeSime
druhy problém theorie pruZnosti Obr. 10.
pro oblast D, kterou dostaneme
z roviny odstranénim dvou ovala (obr. 10).

Pro jednoduchost budeme predpokladat, Ze se hlavni vektor vnéjich
sil plisobicich na kazdé z k¥ivek L, a L, rovnd nule. Mdme urcit funkce
®(2) a p(z), regularni vné vyhatych ovali L, a L, a vyhovujici krajové

podmince { ) na L,

o(0) + 29 (D) + 9(0) = H¢) + C na L, (1)
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O ovélech L, a L, uéinfme pfedpoklad slouZicf k zjednodusen{ fe$ent
nasf alohy.

Rovina, rozdélena fezy (— b, — a) a (a, b) na realné ose, se zobra-
zuje na kruhovém mezikruzi

Vg <ld<-—
Vq
pomoci funkce
- dz 1
t = exp {—~ . 2
P {K f V@ —a)E — o) } ®
1]

Zde jsme poloZili

2nK

_2E dz
—_— K’ 3 K p—y f >
= J = —r

1
dz
K =
f V@ —22)(1 — &%)
0

ak= T’ = ]/ 1 —k%. Za ovaly L, a L, zvolime k¥ivky, ve které pii
zobrazeni (2) pFejdou kruznice [t| = g7t a |f| = ¢}, kde ¢, je &islo vEtsi
nez ¢ a jemu dostateénd blizké. Funkce (2) zobrazuje oblast D na
mezikruZi

S L/ Py

Resime-li rovnici (2) pro neznimou z, dostaneme
KI
= w(l) = asn (;—lgt),

kde sn je eliptickd funkce Jacobiho. PoloZime-li v (1) { = w(t) a uZi-
jeme-li nadich obvyklych oznadeni, dostaneme tutéz krajovou pod-
minku jako v predchazejicim paragrafu:

w(z)

o0 + 20T+ FH={ [0 2 ©

1 Viz na pf. ‘[24]. Uiivdme zde oznadeni expu = e¥,
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y18 y, znadi kruinice 7| = ¢7* a |7] = ¢t. Obvyklym zpisobem dosta-
neme rovnice

tr)da——fF(r)T(t 7) do +-

+4—fT(t,1: ) do, 4)
R
W(t)+gfw‘()¢(>1’ ~ [FAre e+
r Ir
+4_:£ f T(t, ) do. (5)

Ve

Zde I' znadi celou hranici mezikruZi.

Jako v obecném pifpadé rovnice (5) pfimo uréuje ¥P(t), jestlize D'(t)
je znama, a staci vySetfovat pouze rovnici (4).

Poznamenejme nyni: ProtoZe oblast D je neomezend, funkce z = w(t)
nabyva uvnitf mezikru#i nekoneéné hodnoty.(a to w(— 1) = ) a je
v ném tedy nereguldrni. JestliZe v rovnici (5) provedeme tytéz upravy,
jichZz jsme uzili v § 42, dojdeme nakonec k rovnici (viz (11), § 42)

B(t) + aat [M T(t, r)] 9(z) do = A'(2). [(6)

w'(7)

Avsak FeSime-li ji, nefe$ime tim na8i Glohu. Vskutku uréime-li ze (6)
hodnoty #(z) na hranici, pomoci téZe rovnice (6) analyticky pokracu-
jeme #(t) dovniti mezikruZi. Pritom, vzhledem ke sc¢itanci — w(?)
v integrandu, bude #(¢) obecné neregularni v mezikruzi a proto ne-
vhodna pro feSeni problému z theorie pruznosti.

Rovnici (4) upravime tak, #e¢ v ni polofime ¢ = — 1 a vysledek
odedéteme od (4). Dostaneme rovnici:

w(7)

(1) — (1) + o= [ DL [7(, 1) — T(— 1, N F) do =

w'(1)

lnf (O)[T(t, ©) — T(—1, r]da-{——f[T(t 7) —T(—1, 7)]do. (7)
I

205



V ¢itateli integrandu nalevo odedteme a priéteme w(t). Viimnéme si, Ze

1 d(r) .
E}f [Tt 7) — T(— 1, 7)] =9 do = 0.

(8)
D'(t)
Funkce ——— >0) je reguldrni v mezikruzi a podle vzorce (23), § 41
L1 28 g, =1 2@

A w'(7) “ w'(a)

Tato identita je spravna pro libovolné ¢ uvniti mezikruzi. Specialné pro
t=—1
1

o'(7) 1 @'(a)
in T(—1, 1) do

s w(z)

Odedteme-li toto od pfedchdzejici rovnice, dostaneme rovnici (8)
Rovnice (7) nabyva nyni tvaru:

~

v

w'(a)

B(t) — B(—1) + — MLTT:U) [T(t, 7) — T(— 1, 7)] &'(7) do =

= ‘%‘L’fF(T)[T(t’ ) —T(—1,7)]do + %f[T(t, 1) —T(—1, 7)] do.

V této rovnici je jadro integralu nalevo regularni v mezikruzi. Derivu-
jeme-li podle t, dostaneme:

o)+ [ 214 O g, o) — 11, )| (0 do =
1 w (1) .
1 d C d
- tf (®) Tt, %) do + -5 [ 7, 7) do. 9)
Ir 73
Schwarzovo jadro 7'(¢, T) pro mezikruZi je uréeno vzorcem (8), § 45,
v-némiz je pouze tfeba misto ¢ psat q;.

Stejné jako v pfipadé omezené oblasti lze v (9) nalevo zanedbat
v integrandu ¢len obsahujici funkei

lglz|
a,(7) 1gt = ( 4 Tag, )1 t.
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Zbyvajici ¢ast jadra oznaéme K(¢, 7). Tak dojdeme k rovmici pro ne-
zndmou D’ (t):

H+ [K( ) ?'() d0-=$%ff’(r) T, v) do -
r
cd
+4—n&fT(t’ 7) do, (10)

PV
jejiz jadro jako funkce ¢ je reguldrni uvniti I
Oznacéme

%‘z .f F()T(¢, T) do = A(t).

Druhy integral napravo v (10) se vypocte lehce, nebot integral

—f ¢, 7) do

je analytickd funkce uvnitf T, jejiz redlna éast se rovna jedné na y,
a nule na y,. TymZ podminkiam vyhovuje funkce
lgt 1
lgg,
a posledni integral se od ni muZe lisit pouze Cistd imaginarni aditivn{
konstantou:

1 . lgt
%IT(L 7)do = Taq, + 3.+ o (11)

Dosadme toto do (10). Nechdme-li ¢ - 7,, kde 7, je bod na I', dosta-
neme integralni rovnici

O(z0) + [K(ro, 1) ) do = A'(z) + 57
r

27, 1gq,

(12)

Stejng jako v pfipadé omezené oblasti lze dokéazat, Ze rovnice (12)

mé vidy FeSeni. Pti feSeni je tieba zvolit C tak, aby v Laurentové roz-
oo 1 .

voji funkce @’(¢) nebyl élen obsahujici 5 Potom &(t) bude jedno-

znaénd v mezikru#i a naSe uloha bude rozresena.
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Abychom prakticky fesili rovnici (12), 1ze rozvinout K (¢, ) v Lau-
rentovu fadu a ponechat z ni koneény pocéet ¢lenti. Ve ¢lancich [24]
a [25] je rovnice (12) feSena v tom pfipadeé, kdy jsou q a ¢, velmi malé,
takZe lze zanedbat vy38f mocniny téchto ¢éisel, nez je prva. V uvede-
nych &lancich je funkee f({) dina vyrazem

1(&) = $A[(1 + n) £ + (1 —n) ], (13)
kde % a n jsou konstanty. Na tento pfipad vede tloha o tlaku horniny
na nadlozf dvou sloji.

Naznaéme struéné toto reSeni. Nebudeme zde provadét podrobné
vypolty a uvedeme vétSinou pouze vysledky. Predeviim se da w(f)
uvnitt I" rozvinout v fadu

b 1 mq—m_ m _ _1__ —
w(t):K,[ t—|—1+ —I—E( ) 1+qm(t —tm):l—
nb

Dale, klademe-li v (13) { = cu(-r), dostaneme
= 31 + n) o(z) + $h(1 —n) (7)

2 Aw=§u+m$f%mﬂmmm-
Ir
X —|—£—(1—n)if wo(t) T(t, ) do — (15)

8K,{(1—|— )f T(trda—}— l—n)f—Ttr)d}

Funkce wy(t) je regularni uvniti I" a prvé dva integraly v (15) se vy-
podtou piimo na zédkladé vzored (22) a (23), § 41. Obtiznéjsi je vypodet
druhych dvou integrali. Provedeme-li tyto vypoéty a ponechime-li
pouze Sleny s niz8imi mocninami, dostaneme vyraz pro pravou stra-
nu v (12)

hrb
A’ + 2t lgq T 2K’

ﬁa+Mq+u—MmLHu+Mq+
+ (=) )5 — 2000 gt (L—mlgd] ¢+ ) + 5001+ mat
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: . 1 1—00.
+ (1 —n) @]+ 31 +2) ¢+ (1 —n)gi]l 7+ tlgq, }
CK'

Ponechame-li v jadfe K(i, ) pouze niZsi dleny, na,hradimé (12)
rovnici s degenerovanym jadrem:

: b 2q
PD'(7o) + 4K’ T—I—l r—}—l)
r

CU
b q? D'(7) b f 1 1
T 4K f12(1'+ 1) @'(7) It —Zign ) i1 2t —
V3

__q___ 2.2 12_ 33_13_ W(T) . 2b f(2q(1—q)_
L T ITt gt )Tw_,(t)da K —

ib qq2 P'(v) ib 4¢*(1 —q)
+4K'1§ f 72 w()d +4K' f( (r+1)
: T

4 \F() b 6 @(7)
(1 + 1))57(?) de 41(’13_[ Wz + 1 )—(7)‘i 7= B(r,). (17)
r

Pro struénost jsme oznadili B(t,) velitinu (16). Z rovnice (17) je
patrno, Ze

, D, D
®'(7,) = B(z,) + Dy + + =+ (18)

0 0
Dosadime-li toto do (17) a porovname-li koeficienty p¥i stejnych moc-
ninich 7, dostaneme soustavu péti rovnic s nezndmymi D,, ..., D,.

K nim je tfeba pFipojit Sestou rovnici
hzb :
D, —m(l —Cy) =0,

jo# vyjadtuje, %o &'(f) neobsahuje Slen s %

14 209



Resfme-li uvedenou soustavu, najdeme
Dy=Dy=Dy=D;=0,
hntb2q

co—1 _ wh[(1 + n)qg + (1 —n)q]
= 2a(l+ k) s ‘
Odtud plyne, Ze ptiblizné feeni rovnice (12) zni:
hab 1\
70 = — g+ m e+ 0 —m el ) —2A0 £ mgt

+ (1 —n) q%](t + tia) 4+ 3[(1 + n) ¢® + (I —=n) Q?]('?2 + '};)}

§ 47. O konvergenci postupnych aproximaci. Integralni rovnice (13),
§ 42, jak uZ jsme uvedll, je ekvivalentnf soustavé dvou rovnic Fred-
holmova typu. Abychom sestavili tuto soustavu, polozme

3(r) = p(7) + i ¢(), K(70, 7) = R(70r 7) + i S(76, 7),
A1) = Ay() i Ay = A (1)

Oddélime-li nyni v (13), § 42 reilnou a imaginarni ¢ast, dostaneme
uvedenou soustavu:

P(To) — 4 f{R(To,f 7) p(7) + S(70, 7) q(7)} do = A (),
q(ze) — 2 f{S(To, ) p(7) — B(70, 7) q(7)} do = Ay(7,).

O soustavé (2) dokdZeme nasledujici vétu.!

(2)

Véta 1. Vdechna charakteristickd ¢isla soustavy (2) jsou redlnd a jejich
absolutni hodnoty jsou vét§7 neZ jedna.

Fredholmova alternativa ndm dovoluje nahradit tvrzeni vyslovené
ve vété 1 tvrzenim, jez také budeme dokazovat:

Jestlite A je bud &islo komplexni, nebo é&islo rediné, jehof absolutni
hodnota meni vét¥i neZ jedna, md homogenni soustava ‘

1 Pro pripad jednoduse souvislé oblasti dokézal tuto v&tu D. I. Serman [37e];
jeho diikaz 1ze snadno pfenést i na pffpad mnohonédsobng souvislé oblasti.
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P(To) — 4 f[R (7o, T) P(7) + 8(7p, 7) g(7)] do = 0,
q(to) — 4 f [8(z4, 7) P(T) — B(70, 7) g(7)] do = 0 (3):

pouze trividing feSeni p(z) = 0, q(t) = 0.

Pfedpoklidejme nejdiive, Ze 1 je realné. Potom |A] < 1. Vyndsobme
druhou rovnici (3) i a pri¢téme k prvé Oznacme jesté p(7) + ig(r) =
= ¥#(1). Potom

-

HNo) — A [ K (g, 7) 9(z) do = 0. (4):

Mohou nastat tyto ptipady:
a) 0 < 4 < 1. Rovnice (2) potom odpovidd prvému biharmonické--

mu problému pro nulovi posunutf na hranici a pro koeficient » = %
Podle toho, co bylo dokazano v § 43, ma rovnice (4) a s ni i soustava (3)

pouze trividlni FeSeni.

b) A= — 1. Rovnice (4) odpovidd t¥etimu biharmonickému pro-
blému s nulovymi hodnotami derivaci hledané biharmonické funkce na.
hranici a uvedend rovnice ma opét pouze trividlni feseni.

c¢) Jestlize — 1 << 12 << 0 nebo A =1, poloime 1= — 1* #(7) =
= ¢ #*(7). Rovnice (4), jestliie kratime ¢, pfejde v
19 (To — A* fK To, 19*( )do' == 0. . (5)

Zde je bud 0 << A* < 1, nebo A* = —1.V disledku a) a b) ma rovnice
(5) pouze trivialni FeSeni J*(z) = 0. AvSak potom ¥(z) = 0, p(z) =
= g(7) = 0. /

Necht je nyni éislo A komplexni: 1 = 4, + ¢4, a 4, &+ 0. Funkce
p(7) a g(t) vyhovujici soustavé (3) budou v tomto piipadé také obecné
komplexni. Polozme p(t) = py(7) -+ ¢ 2(7), q(r) = q:(7) + ¢ ¢ga(7).
Oddélime-li v (3) redlnou a imaginirnf ¢ast, dojdeme k soustavé &ty+
integralnich rovnie:

P1(To) — Ay I[R(To, 7) py(7) + S(70, 7) g4(7)]1 do +
+ 4, f[R (7o, T) P2(T) + S(70, 7) go(7)] do = 0, (6)
Pa(T) — Az f[R (7o, T) Pa(7) 4 S(70, 7) g2(7)] do —
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— 4 f[R (To» T) P2(T) + S(70, T) g(7)] do = O,
au(ze) — 1 f[S (o, 7) Po(T) — B(70, 7) ¢1(7)] do +

+ 4, I[S(To: 7) P2(7) — B(7, 7) ga(7)] do = 0, (6)
(7o) — 2, f [S(70, 7) Ps(7) — B(7o, 7) q2(7)] do —

— 2 /f [S(ro, 7) Pa(7) — B(70, 7) g2(7)] do = 0.

Treti a ¢tvrtou rovnici této soustavy nasobme ¢ a pfiétéme k prvé
resp. k druhé rovnici. Zavedeme-li nova oznadeni

P1(7) + 9 q(7) = B4(7), DoT) + 1 2a(7) = Dy(7),

dostaneme
91(To) — A4 fK(-ro,T

m%%Jm%

9,(7) do + ,12 f K(ty, ) 95(7) do = 0,
(7)

)da—z fK (7o, T) Po(7) do = 0.

Vysetiujme pod.robne]1 soustavu (7). Jadro K(t, 1) je regularni
v oblasti D*; odtud plyne, Ze funkce #,(7,) a 9,(7,), vyhovujici sou-
stavé (7), 1ze analyticky pokrafovat dovnitf D* a Ze jsou v této oblasti
regulirni. Aviak v tomto pfipadé jsou orthogonalni k funkeim a,,(r)

Pripomeneme-li si vzorec (§ 42)

1 2 [o(r) —w() _ w'(t) »
presvédéime se o tom, Ze
fKtr) 0) do —l at[ﬂ’;;—)()m 1:)] (D do, j=1,2.

Dosadime toto do (7) a takto nalezené rovnice, na zakladé analytic-
kého pokratovani, napifeme pro vnitin{ bod ¢ oblasti D*:

20 — g [ 5| o 7 0 | 14 B — B a =0,

w'(7)

$y(8) — ﬁ f % [M T(t, r)] [A, B4(7) + A, F4(7)] do = 0.

ke
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Oznatme 6 ,(t) a @,(t) neurtité integraly funkei #,(¢) a 9,(¢). Integrujme
posledni rovnice vzhledem k ¢. Zvolime-li vhodnym zpisobem libovolné
konstanty, aZ na které jsou uréeny 0,(2) a 0,(t), dostaneme

I o) —ol) o o
0, — g [*L= 0, o 8 — 1,57 4o = o,
ly | ®)
Out) — 1 f ‘% T(t, )[4, (%) + 4 O()] do = .

Posledni rovnice lze zjednodusit. Vskutku podle vzorce (23), § 41
fl @()—12@(),1,“ 2) do = 1 4,05(a) — 4, @z(a) (9)
47 ’

w'(7) 2 Y
1 (4000 + 4O@ , _ 140, + 400
= oI do 22 s (10)

Y

Konstanty na pravych stranich v (9) a (10) oznadme k, a k,. Nyni lze
rovnice (8) napsat takto:

0.0 — = 2D 70, 102, 67) — 2, G do + by wlt) = 0
T J o'(1) (11
0t) — = (2 s, 1) (2, 670%) + 4, O] do -+ kyao(t) = 0.
47 w’(T)

b4

Predpoklidejme, Ze w(a) = 0. Tim je uréena pouze volba poditku
v roviné . Definujme nyni nové analytické funkce ¥(t) a ¥,(t) vzorei

1 [ o7) 0 1@ _
() —In f m T(t, ©)[2,04(7) — 4, @2(7)] do = 0,

g (12)
Pi) — 3= | T DA () + 1,0,(r)] do = o.

Lze pfimo ovéFit, Ze funkce O,(t) + ‘I’ (1) a O,() + W,(t) jsou ]edno—
znaéné v D*, Dile z (11) a (12) plyne, Ze na y jsou splnény rovnice

213



0,(v) — —ﬁ% [4,8(%) — 4, 6D + Fy(®) + by (z) = O,
w
| (13)
Oy(r) — %mz @) -+ 40U + Falw) + ke () = 0.

O tom se lze okamZité presvédéit, aplikujeme-li na kazdou z rovnic
(13) vétu 3, § 41. Potom dostaneme rovnici (11) a (12).

Folokme g,y = &,t) + a; 0(0) j = 1,2 (14)

:a zvolme a, a a, tak, aby v (13) vymizely &leny, jez obsahuji (z). Aby
‘tomu tak bylo, musf @, a @, vyhovovat soustavé rovnic
@y — 438y + Ay, + k= 0,

_ _ (15)
Ay — Aoty — A8, + ky = 0.

Neni obtiZné se pfesvéddit, Ze pro 1, + 0 je tato soustava FeSitelna.
Vrdtime se opét k proménné z, kladouce w(t) =z a w(r) ={.
Oznad .
znacme B,(t) = p,(2), Ti(t) =w,(2), § =1, 2.
Rovnice (13) nyni nabyvaji tvaru
?1(8) — LT 92(0) — 22 92(0)] + 1) = O,
@2(0) — LA 91(A) + A 9o(0)] + wa(0) = O.
Secteme-li a odedteme-li posledni rovnice, dostaneme:
@1(8) — (A + A2) Cy(8) + wi(C) = — @o($) +
(A — 2) Lpy(8) —wa(0), (16)
1(8) — (2 — 2) £ 1(0) + D) = 9a(0) —

— (A + A2) C @a(8) + 9a(0)
Rovnice (16) plati na hranici L.

Zavedme realné funkce ul(z,y), vi(z,y), ..., vi(x,y) definované
'v oblasti D relacemi

u{ + o] = P1(2) — (A + 45) 2 ‘7’1(2) + p,(2)
Witk = ) —(} — ) 2 9y(2) + iz
ul + it = — @y(z) + (A — A) 2 i(z) — Pa(2),
uf 4 i = @af2) — (4 + A3) 2 95(2) + (2.

~

~—
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V tomto oznadeni lze rovnice (16) napsat takto:
na L uy + i = ut + 0¥ w) + vl = ul + il
Zavedme dale oznaéeni

¢1(e) = P' + 1q%, @u(2) = p* + ig”.

Neni obtizné se pi‘esvédéit o platnosti rovnic:

%— zg; = o0 4 4+ 1 3L,
==+ L
aav—j— a;; =2(1 4 A, —12)3—ql;
o 21— 1+ A 2
%_ %"yl —— 2 + ,11—/12)38%2;
L R (T R
%";——%Z 21+ 2y + A
Ze (17) zfejmé plyne platnost téchtdb rovnic:
fl:——(%ul + gq1 )dy—l—( %I—ul)dx =
; _

opt dqt ap* og* |
= [ (T + 5 ot)av + (G ot — 55 wt) e,
L
2 0 ]

op? oq® op* 0g?
= ([ + aowt) o+ (o — Fut) ]

(17)

(18)
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opt oqt : opt 0
=f[_(77;—u§ —%vg)dy—k(a—?;vg—%uz)dx],
L
— _8_2% 1 3q2 1 apz 1 an 1 —
f[ (ax“ﬁ%”z dy+(a—x'fz—*a;“2 d“’]—
L

i 2
T o uz) ]

Integrily v (19) transformujeme podle Greenova vzorce na dvojné.
Zavedme oznadeni:

opi\? . oq’\? _ -
ff (a—) dody =4y ff(%) d=Bi=te G0
D
1
ffaap E;pd dy—Am’ffaq aqd dy—-B (21)

UZijeme-li rovnic (18) a Cauchy-Rlemannovych rovnic pro funkce p’
a ¢’, dostaneme z (19):

I+4+ A+ (1 —4—2)B=—(1+ 14— 1) A, —
— (1 — 21+ 45) By,
A+ —)A,+ (A1 —2+ L) B, =(1+ 4+ Ag) Ays +
+ (l_}*l—lz)Bm,
1+ A+ 4) 4, + A—2,—A)B,=(1+ 4, — L) A+
+ (1 - 2-1 + 12) B12,
1+ Ay—25) 4y + (1_214"12)32: — (1 + 2+ ) Ay
—(1—24,— 1) By
Vylouéime-li odtud 4,, a B,,, dostaneme
22:(4,+ 4,) =0, 20o(B; + B,) = 0
ProtoZe ¢isla A;, B; jsou nezdpornd a 1, + 0, je
A,=A,=B,=B,=0.

(19)

2
2

I
| —
——
QD
Q)l_s
]
I3
919
+
lm
=)
<
»
—————
(=N
<
+
————
QD
1S
@
oo
‘m
o)
(o]
8
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Avsak v takovém pripadé

a ted , ,
Y P(2) = @a(z) = 0.

Vratime-li se opét k proménné ¢, z = w(t), nalezneme, Ze
D (t) = Dy(t) =0
O\(t) —a, w'(t) = 0, Oy(t) — ay ') = 0.

Urdime-li odtud éisla k, a k, (vzorce (9) a (10)) a dosadime-li je do

(15), najdeme a, = a, = 0, a tedy O(t) = O4(t) = 0. Uvédomfime-li si
nyni, ze rey — ;

o O;(t) = 9,(t) = p, + ig;,
presvédéujeme se, Ze p, = p, = q; = ¢, = 0, a soustava -(3) mé pro
komplexni 1-pouze trividlni FeSeni. Tim je véta 1 iplné dokdzéna.

¢ili

Véta 2. Posloupnost postupnijch aproximaci pro rovnici (13), § 42
konverguje. '

Parametr 4 v rovnici (13), § 42 je redlny a jeho absolutni hodnota
neni vétdi nez jedna. Uvedena rovnice pro redlnd 1 je ekvivalentni
soustavé (3), pro kterou body kruhu [4| < 1 nejsou charakteristické.
Reseni soustavy (13), § 42 lze v tomto kruhu rozvinout v Taylorovu
fadu podle mocnin A. To je ekvivalentni tomu, Ze posloupnost postup-
nych aproximaci pro soustavu (3) ¢ili pro rovnici (13), § 42 konverguje.

Je tieba poznamenat, Ze uZiti methody postupnych aproximaci
v praxi je ztiZeno tim, Ze je pii ni tfeba vypocitat veliké mnoZstvi
kvadratur. ' o

KAPITOLA 3

ZOBECNENY SCHWARZUV ALGORITMUS

§ 48. Dirichletiv problém pro mnohonisobné& souvisié oblasti v ro-
viné. Necht D je mnohondsobné souvisla rovinna oblast, o nf# budeme
zprvu pfedpoklidat, Ze je omezend. Stejné jako vySe oznaéime kiivky
hr&niée Ly, Ly, ..., L,, pii éemz L, bude oznadovat kfivku, omezu-
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jici oblast z vnéjsku. Oznaéme dale D, oblast leZicf uvnité L, a D,
oblast, lezici vné L, k=1, 2,...,n. Je ziejmé, Ze oblast D je fast
spoletna vSem oblastem D, Dy, ..., D,.

Necht U(z, y) je funkce harmonicka v D a V(z, y) je funkce s ni kon-
jugovana. Oznaéme Ulz, y) + i V(z, y) = ¢(2). V § 31 jsme ukdazali, Ze
funkei ¢(2) lze napsat ve tvaru

#2) = 9*6) + 3 Aulgle — 2, M)

kde ¢*(z) je funkce reguldrni v D, A, jsou reilné koeficienty a z, je
pevné zvoleny bod uvnitt L.

Dokazme, Ze ¢*(z) lze napsat ve tvaru
souétu funkef, z nichz kazdd je regularni
v D,. Zvolme v D libovolny bod z. Vedme
uvnité D k¥ivky Lg, L;, ..., L, blizké k od-
.povidajicim k¥ivkdm L, L,, ..., L, tak, aby
bod z byl uvnit¥ oblasti omezené kiivkami
Ly, Ly, ..., L, (obr. 11). Soustavu téchto

n
kladné orientovanych kfivek oznaéme L'.

Obr. 11. Nyni podle Cauchyho vzorce
1 [e*) 1 2 [#*)

* — —_——

¢ (z)—2nifC—zdc_2nik2__'o f{—zdc' (2)
§7 z

Funkece 1 e*(8) .

(pk(z)='ﬁfmdgyk=()) 13"';n (3)
LI

k
je reguldrni uvnit¥ L, (k = 0) nebo vn& L; (k= 1,2,...,n). Aviak
k¥ivky L, lze zvolit libovolnd blizko k L,. Odtud plyne, Ze @.(2)
(k=0,1,..., n) 1ze analyticky pokradovat na celou oblast D,. Protoze

n
P*(2) = 2 @i(2) (4)
k=0
je naSe tvrzeni dokdzano. Oznadme

Uiz, y) = Re{pu(2)}.
Potom z (1) a (4) plyne vyjadieni funkce harmonické v D ve tvaru
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n

Uz, y) =LZU,¢(3:, y) + LZA,, lglz — 2z, * (5)
o =t}
kde funkce U (x, y) je harmonicka v D,. Funkce U,(z, y) ve vzorei (5)
nejsou uréeny jednoznacné; ke kazdé z nich lze pfipoéist konstantu a,
za toho jediného piedpokladu, Ze
ag+a,+ ... +a,=0.

Predpoklidejme nyni, Ze umime pomérné jednoduse fesit Dirichletiv

problém pro kaZdou z oblasti D,. Jak ukdZeme, feSeni Dirichletova

problému pro oblast D lze pfevést na FeSeni jisté soustavy integralnich
rovnic, kterd je také pomérné jednoduchd.

Oznaéme u,({) hodnotu funkece U ,(z, y) na hranici L,. Veli¢iny u,({)
budeme v tloze povazovat za neznimé. ReSeni Dirichletova problému
pro oblasti D, je ndm znamo a miZeme tedy povaZovat za znimé
Greenovy funkce G,(z; {) pro tyto oblasti. P¥i tom

Uty =g [y P an (®)

Lp
Necht f.({) je hodnota hledané funkce U(z, y) na kfivee L,. Ve
vzorci (5) bude z = z + 4y znadit bod na kfivee L,. Na této kiivce
Uz, y) = fu(2), Unlz, y) = 4, () a hodnoty ostatnich funkei U,(z, y)
jsou urleny vzorcem (6). Vzorec (5) nyni dava:

na L,

wnte) +3; 5 [td) s = fule) — § Autgle—2d. ()
kZm

L
Rovnice (7) tvofi soustavu integrilnich rovnic Fredholmova typu
s mezndmymi u.({),- k=0, 1, ..., n. Koeficienty A, budeme zatim
povaZovat za libovolné.
Soustava (7) nen{ FeSitelnd, jestlize jeji prava strana je ddna libovol-
né. Abychom se o tom presvédgéili, stadi dokdzat, Ze pfislusnd homogen-
ni soustava

na L, aGk(z

)da=0 (8)

m+zlfao
Ly
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m3 netrividln{ fefeni. VSimnéme si identity
. .

1 0G(z; &) ,
ﬂdea:l’ (9)

I ,
jez znadi, Ze se harmonicksd’ funkce, kterd se rovnd jedné na hranici,
rovna jedné identicky. Z (9) pfimo plyne, Ze homogenni soustava (8)
mé Fefeni u,(2) = &, kde a,, jsou konstanty, jejichZ soudet je roven
nule. Neni obtizné pozménit soustavu (7) tak, aby se stala Fefitelnou.
Necht 1,({) je funkce podrobend podmince

1
ﬁfzk(c) do =1 (10)
L

a jinak libovolni. Nahradme soustavu (7) soustavou:

na Lm um(z) + % Z f'u’k(c) [% —lk(C)] do =
kZm
Ly,

n
= fnle) — 3 Ailglz — 2. (11)
K=1
DokaZme nyni, %e soustava (11) je FeSitelnd, at je jeji pravd strana

jakékoliv. Ve shodé s Fredholmovou alternativou uvazujme homogenni
soustavu:

L1 364z 0) 3

ma Ly a(2) + o~ k:%m ka(i:)[ P —l,k.(c)] do=0. (12)
Lg

Necht vy(2), v4(2), ..., v,(2) je ndjaké Feseni této soustavy. Oznaéme a,,
konstanty .

~
Ap, = % ’.:'E::m f ’Uk(C) lk(C) do.
i g

V tomto oznaéeni nabude soustava (12) tvaru

: aGk

W'vk(t) do = Ay (13)

. 1 ,

na L, Um(2) + 5= D,
27

ktm Zk

Veli¢inu' v,,(2), jeZ je uréena pomoci soustavy (12) na k¥ivee L,
budeme povaZovat za hodnotu na hranici funkce harmonické v D,,.
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Tuto funkej budeme oznadovat symbolem V,,(z). Je zfejmé, Ze funkce
konjugovand s V,,(2) je jednoznaéna v D,,, nebot oblast D,, je jednoduse
souvisla. Utvofme funkei

= i V u(2).
m=0

Tato funkece je harmonickd v D; funkce s ni konjugovand je jedno-
znatnd v D. Vzorec (13) ukazuje, Ze funkce V(z) nabyva na kazdé
z k¥ivek L, konstantni hodnotu rovnou a,. Vychazejice z toho,
dokazme, Ze V(z) = konst.

Zavedme znovu funkce b,(2) a a,(2) (viz § 41, vzorce (10) aZz (12)).
Polozime jesté by(z) = 1. Bez obtizi nahlédneme, Ze

Vi(z) = ay bo(z) + Z (@ — @) bi(2). (14)
Podmmky ]ednoznacnostl funkce V( z) jsou:
fV Ya(l)do =0, k=1,2,. (15)

Vsimnéme si, Ze 1dent1ta (15) platl ipro k = 0, protoze potom by({) =1
a ay(¢) = 0. Vyndsobme nyni (15) a, pro k = 0 a a;, — a, pro k > 0
a nalezené rovnice seétéme. Pomoci vzorce (14) dostaneme

ov
{ V(C)T,(,Q do=0.

Avsak, jak se dokazuje v theorii potencilu, jestlize V(z) je funkce
harmonicka v D, pak (» je vnéjsi normala)

[rZaom | 112 (5]

Odtud plyne, Ze v aV
oo oy

Snadno se nyni pfesvédéime, Ze funkce V., (z) jsou také konstantni.
Skuteéné

=0, V(z) = konst.

Vm(2) = V(z) — kg Vi(2).

ProtoZe V(z) je konstanta, jsou viechny séitance napravo funkce
harmonické uvnit¥ L., a tedy V,(z) je funkce harmonicks uvmnitt L,,.
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Avsak V, (z) je podle definice harmonicka vné L,,. Je tedy V,, harmo-
nickd v celé roving. Podle Liouvillovy véty V,(z) = konst.

Dosadme nyni do (12) konstanty misto v,(z). UZijeme-li vztaha (9)
a (10), dostaneme okam#ité v,(z) = 0. Odtud plyne, Ze soustava (11) je
Tesitelnd.

Ukazme nyni, Ze pomoci této soustavy lze feSit Dirichletiv problém.
Resme soustavu (11) tak, e v ni nahradime pravé strany nejdiive
vyrazy fm(z) a potom lg|z — 2,|. Piislusnd FeSeni oznatme W,(z)
a Win(2). Potom bude fefeni soustavy (11)

Un(z) = Wolz) —éfl Ay Win(2).

Konstanty 4,, které byly dosud neﬁréeny, podrobime pozadavku, aby
soutty . )

1
A=z 3 Lf U.(8) L(2) do
|

byly stejné pro vSechny hodnoty m = 0,1, ...,n. To dd soustavu
n + 1 rovnic s n + 1 nezndmymi 4, 4,, 4,, ..., 4,. Uréime-li tyto
neznamé, dostaneme feSeni Dirichletova problému ve tvaru

UG) = é Ue) + é Ay lgle — 2] — A. (16)

Podstatné jednoduseji se FeSi modifikovany Dirichletiv problém.

V tomto pifpadé 4, = 0a U = > U,. Funkce U,(z) Ize uréit ze sousta-

k=0
vy: '
na L,
0ae + gz 5 [0 —w o =mmer an
kxm i
Veliciny 1 :
—5,3, [ U0 o
Lm

davaji hodnoty konstant, jeZ je tfeba odedist od f,{(z) ve shodé s for-
mulacf problému.
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§ 49. PFipad trojdimensiondini oblasti. TéhoZ postupu, a to ve znatné
jednodussim tvaru,lze uzit na reSeni Dirichletova problému v prostoru.
Necht je problém formulovin pro oblast D, jejiz hranice se sklada
z nékolika oddélenych ploch §,, S,, ..., S,. Oznaéme D, tu z obou
oblasti omezenych plochou 8,,, uvnitf které lezi oblast D. Funkce
U(M),* harmonicka v D, mize byt vyjidfena jako soucet funkei har-
monijckych v Dy,. To okamzité plyne z Greenova vzorce, jenz miize byt
napsan ve tvaru
1

1 83U r
4nszr8v X0 dS.—ZU ()

m=1

Je ziejmé, Ze fun.kce
1

1 U T
jfrav -] as ®)

Vyjad¥eni U(M) ve tvaru
U@ = 2, Un(H) (3)

je harmonicka v D,,.

je jednoznaéné. Abychom to dokazali, pfedpoklidejme, Ze -existuje
jesté jedno vyjadfen,

kde U, (M) je funkce harmonicks v D,,. Odeéteme-li toto od (3) a kla-
deme-li pro struénost U,, — U,, = V,,, nalezneme

n

>V

m=1
NapiS$me tuto rovnici ve tvaru

V"':—ZV"'

kf¥m

M zde znaéi proménny bod prostoru.
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Leva strana této rovnice je harmonicks vné S,, a prava uvnitt S,,.
Aviak v takovém piipadé je V,(M) harmonickd ‘v celém prostoru,
a tedy je rovna nule. Tim je jednoznaénost vyjidieni (3) dokézana.

Oznaéme f,(M) danou hodnotu hledané funkce U(M) na plose S,,.
Predpokladejme, Ze umime FeSit Dirichletiv problém pro kaZdou
z oblasti D,,; necht G, (M, M,) je Greenova funkee této oblasti. Tymiz
uvahami jako v pfedchazejicim paragrafu lehce dojdeme k nasledujici
soustaveé integrilnich rovnic:

) 3. M)
UM ‘mmff DM as = fo(m

m=1,2,..., n. (4)

Na rozdil od rovinného preoblému je soustava (4) vidy FeSitelna.
Necht v,(M), ..., v,(M) vyhovuji homogenni soustavé

va(M) + o > f f w0y G 450 (5)
Sy

Oznac¢me V(M) funkei harmonickou v D, a rovnou V(M) na S,.
Porovnime-li soustavy (5) a (4), vidime, Ze funkce

VL) = 3 Vo)

je harmonicks v D a rovna nule na jeji hranici. AvSak potom V(M) =
= 0, a protoZe vyjadieni (3) je jednoznaéné, jsou také V(M) = 0.
Homogenni soustava (5) mad tedy pouze trividlni feSeni; v dasledku
Fredholmovy alternativy mé nehomogennf soustava (4) vidy FeSent,
jeZ nas zfejmé vede k Fefeni Dirichletova problému pro oblast D.

§ 50. Zobecn&ny Schwarziv algoritmus. Vratme se k rovinnému
problému (§ 48). Pro jednoduchost predpoklidejme, Ze oblast -D je
neomezend, takZe hranice L, neexistuje. Za [;({) zvolme funkece

o =888 1)

takZe soustava (17) nabude tvaru:
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na L,

unl?) + 5= 3 f w(o | Pt TR as — @)
7 1 m

m=12...,n

Piedpoklidejme, Zze kiivky L, jsou od sebe dostatetné vzdileny.
Potom, jak Ize lehce nahlédnout, budou jidra soustavy (2) mald a je
ziejmé (viz § 2), Ze soustava (2) je FeSitelnd methodou postupnych
aproximaci. ‘ :

Analysujme podrobngji algoritmus postupnych aproximaci pro
soustavu (2). Postupujeme tak, Ze nejdiive zavedeme do rovnice (2)
parametr 1. Dostaneme novou rovnici:

na L,
" 0G(z, ) 9G(0, §)
Unle) + o L%n [t |t =T do =
Ly
m = l,2,...,n. (3)
Jeji feSeni budeme hledat ve tvaru
Unle) = 3. (17 4 har(2). o)

Dosadme toto do (3). Porovnanim koeficienti p¥i stejnych mocninach
2 mnalevo a napravo dostaneme tyto rekurentni vzorce:

Umo(2) = f'm

Umr(2) = % > fuL —1 (&)} [GG év ‘) 8sz(3:zo C)] o. (5)

k=m
L

PoloZime-li nyni v (4) 2 = 1, najdeme FeSeni rovnice (2).

Vzorce (5) uréuji funkei ,,,(z) pouze na kfivee L,,. Necht nyni =z
znadi ]ibovoin)'r bod oblasti D,,. Symbol U,,.(z) necht znaéi funkei har-
monickou v D, jejiZ hodnoty na obvodu této oblasti jsou dany vzorci
(5). Je ziejmé, %e uvniti D,, -

Unte) = 55 [ vmtt) E2 0

Ly,
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vzorce (5) lze vyjddfit v takovém tvaru:

na L, .

Umo(z) = .fm(z): Umr(z) = LZ [Uk,r—l(z) - Uk,r— 1( CX))] (6)
t=tm

Jak ukazuji vzorce (6), cleny Fady (4) lze sestrojit takto:

Jako nulovou aproximaci zvolime funkee U, (x) harmonické v D,,,
jejichz hodnoty na hranici se shoduji s danymi funkecemi f,(2).

Jestlize uz jsou sestrojeny funkce U ,y(2), ..., Unm, ,-1(2), pak Uy, (2)
je urdena takto: od funkei Uy, ,-4(2), & & m odedteme jejich hodnoty
v nekoneénu; nalezené rozdily se vypoétou pro hodnoty na kiivee L,
a potom seétou pro vSechna k, kters se nerovnaji m. Jako vysledek
dostaneme hodnoty funkce U, ,(z) na hranijei L,,. Pomoci pfislusné
Greenovy funkce potom uréime funkei U,,.(z) v celé oblasti D,,. Hle-
dans harmonickd funkce U(z) v D se rovnd souétu fady

©

n
U(z) = ZO (=1 El Uniz). (7)

VyloZeny postup ma ideu shodnou s alternujicim Schwarzovym algo-
ritmem; budeme j'ej nazyvat zobecnénym Schwarzovym algoritmem.
Zobecnény Schwarziv algoritmus je obzvlasf jednoduchy v tom
pripads, kdy je oblast D dvojndsobné souvisla. MizZeme pfedpokladat,
Ze f,(£) = 0. K tomu staéi odeéist od hledané funkce U(z) funkei U’(z)

harmonickou v D, a rovnou f,(z) na L,. Vzorce (6) nyni davaji:
na Ll UIO(Z) = ]‘(z)’ Ulr(z) = Uz:r—l(z) - Uzsr— 1((13), (8)
na L, Uy(z)=0, Uylz)=Ups-y(2) —Upy,-s(0).

Ze vzorclu (8) plyne, Ze se U, (z) pro licha r a UZTI(z) pro sudé 7 iden-
ticky rovnaji nule. Oznadéme nyni pro struénost

Ulr(z) = U_,,.(Z), Uzr(z) = V,.(Z).
Potom
Uz) = Uylz) — Vl(z) + Us(2) — Vi2) + ... (9)

Bez podstatnych zmén lze uzit zobecnéného Schwarzova algoritmu
i pro pripad omezené, mnohonisobné souvislé oblasti. Sta¢i nahradit
funkei [,(¢) nulou. Lze také zvolit
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oG
(o) = 2l 8

kde a je libovolny bod uvnitt D.

V pfipadé trojdimensionalni oblasti se zobecnény Schwarziv algo-
ritmus zjednodusi. Do rovnice (4), § 49 zavedeme parametr A a napise-
me rovnici ve tvaru:

Unm( M )+— ff aa"(M G, M) g5 fu(M).  (10)
T 1Em .

Jeji feSeni budeme hleda,t ve tvaru

na S,

um(M) =

T

ings

(— 1) X wp (BL). (11)
Dojdeme potom k rekurentnim vzorcim:

Uno(M) = fo(M)
Unr( M 4 f f Upr—1 ( a——G"(M’ M) gs. (12)
T 1 dv

Jestlize M bude nyni znadit vnit¥ni bod oblasti D,,, bude U,, (M)
oznacovat funkei harmonickou v D, jejiz hodnoty na S, jsou diny
rovnicemi (12). )

Avsak v takovém pripadé

fﬂ“‘ M%Mm=mqm

a rovnice (12) nabyvaJi jednodussiho tvaru:
na 8w Uno(M) = fm(M), UnM) =L¢Z Uy, r-o(M). (13)
Jak ziejmé plyne ze vzorci (13), sestroji se postupné aproximace
takto: Nulovou aproximaci jsou funkce U,,(M), m=1,2,...,n
harmonické v D,, a rovné f,(M) na plochich S,,. JestliZze aproximace
U mo(M), Upi(M), ..., Upypm (M) jsou jiz sestrojeny, je U, (M) uréena
jako funkce harmonicka v D,,, jez se na plose §,, rovnd souétu
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Z Uk,'r- 1(M)
ktm

Jestlize oblast D je dvojnisobn& souvisld, pak zobecnény Schwarziv
algoritmus konverguje.

Diikaz této véty lze najit v 8lanku S: L. Soboleva [34]. Omezime se
zde na ptipad dvojnidsobné souvisle trojdimensiondlni oblasti, pro kte-
rou je dikaz elementdrni.

Jak uZ jsme poznamenali, ni§ algoritmus je shodny s algoritmem
postupnych aproximaci pro soustavu integralnich rovnic:!

na S, () + g [ [ua) BT as — o,
SZ

/

ma Sy w0 + g [ [y G as = )
Sl

(14)

UvaZzujme homogenni soustavu integrilnich rovnie, obsahujicich
parametr Ai:

A oG, (M, M
na S, o)+ o f f () M gg
S2

2 G, (M, M
na Sy w(M) 4L f f vy(M,) —La;—l)ds —o.
S].

DokaZme, Ze charakteristicka &isla této soustavy jsou v absolutni hod-
noté vétsi nez jedna. V disledku toho, co bylo dokizino v § 5, bude
odtud plynout konvergence algoritmu postupnych aproximaci pro
soustavu (14). C

Jestlize M je wmitini bod oblasti D, (m =1, 2), budeme U (M),
U,(M) jako shora povazovat za funkce harmonické v D, D,, jejich?
‘hodnoty na S, resp. S, jsou uréeny ze soustavou (15).

(15)

Potom lze tuto soustavu napsat takto:
na S, U M)+ 2U,(M) =0,

na 8, Uy (M) + AU(M) = 0. (16)

1. PiSeme zde tuto soustavu pro pifpad dvojndsobnd souvislé oblasti, ktery nis
zajimé.
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Funkce Uy(M) a Uy(M) mohou byt komplexni, nicméné véta o ma-
ximu absolutni hodnoty ziistava pro né v platnostil. Oznatme 4,
maximum |U(M)| a Ny ten bod plochy S;, v ném? |U,| = 4;. V prvé
z rovnic (16) polozme M N, a ve druhé M = N,. Nyni z téchto

rovnic plyne = 4, 4,
Odbud UV [U(N)I
tu
ar = A1 ___As (17)

|UL(No)| [Us(N)[

Oba &initelé napravo jsou vétsi ne? jedna, nebot oblasti D, a D, jsou
neomezené a funkce U, a U,, harmonické v téchto oblastech, se nerov-
naji identicky konstanté; v takovém piipadé je hodnota harmonické
funkce ve vnitinim bodé mensi (s vylouéenim rovnosti) nez maximum
na hranici. Je tedy |1,] > 1, jak jsme méli dokazat.

N&s dukaz konvergence zobecnéného Schwarzova algoritmu zlstdva
v platnosti i tehdy, kdyz je oblast D omezend. V tomto pripadé je
jedna z oblasti, na pf. D,, omezens a druhd je neomezeni. Ve vzorci
(17) prvy &initel napravo neni pak men$f ne# jedna a druhy je vétsi
(s vyloutenim rovnosti) nez jedna. Jako dffve || > 1 a to staci ke
konvergenci naseho algoritmu.

1 Necht na S, |U,(M)| £ K. Potom uvniti D,

0G, (M, M oG, (M, M
UMy 1 = ) 45 1)

|UL(M)| = — ds.

s

Avgak normélnf derivace Greenovy funkee uvnitf oblasti je kladnd. Odtud

K oG, (M, M,
)| < X f f JGALMY 4
4w o
Sl'

1 oG s
1 f f 08, My
4 oy

Sl

funkece harmonickéd v D; a rovna jedné na S;. Tato funkce uvnitt D, je rovna
jedné, kdy? je oblast D omezend a je men#i ne¥ jedna, kdy#% je oblast neomezend.
Tedy definitivns

Y U,)] < K

Dale je integral

v celé oblasti D,.
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§ 51. Obtékani kFidla letadla vzduSnym proudem v biizkosti povrchu

zem&. Pro jednoduchost vypoétu predpokladejme, Ze k¥idlo je kruho-

vého prifezu. Osy soufadnic zvolme tak, jak je ukdzdno na obr. 12.

Budeme piredpokladat, Ze se kiidlo pohybuje ve sméru osy x stalou

rychlosti U; rychlost éastic vzduchu v neko-

y neénu zvolme rovnou nule. Koneéné predpo-

p 7t klidejme, Ze pohyb je necirkuldrni. Proudova

R funkee y(z, y) Fe$i modifikovany Dirichletiv
problém s témito podminkami na hranici:?

na kruinici [z —b| = R

v = Uy + C', C' = konst, (1)
0 T na ose x p=0. (2)
Obr. 12. Aplikujme na tento problém zobecnény Schwar-

ziv algoritmus. Oznaéme L, hranici priafezu
kiidla, L, osu z. Potom D, bude rovina s kruhovym vyfezem a D,
horni polorovina. MuZeme uzit pfimo vzorce (9), § 47, nebot y = 0

na L,:
T i, y) = Uz, y) — Vi@ y) + Us(es ) —Val@, 9) + ... (3)

Funkce Uy(z, y) je harmonickd v D, a rovna Uy = UR sind ! na
kruznici L,. Neni -obtizné nahlédnout, Ze témto podminkdm vyhovuje
funkece
UR2sind  UR?(y —b)

UO(.'L', ?/) == Q - wz _|__ (y _ b)2 "
'V nekoneénu Uy(z,y) = 0 a na ose z
' URb
Uelw 0) = =

Nyni je V,(z, y) definovana jako funkce harmonicks v horni polo-

R - . , R (s
Toving, jez se na hranici poloroviny rovnd — ————. Podle zndmého
x2 + b2
vzorce
1) Viz § 35.

1 Oznaéeni viz na obr. 12. Konstantu ¢’ neuvaZujeme, nebot je pro fefenj modi-
fikovaného problému Dirichletova nepodstatnd. '
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+ o
V2, y) = — Uszyf d¢ __ UR(y+b)
e 7 (824 0*)[(E —2x)* + 7] z? + (y + b)?
Hodnoty na hranici nasledujici aproximace dostaneme, odedteme-li od
'V (z, ) jejf hodnotu v nekoneénu a vypoéteme-li hodnotu nalezeného
rozdflu na kruZnici L,. ProtoZe v nekoneénu V,(x, y) = 0, rovnaji se
prosté hodnoty na hranjei funkce U,(z, ) hodnotdém V,(x, y) na L

UR?*2b + R sind)
" R® 4 4b® + 4bRsind

Nyni podle Poissonova vzorce

na L, Uy, y) =

o Uz(x; y) =
_ URe % + R sin® ot — R? 16—
- 27 R? 4 4b2 + 4bR sin® @* + R® — 2oR cos(? —0O) o

0

e 20t (g — by + Ry —b)

RY T 45°%[a® + (y — b)°] + 4bE¥y — b
Omezime-li se na jiZ nalezené aproximace, mime
Y@, y) = Uolx, y) — Vi(z, y) + Uy, ) =

—b +b
— UR: Yy Yy .
{x2 FW—0F @+ yror
2 (y—bF] + Ry —b)
R+ 4072 + (y — b)F] + 46By — )|

(4)

§ 52. UZiti na problémy theorie pruZnosti. Zobecnéného Schwarzova
algoritmu a s nim gpojené soustayy integrdlnich rovnic se miZe uZzit
nejen pfi problémech vedoucich na Laplaceovu rovmici, nybri po
ka%zdé, kdy se Fesi krajovy problém pro rovnici eliptického typu v pii-
padé mnohonasobné souvislé oblasti. Objasnéme to na prikladé rovin-
ného problému theorie pruznosti. Budeme uvazovat omezenou, mnoho-
nasobné souvislou oblast. Pi‘if)ad neomezené oblasti lze vySetfovat
obdobné. :

Necht je tedy poloZen problém uréit napjatost v mnohondsobné
souvislé oblasti D, ohraniené z wvnitfku hranicemi L,, L,, ..., L,
a z vnéjSku hranici L,. Tento problém, jak vime (§ 40), se pfevadi na
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uréenf funkce biharmonické v .D z danych hodnot jejich derivaci na
hranici. Oznadme slozky vnéjsich sil ve sméru os z, y, plisobicich na
hranici L), X; a Y, a hledanou biharmonickou funkei W. Potom

na L,

W oW . (. .
aw za—’;7=zf(Xk,+zYk,>ds+Bk=fk(z)+Bk,
5 (l)

k=0,1,2,...,m
z je komplexni soufadnice bodu na hranici.

Ve vzorci (1) jsou B, konstanty. Jedna z konstant B, mize byt
zvolena libovolné a ostatni jsou potom uréeny z podminek jednoznac-
nosti posunuti. Budeme pfedpokladat, Ze hlavni vektor a hlavni mo-
ment sil pisobicich na kaZdé z k¥ivek L, jsou rovny nule. Toho lze vidy
dosdhnout.

Oznaéme D, oblast, leZici uvnitt L,, a D, oblast, lezici vné L.,
k=12, ..., n.

Lze lehce dokézat, Ze pfi splnéni privé vyslovené podminky lze
funkei W vyjadfit ve tvaru soudtu biharmonickych funkef’

W=W,+W,+ ...+ W, (2)

pfi cemz kazda funkce W, je reguldrni v piislu$né oblasti Dy.

Goursatovy funkee ¢(2) a p(z), odpovidajici pFisluiné biharmonické
funkei W, jsou reguldrni v D. Ve vzorci (1), § 48 se logaritmické ¢leny
nevyskytuji. Podle vzorce (4), § 48 budeme mit

n

#0) = 3 o) vle) = 3 wile).

E=0
26(z) = [pufe) dz.
Funkece y,(z) maji jednoznaéné reilné ¢asti v pfislusnych oblastech D,.
V opatném ptipadg, jak lze lehce nahlédnout, byl by hlavni moment
sil pasobicich na hranici L, rizny od nuly. Abychom dostali vzoree (2),
staéi nyni polozit -

YRR Wi = Re(z pal2) + 24(2))-

Piedpoklidejme nyni, e umime FeSit problém theorie pruznosti pro
- kazdou z oblastf D,. Jestlize budeme znit hodnoty veli¢iny

Oznatme jesté
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it = 0 |

na piislu§né kfivee L,, pak rozfeSime-li uvedeny problém v kaZdé -
z oblasti D;, nalezneme funkce W a tedy i W. Tim bude Ffefen problém
theorie pruznosti pro na$i mnohonasobné souvislou oblast D. Vse se
tedy prevadi na sestrojeni funkei g,(z).

Uéinime nékolik pfedbéinych poznimek.

1. Podrobny rozbor, ktery zde nebudeme provadét,! vede k nasledu-
jicimu vysledku: necht D je jednoduse souvisla oblast a L jeji hranice.
Necht je dile U funkce biharmonicka v D a necht na hranjci L

oU . oU
a5 T £ g(z).

Potom v libovolném vnitinim bodé oblasti D

8U+ aJ f[M 2, 95 0) 9(8) + Myle, 95 ) 9(0)1dS,  (3)

kde M, a M, jsou spojité funkece, pokud bod (z, y) zlstava uvniti
oblasti a bod ¢ na jeji hranici; tyto funkce jsou iplné uréeny oblasti D.
Pro struénost budeme oznadovat integral na pravé strané (3) M(z; g),
takze

oU oU

5 Tigy = MEo). (8)

Operator M, pifslusejici oblasti D,, budeme znadit M,(z; g), takze
specialné _

oW, | oW, )

=z T o M (2; gy)- (4)

2. Jestlize g(z) =g = kohst, pak z véty o jednoznacnosti FeSeni
problému theorie pruznosti plyne, Ze

8U .U _
% T i
Odtud plyne, Ze
pro g({) = g = konst, M(z; g) = g. ()

! Viz [37b], str. 5—8.
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3. Protoze funkce W, jsou biharmonické v jednoduSe souvislych
oblastech, jsou jim piisluSejici posunuti jednoznaéni. AvSak potom
v duasledku vzorce (2) budou automaticky jednoznadnd i posunuti,
odpovidajici funkei W. A priori je jasné, Ze funkce (2) nemiZe vyho-
vovat krajové podmince (1) pro libovolné hodnoty konstant B, nebot,
jak uZ bylo poznamendno, pfi jejich libovolné volbé jsou posunuti
obecné mnohoznaéni. PoloZzime si proto nas$ problém takto: budeme
hledat funkei W ve tvara (2); p¥itom se budeme snazit, aby W vyhovo-
vala krajové podmince

na I, o+ i 5L = 1) (©)
aZ na aditivni konstantu, jeZ miZe byt rizna na riznych hranicich.

Nenf obtiZné sestavit nyni soustavu integralnich rovnic pro neznamé
gx(£). Na kiivee L,

oW, | . W,
_(T—F ? ay _gm(z).

Dale, jestlize k& + m, lezi L,, uvniti oblasti D, a podle vzorce (4)

ow, . .oW,
na Lm ?{lt—k + —— = Mk(z; gl:):

oy

kde z znagi bod na L,,. UZijeme-li vzoret (2) a (5), dostaneme soustavu,
kterd nis zajima:

na L, gni)+ O Myz9:) = fulz), m=0,1,... 0. (7)

kkm

Soustava (7) je jako v piipadé rovinného Dirichletova problému
(§ 45) v obecném pripadé nefesitelnd. Abychom se o tom presvédéili,
uvaZujme homogenni soustavu:

na L, g (2) + > Mz ¢i) = 0. . (8)
IEm »
(0)

Jak plyne ze vzorce (6), vyhovuji soustavé (8) g,,’(z) = a,, = konst
jestliZe konstanty a, jsou.podrobeny jediné podmince a, + a, +
+ ...+ a, = 0. Homogenni soustava (8) ma tedy netrividlni feSeni
(nerovnajici se identicky nule) a z Fredholmovy alternativy plyne ne-
Tesitelnost soustavy (7).
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Upravme nyni soustavu (7) tak, aby se stala fesitelnou. UvaZujme
integrily
= J[2(0) 90) + BulO) g w@na (9)
k

kde funkce «;(Z) a f() jsou podrobeny témto podminkim:
1. jsou spojité na L,;

2. Jox(0)dl =1, [Bu(()dl = 0. (10)
Ly Ly,

Soustavu (7) nahradme soustavou:
na L,

gm(Z) +k:j§ {Mk(z; gl\.) _Nk(gk)} = fm(Z), m = 0)'1: 27 ey M. (11)

DokaZme, Ze soustava (11) je feSitelnd pro libovolné funkece f,(z).
UvaZujme pfisluSnou homogenni soustavu

na L,
g (2) + 2 { Mz g7) — Nulgi")} =0, m =0,1,2,..,n (12)
k:t:m LY
a dokaZme, %e m4 pouze trividlni YeSeni ¢{¥(z) = 0,m =0,1,2,...,n
Necht gd(z), ”(2), ..., {(z) je libovolné Fefeni soustavy (12). Oznad-

me
Z Nk(ggco)) = Qnp.
FEm
Velidiny a,, jsou ziejmé konstanty. Z (12) nyni plyne, Ze
na Ly, g (2) + 2 Mi(2; g) = @um. (13)
k=xm

UvaZujme funkce W(x, ) biharmonické v oblasti D,,, vyhovujfei
na L,, rovnici
WO aW®

el o ay’" = gm(2)-
Podle vzorce (4) uvnitt D), mame: .
W™ . oww N
axk + ? ayk = 'Mk(z; gsg))
PoloZzme nyni n
WO, y) = 2 Wl y)- (14)



Funkce W(z, y) je biharmonickd v mnohonisobné souvislé oblasti;
protoZe se rozklad4 na soudet funkei biharmonickych v jednoduse sou-
vislych oblastech, odpovida,]l ji jednoznacénd posunuti v D. Z (13)

plyne, Ze
ow@ . oW® 8
na L, o + 1 o @ e (15)

Ze vzorce (1) plyne, Ze

ldfk(z)
ds ° g

. 1
X+ 1Y = T

Utzijeme-li toho na rovnici (15), kde f.(z) = a; = konst., nalezneme
X;, = Y,;, = 0. Biharmonickd funkce pfislusi tedy napjatosti v mno-
honasobné souvislé oblasti D, na jejiz hranici neplsobi vnéjsi sily.
Podle véty o jednoznadnosti se piisludnd napéti rovnaji identicky nule.
Prlslusna biharmonicks funkce W® bude potom linedrni (viz vzorce
), § 39) a
0) [())]
oW i ow

el 3 = konst.
Dokazme, %e konstantni jsou také veli¢iny
(i) [
W"‘-I— au;;m=0,l,...,n

Podle Goursatova vzorce (1), § 40

W = Re{z ¢(2) + 1(2)}, W = Re{(z pu(2) + xu(2)};
Pritom zfejmé

= i:otpm(Z), 1(z) = éoxm(z} (16)

Opakujeme-li odvozeni Goursatova vzorce pro funkci WO(z, y)
a vezmeme-Ji v ivahu, Ze tato funkce je linedrni, lehce zjistime, Ze
¢(z) = oz + B, kde « je redlnd a f je komplexni konstanta. Uplné
obdobné najdeme, %e y(2) = yz + 6, kde y a & jsou konstanty.

Dokazme, Ze obdobny tvar maji i funkce ¢,,(2), ¥.(2). Prvou z rovnic
(16) derivujme podle z a vysledek napiSme ve tvaru

Pm(2) = ix — 2 gi(2).
kEm
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Leva strana rovnice, ¢,,(z), je reguldrni vné L,, a pravé strana uvnitt
L. Avsak potom g, (z) je regulérni v celé rovins. Podle Liouvillovy
véty je @, (2) konstanta. Must byt ryze imaginirni, nebot v opaéném
piipadé méla by W derivace neomezené v nekonetnu. Oznadéime-li’
tuto konstantu ix,, dostaneme @, (z) = o, & @u(z) = iz + .
Obdobné zjistime, Ze y,(z) = ynz + 6,. UZivajice vzorce N. I. Mu-
schelidviliho
8W‘°’ oWy _

g 3 Pm(2) + 2 gi(2) + wm(Z) Ym(2) = Am(2)

nalezneme, Ze

owe . oWe —
e + 4 T Bm + Ym = konst.

Odtud zfejmé plyne, Ze g(o)(z) = konst. \

Reseni homogenni soustavy (12) jsou tedy konstanty. V takovém
piipadé podle vzorce (5) M, (z; ¢*) = ¢\*. Déle ze vzorct (9) a (10)
také plyme, ze N, (g{) = ¢\¥. Dosadime-li toto do (12), zjistime, Ze

g9(z) = 0, t. j. homogenni soustava (12) mé pouze trivialni Feseni.
V disledku Fredholmovy alternativy je soustava (11) feSitelna.

Regime-li soustavu (11), FeSime tim soudasnd problém theorie pruz-

nosti pro oblast D. Necht g,,(2) je FeSeni uvedené soustavy. Oznatme

z Ny(g) = B
k==m

Potom
na L, Im(2) +l_g M (z; gz) = fm(2) + B (17)

Necht W, (z, y) je biharmonickd funkee v D,,, vyhovujici na hranici

L,, rovnici
m oW, L OWm
g + @a—y = gm(2),

anecht W= W,+ W,+ ... 4- W,. Funkce W(z, y) je soucet bihar-
monickych funkef, z nichZ kaZda je regularni ve své jednoduse souvislé
oblasti; vzorec {17) ukazuje, %e tato funkce vyhovuje podmince (1).
N4s problém je tim FeSen.

Jako N,(g) 1ze speciélng zvolit

Nug) = M(0;9), k=1,2,...,n; Nog) = Ma,g),
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kde a je libovolny bod uvnit¥ L,. Jestlize hranice Ly, Ly, ..., L, jsou
od sebe navzijem dostatetnd vzdileny, je ihmed patrno, Ze jidra
integraltt v soustavé (11) budou mald a tato soustava bude FeSitelnd
methodou postupnych aproximaci. Stejné jako pfi Dirichletové pro-
blému dochdzfme i zde k zobecnénému Schwarzovu algoritmu.?
V nasledujicim paragrafu ukaZeme jeho uZiti na jeden specialni pro-
blém.

§ 53. Excentrické mezikruZi s rovhomé&rné rozloZenym tlakem na
vnéjsi kruZnici.? Poédtek soufadnic poloZme do stfedu vnéjsi kruznice;

osu z poloZme do spojnice obou stfeda
fy)ﬂ a jeji kladny smér necht je orientovin
X”:,

ke stfedu 4 vnitini kruZnice. Poloméry
kruinic oznaéme r a R (viz obr. 13),
vzdélenost mezi stfedy a. Oblast D, je
kruh |z| < R, oblast D, vnéjsek kruhu
|z —a| < 7.

Podminkyna hranici ob]asti jsou takové:

na vniténi kruznici L, al/ + z = f1(z)

X»%?“

= 0; na vnéjsi kruzmm, podlobene stalému

Obr. 13. normalnimu tlaku, ktery oznaéime +— p,
X, = —pecos(y, x) = —pi—z, Y,=—pecos(v,y)=1p ias:
Odtud plyme, Ze na L,
W_|_ aaij—fo )=1t [(X,+1:Y,)ds = — pz. (1)

Integraéni konstantu neuvaZujeme, nebot je nepodstatna pfi uziti
zobecnéného Schwarzova algoritmu.

L'V jiz citovaném &lanku S. L. Soboleva [34] je dokdzéno, Ze v problémech
theorie pruZnosti vede zobecnény Schwarzuv algoritmus vidy ke konvergentni
fadé, kdyZ je oblast dvojnédsobng souvislé.

2 Tento problém lze Fefit elementarnsjSimi prostfedky. Uvddime jej zde pro
ilustraci methody. Méné& elementérni piiklad uZiti naseho algoritmu nalezne
8tendfl v [27b].
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ResSeni problému theorie pruZnosti pro oblasti Dy a D, jsou uplné
elementarni a dobfe znama. Zavedeme-li Goursatovy funkce ¢(z)
a y(z), vazané s Wz, y) vzorcem

ow 8W
o Ty T

Ple) + 29/ + (o), (2)

mame! pro oblast D,

f AL
00 = g [ at—ar—g [IPar
LO

LO
_ fo(0) R’ (z) — ay]
v =g [ C”_z el — ol 3)
LD
4 = focz d¢
LO
a pro oblast D, £,(0)
#) = 5 fc_zdc,

p(z) =3 m f‘ C—Tmff‘ dé —z ¢'(2).

Ve vzorcich (3) a (4) znadi fo(L) a f1(£) hodnoty veliiny (2) na hranici
Lg resp. L,. ‘ "

V naSem problému. f,({) = 0 a miZeme podle analogie se vzorcem
(9), § 47 napsat feSeni ve tvaru

Wz, y) = Wiz, y) — Wiz, y) + Wiz, y) — ..., (5)

kde W, jsou funkce biharmonické v Dy a W, biharmonické v D,.

V souhlase se vzorcem (2) zavedme analytické funkce @,(z) a p.(2)
tak, aby "

oW, oW,

e T Ty

Dohodnéme se je$té na tom, Ze { bude znaéit bod bud na hranjei Ly,
nebo L,. '

Pi(2) + 2 Pi(z) + vil2).

1 Viz [28a]. Tyto vzorce bez nesnézi dostaneme, vyjdeme-li z vysledki § 41.
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Prvi aproximace W,(z, y) vyhovuje na L, krajové podmince

ow, 8W1 . .

e + = fo({) = — p¢.
Dosadime-li toto do (3) a provedeme-h prisluiné vypodty, snadno do-
staneme, Ze oW, oW,

uvnit¥ D, Dédle na hranici L, je veli¢ina %4— i 8;’:/’ 2 identické

6W1 oW,
. + '»—ay ; tedy
ow oW
na L, axz-{—@TyE:——pC.

Dosadime-li toto na misto f,({ ) do vzorce (4), dostaneme po jednodu-
chych vypoétech

7-2
| ?ulr) = 0, 3fe) = — L ——ap,
a tedy uvniti D,
oW, W2 prt -
ox + oy = T e (7)
. - oW, _ . . .
Hodnoty mna hranici velidiny =, 1aj deme, odeéteme-li

ox
od velidiny (7). jeji hodnotu v nekoneénu a vypocteme -li hodnotu nale-

zeného rozdilu na L, Potom dostaneme

Wy, We_
ox %  [—a R —al’
— 2
nebot na kruznici Ly { = % Vratime-li se opét ke vzorei (3), najdeme:
pri(R® 4 az) z apr’(2a — z2)
@3(2) = — Sy ¥al2) = — 5 — :
2R2 2 2 2
Odtud RA(E® — az) (B —az)
oW, 1 oW, 2 (R? + az)z 2z R2%
ow oy V| oRARP —az) ' 2RF (B —azR
_ a(2a —2)
(R? — az)? ] (8)

Stejné jednodusSe vypoéteme i ndsledujici aproximace.
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KAPITOLA 4

NEKTERA UZITI INTEGRALU
OBDOBNYCH POTENCIALUM

§ 54. Uziti Cauchyho integralli v rovinné theorii pruZnosti (rovnice
N. 1. MuscheliSviliho). Omezme se pro jednoduchost na pripad, kdy
pruzné prostfed{ vypliuje omezenou, jédnoduSe souvislou oblast.
Oznaéme tuto oblast D a jeji hranici L. Jak u% vime, tloha spodiva
v urdenf analytickych funkef ¢(z) a y(2), reguldrnich v oblasti D a vyho-
vujicich na hranici L podmince

o(z) + £ @'(8) + w(&) = f(0), (1)
kde f(£) je zndmd spojitd funkce bodu na hranici L. Budeme pfedpokla-
dat, %e je dostateéns hladka.

Je pohodIngj§f vyjidiit podminku (1) v ponékud j ]mem tvaru, totiz
zameénit v ni vSechny veliiny konjugovanymi:

(&) + £ 9'(8) + p(&) = f(D). (2)

P¥i fefeni tlohy budeme postupovat takto: Budeme uvazovat oblast
D' lezici vné L. Necht 2’ je libovolny bod této oblasti. Ndsobme obé
strany rovnice (2) vyrazem 1 ¢

2mi { —2

a integrujme podél L. ProtoZe ¢(z), ¢’(z) a p(z) jsou regularni v D a bod
2’ lezi vné D, plati v disledku znadmych vlastnosti Cauchyho integralu
identity

i | T =00 o |7
L L

1 () 4.
C) 2—mf&__z,dé'=0
L

Uzijeme-li identity (3, c) ), dostaneme
Co (C) =
e f a d¢+2m f dt — A(), @)

16 241

(3)




kde

— (5)

Upravme rovnici (4). V identité (3, a) nahradme vSechny veli¢iny
konjugovanymi, identitu (3, b) ndsobme — z'; obé takto nalezené rov-
nice pFiétéme k (4). Dostaneme rovnici

1‘ —_— d¢ o 2').
Q—niLfsv(c)(C_z, g_z) 2mfc P(0) AL = A@).

Posledn{ integril lze integrova.t per partes, a tak dostaneme rovnici
neobsahujici ¢'(£):

1 [—=] d¢ d¢ 1 [ —2 "
i [P0 (e —Tog) —am [0 =46 ©
L L

Necht nyni 2z’ — ¢, kde ¢ je bod na hranici L. Podle vzoree (3), § 22
lehce dostaneme:

1 — 1 o(0)
Mz ¢ dc_—”:??"’(”’L%fc—tdC’

v #(£) — 1 f ¢()
3'133( 2Mfc—z dg) P fc—tdc

Piipomelime, Ze integraly napravo v téchto vzorcich jsou singularni.

Pokud se tyde tfetiho ¢lenu ve vzorci (6), lze v ném provést limitni
prechod za integradnim znakem. PoloZme { — 2z’ = r’¢’. Potom

d (= = — 2te—%% 4,
—2'
coZ je veliCina spojita pii libovolné poloze bodi 2 a {, za toho jediného
predpokladu, Ze hranice L je hladka. Ponévadz vSak integrand je spo-
jity, lze prejit k limité za integra¢nim znakem. Provedeme-li limitni
pfechod, dostaneme integ-rélni Tovnici:

5(7)+2—;f (C)dlgC f(c — A(t).
L

Polozime-li £ — ¢ = re*®, pfevedeme tuto rovnici na tvar
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Mﬁ—il[(adﬁ—m—j}@hf”dﬁ— a@. (@

Jestlize hranice I je hladkd, bude d# spojitou funkei bodd ¢ a £..
Polozime-li p(t) = p(t) + ¢ g(t) 2 oddélime-1i v (7) redlnou a imagindrni
&ast, dostaneme soustavu dvou integralnich rovnic Fredholmova typu..
Odtud plyne, Ze pro rovnici (7) plati Fredholmova alternativa.

Rovnici (7) odvodil N. I. Muschelisvili [28b, ¢], jehoZ Uvahy jsme zde:
reprodukovali.

Obrafme se k vy3etfovani rovnice (7). DokaZzme pFedevsim, Ze jeji:
libovolné feSeni lze analyticky pokrafovat z hranice L na celou
oblast D. Pfipomeneme-li si odvozeni rovnice (7), lehce se pfesvédéime.,
ze ji lze vyjad¥it ve tvaru '

. 1 m
fim {_é?i 75 2mfc rde+

+_ﬂ[¢o+c¢< —H2) 4_Q (8

27t ;—2

Piitom je tfeba v druhém integrilu chipat ¢'(z) jako derivaci ¢({)
podél k¥ivky L. Poloime nyni -

?(%)
me ~df = 1 D(z'),

—_ (9)

271 ;¢ —2
L

Rovnice (8) pfejde v rovnici:
D(f) + 1 D'(t) + P(t) = 0. (10)
Funkce @(2')-a ¥(z') jsou regularni v D’ a rovnice (10) ukazuje, Ze
dévaji feSeni rovinného problému theorie pruZnosti pro oblast D’ za
pfedpokladu, Ze na hranici oblasti neptisobi vnéjs{ sily. AvSak potom,
podle véty o jednoznaénosti feSeni rovinné tlohy,?
D(2') = iz’ + B, V(') = —B,

1 Viz [28a], str. 111.
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kde « je redlnid a f komplexni konstanta. Ze vzorci (9) plyne, Ze
D(0) = P(0) = 0. Aviak potom x =g =0a

D) =0, ¥Y(z')=0.

Prv4 identita ukazuje, Ze funkci ¢({), jez vyhovuje rovnici (7), lze
analyticky pokracovat do vnmitfku celé oblasti D; z druhé identity
plyne, Ze do téze oblasti 1ze analyticky pokraéovat i funkeci

p(0) = —¢(Q) — L 9'(0) + (D).

Resime-li rovnici (7), najdeme krajové hodnoty obou hledanych
Goursatovych funkei. Hodnoty uvnit¥ oblasti lze nyni uréit tieba
z Cauchyho vzorce. Resime-li tedy rovnici (7), ¥eSime tim soudasné
i problém theorie pruZnosti.

Neni v8ak obtiZzné dokazat, Ze rovnice (7) je v obecném pFipadé ne-
fesitelna. Vskutku, jestlize se hlavni moment vn&j$ich sil nerovné nule,
jinak Tedeno, jestlize Re [7(77d 0

Jieyac +o,

nemd problém theorie pruZnosti fe§eni. AvSak potom nemd FeSeni ani
rovnice (7). PEislu$nd homogenni rovnice

70— [aDw—— [a@eswar=0
N i L
104 netrivislni YeSeni. Timto YeSenim, a p¥i tom jedinym, je funkce
Polt) = ot + B . (12)

(x je redlnd a f je komplexni konstanta), prisluSejici rovinnému pro-
blému theorie pruZnosti, jestlize neptisobi vn&jsf sily.

"To, #e feeni (12) je jediné, plyne piimo z véty o jednoznaénosti
TeSeni rovinného problému theorie pruZnosti. -

Uvedeme takovou zménu tvaru rovnice (7), pfi niZ se tato stane
YeSitelnou a d4 TeSen{ problému theorie pruZnosti za toho jediného
predpokladu, %e se hlavni moment vn&jsich sil piisobicich na hranici L
ToVn4 nule.! \

PoloZme pobatek soufadnic do vnitfku oblasti D. K levé strané rov-
nice (7) plipoétéme vyraz

1 Viz [37d].
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L o)., L e, . o0 .
3 [ 50 5 f( e T dc) (13)
L L

Uvedend rovnice bude nahrazena rovnicf

- 1 . .
‘P(t)—;f?’(f)dﬁ—%f(p(c)e—mdﬁ_|_2im'ftp_(CC_)_dC_i_
i

L

1 (C) q)(C) '

Vysetime rovnici (14). Pfedev$im dokaZzme, Ze kaZdé jejf FeSeni Ize
analyticky pOk}‘aéovat do celé oblasti D. Staéi tentokrat poloZit

¢)

. L

271 ¢
Z

f( (f)dC—i— _(_)dg) — 1 P(2').
¢ ;2
Uvazujeme-1i analoglcky jako v pfedchéizejicim, nalezneme, Ze
D(z')=0, Y(i')=0.

Prvni rovnice ukazuje, Ze ¢({) lze analyticky pokracovat do oblasti D.
Piedpoklédejme nyni, Ze se hlavni moment vnéjsich sil ptsobicich
na hranici L rovna nule. V takovém piipadé (viz § 43, vzorec (3))

Re Lf;Tc) dt = 0. (15)
DokaZme, Ze p¥i této podmince libovolné feSeni rovnice (14) anuluje
kazdy z integralia v (13).
NapiSme explicitné rovnici #(2’) = 0:

_1_qu+ Lg'(0) — f(C) d¢+if¢(¢)d¢+

_I,_

Zmz

271 {—=z 271 ¢
I L
1 9(5) (€) ‘

Rozvifime levou stranu v (16) v Laurentovu fadu v okoli bodu v ne-
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kone¢nu a poloZme rovny nule [v dasledku identity (16)] absolutnf &len

s - 1
této fady a koeficient u - Potom dostaneme

L (o) g, _
En—if—dc_o, (17,)
1 -
—5 | WO+ o )]dc+2—lmff(C)dC+
L
1 (2@ 2(0) 4 ) :
+5 f( ar+ 2az (17,

Rovnice (17,) ukazu]e, Ze se prvy z integraltd v (13) rovna nule.
Obratme se k rovnici (17,). Integrujeme-li per partes, mame

]f Co'(t)de = — [ p(¢)d
Dosadme toto do (17,):

— 5 (i:T)dc—MC)d&)Jr—ff )dz -+
L
1 (e 4, 4 20 )
e f(¢ az + 2l de

Prvy séitanec je zfejmé rea,].ny, druhy je v disledku rovnice (15) také
Tedlny a tfeti ryze imaginidrni. AvSak potom se tfeti séitanec rovna
nule, t. j. rovné se nule druhy integral v (13):

1 (o), , ¥
T f( e+ L0 ~ d:)—o (175)

DokaZme nynf, %e rovnice (14) je FeSitelnd, at je jeji prava strana
jakakoliv. Ve shodé s Fredholmovou alternativou staéi dokazat, Ze
homogenn{ rovnice

_ 1 . 1 . )
-‘Po(t)—;fqoo(é) dz‘}—;f%(g) e_mdﬁ—i—ﬁf%f) s+
L

L
0 1, . 7l
+%f( z e éh) e

m4i pouze trividlni feSeni @y(t) = 0.
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Rowvnici (18) dostaneme ze (14) pro f({) = 0. Podminka (15) je zde
zfejmé splnéna, a proto pro libovolné fefeni rovnice (18) plati rovnice
(17,) a (17,). Posledni dva ¢leny v (18) vymizi a tato rovnice se shoduje
s (11). Jeji FeSeni je potom dano vzorcem (12). Dosadime-li nyni vyraz
(12) do (17,) a (17,) a vzpomeneme-li si, Ze & je redlné &islo, najdeme,
Zex = f§ = 0a tedy @y(f) = 0. Tim je FeSitelnost rovnice (14) dokdzana.

Necht je nyni splnéna podminka (15), kterd je nutnd k tomu, aby
mél problém theorie pruznosti Feseni. Lize bez obtizi dokazat, Ze potom
vede FeSeni rovnice (14) k feSeni naSeho problému. Vskutku funkece p(t)
vyhovujicf rovnici (14) anuluje vyraz (13). Potom rovnice (14) pfejde
v (7), o niz jsme uZ dokézali, Ze jeji FeSeni vede k feSeni problému theorie
pruZnosti. :

K methodé vyloZené v tomto paragrafu p¥ipojme nékolik poznimek:

1. Tvar integralnich rovnic (7) a (14) se neméni, piejdeme-li k mno-
hondsobné souvislym oblastem. AvSak vySetfovan{ této rovnice je tim
neobydéejné ztizeno. Podrobny rozbor pro pfipad mnohonidsobné sou-
vislych oblasti je obsaZen v citovaném &lanku D. I. Sermana [37d].

2. JestliZze jsou na hranici L body, v nichZz ma prvd derivace ne-
spojitosti 1. druhu, nevedou rovmice (7) a (14) na rovnice Fredhol-
movy. Presto vSak zustavaji Fredholmovy véty v platnosti i pro tyto
rovnice. Podrobné o tom viz élanek L. G. Magnaradze [26a].

Ve svych 6lancich [37f, g] uZil
D.I.Serman methody integralii
typu Cauchyho také na ptipad
nehomogennich a neisotropnich ~—18

pruzZnych prostiedi. ﬂ //-) m
§55. Pruina rovina s nekonec- u L/ u F;

nou Fadou vyFezid. Uziti inte-
gralu typu Cauchyho umoziiuje
také Fesit nasledujici dulezitou Obr. 14.

tlohu. Necht pruzné prostfed{

vypliiuje celou rovinu s vyjimkou nekoneéné fady stejnych a perio-
dicky rozloZenych vy¥fezti (obr.14). Predpoklidejme dale, Ze viechny
tyto vyfezy jsou podrobeny pusobeni stejnych vné)sich sil. Nadi tlo-
hou je uréit napét{ v pruzném prostiedi pfi uvedenych podminkach.

y
A/-\
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Predpoklidejme, Ze se hlavni vektor vnéjSich sil, ptsobicich na
kazdy vyfez oddélend, rovna nule. Jako obvykle lze problém prevést
na urdeni analytickych funkei ¢({) a w({), spliiujicich na kazdém vyifezu
podminku

P(0) + L9'(0) + (&) = f(8) + C, (1)

kde f({) je dana funkce. Je zfejmé, Ze na vSech hranicich vyfezu na-
byva f(£) v odpovidajicich bodech stejné hodnoty. Konstanta C, jak
uvidime niZe, mé jednu a touZ hodnotu na vSech hranicich.

V naSem problému jsou napéti a- posunuti periodické funkee z
s periodou a. Vysetfme, jak se méni ¢(z) a ¢(z), dosadfme-li z + a za =
&ili, coZ je totéz, poloZime-liz + a za 2.

Uzijeme vzorei (5), (6) a (7), § 40

oz 4 0, = 4Re{9'(2)}, (5,40)
oy — 0, + 20T, = 22 9"(2) + ¥'(2)], (6,40)
2u(u + tu,) = % p(z) — 2 ¢'(2) —y(2). (7,40)

Prvy ze vzorci ukazuje, ze se Re{¢’(z)} neméni, nahradime-li z + a
za z. Odtud plyne, Ze ¢”(z) ma periodu a. Vskutku, necht Re{p'(z)} =
= p(x, y). Potom p(z + a, y) = p(z, y). Derivujeme-li tuto identitu,
mame \

oplx+a,y) _ oplx,y) _p(x+tay) _ 9p y)

oz oo oy ' oy
Dile
ny . 0P 0P

P'(z) = i ? a_y

a periodicita ¢”(z) pfimo plyne z pravé napsanych rovnic.
Integrujeme-li identitu

9"z + a) = ¢"(2),

dostaneme
¢'(z + a) = ¢'(2) + ix,
9z + @) = ¢() + iaz + ap, (2)

kde « a f§ jsou jisté konstanty. Konstanta « je nutné reilna, nebot
redlnd Gast ¢'(2) se neradni pii zdménsd z v z + a.
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Obratme se ke vzorci (6,40). P¥izaméné z v z + a se jeji leva strana
neméni. Odtud

Et+a)ez+a)+v(+a)=29"() + ()
a v dusledku periodicity funkce ¢”(z)
¥'(z + a) = ¥'(2) —a-9"(2).
Integrujeme-li posledm rovnici, najdeme:
vz + 0) = vl —ag'(d) + 7, (3)
kde y je néjaka konstanta.

Dosadme nyni z + a za z ve vzorei (7,40) a dosadme misto ¢(z + a),
¢'(z 4 a) a p(z + a) jejich hodnoty z (2) a (3). Uzijeme-li periodicity
posunuti, lehce najdeme, #e x = 0 a y = afx. Tudi% ¢’(z) mé periodu a
a @(z) vzroste o konstantu af. Funkce y(z) se méni podle vzorce (3).

Pol2) = pl) — Bz, )

o(2) = p(2) + 2 ¢'(2) — Pz ()
Funkce g(z) a yo(2) jsou zfejmé periodické s periodou a a vzorce. (4)
a (5) davaji vyrazy pro ¢(z) a ¢(2) pomoci dvou periodickych funkef.
Objasnéme fysikalni vyznam veliiny f. Na piimkdch omezujicich
libovolny pas periodicity vezméme dva body 4 a B se stejnymi pofad-
nicemi (obr. 14) a spojme tyto body spojitou k¥ivkou leZici Gplné v pase
periodicity a neprotinajici hranici pruzné oblasti. Najdéme hlavni
vektor napéti pusobicich na oblouk AB. Ozna¢me sloZky uvedeného

vektoru ve sméru soufadnicovych os X & Y; podle znimého vzorce
N. I. Muscheli$viliho ([28a], str. 109) mdme

U(X + 1Y) = [p(z) + 2 ¢'(2) -+ p(2)]4.

Nahradme zde g(z) a p(z) podle vzorct (4) a (5) a uzijme periodicity
funkei py(2), ¢'(2) a po(z); pak dostaneme

Polozme:-

{(X +3Y) = [pol2) + 26y ¢'(2) + wolz) + (1 + %) f2]d =
= (1 + %) [30/,
odkud .
(X + 1Y) L
ﬂ = (1 + x) a M . (*)
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Tim je konstanta § urdéena pomoci sloZzek hlavniho vektoru napéti
plisobicich na oblouk 4 B. Ze vzorce (*) plyne také, Ze uvedeny vektor
nezdvisi na volbé bodu 4 a B.

Predpokladejme nyni, Ze napéti konverguji k nule pro y — oo.
Potom zfejmé X =Y = 0, a tedy § = 0. Misto (4) a (5) dostaneme
jednodussi vzorce,

@(2) = Po(2), ¥(2) = po(2) — 2 Po(2), (6)

kde @,(z) a w,(2) jsou periodické funkee s periodou a. Budeme piedpo-
kladat, Ze jsou omezené pro y — -+ oo; potom pro ¥ —> -+ o budou
napéti konvergovat k nule.

Nahradime-li v (1) funkce ¢(2) a (z) podle vzorcu (6), dostaneme
krajovou podminku pro nové funkece gy(2) a y4(2):

@o(8) + (£ — ) @ol8) + wo(l) = f(O) + C.

Ponévad? vechny séitance vyskytujici se v posledni rovnici jsou perio-
dické, ma C jednu a touZ hodhotu na vSech hranicich. MiZeme nyn,
uZivajice libovolnosti v uréeni C, polozit C = 0. Nakonec se tedy
problém pirevadi na urdeni periodickych funkei @y(z) a y,(z) vyhovuji-
cich krajové podmince:

Po(£) + (£ — 8) (L) + wol8) = f(£). (M)
Obvyklym zptisobem lze dokizat, Ze po(L) a (L) jsou az na aditivni
konstanty uréeny jednoznaéné.

L Poloime nyni
et —t, z— 2 lgt. (8)

Zobrazenim (8) se pds 0 < Re(z) < a pFevede v ro-
vinu ¢ rozdélenou fezem podél realné kladné poloosy
a vytez lezici v uvedeném pasu prejde v néjakou

Obr. 15. i v s - .
’ omezenou - oblast neobsahujici pocatek soufadnic

(obr. 15). Hranici této oblasti oznaéme L. Funkce &(t) = %(%lgt) je

regularni v rozdélené ¢-roviné vné hranice L. Tato funkce, kterd je
periodickou vzhledem k z, nabyva stejné hodnoty v geometricky sply-
vajicich bodech Fezu a lze ji tedy spojité pokratovat pies Fez. AvSak
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potom, jak je zndmo?, Ize tuto funkei analyticky pokrafovat pfes Fez;
je potom regularni v celé oblasti roviny ¢, leZici vné L. TotéZ oviem plati

o funkei Y(f) = y, (%lgt). Problém se tim previdi na uréeni dvou
funkei @(t) a ¥P(2), reguldrnich vné L. Krajové podminky pro tyto

funkee dostaneme, poloZime-li v (7) & = ﬁz lgz:

&(z) — 2% Ig|t| T(7) + P(@) = F(x), F(r)=f(§% lgr). (9)

Uz jsme p‘ozna,mena,li, Ze @o(z) a o(z) jsou uréeny aZ na aditivni
konstantu. Zvolme tuto aditivni konstantu tak, aby Y(f) - 0 pro
{— o0. ) ‘

PFi Feseni ulohy uzijeme téhoZ postupu jako v pfedchdzejicim para-
grafu. V rovnici (9) nahradime vSechny ¢leny konjugovanymi; déle
. , 1 . oy . .

Jji ndsobme vyrazem i T — 7 de 7 kde ¢’ je bod uvniti L, a integrujme
7'[ —
podél L proti hodinovym rué¢iékdm. Potom dostaneme:

1 [ &) dT_LfMdrzA(z'),

2m J v —t' 123 T —t
i L (10)

n_ 1 [F@

L

ProtoZe funkce D(t) je reguldrni vné L, je

1 f‘p(’) dz = &(co).

2 | v—V
L
Necht ¢ je pevné zvoleny bod uvnit¥ L. Polofme v posledni rovnici
¢’ = ¢. Odedteme-li tyto dva vyrazy, dostaneme

1 [ B(x) 1 [ P(n)
2_7'[1, mdf—ﬁfr_cdf—o. (11)
L

1 Viz na pt. I. I. Privalov, Vviéd&nije v t8oriju funkeij kompleksnogo peremen-
nogo.
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Derivujeme-li a potom integrujeme per partes, dostaneme

1 (o

27 | v —1'
L

V identité (11) nahradme vSechny &leny konjugovanymi, identitu

dz = 0. (12)

(12) ndsobme vyrazem 2t'lg|t’| a oba vysledky pfi¢téme k (10). In-
tegral obsahujici @'(z) integrujme per partes: Nakonec pfipoc¢téme’

k levé strané rovnice veli¢inu —— lgt’ Re o(v) dz}. Nechdme-li
2z (zr—c)?

dale ¢ — 7,, kde 7, je bod na hranici L, dostaneme integralni rov-
nici '

5(?0)4-21 qu(?)dlgT_‘E:_F%.f@(r)dflghﬂ—Tolg|10|+

7Tt T—7 T — T,

L

L
-_ 5 -
+é1groRe{f%dr}+ lf ©) gz — 4@, (19)
L L

271 J T —¢C

jez je ekvivalentni soustavé dvou Fredholmovych rovnic.
Nebudeme zde analysovat rovnici (13) — délalo by se to téméf iplné
tak, jako v predchazejicim paragrafu -— a vyslovime pouze vysledek:
1. Funkei &(7,) vyhovujici rovniei (13) 1ze analyticky pokracéovat na.
cely vnéjsek kfivky L; pfi tom je v nekoneénu omezena.

2. Jestlize &(7,) vyhovuje rovnici (13), pak funkei

Y(1y) = F(7y) — D(70) + 270 Ig|70| D(70) (14)
Ize analyticky pokraovat na cely vnéjsek kiivky L; tato funkce je
v nekoneénu rovna nule.
3. Rovnice (13) je FeSitelnd, at je funkce F(t) jakdkoliv.
Ze shora FeGeného je jasno, Ze funkce @(¢) a ¥(t) uréené rovnicemi
(13) a (14) a nésledujicim analytickym pokratovanim Fesi nasi Glohu.

1 'Tuto soustavu dosteneme, jestlize v (13) oddé&lime redlnou a imaginarni ¢ést
a za neznamé povaZujeme
Re{P(7)} & Im{®(zy)).
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§ 56. Rovnice Lauricelliho. Methody integralnich rovnic p¥i rovinném
problému theorie pruznosti po prvé pouzil r. 1908 G. Lauricella [23].
AvSak jeho rovnice a zvld$td jejich odvozeni byly dosti neobratné
a nepohodlné. D. I. Serman [37j] vyjad¥il Lauricelliho rovnici v kom-
plexnim tvaru a -udal nové, mnohem jednodussi odvozeni. V novém
tvaru se tyto rovnice ukizaly pomérné jednoduchymi — jsou jedno-
dussinez rovnice N. I. MuscheliSviliho (§ 54), které jsou jim velmi blizké.

V tomto paragrafu uvedeme odvozeni D. I. Sermana, omezujice se na
plipad jednoduse souvislé, omezené oblasti.

Jak uZ vime, problém v tomto p¥ipadé pozistava v uréeni dvou
funkei @(2) a (z) reguldrnich v oblasti D, vyplnéné pruznym prostie-
dim, a vyhovujicich na hranici L této oblasti podmince

o(0) + £ @0 + 9(0) = AL), (1)

kde f({) je dana spojitd funkce, o ni% budeme predpoklidat, Ze je
dostateéné hladkd. Pripomefime, Ze f({) nutné Vyhovuje..Bodml’nce

Re{Lf f(yazt=o, (2)

kterd vyjadfuje, Ze hlavni moment vnéj§ich sil piisobicich na L je

roven nule.
.

Budeme hledat ¢(z) a 1(z) ve tvaru téchto integrili Cauchyho typu:

)
- f 2 a, ®

1 w(¢) 1 fw(f) 1 () d¢
w(z)=2m:_[C—zdc_2nif(§—z)2dc+2mlf E—z’ (4,)
L L L

kde w() je nezndm4d funkce, jeZ ma byt uréena na hranici L.

Sestrojme z (3) a (4) vyraz ¢(z) + z ¢'(2) + ¥(2) a nechme blizit z
k néjakému bodu ¢ na hranici L. Uzijeme-li vzorct pro limitni hodnoty
integrald typu Cauchyho, dostaneme okamZité integrilni rovnici pro
neznamou w(f):!

1) Vynechdvame zde detaily t,ransforma.cl, nebot se témér doslova shodu_]l
s transformacemi § 54.
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1 b—t 1 [ i -
o0 tg [e@as=—o [oBaz= =10 ®

/e L L
To je Lauricelliho rovnice v komplexnim tvaru.

Lze dokazat, Ze rovnice (5) je v obecném piipadé nefesitelns. Aby-
chom ji uéinili FeSitelnou, pfipoétéme k jeji levé strané velidinu

1 1 t—a
b - = — = — )
(t—a t—a+<t—a>2)

kde a je vnitini bod oblasti D a
b=i.Ref(—“’@—dc. (6)

142 { —a)

L
Polozme jests { — ¢ = re”. Rovnice (6) je nahrazena rovnici:

w(t)-F—jlr—fw(é') do _%f@eziadﬁ+(tia_7iz+

I —a
+(t—a)m f(: >2dc_f @

VySetfme rovnici (7). DokaZme predevsim ze kazde jeji fefeni anu-
luje veli¢inu b. Vratme se proto k funkeim ¢(z) a y(z

Provedeme-li v opaéném poradku Gvahy, jeZ nds vedly k rovnici (5),
vyjadfime (7) ve tvaru

w(t)+tW+«W)+b(t_1 L, tze )—f

a — —
‘t.a, (t —a)

Nésobme tuto rovnici d¢ a integrujme podél L. Po nepiili§ slozitych
upravach dostaneme

[ ()dt—w()dt)+bf( de | _dt )—|—2mb—ff
L

L l—a ¢ —

Z (6) je patrno, Ze veli¢ina b je ryze imaginarni. Redlnd ¢ist nalevo
v posledni rovnici je potom z¥ejmé 2nib a napravo se rovna nule podle
podminky (2). Tudiz b = 0.
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Z dokazaného plyne, Ze kazdé feSeni rovnice (7) vyhovuje soudasné
také rovnici (5). Dosadime-li uvedené FeSeni do (3) a (4), dojdeme
k TeSeni problému theorie pruznosti.

DokaZme nyni, Ze rovnice (7) je FeSitelna. Podle Fredholmovy alter-
nativy staci dokdzat, Ze homogenni rovnice ma pouze trivialni feSeni.

Polozme f(t) = 0. Tim dostaneme homogenni rovnici

 + % fwo<c) a0 — [ e an +
L

1 1 t—a
— —_—— ——|=0. 8
R i = R
Zde je 1 wol0)
- 0
by = —Re f——(c_a)zdl- (9)
I

Podle dokazaného b, = 0. PoloZme nyni ve shodé se vzorei (3) a (4)

1
wule) = 5 [ 228z, .o

L
_ 1 [ ¢ wo(0) 1 wo()

'Po(?)-—zm C—Z C—z—mf—(CT(]z)gdC“l‘ r— (11)

L

Pi‘ihlédneme-h k tomu, Ze b, = 0, dostaneme z rovnice (8):

Polt) + £ #'(8) + wolt) =
Posledni rovnice ukazu]e, Ze @o(t) a o(t) Tesi rovinny problém theorie
pruZnosti za pfedpokladu, Ze na hranijci L nejsou Zddnd napéti. Podle
véty o jednoznalnosti
o(z) = iz + B, polz) = — B,
kde x je redlnd a 8 je komplexni konstanta.
Neni obtiZné nahlédnout, Ze &« = 0. Skuteéns, by= 0. Aviak z (9)

a (10) plyne, Ze
0 = by = 2i Im{gy(a)} = 2ix.
Tudiz

Po(2) = B, vol2) = — B
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Ve vyrazu (11) integrujme druhy integral per partes:
Tat)de 1 f d(Z wo(2) _

'2% (C—2)®  2m I —=z
L
_ 1 Cw (C) wo(8)
i [ — Lo dg + 53— I—2z dé
I
Dosadme toto do (11):
wle) = 5 f wol¢) C___Cz“"’“) dc. (11,)
L
Piihlédneme-li k hodnotdm ge(z) = B a yy(z) = — B, dostaneme z (10)
a (11;):
L [ o0 —8 1 [ w8) —Cwg®)+B .. _
2EL_[ t—z =05y e de=
L

Z toho je patrno, %e wy(l) — B 8 wo(C) — ¢ wy(¢) + B jsou hodnoty
na hranici analytickych funkei, regularnich vné L a rovnych nule v ne-
koneénu. Oznaéme je ié(z) a t&(z), takze

' 18(8) = wo(8) — B,

ie(f) = B — Zoy(t) + .

Vyluéme z téchto rovnic wy({):
6(0) + T &'(¢) + e(¢) + 2if = 0.

Funkee d(z) a &(z) + 2if jsou feSenf homogenni (t. j. neptisobi vn&jsi
sily) dlohy theorie pruznosti pro oblast, lezici vné L. Podle véty o jedno-
znaénosti 6(z) = ia'z + B, &(z) + 2if = — B'- AvSak 8(z) je regulérni
vné L a rovna nule v nekoneénu. Odtud o’ = B’ = 0, d(z) = 0. Protoze
e(o0) = 0, je také 8 = 0. Nyni z (12) plyne, Ze wy({) = i6(¢) + = 0,
coZz jsme méli dokazat.

(12)

Jesté Fekneme nékolik slov o Lauricelliho rovnici (5). UZ jsme po-
znamenali, Ze je v obecném piipadé nefeSitelnd. Neni vSak obtizné do-
kazat. (nebudeme se v8ak u toho zdrZovat), Ze podminka (2) je nutna
a postacujicf k tomu, aby méla FeSeni.
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UZijme rovnice (5) na p¥ipad, kdy oblast D je omezena elipsou [371].
Necht parametrické rovnice této elipsy jsou

E=acos? n=>bsind, =&+ .
PoloZme

t=lot) (13)

kde ¢ = pei? a konstanty ¢ (¢ > 1) a ¢ jsou uréeny rovnicemi

¢ = |/a® — b3 g:V j_—ll;

a

Transformace (13) pfevadi elipsu v kruZnici |6] = o. Oznadme tuto
kruZnici pismenem y. PoloZme

c 1
t=_?(1+7). (14)
Dosadme (13) a (14) do (5). Oznadéme jesté
w(8) = 0*(0), f(t) = f*(2).

Dojdeme potom k rovnici

1 d 1 do .
w¥(2) + 5 f wHo) — T — o f w¥o) =5~

c—— o ——
¥ T Y T
1058 1 R Y do
_ @ (sz'-z ) f ) G(ZU) - = f*(). (15)
¥ g _'TQL:'

Rozvitime w*(z) a f*(7) ve Fourierovy fady &ili, coZ je totéz, v moc-
ninné fady pro t a necht
+o to
W¥T) = D apTh, fH(1) = D AT
k=—o k=—w
Dosadme toto do (15) a porovnejme koeficienty pfi stejnych mocni-
nach 7. Potom dostaneme soustavu rovnic s nezndmymi a;:
2010 = Ao,
ay + a-0~ % + (¢* — 1) kﬁke_z(kﬂ) = A,
ay+a_,=A_,;, k=1,2,...
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Prvou rovnicif je uréeno a,. Ze dvou daldich vyluéme a-,. Tak dosta-
neme rovnici pro jedinou neznimou a,:

(1 — ™) ay+ g (g — 1) ki = 4, — ¢ %4,

Odtud lze uréit a; pro vSechny hodnoty £ mimo 4 = 1. Pro k =1
davé posledni rovnice
' 4, —eo 4y

1 —p™* )

Pravé strana posledni rovnice musi byti redlnd. Muzeme se lehce
presvéddit, Ze tato posledni podminka je identickd s podminkou (2).
Piedpoklddame-li, Ze je splnéna, najdeme:

L4, —otd.,
2 1—p% °

a, + a, =

Re(a,) =
Imaginarni éast a, 1ze zvolit libovolné.
Znajice a, pro k > 1, urdime a-, ze vzorce
a- L= A -k ak-

Nyni o*(0) = w({) je znama. Zabyvejme se vypdétém @(z). Ve vzorci
(3) polozme c |/ 1 I

Protoze z lezi uvnitf L, 1ze se lehce presvédéit, ze 1 < [A| < o. Vzoree
(3) potom diva

_ 1 w*(g)(gz . 1). _ g, O.I.:—l(o.?. _ ])
L oo —l)(o’ —‘7) e 3 (6—}-)(6—7)

Pro k& < 0 je integrand regularni vné y a rovna se nule v nekonednu,
a to Fadové jako oF~1l. Podle zndmé- Cauchyho véty jsou p¥islusné
integraly rovny nule. Pro £ = 0 je integrand také regulirni vné yp,
avSak v nekoneénu se'jeho residuum rovni jedné. Piisludny integral
se rovnd jedné. Konedné pro ¥ > 0 mé4 integrand uvnit¥ y jednoduché

poly o = daog= —i— s residui A* resp. A-%. To déva

@(z) = ay + kz ap(A* 4 A-F).
=1
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Vyjadifme-li A pomoci z, dostaneme pro @(z) rozvoj podle mnohoélent:

p(2)=a, + kL, T— E+1Z2—) 3 z—lzZ—H. (16)

§ 57. Dirichletiv problém pro vinovou rovnici. Vinova rovnice
AU + U =0 (1)

(4 je Laplaceiv operdtor) hraje vyznaénou ulohu v mnohych otdzkach
matematické fysiky. Specidlné se vyskytuje v problému ustélenych
elektromagnetick}'rch’ kmijtd. Budeme zde vySetfovat Dirichletiv
problém pro rovnici (1), pfi ¢em% se omezime na rovinnou, jednoduse
souvislou, omezenou oblast. Obecnéjsf formulaci problému, vztahujici
se k vInové rovnmici, najde Gtenaf v pracich V. D. Kupradzeho [20]
a V. Sternberga [38].

Neni obtiZné nahlédnout, Ze pro nékters k je Dirichletiiv problém
pro rovnici (1) nefeSitelny. Abychom to dokdzali, v8imnéme si
tohoto: Necht f(c) (¢ je délka oblouku) je hodnota funkee U(z, y) na
hranici L oblasti D. Dirichletiiv problém spoéivd v uréeni funkce
U(z, y), vyhovujici dané rovnici (1), je-li dina f(¢). Necht G(z, y; &, 1)
je Greenova funkce oblasti D. Podle Greenova vzorce

Ux,y) = ——ffAUEn)va./,EndEdn+ ff(o

&ili v disledku rovnice (1)

Ule, ) — ff (@ 4: &) (sn)dfdn—inff,(w%?da.(z)

Rovnice (2) je integrilni rovnice Fredholmova typu pro neznamou
k? . . .

U(z, y) s parametrem 55 &8 jadrem G(z, y; &, n). Toto jadro je sou-
T

mérné a nedegenerované a existuje proto nekoneéné mnoho charakte-

ristickych é&isel 2 &ili, coZ je totéz, hodnot k2, pro néz rovnice (2) nemd

fefeni. Tyto hodnoty %2 jsou redlné. DokaZeme, Ze jsou kladné (a tedy

. .2
hodnoty % jsou realné). Necht 4, =_L_; je charakteristické &islo
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a U,(z, y) piislusnd charakteristickd funkce. Podle definice je splnéna
identita

k2 -
Uiwy) —g2 [ [y emvemacan=o  ®
D

Porovnime-li to s rovnici (2), vidime, Ze se U,(z, y) rovna nule na hra-
nici L a uvnitt oblasti vyhovuje rovnici

aU, + kU, = 0. (4)

Podle Greenova vzorce
e (2 oro [0

[ fusssa-—[ [

AvSak kiivkovy integral se rovna nule, neboft U = 0 na L. Dile
AU, = — k2U,. Nyni z posledni rovnice plyne

LI

b fo,z, z, y) dz dy
D

> 0.

Ta okolnost, Ze Gisla k, jsou redlnd, d4 se lehce interpretovat fysi-
kalné: %, je velidina Gmérnd frekvenci vlastnich kmijtti prostfedi vypl-
tiujictho oblast D.

Budeme zde uvaZovat Dirichlettiv problém za piedpokladu, Ze
k£ k, '

Jeden ze zplisobl feSeni Dirichletova problému jsme uZ v podstaté
ukézali. Pfevedli jsme jej totiZ na integrdlnf rovnici (2). Této rovnice
Ize s vyhodou uit, jestlize je zndma Greenova funkce a jeji charakteris-
tické funkce U, (2, y); v tom pfipadé se Tesf rovnice (2) methodou § 19.
AvSak oblasti, pro néz jsou charakteristické funkce sestrojeny, neni
mnoho a v obecném p¥ipadd je vyhodné mit integralni rovnici s jedno-
du$sim jadrem.

Takovou rovnici lze sestavit pomoci t. zv. zobecnéného potencidlu
dvojvrstvy

Oy) = o) 55 |5 e | ac )
L
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kde H{ je Hankelova funkce druhého druhu,! r je vzdalenost bodu
(z, ¥) od bodu ¢ na hranici a » je vnéjsi normala k hranici. Oznaéme,
jak je zvykem, indexy ¢ a e limity pfi pribliZovan{ k hranici z vnitfku
resp. z vnéjsku oblasti D. Potom lze dokazat, Ze plati vzorce, zndmé pro
logaritmicky potencial:

Uiz, y) = — uls) + f (o) —aa—[% H?)(kr)] do,
L

Uz, y) = uls) + f u(o) %[%H:e’(kr)] do, (6)
L

(5}~ ().

Zde s znadf bod na hranici, k nému? konverguje bod (z, ¥), a n znaé¢i
vnéjsi normalu k hranici v bodé s. Déle jak uvnit¥, tak vné L vyhovuje
U(z, y) rovniei (1).

Jestlize budeme hledat YeSeni Dirichletova problému ve ‘tvaru po-
tencidlu (5), povede vzorec (6) na integralni rovnici Fredholmova typu
pro u(s):

o) — [ute) 75| g5 9n | o = — g ™)
I

Podrobnéjsi vySetfovani, jez zde nebudeme provadsét, ukazuje, Ze
kromé hodnot k,, pro néz Dirichletiiv problém nemd feSeni, existuji
je¥té vyjimeéné hodnoty k = k,, pro néz je rovnice (7) nefefitelna.
Rezeni Dirichletova problému pro hodnoty k, miiZe byt také urdeno
pomoci potenciali. Vyklad o téchto otazkach najde étenal v jiZ citova-
nych &élancich V. D. Kupradzeho. Poznamendme zde pouze, Ze &isla &,
jsou redlnd. Odtud specijdlné plyne, %e integralni rovnice (7) ma reSenf
pro viechny komplexni hodnoty k.

Pro realné k lze sestrojit integrilni rovnici, kterd fesi Dirichlettv
problém pro rovnici (1) a mé Feleni pro vSechna k * k,, t. j. pro
vSechna %, pro néZ je sam Dirichletiiv problém fFefitelny. Odvozeni

1 Viz na pi. R. O. Kuzmin, Besselevy funkeii.
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téchto rovnic se zakladd na vzorei, jenZ ddvid obecny tvar integrilu
rovnice (1).1 Tento vzorec m4 pro realné k tvar

Uz, y)—w(z)+¢ +sz z, 2, k) p(4) dA +

2 + sz z, 2, k) @(2) d2. (8)

Zde z = x + 1y, 2 = x — iy, @(z) je analyticka funkee; koneéns

H(z, 2 A k)= ——V

.J, je Besselova funkce prvého druhu prvého fadu.

J,(kYz(z — 2)); (9)

Dirichlettiv problém ziejmé roziedime, jestlize uréime funkei @(2),
Jez se vyskytuje ve vzorci (8). Budeme ji hledat ve tvaru integrlu
typu Cauchyho

Anz Q—z & (10)

jehoZ hustotu budeme povaZovat za readlnou. Opakujeme-li ivahy § 29,
-dojdeme k integralni rovnici !

t) + [K(, £) u(L) do = f(s). (11)
Zde 4
K{(t, C)=—%COS—(:’Q+Re{—%deA}. (12)

Dale, ¢ je bod na hranici L, pFislusejici hodnoté parametru s, r =
= |t — | a » je smér vnéjsi normaly k L v bodé {. Opakujeme-li ivahy
§ 29, lehce dokdZeme, Ze rovnice (11) je pro k = k, FeSitelna. Najde-
me-li z této rovnice u(t), dostaneme pomoci vzorch (10) a (9) FeSeni
naseho problému. '

Jiny postup, jak prevest zdkladni dlohy pro vinovou rovnici na
integralni rovnici, je uveden v &ldnku D. I. Sermana [370].

1 Odvozeni tohoto vzorce viz v [10]. Pon&kud jsme pozménili oznadeni uvede-
ného élanku.

262



§ 58. Tepelné potencidly a jejich uZiti. Omezime-li se na piipad, Ze
teplota zdvisi kromé dasu pouze na dvou soufadnicich, mtizeme rovnici
pro vedeni tepla napsat ve tvaru ‘
ﬂ jﬂ] _ i EU_ (1)
o2 oy a® o ¢
Nejjednodussim krajovym problémem, spojenym s touto rovnici, je
urdit integral rovnice (1), spojity is jeho prvymi a druhymi derivacemi
ve viech bodech (z, y) néjaké oblasti D a pro vSechny okamziky dasu
ndsledujici za poéiteénim. Hledany integril musi vyhovovat podmin-
kam:
a) pocatecni

pro =0 U = F(z, y); (2)

b) krajové

na hranici L oblasti D
U = (s, t). (3)

Tento problém budeme nazyvat Dirichletovym problémem pro rov-
nici (1). _

Dané funkee F(z, y) a f(s, t) budeme povaZovat za dostatetnd hladké.

Na privé formulovany problém se pfevede na pi¥. vySetfovani po-
hybu viskosni kapaliny v dlouhé roufe konstantriho prafezu.

Budeme predpoklidat, e rychlosti éastic kapaliny maji smér po-
vrchovych pfimek roury. TudiZ, jestliZe orientujeme osu z rovnobézné
s rourou, je od nuly ruznd pouze slozka rychlosti ve sméru z. Dile
predpokladdme, Ze uvedend rychlost nezavisi na z. Potom, jak je znd-
mo,! uvedena rychlost vyhovuje rovnici (1). Je zfejmsé, Ze stac¢i uréit ji
v libovolném prafezu roury. Tento prifez bude oblasti D. Abychom
urdili rychlosti v libovelny okamiZik ¢asu, je nutné udat rozdéleni rych-
losti v poddteénim okamziku. Oznadime-li F(x,y) rychlost v bods
(z, y) pro ¢t = 0, dojdeme k podmince {2). Viskosni kapalina Ine na stény
roury. Z toho plyne, Ze ng hranici prifezu je rychlost rovna nule;
krajova podminka (3) v naSem p¥ipadé nabyvé tvaru:

na L U(s, t) = 0.

1 Viz N.E.Ko¢in, I. A. Kibel’a N. V. Roze, Téorétif’:eska.ja gydromechanika, é.II.
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Shora formulovanou krajovou tilohu lze pfevést na integrilni rov-
nici, jesiliZe uZijeme t. zv. tepelnych potenciali. Uvedme kratce jejich
definici a zakladni vlastnosti; podrobny vyklad theorie tepelnych po-
tencidli lze najit na pf. v [6].

Ozna¢me o hodnotu parametru, uréujiciho polohu bodu na L i sam
bod; » zna&f vnéj$i normélu k L v bods o. Déle oznadme r vzdalenost
bodu ¢ od bodu (z, y); fiseéku, jez je spojuje, budeme povaZovat za
orientovanou od bodu ¢ k bodu (z, ¥).

Necht u(o, ) je funkce definovans pro ¢ > 0 a o lezfci na L. Budeme
predpokladat, Ze u(o,t) =0 pro ¢= 0 a Ze je dostatecné hladka.
Tepelnym potencislem dvojvrstvy budeme nazyvat integral

r!
- e 4at—r1)
Uz, y) f f t~— - Bv da, (4)

definovany pro body lezici jak uvnit¥, tak i vné hranice L. Potencial
(4) 1ze také napsat ve tvaru :

1

Uz, y, t) T4a¥t—7) p cos(v, 1) do. (5)

t—‘r

K tomu staéi provést der1vovam za integra¢nim znaménkem.

Funkee u(o, 7) se nazyva hustotou potencidlu. Uvedme vlastnosti
potencialu (4).

1. Jak uvnit¥, tak i vné L je U(z, y) spojita i se svymi derivacemi
libovolného Fidu a vyhovuje diferencialni rovnici pro vedeni tepla
(rovnici (1)).

2. Pro t = 0 se potenciil (4) rovna nule.

. 3. Jestlize bod (z, y) konverguje k bodu s na hranici, pak potencial
(4) konverguje k limitnim hodnoté,m jeZ jsou dany vzorei

rt

Mo 7) ¢ 18t—9 p cos(v, 7) da (6)

t—'r

4a'(z_r)
U, = u(s, t) 4:rm2f f(t—r r cos(v, r) do. (7)
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4. Normélni derivace potenciilu (4) je spojitd pii piekroceni hra-
nice.

Zabyvejme se feSenim Dirichletova problému pro rovnici pro vedeni
tepla. Neni obtizné uréit integril této rovnice, vyhovujici poditeéni
podmince (2). K tomu staéi uréit F(z, y) v celé roviné (z, y), a to tak, Ze
polozime na p¥. F(x, y) = 0 vné L, a potom je uvedené partikuldrni
feSeni dino zndmym vzorcem

+®o +t®

(2"t y—m)
Uylz, y,t) = gy f f (£, m) e T dam ¢ dn,

—®n —®

¢ili, mame-li na zieteli, Ze F(x, y) = 0 vné L,
1 =&+ (y—n)
[ dadt '
U@, 9, 1) = 1 f f F(&,7)e dedy.  (8)
D

Regenf Dirichletova problému budeme hledat ve tvaru

t

1 ulo, 7) —Wl_,, .
o fdtf———(t — ) e r cos(v,r)do.
v I (9)

Z vlastnostf (1) a (2) tepelného potencidlu dvojvrstvy plyne, Ze funkce
(9) vyhovuje diferencidlni rovnici (1) a poéateéni podmince (2)..Zbyva
uréit hustotu u(o, ) tak, aby se vyhovéla krajové podmince (3).

Necht bod (z, ¥) konverguje k bodu s na hranici. UZijeme-li krajové
podminky (3) a vzorce (6), dostaneme integrilni rovnici s neznamou
p(o, T):

U(:E, ?/, t) = Uo(xs y’ t) +

47a® f f(t —e ¢ w(:— ?rcos(v, r)ydo = —g(s, t) (10)

kde !
g(S, t) = f(s: t) - hm UO(z, Y, t)

€, y)—~s
V piistim paragrafu podime dikaz feSitelnosti ziskané integralni
rovnice. Zde uc¢inime jen nékteré poznamky.

1. Pomocf téhoZ tepelného potencialu lze fesit Dirichletiiv problém
v tom pfipads, kdy oblast leZ{ vng hranice L. Reeni se jako v predcha-
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zejicim predpoklddd ve tvaru (9). Nechdme-li (z,y) konvergovat
k bodu s, musime u%it vzorce (7) a to nds vede k integralni rovnici t. zv.
vnéjsiho Dirichletova problému'

u(s, t) —|— f f(t—r e 4“'(‘—’)7005(1/ r)yde = g(s,t). (11)

2. V theorii Zifenf tepla hraje dileZitou tlohu krajovy problém,
v ném% je podminka (3) nahrazena podminkou:

na L O b U = (o, 1), (12
kde k(o) je néjaks spojitd kladnd funkce. Na tento problém sé prevadi
vySetfovdni teploty v dlouhém valei, ktery ztraci (nebo ziskivd) teplo
do okolnfho prostiedi, p¥i dem? teplota tohoto prostiedi v blizkosti
vélce je zndma v libovolny okamzik. Tato Gloha muZe byt FfeSena po-
moci-tepelného potencidlu.jednoduché vrstvy, ktery ma tvar

Viz,y,t) = f f = do. (13)

Jako v pripadé potenciilu dvojvrstvy budeme o hustoté o(s, t) pfed-
pokladat, Ze je dostatedné hladkd a rovna nule pro T = 0. Potencial
(13) vyhovuje rovnici pro veden{ tepla; rovna se nule prot = 0 a je
spojity pri pfechodu hranice. Jeho normalnf derivace mé skok pii
prechodu hranice; oznadime-li 7 vn&jii normalu k L v bodd s, mame:

2
(3 e
(?’{)-2 ols, t)_4n1(12t f dz f 3(2:))26 =" r cos(r, n) do,  (14)

(%) = —op(s 4710,26_[ ft—r e 4"'“—’)rcos(r n) do.” (15)

Resice krajovy problem s podminkou (12), budeme hledat U ve
tvaru

U 3,0 = Ul 1,0+ f f(t‘” TWde,  (16)
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kde U, je dino vzorcem (8). UZijeme-li vzorct (14) a (15), dostaneme
integraln{ rovnici pro neznimou g(o, 7):

=+ o(s, 1) — f f ole, T) 4"'(‘—’) r cos(r, n) de +

t—1)? .
(17)

k() f f o(o, T) R ) (t— Ddo = f(s, t) — BZO — h(s) U,.

Znaménko plus odpovidd wnitini oblasti, znaménko mlnus vnéjsi
oblasti.

de
3. Integralni rovnice (10), (11) a (17) podrZuji =
svuj tvar i tehdy, kdyZ je oblast D mnohona-
sobné souvisla.

4. Polozme cos(r, ») ’
T’da = dau. (18)
Neni obtiZzné nahlédnout, %e d« je 1hel se- Obr. 16.

vieny dvéma nekoneénd blizkymi radius-vek-
tory, vedenymi z bodu s ke koncovym bodum oblouku do (obr. 16).
Rovnici (10) 1ze’ napsat ve tvaru

4—m2f f Mo D) I A = — gl 1), (19)

V takovém tvaru nase integralni rovnice neztrici smysl ani tehdy, kdyz
neni hranjce L hladka. Staéi pouze piredpokladat, Ze integral

J1d«] =-f_|cos(:_, il do
7

L

uis,t

ma koneénou hodnotu.

5. Tepelné potenciily v trojdimensiondlnim prosﬁoru jsou ddny
nésledujicimi vzorei:!

1 Viz [8].
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potencial jednoduché vrstvy

00, %) i g
V(z, y, 2, t)_fdrff[élnt—r)]% t—7 do; (20)

potencial dvojvrstvy

= 4a"(:—‘r)
Uz, y, 2,t) = fdrff[éint—r]% 3, © do. (21)

Pomoci téchto potenciali lze zakladni krajové problémy prevést na
integralni rovnice pravé tak, jak jsme to jiZ uéinili p¥i rovinném
problému.

§ 59. Konvergence postupnych aproximaci. V monografii G. M. Mjuntce
[6] je dokazano, Ze rovnice (10) a (11), § 58, lze Fesit methodou postup-
nych aproximaci. Pfitom se predpoklada, Ze hranice L je hladkd a ma
spojitou kiivost.

V tomto paragrafu podime diikaz konvergence postupnych aproxi-
maci za pfedpokladu, Ze hranice L je konvexni, neni vSak nutné hladka.
Ziskany odhad rychlosti konvergence bude hor¥{ mez u Mjuntce.
Uvedeme vSak tyto hor§i odhady, nebot nehladké hranice, specidlné
mnohothelnikové, se ¢asto vyskytuji v praxi.

Rovnice (10), § 58, a také rovnice konjugovand srovnici (11), § 58,
jsou zvlastm pripady obecner1 rovmce

o) — ~ =D r2da = g(s, t) (1)

t—'r

pro A= + 1. Dokazme, Ze postupne aproximace pro rovnici (1) kon-
verguji, jestlize hranice L je konvexn{ a || < 1.

Ve shodé s methodou postupnych aproximaci polozme

uls, t) = 2 1 pafs, 1) ()

Dosadime-li toto do (1) a porovnadme-li koeficienty p¥i stejnych mocni-
nich A, dostaneme rekurentnf vzorce, jeZ nam dovoluji uréit funkce

u,(s, t):
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#o(s t) = g(s, ?),

‘[_l s t) r? (3)
n—1 2t —1t) 42
T — t)2 r2du.

(S, 1) =
0
Necht |g(s, )| = |uols, 8)] < Ao, kde 4, je jista konstanta. Pfedpo-
klddejme dale, e |u,— (s, t)] < An-y, Ap-,je také konstanta, a uréeme
odhad pro [u.(s, t)|.
Zfejmé mame
t

A, r2 __r
|.un(3» t)l é 471.’0,; fdaf(r—t)Ze 4a’(t — T) d.
L 0

Provedeme-li transformaci

.r?
_ =2
- 4a¥t — 1) ’

lehce naj deme:
t

2 . o
1 f ! e Yt—adr =e 40%,
(

4a? T —t)?

8 .

A tedy
f‘
las, )] < AT f e %% da.
L
Dale
fe En < do = % (4)
Ty

Zde jsme Q(s) oznadili thel, pod nim# vidime hranici z bodu s. Zfejmé
£2(s) = m v bodech, v nichZ existuje te¢na, a (nebof hranice je kon-
vexni) 2(s) < « v bodech s nespojitou teénou. V kazdém piipadé

fe et dy < 1.

r2

1 s
g(t) = max — [ e % da. (5)
0=, T

Polozme
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Zi“‘ejmé q(t,) << 1 pro libovolné ¢, a
[14a(8, 8)] < q(to) An-1, £ < by (6)

Chceme-li vySetfovat postupné aproximace pro ndjaké ¢, pevns zvo-
lime libovolné ¢y, ¢, = ¢. UZijeme-li nerovnosti (6), najdeme:

LLL,,(S, t)l < AO qﬂ(to)- (7)

Z posledniho odhadu plyne konvergence postupnyé'ﬁ aproximaci,
stejnomérna pro 0 < t < £,

Jestlize hranice L je hladkd a se spojitou kfivosti, pak odhad pro
lals, 0) e . '
Aopt)®

. (8)
r)

|tea(s, B)] <

Zde I' je Eulerova funkce gamma, a konstanta p zavisi na tvaru hra-
nice.

KAPITOLA 5

UZITI THEORIE SOUMERNYCH
'INTEGRALNICH ROVNIC

§ 60. Vlastni kmity struny. Uvazujme nehomogenni strunu délky I,
jez v rovnovainé poloze zaujima tsedku (0, I> na ose abscis a je po-
drobena napéti 7'. Koncové body struny budeme povaZzovat za pevné.
Necht na strunu ptisobi spojité rozloZens sfla F(z, ). Tim myslime, Ze
v okamZiku ¢ pisobi na element struny (=, x + dz) sila rovnajici se
F(xz, t) dz. Budeme dale pfedpokladat, Ze tato sila pisobi kolmo na
strunu. Rovnice pro pfiéné kmity struny, jak je zndmo, mé tvar
o2 2
@) o —T TY = Flz, ), 1)

kde o(z) je hustota struny v bodg s tsedkou =.

1 Viz [6].
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Mimeo rovnici (1) musi vychylka struny u(z, t) od rovnovainé polohy
vyhovovat jesté podminkidm:
a) krajovym
u(0,t) = u(l, ) = 0, (2)
jez vyjadi‘qji, %e konce struny jsou ﬁpevnény;
b) poéé,teénim '
u(z, 0) = f(z), ulz, 0) = ¢(x), . (3)
kde ¢(x) a f(z) je potateéni rychlost resp. potateéni vychylka struny.
Abychom uréili vlastni kmity struny, feSme néjprve pomocnou
tlohu. Najdéme tvar struny, jejiZ konce jsou upevnény a jez je v rovno-
vaze vlivem spojité rozlozené sily F(z). Rovnice (1) piejde v tom p¥i-
padé na rovnici rovnovahy struny
d2u
e + o Fla) = o. (4)
Uvazujme specidlni prlpad, kdy na celou strunu, s vyjimkou jednoho
bodu z = s, neplsobi zatiZeni a v bodé s plisobi bodova sila, jez se &i-
selné rovna jednotce. V naSem pripadé F(x) = 0 pro =z =+ s; na kazdém
z intervali 0 < z < sa s < z < I mé rovnice (4) tvar

d2u
iy
da? ’
odkud ) 012 i a ]
. $ v
=0+ f; pro 0 X & < s,
Obr. 17.

%= oyx -+ f, pros <z <L

Posledni rovnice ukazuji, Ze na kazdém z intervala (0, s) a (s, !> mad
struna tvar pfimky (obr. 17).

Ponévad? koncové body struny jsou upevnény, plati rovnice (2).
Uzijeme-li jich, nalezneme, Ze f, = 0 a f§, = — &,l, a tedy '

o 0 x<s),
T ez =1 (s <z ).

Zbyva urdit koeficienty oy a «,. Viimnéme si pfedevs$im toho, Ze pro
x = § je struna spojité a oba vyrazy pro « musi v tomto bodé souhlasit.

To davé 038 = — ory(l — ). (5)

1
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Soudet vertikalnich priméti napéti na obou éistech struny se musf
rovnat jedné — velikosti sily pisobici v bodé s:

P(siny, + sinyy) = 1
¢ili, ponévadZ dhly y, a y, jsou malé,
T(tgy, + tgy,) = L.
AvSak tgy, = «;, tgy, = — «,. Odtud
Tl — o) = 1. ©

Uréfme-li x, a o, z Tovnic (5) a (6) a dosadime-li je do (4), dostaneme

29 0<ago),
U —=

% <2<

Zavedme oznadeni ’
= <o),
G(x’ '3) = (7)

| £52 e<ax
Potom

u = 1 G(z, s). (8)

T
Pro dal$i vyklad je duleZité si v8imnout to'(ho, Ze funkce G(z, s) je
soumerna: Gz, s) = (Gs, 7). 9)

Nyni uZ nenf obtiZné uréit rovnovazny tvar struny p¥i ptisobent libo-
volné, spojité rozlozené sily F(x). Vskutku, jestlize v bodé s pusobi
sila, rovna nikoliv jednotce, nybrz néjaké veliéiné F, bude pfislu§na
vychylka rovna F
U= Gz, 8).

Necht nyni v bodech s, s,, ..., s, struny ptisobf sily F,, F,, ..., F,.
Potom

n

Fy
u = L-ZlT Gz, s;).

)
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Prejdeme-li v této rovnici k limité, nalezneme, %e v pffpadé spojité
rozloZené sily s hustotou F(s)

11
= % f G, 5) F(s) ds. (10)
: )

Ze vzorce (10) lehce ziskame rovnici pro kmity struny. Podle
d’Alembertova principu stacf p¥ipojit k sile F(s) ds, pisobici na element

2
struny ds, ,,inercialni sflu® — o(s) ds %2

Potom dostaneme

l I
u(z, 1) = li f G(z, s) F(s) ds —% f o(s) G(x, s)%;”’)ds (11)

0 0

— integro-diferencidlni rovnici pro kmity upevnéné struny, jez je ekvi-
valentni diferencialni rovnici (1) s krajovymi podminkami (2). Sila F
muze zaviset na éase — potom v rovnici (11) je t¥eba psat F(s, ) misto
F(s). Jestlize F(s,t) =0, dostaneme integro-diferencidlni rovnici
vlastnich kmitt upevnéné struny '

u(x -———f z, s) 8(t2 t) ds. (12)

Budeme hledat periodicks FeSeni této rovnice; polozme
u(z, t) = v(zx) sin(v + ¢).

Dosadfme-li toto do (12), zjistime, Ze »(x) vyhovuji integralni rovnici

———f G(z, s) v(s) ds = 0. (14)

JestliZe je struna homogenni, pak o(x) = ¢ = konst. V tom ptipads
v(x) vyhovuje soumérné integralni rovnici

i o2
o(z) — ydf Gz, s) v(s)ds=0; u = TQ (15)
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V obecném p¥ipadé neni rovnice (14) soumérnd. Lze ji viak lehce
uéinit soumérnou (viz § 18), jestlize ji nisobime vyrazem Ve(z) a polo-
Zime

z) o) = p(@), Gz, 5)['e(@) els) = K(x, s).
Potom dostaneme rovnici

y2

i
p(@) — 4 [ K(z,8) g(s) ds = 0; A =7,
0

(16)
jejiz jadro je soumérné.

DokaZme, %e charakteristicka Gisla rovnice (16) ]sou kladna. Necht
@(z) a A vyhovuji rovnici (16). Klademe- 11 p(r) = v(zx VQ ), najdeme,

Ze v(z) vyhovuje rovnici (14), v které je ? nahrazeno 1:

x) — A j'g(s) G(z, s) v(s) ds = 0. (14,)
0

Ze (7).je patrno, Ze pro x = 0 a pro z = [ se Gz, s) rovnd nule. Aviak
potom ze (14,) plyne, Ze

v(0) = »(l) = 0. (17)
Derivovidnim rovnice (14) dojdeme k diferencidlni rovnici
v"(&) + 4 o(#) (&) = 0. (18)

Piipoustéjice, %e v(z) muZe byt komplexni, nasobme (18) {ryrazem
v(x) a zintegrujme' '

fv” w(z) dz + Z.fg |o(x)|2 dz = 0. = (19)
Prvy integral integrujme per partes. V diisledku rovnic (17)
}
fv” x)dx_—f|v(x|2dx

Rovnice (19) nyni dava

f|v z)|2dx
l e l—— > O-
0f@(x)lvz(ﬂf)l dz
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Jestlize uréime c_harakteristické ¢isla A, rovnice (16), uréime tim:
také frekvence charakteristickych kmijta struny, jez se rovnaji

Vn 1 )

o = g T
Prisludné charakteristické funkce uréuji tvar struny kmitajici s fre-
kvenef 2 .

~—

v,(x) = <P_E_ .
Jo()
Charakteristické funkece a charakteristickd &isla soumérné rovnice
(16) mohou byt uréeny methodami, vyloZzenymi v kap. 1 ¢asti I.

§ 61. Kmity struny, jejiZ hustota se méni linedrné. Pro urditost vypoéti
budeme pfedpokladat, Ze I = 1 a hustota g(z) je ddna rovnicf

o(®) = ol + 2). (1)
Potom rovnice (14), § 60 nabude tvaru

v(x) _v_;@ f (1 4 s) G(x, s) v(s) ds = 0.

Q

Nisobme tuto rovnici Vl + x a poloZme

px) = 1 + 2 o),
Kz, s) =1+ 2)1 + ¢) Gz, s);

(2)
_ 20,
A= T
Funkece ¢(x) vyhovuje integralni rovnici
1
p(x) — A [K(z, s) @(s) ds = 0. (3)
0

Viimnéme si, Ze v naem pripadé
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Uréeme frekvenci zakladniho ténu. K tomu staéi uréit prvé chara-
kteristické Gislo rovnice (3). UZijme methody § 15, jez dava 4, pomoci
stop jadra. Podle vzorce (5), § 15

A, = ffK2 z,s)dx ds = ffl(l + 2)(1 + s) Gz, s) dx ds =

_2f —|—x(1—x)2da:f( + s) s2ds= F25.

Ve druhém piibliZném vzorei (7;), § 15
. X

[A] &~ o
VA2m
v §60 jsme dokazali, Ze charakteristickd d&isla rovnice (3) jsou
kladné. V takovém piipadé

poloZzme m = 1.

1
M~ VAz = 6,300
a tedy —
v = h_ 9510 |/ L.
0 Qo

Abychom dostali presnéjsi hodnotu 4,, vypoétéme druhé iterované
jadro _ '
1 . 1

Ko, 8) = [ K(z,0) K(t, s) dt = VU +2)1+9) f(1+1) G, 1) 6, 5) at.

Vypodétéme jadro K,(x, s) za predpokladu, Ze z > s. Pro z < s se

jddro K,(z,s) uréi z podminky, %e je soumérné. Integraéni obor

<0, 1) rozdélime na tfi: Od nuly do s, od s do z a od x do 1. UZijeme-Li
defm1ce G(z, s), dostaneme: -

({(1 + t) G(z, t) G(¢, s) dt =
=Ofs(1 + &) (1 —2x)(1 —s)dt —l—sfzt(l — ) s(l —=x)dt +
+f1(1 + (1 —t)Pasdt =
= s — la% — 1s% + 1as® — Lot - Lats 4 st
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Odtud pro = > s,

K,(z, s) = ]/(1 + f;( +9) (5xs — 6a%s — 25% + 2x8% —s* + afs 4 xsi).

Hodnotu K,(z,s) pro z < s dostaneme jednoduchou vymenou
argumentd « a s: pro ¥ < §

Ky, s) = JOF alc)2(1 )

(5ws — 6xs% — 223 | 2x3s — -+ w5t 4- %).
Nyni
11 1 z .
A, = [[Ki(=,s)dzxds = 2 [dz [Ki(, s) ds = 0,0006154.
00 0 0

Ve druhém vzorci (7,), § 15 polozme nyni{ m = 2. Potom

YR —1— — 6,349.

J4,

Tato hodnota 4, je mensi nez hodnota piesnd. P¥ibliznou hodnotu, jez
je v&tsi neZ hodnota ptesnd, dostaneme, vezmeme-li prvy ze vzorcd:
71, § 15, ktery pro 4, > 0 ma tvar

Azm
Zl - V 42m+2 '

Polozme v tomto vzorei m = 1. Potom
L~ V 4y _ = 6,398. ‘

Pfesnd hodnota A, leZf mezi &isly 6,349 a 6,398. Je zajimavé si v8im-
nout, Ze pomérné nepfesny vzorec

A A

1
| I4,
dal hodnotu A, s chybou mensi nez 29%,.

Zname-li hodnoty 4, a 4,, miZeme vypoéitat i druhé charakteris-
tické &islo A,, uzivajice p¥iblizného vzorce (6), § 17:

1/ 2
le ~ m ]/m; Bzm = Agm '_AAm-
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Klademe-li m = 1 a v§imneme-li si, Ze 1, > 0, mdme:

1 2 '
AT — — =4 .
b~ VAE—A4 5,9

§ 62. Greenova funkce. Podrobny vyklad otazek, spojenych s pojmem
Greenovy funkce, najde ¢étenai v mnoha dobfe zndmych uéebnicich.
Poukazme na p¥. na knihy Couranta-Hilberta [4], V. I. Smirnova [8]
a I. I. Privalova [7]. Omezime se zde proto pouze na definici Greenovy
funkce a na uvedeni jejich zdkladnich vlastnosti.

Zaénéme nejjednodusdim pripadem. Necht je ddn obyéejny linedrni
diferencialni operator druhého ridu

1) = g5 [P0 | + 0@ v 1)

kde p(z) g 0. Budeme uvaZovat funkce y(z), které v koncovych bo-
-dech intervalu <a, b) spliiuji podminky

ay(@) + By'(a) =0, yy(b) + dy'(6) =0 (2)

a uvnitf intervalu jsou spojité i se svou prvni derivaci. Druhou derivaci
4" (x) podrobime jediné podmince —aby L(y) mél smysl. Piedpoklidejme,
Ze ani jedna z téchto funkei, kromé funkce y(z) = 0, neanuluje operator
L(y). Jinak fedeno, pfedpokladame, Ze jedinym feSenim rovnice
L(y) = 0, _ (3)
jeZ vyhovuje podminkim (2) a je spojité i se svou prvn{ derivaci, je
y = 0. Greenovou funkef operatoru L(y) pro krajové podminky (2)
se nazyvé funkce dvou proménnych G(z, y), kterd ma tyto vlastnosti:
1. G(z, s) jespojita proa Sz < baa < s < b.
2. V kaz?dém z intervald a Sz <s a s <x < b jsou derivace
G (zx, s) a 0G(z, s)
ox 0s

spojité.

3.V bodé x = ¢ ma derivace B_G(E%,s_) skok uréeny vzorcem
oGz, ) 0G(z, ) 1
e =28 . (4)
$ z=54+0 S z2=8—0 p('s)
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4. Pro pevné zvolené s vyhovuje G(z, s) rovnici (3)
L@ =0
v kazdém z intervalia <z <sas <<z < b.
5. Jako funkce proménné x vyhovuje G(x, s) krajovym podminkdm

(2).

Greenovu funkei lze sestrojit takto:

Uréime integrily u(z) a v(x) rovnice (3), vyhovujici Cauchyho pod-

minkdm wa) = B, w(a) = —a,
v(b) = 6, v'(b) = —y.
Je zfejmé, ze u(z) vyhovuje také prvé z krajovych podminek (2)
a v(z) druhé. Integrily u(z) a v(z) jsou linedmmg nezavislé, nebot v opasd-
ném pripadé by existoval integril rovnice T?S, vyhovujici obéma kra-
jovym podminkim (2), a to je ve sporu s nasim pfedpokladem.

Z theorie linedrnich diferencidlnich rovnic je zndma identita

p@)u(z) v'(z) — w'(2) o(z)] = —c. (5)
Konstanta ¢ je riznd od nuly, nebot v opaéném piipadé by u(x) a v(z)
byly linedrné zavislé.
Jestlize jsme uréili integrily u(z) a ¥(x), miZeme okamzité napsat
vyraz pro Greenovu funkei, totiz
[ u(x) v(s) @<a<s),
(6)

IA

z <-b).

Neni optiZné se presvédéit o tom, Ze funkece (6) m4 vlastnosti 1 az 5,
vytéené v definici Greenovy funkece. '
Ze vzorce (6) piimo plyne, Ze G(z, s) je soumérnd funkee, t. j.

G(x, 8) = G(s, x). (7)

u(x) v

Skuteéns, necht na pt. x < s. Potom G(z, s) = 5) . Poditdme-li

G{(s, =), musime vzit dolni ¥idku v (6), nebof prvy argument, s, je vétsi
nez druhy. Avsak potom

G(s, z) = %u(x) v(s) = Gz, s).
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Druhd vlastnost Greenovy funkece, velmi duleZita pro aplikace, je
vyjadrena nasledujici vétou:

Integrdl nehomogenni rovnice

d
Mm=adﬂ) ]+ﬁz = — (), (8)
vyhovujict krajovym podminkdm (2), je ddn vzorcem

b
] y(@) = [G(=, 5) f(s) ds. (9)
Redent (9) je jediné. ¢

Dukaz této véty najde étenad v udebnicich citovanych na zaddtku
tohoto paragrafu.

Nenf obtf#né se plesvédiit o tom, Ze funkee Gz, s) sestrojena v § 60
je Greenovou funkei operatoru L(y) = y” pfi krajovych podminkach
y(0) =y(l) = 0.
~ Vzorec (9) ndm dovoluje podat jednoduchou a uZiteénou interpre-
taci Greenovy funkce. V rovnici (8) budeme f(x) povazovat za spojité
rozloZenou sflu a y(z) za posunuti bodu z vzhledem k rovnovainé po-
loze vyvolané touto silou. V takovém piipadé je G(x, s) posunuti bodu
z, vyvolané jednotkovou bodovou silou, piisobici v bodé s. Piedpokld-
dejme, Ze v intervalu (s — ¢, s + ¢) piisobi takova spojitd rozloZend
sila f(z), jejiZz hlavni vektor se rovné jednotce:
s+e

[ f(z)dz = 1. (10)

8§—¢&
Necht intervaly <{a, s — &) a {s + ¢, b) nejsou podrobeny pisobeni sil,
takZe v téchto intervalech f(z) = 0. Ve vzorei (9) integrily v inter-
valech (a, s — &) a (s + ¢, b) vymizeji, a tak dostaneme
§t+e

yx) = [ Gz, 1) f(t) dt.

§—¢€
Predpokldddme-li, Ze fz) > 0 muZeme uzit véty o stfedni hodnoté

integralu:
&t+e

y(x) = Gz, s') [ ft)dt = Q(z,s'), s —e < s < s+ e

§—e

Nechdme-li ¢ - 0, pfejdeme k bodové sile plisobici v bodé s a rovné
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jedné v disledku rovnice (10). Pritom s’ — s, a ponévadz G(z, s) je
spojitd, je v limité
y(z) = &z, s),
coZz jsme méli dokazat.
Pri dlohdch z theorie kmitd a theorie stability je tfeba asto FeSit
néisledujici problém. Je dana diferencidlni rovnice

L{y) + Ar(x)y =0 (11)
¢ili podrobnéji
d dy
B[P @] + e + Ay =o,

kde r(z) je spojitd kladna funkce a A je &iselny parametr, jen% neni
predem dan. Cheeme urdit ty hodnoty 2, pro néz existuje integral rov-
njce (11), ktery je spojity a ms spojitou derivaci, jeZ se nerovnd iden-
ticky nule a vyhovuje krajovym podminkdm (2). Zndme-li Greenovu
funkei, miiZeme pomoci vzorce (9) pfevést uvedeny problém na uréeni
charakteristickych éisel integrilni rovnice se soumérnym jadrem.
Vsimnéme si, Ze rovnice (11) pfejde v (8), jestlize poloZzime f(x) =
= Ar(z) y(x). Protoze hledany integril vyhovuje podminkim (2), lze
uZit vzorce (9):.

b
y(x) = 2 [r(s) G(z, s) y(s) ds. (12)

Rovnice (12) je homogenni integralni rovnice s neznimou y(x) a para-
metrem A; vylouéime-li piipad, Ze (x) = konst., je nesoumérna. Aby-
chom ji pfevedli na soumérnou, nasobme obé strany ]./ r(z) a poloZme

Jr@) y(@) = p(), V(@) () Gl s) = K(z, s)-

Tak dostaneme rovnici
b
p(x) — A [K(x,s) p(s)ds =0, * (13)

jejiz jadro je jiz soumérné. Charakteristickd ¢isla této rovmice jsou
zfejmé hledané hodnoty A.

Je uZiteéné si vSimnout, Ze vSechna charakteristickd é&isla rovnice
(18) jsou jednoduchd, t. j. kazdému z nich prislusi pouze jedna chara-
kteristicka funkee. Abychom se o tom presveédéili, pfedpoklidejme, Ze
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charakteristickému &slu 4’ piisluseji linearné nezavislé charakteris-
tické funkee ¢,(x) a @,(x). Sestrojme funkce
@1(x) Pa()

() = P2 g (a) = TEE

T @) [r()
Tyto funkce vyhovuji integraini rovnici (12) pro 4 = A’. Odtud plyne.,
Ze vyhovuji téze diferencialni rovnici

Ly) + ¥ r(x)y = 0.

s krajovymi podminkami (2). VSimnéme si prvé z téchto podminek:

& yy(@) + Byy(a) = 0, xyu(a) + fys(a) = 0.
ProtoZe se éisla & a 8 nerovnaji nule soucasns, je

¥:(a), y,(a)
y 2(0'): y;.(a)

Napsany determinant je hodnota Wronského determinantu integ-
rala y,(z) a y4(x) pro z = a. ProtoZe se rovnd nule v jednom bodé, rovna
se nule identicky. Odtud plyne, Ze y,(x) a y,(x) jsou linedrné zavislé.
Avsak potom @,(z) a @,(z) jsou také linedrné zavislé, coz je ve sporu
s pfedpokladem.

Pojem Greenovy funkee lze rozi¥it na rovnice vyssiho fadu a s vét-
§im poltem nezavisle proménnych. Tak na pi. Greenova funkce
Laplaceovy rovnice je definovdna jako funkce dvou bodu oblasti,
M a M,, majicf logaritmickou singularitu! pro M = M, harmonicka
pro M + M, a rovnd nule na hranici oblasti.

§ 63. Torsni kmity ty&i (také v pFitomnosti osamélych hmot). Dife-
rencidlni rovnice torsnich kmitt tyéi ma tvar

' i[GI aﬁ]_z * _ o, (1)

ox P 0z ™ ot

Zde je & tihel zkrouceni, I, je moment setrvaénosti délkové jednotky
tyde vzhledem k rotaéni ose, @ je modul torse, /, je moment tuhosti
v krouceni. Budeme uvaZovat periodické kmity tyde, jejiz jeden konec,

1 UvaZujeme piipad dvou nezédvisle prom&nnych.
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x = 0, je pevné vetknut a druhy konee, z = [, je volny. Podminky pro
konce tyée budou
=0 pro x =0,

29 ()
e 0 pro z =1.

Hledajice periodicka FeSeni, poloZime
¥z, t) = e™ O(x).

Dosadime-li toto do (1), zjistime, Ze @(z) vyhovuje obyéejné diferen-
cialnf rovnici- :
d de 5

CE[G :I—i—ﬂ 0 =0; 1= (3)

Z (2) plynou krajové podminky, jimZ vyhovuje O(x):
6(0) = 0; @'(l) = 0. (4)

Je zfejmé, Ze vyznam maji pouze ty funkce O(z), jeZ se nerovnaji iden-
ticky nule: jestlize @(x) = 0, pak i d(x,t) = 0 a kmitd vtbec neni.
Tak dochizime ke specidlnimu pFipadu problému, formulovaného
v predchézejicim paragrafu: Jest urdit hodnoty 2, pro néz se O(x), vy-
hovujici rovnici (3) a podminkdm (4), nerovnd identicky nule. Jak uZ
vime, tato loha se prevadi na integralni rovnici.

Sestrojme piisluénou Greenovu funkei. Oznaéme ji H(x, s). Funkce
H(z, 8) vyhovuje diferencidlni rovnici

[GI dy] —o.

Tato rovnice ma linearnsd nezivislé integraly

uw) = [ g v =1

0

vyhovujici podminkdm u(0) = 0, v’(l) = 0. P¥i tom v nagem p¥{padd
p(z) =GI, a i
p(x)[uv' —vu']l = — 1.
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Odtud ¢ = 1 [vzorec (5), § 62], a tedy

z

fgfp 0<z<s),
H(.’l?, 8) = v s (5)

dx
[&5 6<=2n
0

Integrélni rovnice pro &(x) mé tvar

Ox) — A le(x, 8) I.(s)@(s) ds = 0. (6)
0

Vynasobime-li ji ]/m a zavedeme-li odpovidajici oznadeni, pfeve-
deme ji na rovnici se soumérnym jidrem.

Rovnice (68) byla odvozena za predpokladu, Ze se moment setrvac-
nosti I,,(x) méni podél tyée spojité. Muze se viak stat, Ze na ty¢ci jsou
osamélé hmoty. Potom se tvar rovnice (6) méni. Speciilng, jestlize je
n osamélych hmot s momenty setrvaénosti I,, I, ..., I, rozlozenych
v bodech sy, s, ..., 8, tye, madme misto (6):

O(x) — 2 flﬁ(x, §) In(s)Os) ds — 4 S H(z, 5) I, 0(ss) = 0. (1)
0 k=1

Lze dokazat, Ze Hilbert-Schmidtovu theorii lze Gplné prenést na
rovnice typu (7). V pracich I. V. Anaiijeva [9] a A.I Komaje [16] je
uvedeno uziti rovnice typu (7) na problém kmitt kiidla s osamélymi
bfemeny. K vypoétu frekvenci uZivaji tito autofi hlavné Kellogovy
methody.

§ 64. Stabilita tlaZené tyZe. (Vzpér tye.) Rovnice ohybové kiivky
pruzné tyde, ma, jak znidmo, tvar ' ’
d dy
2 [EI a] — M,

kde M a I je pisobici moment a moment setrvadnosti v prifezu s iiseé-
kou @, E je Youngtiv modul. UvaZujme p¥ipad, kdy ty& je stladovina
silamj plisobicimi na jejich koneich. Oznaéme velikost ka%dé z téchto
sil P. Potom M = — Py a rovnice ohnuté osy bude
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d dy .

Konce tyée se neposunuji ve sméru kolmém na ty¢, a proto, oznaéime-lj
délku tyée I, mame ’

y(0) = y() = o. (2)
Y Y i
Rovnici (1) délme E a poloZme 7= A. Potom
d[,dy] '
d_x[IcE_ + Ay = 0. (3)
Oznaéme G(x, s) Greenovu funkci operatoru ’
dJ,dy
|’ ch;]
L.
prislusejici krajovym podminkdm (2). Potom (viz § 62)
. :
y(x) — A _O[G'(a:, 8) y(s)ds = 0. (4)
Ohyb y(x) zatizené tyde vyhovuje tedy homogenni'integraln{ rovnici se
soumé&rnym jadrem. Pro libovelné zvolenou silu P nebude &slo 4 = %

charakteristické a y(z) = 0. Jinak feceno, libovolné zvolena stladujici
sila ponechd pfimkovy tvar tyde. Pouze v tom pfipads, kdy P = 1,E,
kde 4, je charakteristické ¢islo rovnice (4), mtzZe byt y(x) rizna od nuly
a ty¢ se zkiivi — ztrdci stabilitu.

Pii Gloze o vzpéru tyde je dileZité uréit nejmensi silu, pro kterou tyé
ztraci stabilitu. To je tak zvana kriticka sfla rovmajici se soudinu
Youngova modulu s nejmensim charak-

teristickym ¢islem rovnice (4). V praxi r:s___,__,_————-——lm ,
postaduje pliblizny vzorec, ddvajici 1, g l. g
mensi, nez je hodnota pfesna: l\] T

L1
M~ L_; A, = [[ G2z, s)dzds. (5) Obr. 18.
[ 4, 00 .
Uréeme na priklad kritickou sflu pro ty¢, kterd ma tvar komolého
kuzele. Oznatme poloméry 7, a 7¢(1 + ¢q) (obr. 18). Polomér prifezu
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s useGkou z bude potom rg(l + %) a moment setrvatnosti tohoto

prufezu
4-

I = ° (1 4 ax)4,

kde y je hustota tyée a « = %— Rovnici (4) pfepiSme ve tvaru
d dy 24
d[(1+ocx) ]—Q—,uy_O b=

Jestlize G(z, y) je Greenova funkce operatoru

d dy

pfi krajovych podminkich (2), vyhovuje y(z) integralni rovnici

!
y(@) — p [G(z, s) y(s) ds = 0.
. 0
M4éme uréit jeji nejmensi charakteristické é&islo.
Uréeme Greenovu funkei Gz, s). Rovnice

d dy
= ; 291 _
Iz [(1 + ax) dx] 0

a

mé obecny integral

c,
= C;
T+ s
Podmince y(0) = 0 vyhovuje integral
1
uw =1 —
a podmince y(I) = 0 integral
1 1
e T R TRV
Dale
6 = — pla)[u(z) v'(®) — u'(z) o(z)] = 3u (1 —ﬁ)

a tak dostaneme vyraz pro Greenovu funkei:
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1 : 1 1 1
l?[l T ocx)a][(l EONT l)ﬂ] 0=e=9)

1 1 1 1 .
?[1 T+ as)a] [(1 +az)  (1+ al)“](s g #= 0

Nejmensi charakteristické ¢islo 4, rovnice (8) je uréeno pfibliZnym
vzorcem

Gz, s) =

[ I z
LZN [[G¥z, s) dx ds = 2fdx [G*z, s) ds.
“i oo 6 0
Uvedeny integral se vypodlte Gplné elementarné. Vzorec je viak dosti
tézkopadny. Chceme-li jej zjednodusit, omezime se na piipad, kdy
velidina ¢ je mald, a lze zanedbat 8leny, jeZ obsahuji ¢ ve vy38i mocniné
nez prvé. Provedeme li vypolty za tohoto zjednoduSujiciho predpo-
kladu, dostaneme:

1 1 2
— &~ B———q]. 9
u2 ! (90 45 q) , ()
Odtud lehce uréfme kritickou sflu P. VSimneme-li sj, Ze 1 = I,u, kde
I, je moment setrvaénosti v prifezu x = 0, najdeme vyraz pro kritic-

kou sflu ve tvaru /

]/QOEIO 9,487E1,

P=Ei= (I + 29) = ———(1 29). (10)

JestliZe polozime ¢ = 0, dostaneme tyé stalého prifezu. Vzorec (10)
v tom pfipadé ddvi velikost kritické sily
9 487EI

l2
Pfesna hodnota kritické sily, jak je zndmo, se v tomto pfipadé rovnd
ntEl, 9,897EI,
N

Priblizna hodnota se od piesné lii 0 méné nez 59,.

TentyZ postup pfevedeni na integralni rovnici umoziiuje uréit kri-
tickou silu i ve sloZitéjSich pFipadech. Speciilné, na integrilni rovnice
lze pievést problém stability pruzné destic¢ky, na kterou pusobi sily
v roviné desticky [18]. N. V. Zvolinskij Fesi ve svém &lanku [14] po-
moci integralnich rovnic problém stability vilcovité skofepiny. Ve

P =
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dvou poslednich pfipadech jsou jidra nesoumérna, avSak patii do
tfidy t. zv. symetrisovatelnych, pro néz plati véta o existenci redlného
charakteristického é&fsla.

§ 65. Tlak tuhého razniku na pruZny poloprostor. UvaZujme polo-
prostor z < 0. Predpokladejme, Ze na &ist S roviny z = 0, ktera jej
omezuje, tla¢i absolutné tuhé téleso (budeme je nazyvat raznikem),
pritisknuté k poloroving silou @ rovnobéznou s osou z. Pfedpoklidame,
Ze mezi poloprostorem a raznikem neni tfenf. Zbyvajici ¢ast 8’ hranice
neni namahéna vngjsimi silami. Chceme urdit pole napéti a posunuti
v poloprostoru a také uréit zavislost mezi silou pusobfici na raznik
a jeho posunutim.

O problému, ktery jsme formulovali a ktery je zndm pod nizvem
,,problém tlaku razniku*, pojednava obsahls literatura. Obdobny ro-
vinny problém budeme analysovat v kap. 6. Zde vyloZime FeSeni pro-
blému o tlaku raznika na poloprostor, zaloZené na jeho pievedeni na
integralni rovnici prvého druhu. Toto fefeni odvedil V. I. Dovnorovié¢
ve své disertaci [39].

Formulujme rovnice a krajové podminky naseho problému.

Oznaéme u, v, w slozky vektoru elastickych posunuti. Zanedbame-li
objemové sily, muzeme predpoklidat, Ze u,», w vyhovuji znamym
rovnicim theorie pruZnosti:

1 o
Au + 12 oz '
1 0o
v+ ————— =0,
+ 1 —2¢ oy (1)
1 oo
S g P A

ou ov ow
ﬂ=a—x+'@+'§,

kde o je Poissonova konstanta. Krajové podminky prislusejici témto
rovnicim jsou tyto:
Na 8’ nejsou vnéjsi sily a na S nenf tienf; v celé roviné zy tedy mame

T =Ty, = 0, 2= 0. (2)
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Dile ziejmé
na 8’ g, = 0. (3)

Necht z = ¢(z, y) je rovnice té dasti plochy raznfku, kterou se dotyké
poloprostoru. Potom

w = ax + by + ¢ — ¢(z, y) = D(z, y), (4)
kde veliéina ax + by + ¢ charakterisuje posunuti razniku jako tuhého
télesa. Poznamenejme, Ze v souhlase s pfedpokladem, Ze deformace
jsou malé, povafujeme konstanty a, b, ¢ a funkei ¢(z, y) za malé. Na
konec predpoklidejme, Ze v nekonednu jsou posunuti omezens a napéti
neexistuje. Problém o tlaku razniku se tedy prevadi na integrovini
rovnice (1) p¥i krajovych podminkach (2) az (4). Konstanty a, b, ¢ pfi
FeSeni problému zistdvaji neuréeny; po rozieseni problému lze je uréit
z podminek rovnovahy razniku takto: Necht sfla ¢, ptisobici na raznik,
ptsob{ ve sméru osy z. Potom

[[o.dzdy = @Q,
S
ffxazdxdy=ffyazdzdy=0. (5)

na S

Pfistupme k FeSeni naSeho problému. Jak je zndmo, funkce %, v, w
vyhovujicf soustavé (1) mohou byt vyjidieny ve tvaru

0 op 0
u=<p1—|—z%, ”_¢2+Z—y,w—‘7’3+z 1/)

kde @;, @, @3, v jsou harmonické funkce spjaté relaci

op _ 1 0, 3%
e 3—-40( + + az ‘

Krajové podminky naseho problému dovolu]1 prevést? tlohu na uréenf
pouze jedné funkce p,, vyhovujfei témto krajovym podminkam:

na § s = B(, y), (6)

1 E. Treftc, Mat&matiteskaje t8orija uprugosti, GTTI, 1932.

2 Viz F. Frank a R. Mises, Diferencialnyje i intégralnyje uravnénija matémati-
deskoj fyziki, GTTI, 1937, str. 290—292.
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na §’ opy
s = 0. (7)

Budeme piedpokladat, Ze povrch razniku je dostateéné hladky, takze
m4 spojité derivace druhého fadu. Specialné tedy predpokladame, Ze
na povrchu razniku nejsou hrany. Déle se budeme podstatné opirat
o vysledky S. Zaremby [40], z nichZ specidlné plyne, Ze existuje funkce
@s(z, ¥, z) harmonicka v poloprostoru z < 0, kterou lze vyjadfit ve
tvaru potencialu jednoduché vrstvy se spojité diferencovatelnou hus-
totou; funkee @4(x, y, 2) vyhovuje krajovym podminkam (6) a (7) za
jediného predpokladu, Ze funkce @(z, y) je dostateéné hladki. Pozna-
menejme, Ze z toho faktu, Ze funkei @4(z, ¥, 2) 1ze vyjad¥it jako poten-
cial jednoduché vrstvy, plyne, Ze tato funkce je spojité v celé roviné xy,
poéitaje v to hranici oblasti S a S’.
Majice toto na paméti, budeme hledat ¢, ve tvaru

5(%, ¥, 2 ffﬂ ds dn (8),

kde 72 = (x — £)® + (y — ) + 2. Vnd oblasti S, specialné na ',
Ize potencidl (8) derivovat za integra¢nim znaménkem. P¥i tom

8%:_22]‘]‘ dfdn

coZ se anuluje na S’. Potencidl (8) tedy automaticky vyhovuje podmin-
ce (7).
Krajova podminka (6) dale dava

na 8 jl[ &) g an = (@, y). (9)

To je integralni rovnice prvého druhu s nezndmou u(£, 7). ProtoZe na 8
2 =0, je jeji jadro

1
Ve —& + (v —n
soumérné. V disledku shora uvedenych vysledki S. Zaremby je rovni-
ce (9) Fesitelnd. Reseni je jediné, nebot v opaéném ptipadé by existo-
valo nékolik spojitych, pro z < 0 harmonickych funkei, vyhovujicich
krajovym podminkim (6) a (7), coZ, jak je zndmo, je nemoZné.

1
7
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. . . . - ol So wk .
Jadro ~- ma slabou singularitu. DokaZeme vSak, Ze véta Hilbert-

Schmidtova ztstane v platnosti pro toto jadro s tou jedinou vyhradou,
Ze Tfada (8), § 13 nebude obecné konvergovat stejnomérné, nybrz jen
v primeéru.!

Oznaéme jako obvykle

[ [Hen ae00 -~ ki
S

Z véty (1), § 10 plyne, Ze jadro, druhé iterované vzhledem k jidru %

bude pouze logaritmicky nekoneéné, a proto bude pro n&j platit véta.
_Hilbert-Schmidtova. Ozna¢me 2; a (£, n) charakteristicka ¢isla a cha-

., 1
rakteristické funkce soumérného jadra o potom 1% a ¢i(£, ) budou

charakteristickd ¢isla a charakteristické funkce druhého iterovaného
jadra. Podle Hilbert-Schmidtovy véty

*ra
K2 = Z‘jfé‘?’k(x, Y);
k=1 "k

. (10)
ar = (4, Pr) = ]L;f#(f, 7) (&, ) d& dn,

pfi éemZ Fada na pravé strané konverguje stejnomérné, za toho jedi-
ného predpokladu, Ze integral

J1p*(&,m)| dé dn = [lul?

existuje. §

Oznadme
ay @1 (%, y)

,,
i

Ha(Z ) =
a vySetfujme skaldrni soudin
(B2 — i), e — o). (11)
Podle Butiakovského nerovnosti plati

(KX p — pn), o — pn)| < NEHu — p)ll - e — pall =
= K% — Il . (lu — pall-

1 O konvergenci v praméru viz § 20.
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n

.K2 n =K2( Zak(pk) ?aszqu = zl—‘;'_:‘wk.
k

Rada (10) konverguje stejnomérné, a tedy K2u, konverguje stejno-
mérné ke K%u; tim spiSe

Dale,

K% — K, - 0.

Veli¢ina |ju —-"l.l,,,” je omezena. Podle trojihelnikové nerovnosti totiz
plati

e — pall < Nl - Hall = ell + kzl |ax)?
a v disledku Besselovy nerovnosti
e — pall < 2l

Odtud plyne, Ze veliéina (11) konverguje k nule. Na druhé strané, pro-
toze jadro —je soumérné, podle vzorce (3),§11

(K1 — pra)s o — ) = (K (s — 1), K — ) = K — pa) |2 =

= 1Ku — Kp .

Odtud plyne, Ze Ku, konverguje v priméru ke Ku. Aviak

Tedy
Kp = Z ,1 Pi; (12)

soudet nekonedné fady je t¥eba povaZovat za limitu jejich éisteénych
soubtd ve smyslu konvergence v primeéru. Rovnice (12) vyjadiuje

Hilbert-Schmidtovu vétu pro jadro —;—.1

Obratme se k rovnici (9). Jak uZ jsme poznamenali, m4 jediné FeSent.
Odtud plyne, Ze soustava charakteristickych funkei jidra je Gplni.
Vskutku, necht funkce w(z,y) je orthogonilni ke vSem funkcim
@iz, y). Potom podle vzorce (12) Kw = 0. ProtoZe Fe§eni nehomogenni
rovnice (9) je jediné, mé pFisluSejici homogenni rovnice pouze nulové
TeSeni, a proto nutné w(z, y) = 0. Je-li soustava ¢,(z,y), k=1,2, ...

1 Malou zmé&nou uvah lze dokézat, Ze Hilbert-Schmidtova vé&ta plati pro libo-
volné soumérné jadro se slabou singularitou. .
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tplna, 1ze hledanou funkei u(§, %) a pravou stranu @(z, y) rozvinout
v fady -
/"(‘5: 77) =k2.1a’k (»Dk(s’ "7)’ Ay = (.u’ ‘Pk)s'

¢(x: y) zkzl Qk (pk(xy 3/), Qk = (¢: (pk)

Dosadime-li toto do (9} a uzijeme-li vzorce (12), dostaneme
® q o,
Z Tk (pk(x> ?/) = Z ng (pk(x: y):
k=1"% k=1
odkud a, = 1,9,. Releni dostaneme ve tvaru

u(&, n) = _:lk D, pu(&, 7). (13)

Uloha se tedy pFevadi na vypodet charakteristickych &isel a charakte-
ristickych funkef soumérného jidra % Ten lze provést zptisoby vylo-

Zenymi v kap. 2, éasti I. V. I. Dovnorovié, aby si ovéfil praktickou
vhodnost fady (13), vypocetl prvych Sest ¢lent této fady pro raznik
tvaru rotadniho paraboloidu. Porovnani s pfesnym fefenim ukézalo,ze
chyba v uréen{ pusobicf sily @ byla okolo 2,259,. ‘

KAPITOLA 6

NEKOLIK APLIKACI THEORIE
SINGULARNICH INTEGRALNICH ROVNIC

§ 66. Hilbertav problém. Rozebereme problém uréit funkei harmo-
nickou v néjaké rovinné oblasti D za pfedpokladu, Ze na nékterych
dastech hranice jsou ddny hodnoty hledané funkce a na jinych jsou dény
hodnoty jeji normélni derivace.!

1 Tento problém je specidlnim piipadem obecného Hilbertova problému, pri
ndm? se hledd harmonické funkce za podminky, %e na hranici je zndma linearni
kombinace samotné funkce a jeji normaln{ derivace.
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Pro jednoduchost budeme pfedpoklidat, Ze na kazdé z uzavienych
k¥ivek tvofieich hranici L jsou jak oblouky, na nichZ je didna funkce,
tak i oblouky, na nich# je ddna normélnf derivace.

Oznaéme ¥,, 73, ..., Yan_1 Oblouky hranice, na kterych je dana
hledand harmonicka funkece Uf(z, y). Necht na téchto obloucich
U = f(s), (L

kde s je délka oblouku hranice. Oznaéme déle y,, ¥,, - - ., Y2, ty oblouky
hranice, na kterych je dina normalni derivace. Necht na téchto
obloucich

oU
= hs) (2)

kde n je vnéjsi normala k hranici. Problém spoéiva v uréeni funkce
U(z, y) harmonické v oblasti a na hranici vyhovujici rovnicim (1) a (2).
Oznaéme «, a B, polateéni a koncovy bod oblouku y,,. Potom
ziejmé f). a &+ jsou poatedni a koncovy bod oblouku y,.,,. Nebu-
deme predem predpokladat, Ze U(z, y) je spojitd v bodech &, a fi.
Potom, jak uvidime, Hilbertiiv problém pfipousti nekoneéné mnoho
TeSeni, zavisicich na néjakych parametrech. Volbou téchto parametri
-1ze docilit toho, aby U(z, ¥) byla spojita.
Upravme podminku (2). Oznaéme V(z,y) funkei konjugovanou
s Uz, y). V dusledku Cauchy-Riemannovych rovnic
W _aw
ds  on’
Odtud muzeme uréit hodnoty V(z, y) na obloucich y,;:
8 $
. 14 ‘
na yap Viz,y) = ‘gds + Cp= | fi(s)ds + C.
oz g
Oznaéme
8 B
Jfi(s) ds = f*(s).
@,
Nyni mtzZe byt Hilbertav problém formulovan takto: uréit funkei
analytickou v oblasti D, jestliZe na jednéch &dstech hranice jsou diny
hodnoty jeji redlné édsti a na druhych jeji éasti imaginarni:
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na Yer-1 U= f('s)r
na ¥k V= f*s) + Ch

kde C, jsou libovolné konstanty.

Poloime U 4 iV = ¢(z) a necht T'(z; {) je Schwarzovo jadro oblasti
(viz § 41). Potom

o) = g [Uo) T 0 ds - ic, @
L

(3)

kde C je jistd konstanta; L je hranice oblasti D. Funkce @(z) bude
zfejmé znama a na$ problém bude rozieSen, jestlize uréime hodnoty
U(o) na obloucich y,,.

Integral v (4) rozdélme na dva: jeden vztaZeny na oblouky y,,
Va1 <+ Yan1 & druhy vztazeny na oblouky v,, 4, ..., Ys.. V disledku
podminky (1) je prvy integral velidina znidm4 a rovni se

f}‘ T(z

72L—1

1
27

lI Ms

Pro struénost oznadme tento integril w(z), takZe

=Ln§f . &) do + wlz) + iC.
Yar

Necht ¢ je bod na néjakém oblouku y,,,, pfisludejici délce oblouku s.
V posledn{ rovnici piejdeme k limité nechajice z —¢. Abychom pro-
vedli limitni pfechod v integralu napravo, uZijeme vzorce (27), § 41:

Lo gy — L 48 :
%T(z, $Ydo = por + P(z; 0) do.

Nyni
,,i ; U(U dg g f U(o) P(z; £) do + w(z) + iC.
Yok Yor

V druhém ¢lenu Ize provést limitni pfechod za integraénim znamén-
kem, nebot funkce P(z; {) je spojitd. Prvni élen je integral Cauchyho
typu a jeho limita se uré¢i podle vzoree (2), § 22. Mame tedy:



1z U(o)d il .
) =U(@s) +— > Ulo)dc + > f U(o) P(t; £)do + w(t) 4 iC.
T A f—t o]
_ Yar Yo
Oddélme v této rovmici imaginirn{ éasti a uZijme podminky (3).
Potom dostaneme:

nla y2m'

—igf G)Re(
TS
Yk

S 3 frermes pyas=
k=1

. Yor (3)
= f*s) — Im{w(t)} + Ch;
¢, =Cn—C.

Rovnice (5) je singuldrni integrdlni rovnice, v ni% nezndma4 je hodnota
U(z, y) na obloucich y,,. KdyZ jsme rozfeili tuto rovnici, uréime
U(z, y) pomoci vzorce (4). Zplisobem vylozenym v § 27 lze rovnici (5)
prevést na rovnici Fredholmovu. Av8ak vySetfovani a FeSeni této rov-
nice v obecném piipadé je znaéné obt{Zné. Omezime se proto na nej-
jednodussi a soudasné pro aplikace dosti dalezity piipad, kdy oblast D
je polorovina. Tomuto pfipadu bude vénovan nisledujici paragraf.

§ 67. Hilbertav problém pro polorovinu. Schwarzovo jadro pro polo-
rovinu lze lehce sestrojit. UZijeme k tomu vzorce (26), § 41.

"Schwarzovo jadro pro kruh je dobfe zndmo a rovna se

B do’ = — T by,

20 T —1

| R
= T'(t

kde ¢ je bod uvnitf kruhu, 7 je bod na kruZnici a do’ = [dz|. Funkece
zobrazujici jednotkovy kruh na hornf polorovinu ¥ > 0 ma tvar

z2—1 _t—1

t=z—|—1:, T—m.

Podle vzorce (26), §41
_ 141 |dg
557 D) do mL—z L+

Jestlife polozime ¢ = & + in, pak na hranici poloroviny 5 = 0
a {=E¢.

on
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1 &241 dé&
i E—2 241

Odtud ('1)

1
o T(z ¢)do=

1.df 1 gd¢
nig—z_n¢§2+1' -

1
o T () do =

Vzorec (4), § 66 nabyva tvaru

+o 4o
1 dé 1 &de& .
u(&) = U(&, 0).

Druhy integral je konstanta. Oznadime-li tym?% pismenem C veli-

éinu +o
1 . EdE
C+ - fu(g)ﬂ_l’

vyjadfime Schwarziv integral ve tvaru

+ o

ooy = [ B2 +io 2)

—w

Pro jednoduchost pfedpoklidejme, ze viechny useCky ¥a, Y4y -+ Van
jsou omezené, takZe na &istech hranice poloroviny vzdalujicich se do
nekonedna je dana funkce U(£, 0) = f(£).

Necht ¢ je bod na jedné z Gsedek y,;. Ve vzorei (2) nechme z — .+
Opakujice Gvahy § 66, dojdeme k singuldrni integralni rovnici

na Yom

— | wORe(35) = — i) + 02

Votet?on
Vyznam oznadeni je tenty jako v § 66.
Na#i rovnici lze zjednodusit. Piedeviim veli¢iny &, ¢, d& jsou redlné,
a proto lze symbol Re vypustit. Oznadme jests pro struénost

*(t) — Im{w(t)} + C,, = — B().
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Tak dojdeme k rovnici

= [ o= (3)
Yottt vy,

Tuto rovnici lze Fesit zpusobem vyloZenym v § 27. UZijeme zde tohoto
zpusobu, pouze jej nepatrné pozménime tak, jak jsme to uéinili na

konei § 26.
Necht z je libovolny bod v komplexni roviné. Polozme
1 d¢
Yot et ¥y

Uzijeme-li véty o limitnich hodnotidch integrilu typu Cauchyho,
dostaneme

na ym Fy(t) + F(t) = iB(). . (5)

Zavedme novou neznamou 9(z), kladouce

Vl—[ (2 — i) (B — 2) F(2). (6)

Odmochina ve -vzorei (6) méd riznd znaménka na ridznych stranach
usebek y,n,. Odtud lze lehce uréit, Ze @(z) vyhovuje rovnici

nayem  Bift) — elt) = i B(Y) ]/ TT¢— a8 —1). (7)
k=1

Jedno FeSeni této rovnice je

() — f Vﬂ&—ak e

Vgt et ¥y

a tedy
F(z) =
1 [ n d¢
= — - . f V I—[ —_— (XL -—_ E) 5 Z.
27 1—[ (2 — ap)(Pr — 2) votetryn
F=1
Odtud uréime u(t), nZivajice vzorce

u(t) = Fy(f) — F,(t),
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ktery v naSem pripadé dava
na Yam

u(t) =

Vﬂ EC ]/n e — 8 5oy
(0 — ) (B — ) vptetryy

Obecné fefeni dostaneme, pfiéteme-li k tomuto jedté u,(t) — FeSeni
homogenni rovnjce

1 d
na yYam . f uo(£) f_—s—t = 0.

7’z+"'+7'2n
Klademe-li
1 d D .
FO(Z) = — f uO(E)f——EZ: " O(z) 3
Vot .t vy, Vﬂ (Z —_— Oék)(ﬂk — Z)
Dii(t) — Dy, (8) = 0.

Odtud plyne, Ze D,(t) je jednoznaéna v celé roviné. Pomoci uvah
obdobnych tém, jez jsme provadéli v § 26, se lehce presvedcime ze

dostaneme

D,(t) je libovolny polynom stupné n — 1. Oznacime-li j ]e] Qn-1(2),

mame:

ug(t) = Foit) — Foolt) =

?’n—l(t) . (9)
]/(— L=t ]__[ (t —o)(Br — )
k

=1

Obecné feSeni rovnice (3) ma tvar

1

JBr —1) % +y2,,

+ nQ"-l : (10)
V(— 1)1 (¢ — ) (B — )
k=1

e
l
$
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Koeficienty polynomu @,_, je tfeba zvolit redlné, protoZe funkce
u(t) je realna.

Vzorec (10) obsahuje 2 libovolnych konstant: » konstant O,
obsaZenych v B(£), a n koeficientli polynomu @,-,(¢). Lze je uréit,
zvolime-li daldi dopliiujici podminky. Specidlné lze je zvolit tak, aby
u(?) byla spojitd v bodech «, a B;.

§ 68. Uloha o styku dvou pruznych polorovin. Necht jsou ddna dvé
pruzng prostfedi, z nichZ jedno vypliiuje horni a druhé dolni polorovi-
nu. Pfedpoklidejme, Ze se poloroviny dotykaji podél polopfimek
z << —aax > a (obr. 19), pii demZ nepusobi
¢ —  ZAdné tfeni. V intervalu —a < z< ajene-
konedén® Gzka §térbina, jeZ rozdéluje obé polo-
roviny. Na obé poloroviny pisobi od §térbiny
stejné roztahujici sily intensity %, stejnomérné
Obr. 19. rozlozené podél hranice $térbiny. Koneéné
budeme predpoklidat, Ze se napéti rovnaji
v nekonednu nule. Mdme uréit pole napéti v obou polorovinich.
Ozna¢me o, o}, 75, Dapéti, ul, u} posunuti v horni poloroving, 1, a u,
jeji Laméovy konstanty. Polozme déle
_ A+ 3
! A+ u
Tytéz velidiny vztahujici se k dolni polorovjné opatiime indexem 2.
Budeme také oznadovat @,(z), v,(2) resp. @,(z), ¥.(2) Goursatovy funkce
pro horni resp. dolnf polorovinu. VySetfeme krajové podminky nasf
flohy.
Predevsim podél celé osy y = 0

X

T, = 7o, = 0. (1)

Skuteéné, v intervalech [z| > a, kde se poloroviny dotykajf, neni
tfeni a nejsou tedy tedna napéti; v intervalu [z < a pusobi pouze nor-
maln{ sily a teénid napéti opét neexistuji. Dile v intervalu |z] < &
podle predpokladu pilisobi normilni roztahujici sily intensity 2. To
diva tyto podminky:

ol="h, =h y=0, |z| <a. (2)
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Koneéné v intervalech, kde se dotykaji pruznd prostfedi, musi byt
vertikaln{ normalni napéti i vertikdlni{ posunuti stejnd pro obé pro-
stfedi. To vede na posledn{ skupinu podminek: '

o, =05, y=0, |x| > a; (3)

uy, =ul, y =0, |z| > a. (4)

Resice nadi tlohu, nahradime krajové podminky (3) a (4) témito
‘podminkami:
uy=0,ul=0y=0, || >a. (5)

Podminka (4) pfi tom zfejmé neni porusena. Pokud se tyde podminky
(3), pfesvédéime se na konec o tom, Ze bude také vyplnéna.

Zavedeni podminek (5) misto (3) a (4) ndm umoziluje oddélend uva-
Zovat horni a dolnf polorovinu. Tak pro horni polorovinu mame nasle-
dujici krajové podminky:

Ty =0, y = 0; (6)
o =h y=0, |z] < a; (7)
u, =0,y=0, 2| >a. (8)

Tytéz podminky plati i pro dolni polorovinu. Budeme proto v dal$im
vynechivat indexy 1 a 2.

Obratme se ke Goursatovym funkeim ¢(z) a y(z). Podle vzorcd (8)
a (9), § 40 na pFimce y = 0
9(2) +29'() + yle) = i [(X, +i¥,) ds. (9)
Podle znimych vzorci
Xv = 04 COS(’V, x) + Tzy COS(‘V, ?/),
Y, = 7 cos(v, ) + o, cos(v, y),
kde v je vngjsi normila k hranjci. UvaZujeme horni polorovinu,
a proto » je orientovina smérem zipornych y, takze cos(r, x) = 0,
cos(v, y¥) = — 1. Vezmeme-li nyni v ivahu podminku (6), dostaneme
X, =0, Y,= —og,. Dile ds = dx. Dosadime-li toto do (9), dosta-
neme:

<P(Z)+Z<P'—(Z)+'PTZ)=fﬂvd% y=20.
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Av8ak proy = 0, z = x = z a posledni rovnici jsme opravnéni upravit
na tvar

9(2) +2¢'(2) + y(e) = [o,dz, y = 0. (10)
Oznadme
2¢'(2) + y(z) = 9(2). . (11)
Funkece #(z) je reguldrni v horn{ poloroviné. Z.(10) plyne
9(z) + () = [o,dz, y = 0. (12)

Prava strana posledni rovnice je velidina realnd. Odtud plyne, Ze i leva
strana je realna, t. j.

Im{p(z)} = Im{#()}, y = 0.

AvSak potom se harmonické funkce Im{p(2)} a Im{#(2)}, jez se rovnaji
na hranici poloroviny, rovnajf sobé vSude, a tedy sé mohou analytické
funkece @(z) a 9(z) lifit pouze o redlnou konstantu. Avsak ¢(z) je urdena
aZ na aditivni konstantu, a proto jsme opravnéni polozit

p(2) = 9(2).
Dosadime-li toto do (12) a derivujeme-li vzhledem k z, dostaneme:
Re{¢'(2)} = 49, y = 0. (13)
Uzijeme-li podminky (7), mime:
Re{¢'(2)} = %h, y =0, 2] < a. (14)

Zabyvejme se podminkou (8). Podle vzorce (4), § 40

2u(ug + tuy) = % @(z) — 2z 9'(2z) —p(2).
Polozme v tomto vzoreiy = 0. Potom z =z a
2u(us + uy) = % @(z) — @(2).
Oddélime-li imagindrni ¢isti a uZijeme-li podminky (8), dostaneme
: Im{p(z)} =0, y =0, [z[ > a.
Derivujeme-li tuto rovnici podle z, dostaneme:
Im{p'(z)} =0, y =0, [z] > a. (15)
Podminky (14) a (15) ukazuji, Ze funkce ¢'(z) je feSeni Hilbertova.

problému.
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Polozme @(z) = % ‘(z). Podminky (14) a (15) se pievadéji na tyto
podminky:
' Re{®D(2)} = 0, y=0, [z| > a,

(16)
Im{P(2)} = — 4k, y = 0, 2| < a.

V naSem piipadé je pouze jeden interval y,{—a, a). Déle w(t) = 0,
f¥(t) = — 3k, a tedy B(t) = — }h + C]. Velidinu — 3k + C; oznadme
B. Ze vzorce (10), § 67 nym uréime:

]/az — 52
L=

Vypoétéme integril v (17). Ponékud jej zjednodusime, nasobime-li
a délime-li jej ¢; tim jej pfevedeme na tvar

B Je—a?
n]/tz—a2f §—1t dé-

—a

proy =0, [{| <a

Re{®(t)} — (17)

:fz]/a2 —

Zvolme tu vétev odmocniny, pro ni# v nekoneénu plati rozvoj
s — a2 — = a'_Z
lz a z % + ...
Vy$et¥me integril typu Cauchyho:
2 __ 2
VC_“ ac.

Z(z)=2—m- F—2
¢

Hranice C je zobrazena na obr. 19; bod z lezi vné C. Pfipoétéme a ode-
Gtéme { v Citateli integrandu. Pak dostaneme

— f“z—az—c C+—f—dC
71

Ciz je regulaeni
uvnit¥ C. Dile funkee |22 — a2 — ¢ je regularni vné C a rovna nule
v nekoneénu. Prvy integril je tedy integrdl Cauchyho, a tedy

1(z) = |22 —a? — 2.

Druby integrél se rovnd nule, protoe funkce
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Hranice C' je ekvivalentni s dvakrit probdhnutym intervalem
{—a, a). Na horni a dolni strané intervalu mé odmocnina rizng zna-
ménka, takZe a

1 2 __ aZ

\ 7e & —z .
—a

Odtud . \
2 (VE=,, 15—
m'f F 2 d£__],z —a%—2z.

Podle véty o limitnich hodnotich integralu tyi)u Cauchyho
1 [ e—a? 1 ‘
Efﬁd& —'E‘ [X1(t) + xe(t)] = —1.

Dosadime-li toto do (17), dostaneme:
proy=0alf|<a

Re(®(1)) — Bti 4

o Vtz —a? + Vtz —a
Dokaime, Ze A = 0. Polozme ¢'(z) = p + ig; potom @P(z) =
= q — t¢p. Podle vzorce (5), § 40
P = }(o; + Uv)-
V naSem piipadé se zfejmé o, a o, sobé rovnaji v bodech soumérné
poloZenych vzhledem k ose y. Odtud plyne, Ze

(18)

p(@, y) = p(— =, 9),
t. j. p(z, y) je sudé funkece z. Aviak potom

o __ %
ox oy
je také sud4 funkee z a funkce

@ 0 = [ 22dx+q0,0

a

je bud licha, nebo se od ].iché li3i pouze konstantou. Podle vzorce (18)
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a(t,0) = Re(d(t)} — —

Bti A
, ] < a.
Vtz — & + Vtz a2 14
Bt A
q(_ A 0) = Vtz p + -Vtz —
Soucet 24
q(t, 0) + ¢(—¢, 0) = V?ﬁ

Odtud

muZe byt konstanta pouze pro 4 = 0.

Tedy Bii
Re{D(t)} = ———=
(@0} = — ==
Pripometime, %e Re{®(t)} = 0 pro [¢{| > a a y = 0. Re{D(!)} je tedy
uréena na celé redlné ose.
Podle vzoret (1) a (2), § 67

,y=0, [t| <a. ’ (19)

£dé -
D(z) = ——-f Ve —a + ¢, (20)

—a*(&—2)

kde C’ je redlna konstanta. Abychom vypoéetli mtegra,l (20), vySetime

integral rdr
27!@[1/52—«12 (t—2)"

kde C je hranice zobrazend na obr. 19 (str. 300). Funkce

Je
—a?

-regularni vné C' a rovna jedné v nekoneénu; podle znimé vlastnosti
Cauchyho integralu 2 '
° sz —a?
Nahradme hranijci C hranici ekvivalentnf, sestdvajici z dvakrat pro-
béhnutého intervalu {(— a, a). UvaZujeme-li obdobné jako p¥i vypoctu
integralu (17), zjistime, Ze

£dé¢ _i( =z
fvy—af—w"i@f—ﬁ )
ai(z):T'(W—zTaz—l)juo'i.
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Nyni , : z
Zbyva urdit konstanty B a C'. Podle predpokladw napéti v nekonedénu
se rovnaji nule. Odtud

(02 + 0)i_w = 4Re{g/(c0)} = — 4C" = 0

a ' = 0. Abychom uréili B, obratme se k podmince (14). V intervalu
{(—a, a> je odmocnina sz — a? imaginarni, a proto

)

proy=0,—a<z<a
Re{¢'(z)} = — B,
coz v disledku podminky (14) diva B = — 1h. Definitivné
’ h d p

Dostali jsme FeSeni pro horni polorovinu, vyhovujief krajovym
podminkam (1), (2) a (5). Re$ime-li nasi tlohu pro dolni polorovinu,
dojdeme k témuz feseni (21), takZe p,(z) = @,(2). Zbyva presvédiit se,
Ze naSe feSeni vyhovuje podmince (3). AvSak to pfimo plyne ze vzorce
(13), v dasledku néhoz

proy=0 o = 2Re(g}(z)} = 2Re(g}(2)} = o.
Nase uloha je nyni Gplné feSena.

§ 69. Uloha o styku dvou pruzZnych polorovin (obecny p¥ipad). Pied-
pokladejme nyni, Ze na spoleéné hranici dvou pruznych polorovin je
nékolik §térbin (a,, b,), <a,, b5, ..., {a,, b,>. Ponechdme predpoklad
§ 68 o tom, Ze na hranici neplisob{ tfeni, a pfedpokliddejme, Ze na kraje
§térbin ptsobi normalni napéti intensity p,(x) v horni poloroving
a Py(x) v dolni. Dojdeme k ndsledujici skupiné krajovych podminek:

na celé ose x

T, =0, 12, =0, (1)
na Stérbinach -
a;} = pi(x), Uﬁ = p,(x), (2)

na ose z vné §térbin .
o, = o3, U, = U (3)
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Jako v § 68 zjistime, Ze v disledku rovnic (1)

?u(2) = 2 @(2) + Wlz), k= 1,2

a -
Re{py(2)} = 45, y =0, k=1, 2.

Rovnice (2) a prvéd z rovnic (3) divaji tyto podminky pro ¢|(z) a-
Py(2):

na §térbindch p

: : Re{gi(z)} = (@), (4)
na ose x vné §térbin . .
Re{¢)(2)} = Re{p(x)}. T (5p
VySetfujme druhou z podminek (3). Obdobnymi ivahami jako v § 68 jiu
pfevedeme na tvar .

O Im{g,(x)} = C, Im{p,(x)},
kde
C, = _"_"_4__1, E=1,2.
. 2

Derivujeme-li tuto rovnici vzhledem k z, dostaneme krajovou pod-
minku, nutnou k uréeni funkef ¢ (z):

na ose z vné $térbin

C, Im{‘P;(z)} = O, Im{‘l’;(x)} - (6)

Oznaéme ‘ 7o) = 7208). ‘

Funkce @,(2) je reguldrni v hornf poloroving; jeji derivace se rovna
nule v nekoneénu. Viimnéme si, Ze na ose x

‘Re{@(2)} = Re{gs(v)}, Im{ps(v)} = — Im{gy(x)}.

Uvazujme funkei () = C17)(2) + Cs Pi2).

Tato je reguldrni v hornf poloroving a vyhovuje na ose x témto pod-
minkam:®

na Stérbinach Re{w(z)} = 3(Cp4(z) + C.p4()), ()
vnd $térbin Im{w(x)} = 0. (8)

f
Prva z nich plyne ze (4) a druha z (6). Uréeni w(z) je tedy
pfevedeno na Hilbertiv problém, jehoZ FeSeni je uvedeno v § 67. Kdyz
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jsme uréili w(z), najdeme ze vzorcu (5) a (7), Ze vné térbin na ose x

Re{p;(z)} = Re{p,(z)} = %.

Nyni jsou reilné &asti funkef ¢,(z) a py(2) zndmy na celé ose x a tyto
funkce jsou uréeny vzorcem (2), § 67.

V)’rraz\ pro w(z) obsahuje n libovolnych konstant, jez se vyskytuji
také ve @,(x) a py(x). Tyto konstanty lze uréit na zakladé nasledujicich
uvah. -

Podminku (8) jsme dostali z (6), kterou jsme opét dostali derivova-
nim podle z podminky (3) 1 o

Uy = Uy.

Odtud plyne, Ze sestrojené reSeni nebude vyhovovat oné podmince,
nybrz této:

vné Stérbin 1 2
oul _ ous
ox ox

watse v . Y4
¢ili, coz je totéz,
vné $térbin u, = u? + konst.,

pii éem#% konstanty v posledni rovnici budou obecné riizné v riaznych

intervalech osy x vné Stérbin. Aby nami sestrojené feSeni vyhovovalo

viem krajovym podminkim, musi se uvedené konstanty rovnat nule.

Tato podminka stadi k uréeni libovolnych konstant vyskytujicich se
v w(z).

Obdobné se fe§{ problém styku dvou pruZnych anisotropnich polo-
rovin.

§ 70. Tlak tuhého razniku na pruznou polo-

y rovinu. Predstavme si tuhy raznik libovolného

L / tvaru, vtladeny v pruznou polorovinu (obr. 20).

2 =t Chceme ur¢it napéti zptisobena tlakem razniku.
\\‘—/ Utitime tyto predpoklady:

a) V intervalech hranice x >a a z < —a
nejsou Zadna napéti.

Obr. 20.

-b) Na raznik plisobi sily normélni k hranici. Odtud plyne, %e pod
raznikem nevzniki Zadné tieni.
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Uvedené predpoklady dovoluji formulovat krajové podminky tlohy:
1. 7,,= 0 pro y = 0, ' (1)
2.9, =0proy=0a jz| >a. (2)
3. Protoze je tvar razniku znamy, lze vertikdlnf posunuti bodu polo-
roviny pod raznfkem povaZovat za znimi aZ na libovolnou aditivn{
konstantu, zavisici na hloubce vniknuti raznfku. Tedy
u, = f(z) + konst. pro y = 0, |z| < g, (3)
kde f(z) je dana funkce.

Obdobné jako v § 68 dovoluje podminka (1) uréit toto (p(z) a p(2)
jsou Goursatovy funkce):

29'(2) + v(2) = p(2), ' ()
Re{‘nv,(z)} = %0’1/ pro y = Os (5)
2uu(tty + i) = % pl2) — P(2). (6)

V diisledku (4) se uloha prevadi pouze na urdeni funkce g(z); relace
(5) a (6) plevadéji tuto posledni lohu na Hilbertiv problém.
Oznaéme
P(2) = p1+ 4491, ¢'(2) = p + 1g.
Podminky (2) a (5) davaji:
p=0pro y=0a |z| > a. (7)

\ \
Oddélime-li v (6) imaginidrni éasti a uZijeme-li podminky (3), dosta-
neme:
2

I o
7= _Hf(x) + konst. pro y =0 a |:§| < a.
Derivujme tuto rovnici podle x a vSimnéme si, Ze % = ¢q. Potom.
dostaneme:
2u_ 4 _
Q—x+1f(x)PT0y—Oa|x|<a. (8)

Dodli jsme opét k Hilbertovu problému. Ten lze Fesit uitim methody
§ 67. Zvolime jinou anethodu, jeZz nas zprosti nutnosti vypoditat né-
které konstanty.
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Predpokliddéme-li, Ze ¢(z) je omezend v poloroving, muzeme ji vy-
jadfit pomoci Schwarzova integralu®

_ 1 [p60) 14 &

plz) = 7y E—2z 14 &£

—_w

dé + iC.

Derivujme tuto rovnici a potom integrujme per partes. Vezmeme-li

¥ ivahu, Ze op 1(‘2 9 _ p(&, y), dostaneme
) 0
g'(z) = —— f 55 ) ag.
‘Oznacéme pro strucénost p(&, 0) = p(&). UzZijeme-li podminky (7), nalez-

neme:
a

0=~ [ 25 (9)

—a
I
Necht nyni z — ¢, kde ¢ je bod intervalu (— a, a) redlné osy. ProtoZe

2 lezi v dolni poloroving, je
a

v =20 — 5 [H25

N, -—a

Oddélme imagindrn{ ¢asti. V disledku podminky (8) mame:

a

L a2
= [ES =750 (10)

—a

To je singuldrni rovnice, jejiz Yefeni lze uréit methodou § 26; dosadi-
me-li nae oznaceni do vzorce (28), § 26, dostaneme:

o m f r&VF—¢ 4
o) = — oA =t (D)

1 Schwarzova jadra pro horni a dolni polorovinu se lidi znaménkem.
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Konstantu A4 lze uréit, jestlize je zndm hlavn{ vektor P sil plisobicich
na raznik. Vskutku

P= fa o,(t,0)dt =2 fap(t) dt.

Oznaéfme-li pro struénost prvy &len v (11) py(f), mame ziejmé

1P = [ po(t) At + =4,

odkud

a

P 1
—a
V8imnéme si specidlniho pfipadu rovinného razniku. 'V tom p#ipadé

f(x) = konst. a P
2z)a® — 2

Tento vzorec udava rozdéleni normalnich napéti pod raznikem. Dale
a

iy — P d¢
P T f Jar — &6 —2)

—a

plt) = (13)

Abychom vypocetli tento integril, poloZme

1 d¢
w(z)_%fvvm(f_z)’
c

kde C je hranice zobrazend na obr. 19. Funkece ﬁ
a —

je reguldrni

vné C a rovna nule v nekoneénu, a proto
1
l/az Ty
Nahradme hranici C dvakrit probéhnutym intervalem {(— a, ad; tak
dostaneme

w(z) =

1 dé I
;z;f ]/’az —E(E —2) - l/az 2
a tedy 4 ’ P e
P'(z) = —m~ (14)

Ve vzorei (14) je odmocnina na dolni strané tsetky (—a, a) zé,porné,.
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§ 71. PFipad n&kolika raznikd. JestliZe na polorovinu tlaéi nékolik
razniki, fesi se iloha v podstaté stejné jako v piipadé jednoho razniku;

Oznalme (x4, By, {&s, B2, --- , {&n, By intervaly hranice, na néz
pusobi raznik; mnoZinu téchto intervali oznaéme I a mnoZzinu doplii-
kovych intervali hranice M. Oznadme jako diive f(z) vertikalni posu-
nuti pod raznikem v bodé s abscisou «. Veli¢inu f(z) miZeme povaZovat
za danou predem aZ na libovolnou aditivni konstantu, jezZ miize mit
rizné hodnoty na riznych intervalech (o, fi).

Uzijeme-li oznaceni pfedchazejiciho paragrafu, pfevedeme tlohu
o tlaku n&kolika razniki na nasledujici Hilberttv problém:

Re{¢'(t)} = 0 na M,

1
Im{p/()) = 220 /') na I, W
pti cemz o
"y — L P& 1 [ p&)
— o L

Odvozen{ téchto vzorcd je stejné jako v predchdzejicim paragrafu.
Nechame-li v (2) z— ¢, kde ¢ je bod na L, a oddélime-li imaginirn{
¢asti, dojdeme k rovniei

L [ p(§)dé  2u .
;J e f@). (3)

%+ 1
Jeji Feseni lze napsat podle vzorce (8), § 68, zamé&nime-li v tomto vzorei

: 20,
B(t) vyrazem R | 1 @):

nl = — 21 :
nx + 1)V<— 11 T (¢ — s)(Be — )
k=1 :
V(—l)"—lkﬁ (€ — o) (B — &)
: Lf £ i dt +
_|_ ?‘n—l(t) ' . (4)
]/(—D"-lkﬂ (t — 0B —2)
=1
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Koeficienty polynomu @, ,(f) mohou byt uréeny, jestlize zndme hlavni
vektory sil, ptisobicich na kazdy raznik jednotlivé; tyto koeficienty
jsou vyjadifeny hypereliptickymi integraly.

Jestlize jsou razniky rovinné, pak f(r) = konst. (konstanty mohou
byt rtzné na réznych intervalech {x, f>) a f(x) = 0. V tomto pii-
padé
Qr-1(t)

]/(—n"-lﬁ (8 — o) (B — 1),
k=1
Dosadime-li toto do (2), lehce najdeme:
Q) .
/ ’ n
—I/ (=1 ] 2 —ai) (B — 2)
k=1

p(t) = (5)

#'(2) = —

(6)

§ 72. SmiSeny problém theorie pruznosti. Uvazujme n&jakou rovinnou
oblast D, vyplnénou pruZnym prostiedim. Budeme predpokladat, zZe
oblast D je obecnd mnohonasobné souvisld

(obr. 21). Necht jsou na &asti hranice, kterou L
oznac¢ime M, dana posunuti bodili prostfedi

a na dopliikové ¢asti hranice, kterou ozna-

¢éime L, jsou dany sily pusobici na pruiné M

prostfedi. Problém uréit napéti v pruiném

prostiedi za téchto podminek se nazyva smi-

Senym problémem theorie pruZnosti.

V daldim budeme pfedpoklddat, Ze hranice - Obr. 21.
oblasti D je dostatetns hladka. »

Zavedme nésledujici ozna&eni. Hranici oblasti D oznatme C, takze
C =L+ M. Dile, L se skladd z nékolika navzdjem nesouvislych
obloukd, jeZ oznadime y4, y,, ..., ¥,; komplexni soufadnice bodi, odds-
Iujicich tyto oblouky od obloukd M, budeme znadit &y, 5 oty B -}
&,, B,. Slozky vnéjsich sil plisobicich na oblouky L oznalme jako
obvykle X, a Y,; elastickd posunuti u, a u,. V disledku vzorca (4),
(8) a (9), § 40 vyhovuji Goursatovy funkce naseho problému témto
krajovym podminkam:
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na M

% () — L@ (0) —9(0) = 2ulu, + tu,), (1)
na y, . ,
?(0) + Lgid) +9(0) = [(X, +iY,) ds + Oy (2)
Upravme tyto podminky. Uréeme funkece bodu na hranici §(¢) a f(¢)
kladouce 0 na M
8(¢) ={ %+ 1 mna L; (3)
_ [ —if(X,+7,)ds na L, .
ey = { 2u(u, + tu,) na M. (4)

Konstanty, az na které jsou uréeny integrily
(X, +i¥,) ds

na kaidém z obloukdl y;, lze zvolit tak, aby f({) byla spojitd na pf.
v bodech «,. Na konec polozme jesté '

co={ 7Om g
V tomto oznaéeni Ize podminky (1) a (2) napsat takto:
# (L) — 8(2) 9(8) — L ¢'(8) —w(8) = f(¢) + C(2). (6)

Jako obvykle je podstatné uréit funkei ¢({); potom lze urdit w({),
vypocteme-li pomoci (6) jeji hodnoty na hranieci, z nichz se funkce ()
uréi pomoci Cauchyho nebo Schwarzova integralu.

Zabyvejme se uréenim ¢(z); vynasobme obé strany rovnice (6) vy-
razem 1

i T'(z; ¢) do,

kde T'(z; £) je Sehwarzovo jadro oblasti D, a integrujme podél hranice
C. Opakujeme-li Gvahy § 42, dostaneme

i) — g [0 90 T 0 ar—g [t7DTE Dao=
(5 c

1 1
=5 [1ors0a+ ¢ [ow rEn s (7)
C ¢
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‘Rovnici (7) 1ze zjednodué{t. Ptipomenime si identitu (23), §41

—f 2 ) do= 3 F(@)

ktera plati pro kazdou funkei ¥ (2), reguldrni v D. V § 42 jsme zjistili, Ze
¢'(z) je regularni v D, a proto

-—f ) Tz 2) do = 3 97(@).

PoloZzme v této identité z = a. Odecteme-li, dostaneme:
1 (——
Ef‘r'(C) {T(2; &) — T(a; £)} do = 0. (8)
&

Identitu (8) niasobme z a odeé¢téme od (7). TTreti élen nalevo v (7) se
transformuje takto: '

——fc D T 0) do =

=——f {[(c—z (zﬁC)-I-zT(a,i)]%%},dZ‘:

1 f {c—zm )+zT(a,¢)1‘§—‘g}da. (9)

Derivace ¢'(£) je tedy z rovnice (7) vyloudena. Viimnéme si jesté, Ze aZ
na logaritmické séitance je jadro integralu (9) spojité v oblasti D
i s hranici. Jadro integralu (9) budeme znaéit K(z; {).

Vratme se ke druhému élenu nalevo v (7). Podle defmlce a podle
vzoree (27), § 41

L (50190 T £) do= 122 f P(0) T ¢)do =

47 47
¢ L

Ltx 90 4, 1Hx ,
=L [Fa [e0 Pmode o)
L

2m
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Piejdéme k pravé strané rovnice (7) a oznaéme

1 - .
i [10TEDd = Te, oy
c

n Ck n
ﬁ f 00 T do=— > 2% [T ) do= SO Fa) (12
C

Yk

Dale podle definice

kde jsme oznadili ;
1
Fiz) = i T(z; ¢) do.
g’

Vzorce (9) a (12) dovoluji upravit rovniei (7) na tvar

Z’_l+xf¢ t—— [0 P 0do +
L
+ o f K@ 0do=F@) + 5 Py (13)
k=1

Necht nyni z — ¢, kde ¢ je bod na L. UZijeme-li ‘véty o limitnich
hodnotéich integrilt typu Cauchyho, dostaneme singuldrni integralni
rovnici

(x — 1) glt) — ";lfcf)t (5 [ee P do

I
1 - n

+5- f (0 K(t, ) do=2F() + 2 2 CuFylt).  (19)
" =

Prevedme druhy a tfetf integral napravo a tak ziskanou pravou

stranu oznatme @(t). Potom

(x— Do) — 2 fg;(_%dc — &(1). (15)
L

Uvazujice dotasné @(t) jako velié¢inu znimou, miZeme rovnici (15)
fesit. Podle vzorce (8), § 27

316



___x—l -_x—l—l" b —oap \™ 28 —B\™ D)
(t) = 43 o) 4%ni£(t—ﬂk) fn(C—ak) é—tdc+

7 k=1
N Qacyt) Comel (_i).
[T —empme—por 7\
k=1

Podrobme toto FeSeni podmince, aby ¢(¢) byla spojitd v bodech «,.
K tomu je nutné a stadi, aby @,-(¢) = 0, a potom

na L
iy x—1 x—f—l t — o B\™ D(¢
¢lt) = — dx P — dxmi (t—ﬂk) fn(c—cx) C—tdé-
(1

Naznadme struéng dalif postup Feden. Konstanty C,, jeZ byly dosud
libovolné, lze zvolit tak, aby ¢(¢) byla spojitd také v bodech §;. Do-

sadme tyto hodnoty do (13) a (16). Dale v integrélu — _12;% f c¢(C)z ac

nahradme @({) jejim vyjddfenim ze (16). Potom bude jadro uvedeného
integrdiu absolutné integrovatelné. Nechme nyni v (13) z — ¢, kde ¢
tentokrat znadf Hbovolny bod na hranici C. Limitni pfechod lze provést
za integraénim znaménkem v3ech integrald a to nas pfivede k integralni
rovnici tvaru /

xglt) — [K'(5, ) p(0) do — [K"(C, ) 9(Q)do = (), (17)

kde Q(t) je znama funkce. Oddélime-li v této rovnici redlné a imaginarni
&asti, dostaneme soustavu dvou integralnich rovnic Fredholmova typu.
Lze dokézat, Ze tato soustava a s ni i rovnice (17) je Yesitelnd. Refenfm
rovnice (17) uréime hodnoty ¢(f) na hranjci, a potom lze @(z) urdit z je-
jich hraniénich hodnot pomoci Cauchyho integralu.

Regeni smiSeného problému theorie pruZnosti je podrobné vyloZeno
v pracich D. I. Sermana [37h, k]. Podotykime, Ze rovnice (15) je
v [37h] feSena neobydejns sloZitou methodou.

317



§ 73. PFipad oblasti racionalné zobrazené na kruh. Ve shora citovaném
¢lanku [37h] dokazal D. I. Serman nasledujici vétu:

Jestlize oblast D je konformné zobrazena na kruhk pomoci raciondlni
funkce, je smiSeny problém theorie prufnosti pro tuto oblast feSitelnl
v konetném tvaru a to kvadraturams.

Uvahy D. I. Sermana se v mnohém shoduji s Gvahami, jichZ uzil
N. I. Muschelisvili pFi dukaze analogickych vét pro zakladni problémy.
Uvedeme zde tivahy D. 1. Sermana s nékterymi nepodstatnymi zmé-
nami. '

Necht z = w(t) je funkce konformné zobrazujici oblast D na kruh
[t] < 1. Hranice O je pfitom zobrazena na kruZnici |7| = 1, kterou
budeme v dalsim znadit I', a mnoZina obloukt L a M prejde v néjakou
mnozinu obloukd L" a M’, p¥i éemz L' + M’ = I'. Oblouky y, piejdou
v néjaké oblouky y; kruZnice I'. Koncové body obloukt y, oznaéme
«p a Br. Oznadme jests

¢ = (o), p(o(7)) = P(7), p(w(7)) = ¥(7), f(w(o)) = F(o),
 8(a(0)) = 84(0), C(w(0)) = Cs0).

Provedme nyni ve vzorci (6), § 72 transformaci { = w(s). Uvedeny
vzorec nabude tohoto tvaru: '

w(o)

# ®(o) — 8,(c) D(o) — =) @'(0) — P(0) = F(o) + Cy(0). (1)

Podle predpokladu je funkce w(o) racionalni:

kde a(o) a b(c) jsou polynomy. Odtud

b(o) a'(0) — a(o) b'(0) _ ay(o)
b*(0) ~ by(0)’

w'(c) =

kde a,(o) a b,(0) jsou také polynomy. Dile

o’ . . al(o-)
YO =35

Oznaéme @,(c) a b,(c) polynomy, jet dostaneme z polynomi a,(c)
a b,(c) zdmé&nou viech koeficienttd komplexné sdrufenymi.
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Potom a,(0) = @,(9), b,(0) = b,(3).

. - 1
Protoze viak |o| =1, je o = — 8 proto

_ (1) — - (1
a,(0) = @, (?), b,(c) = b, (7)

Odtud je patrno, Ze w'(s) je raciondlni funkce g; totéZ lze fei o funkei

w(o)

. Tato funkce, protoze je racionalnf, mize byt vyjidiena jako

w (a)
podil dvou polynomii: S .
ole) 5™ _ o)
w'(o) i book = o) (2)
2 %

Vsimnéme si, Ze se polynom 7(c) neanuluje na I'; v opatném piipadsé
by se w'(c) anulovala na I' a zobrazeni by nebylo konformni. AvSak
uvnitt I' miZe mit r(c) nulové body. Jejich pocet oznadme I'. Zrejmé
r<i,. .
Rovnici (1) ndisobme vyrazem
1 7o)

3

kde 7 je bod uvniti I', a integrujme podél I Piipomer;eme-li si definici
funkei d,(c) a C,(c), dostaneme rovnici:

% r(T) ¢(T) _% +1fT(U) ¢(0) dO’——lfg(G) @'(o’) do —

2m c— 7T 21 c—7T
LI
- [,
2m c—T
r
_ 1 F(a)r(o) Gy [ rlo)
2x fa—r do + kglﬁfa—tda' (3)

Vysetime levou stranu v (3). Ze znamé identity
1 fo'do [ T (s20),
2 J o—< 0 (s<0)
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plyne: jestlize to
Afo) = 2 A0,

§=—c

pak 1 (0)
%fa—rd —ZAT

r

Tato poznidmka nim dovoluje jednoduse vypoéitat posledni dva in-
tegraly v (3) nalevo. Necht '

@

D(7) = ): LT, P(1) = D »ed

8= §=1
Potom 1 1—s
0l0) @(0) = 2, osLZO (k + 1) Brrr@rts
l—s
r(0) ¥(o _Z o 2 Fibirs
Nyni je zfejmé, Ze
1 o) D'(o = _
o f%d Z‘fs Z T 1) fr41@sta (4)
r
A l—s
51—. f @) Plo) g, _ > D Vbirs. (5)
7l o—1 S0 4 N
I .

Koeficienty v (4) a (5) ozna¥me 4, resp. B,. Krom& toho zavedme

jesté oznaceni 1 [F(o)r(0)do
2me s—z = M),
Ir
1 r{o) B
2m fa—rda = ()
"

Dosadime-li toto ve do (3), dostaneme:

% (%) q)(z)—"+.1fr(") 20) 4o — M) + S Oy rufz) —
k=1

2w o —
i

l A
— > As1°— 3 Bt (6)
$=0 §=0

1 Klademe tedy ¥(0) = 0. To lze vidy od poéitku predpoklddat.
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V&imnéme si, Ze prava strana rovnice (6) je regularni uvnité I'. Pro
struénost jeSté oznatme jako N(z):

' n l 1,
N(z) = 2{M(v) + 2, Cura(z) — 2 Ay* — 2, Bir'}.

Nechme nyni 7 — g,, kde o, je libovolny bod na I'. UZijeme-li véty
o limitnich hodnotach Cauchyho integralu, dostaneme jako v pfedcha-
zejicim paragrafu singuldrni rovnici

1 g — 0y
I

(2 — 1) (0,) Blog) — ZT1 f r(0) ) 45 _ N(g). (7)

Tato rovnice se v podstaté shoduje s rovnici (15) pfedchazejiciho para-
grafu a jeji feSeni lze napsat podle analogie se vzorcem (16), § 72:

na L/ (00) Blow) = —* L+ N(ag) —

x4 T — Ox o — B\™ N(o)
: 4rmi1—[( ﬂk) fH(cr——ock a——aoda' ()
Vzorec (8) upravime. Podle véty o limitnich hodnotich integralu
Cauchyho typu mame:

U—ﬂk N(O’ 1 .= Go_ﬂ;c m
ZT”.[H( “k) o—aoda=_7n(m) N(oo) +

b [T(E=20) 55)

Dosadime-li toto do (8), dostaneme:

na I/ r(oy) Plor) = 5 N(p) —
(e + 12t —a)\* 20— B\™ N(o)
—I,I_If,l,,{élnix E(r——ﬁ;) fkljl(o—zxZ) a—rdo}' (9)
3

Funkce na obou stranich rovnice (9) jsou analytické, regularni
uvpit? I' a jsou si rovny na mnoZiné obloukd L’. Na zikladé analytic-
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kého pokratovani miZeme tvrdit, Ze se uvedené funkce rovnaji iden-
ticky uvnitt I 1 .
r(r) D(v) = gN(T) —

x+ 1.2 (t—a\™ 2 [0c—BA™ N(o)
T dmix 1—-[(‘[—[32) f,;l:[l(a—c\’,i G—‘rda' (10)

k=1.
'

Prava strana vzorce (10) obsahuje n -+ I + I, neznamych konstant
C, s, vs. Jestlize budou uréeny, dava vzorec (10) feSeni problému.
Tyto nezndmé lze uréit z téchto podminek:

1. &(7) je spojitd v bodech ;.

2. Uvnitt I se pravd strana v (10) anuluje v tychZ bodech jako
r(t); to je nutné k tomu, aby @(r) byla regularni v I.

3. Taylorovy koeficienty napravo i nalevo se sob& rovnaji.

4. V rovnici (1) pfejdeme k hodnotam komplexné konjugovanym,

vynasobime ji vyrazem -— a integrujeme podél I'. Potom do-

2nio—rt
staneme:
1 [ ol @) %+ f D (o) e
Pir) + 270 fw’(a) a—rdo_l_ 27e a—rdc —#P0) =
r r
1 [ F(o) no do
= —— — 7 3 2
2 fa—rd” kglzni-fo—r' ()
I‘ ’

Y
Dosadme do (11) misto P(z) jeji vyjadieni z (8). Porovname-li Taylo-
rovy koeficienty pfi stejnych mocninich 7 napravo i nalevo, dosta-
neme posledni skupinu podminek. '
Viechny tyto podminky vedou na soustavu linedrnich rovnic, z nichz
uréime hledané konstanty.

§ 74. Problém obtékani oblouku daného tvaru. Uvazujme problém
obtékani dostatedné hladkého, neuzayieného oblouku AB (obr. 22).

Tento problém lze FeSit methodou § 35, aviak tato methoda vede
v pfipadd neuzaviené hranice na integralni rovnici znaéns slozité struk-
tury, jez neni Fredholmova. Budeme proto Fesit problém jinym zpfi-
sobem; ukdZeme totiz, Ze jej lze prevést na jistou singuldrni integralni
rovnici. .
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Na rozdfl od § 35 budeme predpoklddat, Ze rychlost proudu v ne-
koneénu m4 libovolny smér vzhledem k ose z. Necht slozky rychlosti
proudu v nekoneénu jsou U a V. Potom komplexni potencial rychlosti
w(z) = @(x, y) + ¢ y(x, y) vyhovuje v nekoneénu podmince

lim{w’(z) — (U —4V)] = 0. (1)

Budeme pfedpokladat, Ze se oblouk 4B mepo-
hybuje. Potom na ném musi platit rovnice (viz

(3), §35) p=C". @)

N&a§ problém spocéivd v tom, abychom uréili
funkei w(z), analytickou vné oblouku AB a vyho-
vujici podminkam (1) a (2). V takovém tvaru
neni problém tiplné uréen, a proto pripojime jesté
dopliiujief podminku.

Rychlost proudu na celém oblouku 4B, aZ Obr. 22.
snad na bod 4, je koneéna.!
Oznagme w'(z) — (U — i¥) = o(x). (3)

Funkee w(z) je regularni vné AB a rovna nule v nekoneénu. Uréeme
podminku, ji# musi vyhovovat na 4B. Oznadme ¢ komplexni soutad-
nici libovolného bodu C na oblouku 4B a s délku oblouku AC. Z (2)

plyne, Ze na AB % = 0. Dale

e b %)

ds  ox ds | oy ds ds

6znaéme # thel sevieny tetnouk A Bvbodé Caosou z. Potom % =%,
Nyni z poslednich dvou rovnic plyne
Im{w(?) €} = V cos® — U sind. (4)
Funkci w(z) budeme hledat ve tvaru integralu Cauchyho typu to-
hoto tvaru:

) = 5 t—z m) —z

AB AB

.1fT(c)e—i"dc_i T(¢) do 5)

1 Viz [21].
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kde do = [dZ]| a & je tihel.sevieny tetnou k AB v bodé { a osou z
O funkci 7'() budeme predpokladat, Ze je redlnd. Integril v (5) lze.
interpretovat jako soudet elementirnich viri, rozloZzenych podél AB
s hustotou 7T'({). V souhlase s tim nazyva M. A. Lavrentjev funkei T({)
,,virovou funkei®.

Necht bod z konverguje k bodu ¢ na oblouku 4 B. Podle véty o hmlt-
nich hodnotach integralu Cauchyho typu

1 '(§) e~®dL
Znif C—t ’

AB

Dosadime-li tote do (4), dostaneme singuldrni integrdlni rovnmici pro
neznamou 7'

w(t) = :E%T(t) e

1 T()ef?-d .
Im{zni _[T = V cos# — U sind. (6)
4B
Rovnici (6) 1ze pondkud upravit. Oznadéme @ thel, ktery svird vektor
t— (¢ s osou x a r délku tohoto vektoru. Potom ¢ —¢= — re®®,

a tedy

. 1 T(C) el(®—9) . 1 T(C) ei(?~-0) _
AB AB

_1 T({) cos(d —0O) do
2n 7 )
4B
Rovnice (6) nyni nabyva tvaru
lf 1) cos(® —O) do = V cos# — U sind. (69)
21 r

4B
Veli¢ina & —@ je thel, sevieny vektorem t—{ a teénou k 4B
v bod$ ¢. Zavedeme-li thel (r, n) sevieny vektorem ¢ — ¢ a normalou
v bodé C k oblouku AB, mime:
cos(? —O) = sin(r, n).
To dava novy tvar rovnice (6):

1 [LQ)sintrn) 3y eoss — U sind. (62)
27 r
AB
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Rovnice (6) ma nekoneéné mnoho feSeni. Dosazena do rovnice (5)
davaji vSechna w(z) (a tedy i rychlost proudu) koneéné az snad na
body A a B. Podle naseho predpokladu musf byt rychlost v bodé B ko-
neéna. Avsak potom w(z) v bodé B musi byt koneéni; k tomu je nutné,
aby se T({) v tomto bodé anulovala. Vskutku, oznaéme komplexni
soufadnice bodi 4 a B jako « a 8. Dale

1 [Ty — Ty T.(6) ﬂ
w(z) = ﬁf?dé'ﬁ- lg — (7)
B
T,(8) =T({) ™.

Lze dokazat, Ze integral v (7) je spojity pro z — B, jestlize v ném 7T'({)
chipeme jako libovolné FeSeni rovnice (6).! Aviak v takovém pripadé
bude w(z) omezens pro z = f tehdy a jen tehdy, kdyz T,(8) = 0, t. j.
kdyz T(f) = 0. Této podmince také podrobime FeSeni rovnice (6).

Rovnice (6) se v obecném prlpade nefesi v koneéném tvaru; M. A.
Lavrentjev v citovaném ¢&lanku [21] uvddi methodu jejiho pfiblizného
Tedeni. Dole uvedeme piesné feSeni ve dvou nejjednodussich pripadech,
kdy AB je bud tsecka, nebo oblouk kruznice.? .

a) Necht AB je interval (— a, a) realné osy. V tom piipadé 4 =
= § = 0, veli¢iny  a ¢ jsou realné a rovnice (6) se zjednoduSuje:

1T,

Reseni rovnice (8) napifeme podle vzorce (26), § 26:

2V Ve —a? c
; d¢ .
Ttl/tz_—a2_a ¢—t S+Vtz—'a,2 ‘

Integral vyskytujici se v tomto vzorei byl vypodéten v § 68:
2 ___ 2
€ u At =

— . , !
1 Dakaz toho lze najit v élanku M. A. Lavrentjeva [21].

Ve &lanku [22] M. A. Lavrentjev, Ja. I. Sekerz-Zeiikovit a V. M. Sépelev sestro-
juji soustavu singuldrnich rovnice pro problém obtékéni dvou oblouckﬁ a Fesf ji
pomoci zobecnéného Schwarzova algoritmu.
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a tedy ,
ﬂg:%%{%;cr=u4a (9)

V bodé ¢ = a se funkce 7'(¢) musi rovnat nule. Odtud uréfme ¢’ =
= 2aV a

—t

T(t) = —2V a+t (10)
Nyni a
4 —t d
o) =— P17 fl/Z—kzt—tz' (11)

—a

Abychom vypodetli integral v (11), polozme
f a—t n—t dt
271:1, a —{— tt—z2
kde C je hranice na obr. 19. Mame:
]/a —t a—t
a—+t ifr—a

Pti vypoétu T'(¢) jsme zvolili tu hodnotu odmocniny, kterda ma v ne-
koneénu rozvoj

2
g g &
Ve —ar=1t TR

Dosadime-lj toto do pfedchazejici rovnice, nalezneme, ze

. a—1
lim =
t-—+m a’+t

a—t . P < . y
Funkce V je regularni vné C a rovna ¢ v nekoneénu; odtud

a-+t

1 , Ze —
Plyne, z Q(z)=l/a z
a—+ z

Nahradme hranici ¢ dvakrat probéhnutym intervalem {—a, a).

PR v a—z2 , o . . o
Vezmeme-li v Gvahu, Ze ]/T m riznd znaménka na riznych stra-
a+ 2 ,

nach uvedeného intervalu, najdeme:
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_f-l/a—t dt ]/a—z .
a+tt—=z a,—|—z_1“

al .
. a—z
w(z) =1V —V ]/a T (12)
Nakonec v
N T a—z
wEz)y=U—V l/a = (13)
b) Necht nyni 4B je oblouk kruZnice
= 1. Komplexni soufadnice koneii oblou- > 1Y
=1 Komeo i oios e

ku oznaéme & a f. Osu z orientujme rovno-
bézné s rychlosti proudu v nekoneénu, takze  «
V = 0. Z obr. 23 je patrno, %e argt = & +

+ 3w, & tedy t = i®+™) = {ei®. Obdobné z
¢ =ie®. Upravme integral (6) na jednodussf

tvar. Pedevsim ¢i0—0 — % Déle obe. 23
.8
mf 19198}t fromef 12 )
Na druhé strané )
2he { ¢(tcd—c t)} - c(tcd—c t) ”(tzd_c'z)‘

Protoze na kruznici ¢ % e ? dostaneme po jednoduchych vy-
potech 1 e ea

2Re{c<tc—t)} i

Dosadime-li toto do (6), dostaneme rovnici

B
L (71 C—L‘E — 2U sind.

{—t ¢
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Avsak 1 1
2sind = — (¢ —e %) = —(t + —)

a definitivni tvar rovnice bude

[}
L fppittde [, 1
. o [TOsE %= (t+t)U. (14)
Pristupme k Fefeni této rovnice. Vysetfme integral
B
1 d
Fe) = 5 f () = (15)

o

F(2) je zfejmé regularni na celé roving, rozdélené fezem podél oblouku
{&, B>, PFi ¢emiZ

Protoze se jadro

lisi od Cauchyho jadra pouze konstantnim soulinitelem a regulirnim
séitancem, plati pro integral (15), jak lze lehce nahlédnout, tytéz véty
o limitach jako pro integral Cauchyho typu:

8 .

d'—

F =10 + 5 [TOFG T
N (16)

d

F) = =10+ 5 [TOF T
.Dosadime-li toto do (14), dostaneme:

Filt) + Fut) = —2i (t + %) U. .oan

PoloZme

F@E) Ve —a)z — p) = D).
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Funkce @(z) je regularni v roziiznuté roviné s vyjimkou bodu v ne-
koneénu, v némz ma pél prvého fadu. Zvolme tu hodnotu odmocniny,
jejiz rozvoj v nekonedénu za¢ind ¢lenem -+z. Potom lze napsat

Oz) = Az + Byf2),

kde Dy(z) je reguldrnf pro z = oo. Dosadime-li do (17) misto F(z) jeji
vyjadfeni pomoci @(z) a uvédomime-li si, Ze na riznych stranich
oblouku <{«, /) ma odmocnina rtzni znaménka, pfevedeme rovmici
(17) na tvar

Bift) — Dult) = — 2i (t + %)V(t — )t —p) U.

Avsak

Qi(t) = At + (Dm'(t):

D(t) = At + Py, (8).
Odtud '

Bolt) — Boall) = — 2 (t + ) VE—a6— ). (18)

Partikularni feseni této rovnice je:

=——f(c+ ) T—at—Az a9

Vyraz (19) se rovna nule pro z = oo0. O funkei @y(z) miZeme viak pouze
tvrdit, Ze je reguldrni v nekonecnu, a miZe se tedy pro z = oo rovnat
ndjaké konstants. Obecné feSenf rovnice (17) dostaneme, jestliZe k (19)
piipcéteme libovolnou konstantu:

at
=——f(c+ FVT=aE = + o

Abychom vypodetli posledni integral, uvaZujme integral

() =§lrzf(¢ +%)l/(c—a)<c—ﬂ> ——
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Hranice I" je zobrazena na obr. 24; bod zlez{ vné I'. V okoli bodu { = o
lze odmocninu rozvinout v Laurentovu fadu tohoto tvaru:
« + B (x—B)p

st T
Integral ve vyrazu pro 2(z) se rozpada na dva. Prvy z nich vyjadiime
ve tvaru

Ve—at—8) =¢—

1
Zm,

{dc—a C—f—o+

N\

_|_(a'-|-2f3)é_i'_(oc;/3)2} dg L

{—z2

) (x +8) ¢ '"(x—pP\dL
T o zm (Cz_ 2 T8 )?
r

Ve druhém ini:egré,lu je integrand reguldrni uvnitf I" a integral se
rovna nule. Prvy integral je pak integrél Cauchyho. Tedy

— fcb(c—a E—h s =2Ve—oe—h —=+
G + Bz cx;ﬂﬁ
Vnekoneénu je funkce ](C_C)_C)ﬂ reguldrniamd tam residuum — 1.

V koneéné vzdalenosti vné I" ma pély v bodech { = 0a { = z s residui
/ rxﬂ l/z—_————

)(z — B). Viimneme-li si, Ze I"je probfhana ve sméru

hodmovych rucicek a uzijeme-]i véty o residuich, najdeme:

2mfc TRy = Ve =26 — B —

Seétenim dostaneme:

szﬂ L

Q(Z)=(z+—i—)V(—z——z3‘)(Tﬂj—zz+ (o +2‘8)z + (“;ﬂ)z—l—

Vi
z
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Hranici I' 1ze nahradit dvakrat prob8hnutym obloukem {«, 8>. To da
. Wy—5
o) = —i[s + 5| VE—E =P +
+4ﬁ_&%ﬁﬁ—giﬁ+l hﬂ+a (20)

ted
ne ma=—wk+ ﬂu—wz—m+

+i(zz_a+l3—2zAz_(oc—ﬂ)2+1+y°;_ﬂ)+0_ (1)

2 ’ 8
‘Odtud
: 1 i x4+ f—2id
F(z) = — — _ 2 __ 2 —
© %“')+ru—wu—mk 2
(x — B)? Vw) c
——— 1+ o 22
Ve —a)z—p) #2)

Nyni ze vzoreid (16) plyne
T(t) = §[Fi(t) — F(t)] =

= s [tz_wt_(“—ﬂ)z+1_0'+
Ve —a)t —p) _ 2 8
+%ﬂ;0=_m. 23)
Konstanta C’ je uréena podminkou 7'(8) = 0 a konstanta A rovnici
i
1 o A
4=— 2?@ ()5
Nyni s
o1 [T e ?dg
Wi =g [ R Mj}5_4 (24)

o

Integril (24) lehko vypoéteme, vyjdeme-li z integralu typu Cauchyho

2mf€_.’§—z

kde I je hranice na obr. 24. Nebudeme uvadét defm1t1vn1 vy]adrem
w(z) pro jeho tézkopadnost.
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