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PREDMLUVA.

v

Pocet pravdépodobnosti vznikl z tivah o pokusech, ve kte-
rych ndhoda rozhoduje o tom, zdaFi-li se pokus ¢i nezdari,
Pokus miize vésti k riiznym vysledkim; predpokldddme, Ze
jejich pocet je komecny. Srovndvdme pak pocet téch vy-
sledka, které vedou k danému zjevu, s ithrenym poctem vsech
vysledkii, ke kterym pokus miiZe vésti; pomér obou cisel méri
pravdépodobnost, Ze pokus se zdari. PFikladem je hra kostkou;
hodime-li kostku, je pravdépodobnost, Ze vyjde urcité cislo,
na pr. ¢étyri, rovna jedné Sestiné.

Od iuloh, kde vypocéet pravdépodobnosti zaklddd se na
tvahdch kombinatorickych, lisi se ilohy o geometrickych cili
spojitych pravdépodobnostech, kde pFichdzeji v tivahu nespo-
cetnd mnoZstvi pripadii. Nejstarsim prFikladem je Buffonova
iloha o jehle: na vodorovné roviné jsou narysovdny ekvidi-
stantni rovnobézZky; vypocisti pravdépodobnost, Ze jehla
vrZend na rovinu dopadne tak, Ze protne jednu rovnobéZku.
Proti pojmu geometrické pravdépodobnosti, jenZ je tak diile-
Zity pro fysiku (na pr. v kinetické teorii plynii), byly cinény
rizné ndmitky. Dnes vSak maji vyznam takika jen historicky,
nebof v poslednich desitiletich a to hlavné zdsluhou Borelovou
byl kriticky objasnén pojem geometrické pravdépodobnosti
i jeho vztah k aplikacim fysikdlnim.

Tato kniZka md dvoji ticel. PFednié poddivd zdkladni véty
o geometrickvch pravdépodobriostech a zabyvd se iulohami
zajimavymi se stanoviska ryze geometrického; zvld$tni kapi-
fola je vénovdna tivahdm o pokusech, kterymi lze pFiblizné
potvrditi teoretické formule pro pravdépodobnosti. Clendri,



kteFi se zajimaji o tento obor, naleznou miioho dalSich zaji-
mavych 1iloh v Czuberové knize o geometrickych pravdé-
podobnostech, kterou na nékolika mistech cifuji. Za druhé
snazil jsem se uziti Poincaréovy »metody libovolnych funkci«
k FeSeni nékterych specidlnich tiloh. Myslim, Ze neni dosud
zndmo, Ze tato metoda dosahuje mnohem ddle, neZ se dd na
prvni pohled odhadnouti podle téch nékolika jednoduchych
problémii, jez Poincaré piivodné rozfesil. VSude tam, kde se
jednd o spojity pohyb, miizeme, pfFihliZejice k tomu, jak ko-
necnd poloha zdvisi na poédtecnich podminkdch, vypocitati
pravdépodobnost za predpokladii zcela obecného rdazu. Preji si
upozorniti touto kniZkou nase matematiky na zvldstni a novy
zpiisob, kterym Poincaré osvétlil obtizné pojmy pravdépodob-
nosti a ndhody. ;

V prvni kapitole shrnul jsem struéné zdsady poétu pravdé-
podobnosti. Ctendri, ktefi se zajimaji o tento obor, mohou uziti
spifﬁ, jichZ seznam uvddim pred zacédtkem prvni kapitoly.

Srdecéné diky vzddvdm pdnim dru O. Boriivkovi a dru
J. Kauckému, asistentiim prirodovédecké fakulty Masarykovy
university za to, Ze mné pomdhali pFi c¢teni korektur a Jednoté
ceskoslovenskych matematikii a fysikii za to, Ze spis vydala
svym ndkladem.

V Brné, v listopadu 1925.
BOHUSLAV HOSTINSKY.
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I. Obecné zisady poctu pravdépodobnosti.

1. Definice pravdépodobnosti. — Kostku, jejiZz stény jsou
oznadeny ¢isly od 1 do 6,'hodime z vét§i vzdalenosti na vodo-
rovnou rovinu a pozorujeme, které &islo padne.

Pted jednotlivym hodem nemiiZeme pfedvidati, které
¢islo v tom hodu vyide. Qpakujeme-li v8ak pokus mnohokrit,
objevi se v celkovém vysledku uritd pravidelnost. Hodime-li
kostkou na p¥. 6000krat, shledame, Ze pFibliZné 1000krat
padne Cislo 1, pFfiblizné 1000krat Cislo 2 atd., ovSem za pfed-
pokladu, Ze kostka je pFesné pracovdna a Ze je homogenni.
Kdyby dfevéna kostka méla pobliZ jedné stény kovovou
vloZku, padala by na tuto sténu castéji a zminéna prav1delnost
by se tim porusila.

PovaZujeme pravidelnost, jevici se ve statistice velké
fady pokusii (v na§em pfipadé: hazime-li kostkou, vyjde urgité
Cislo pfiblizn& tolikrat, kolik obniSi Sestina z celkového poctu
pokusti), za diisledek urdité pravidelnosti v podminkach pokusu
(kostka je pravidelna, takZe Zidna jeji sténa nema vyznac-
nych vlastnosti, ani pokud se tyfe vztahii ryze geometric-
kych, ani pokud se tyCe rozdéleni hmoty).

Miru pravdépodobnosti pl‘isoudime pak néjakému zievu

nastat| ]dk()ZtO vysledky zamysleneho pokusu, a m pocet
viech t&€ch mezi nimi, které vedou k oCekavanému ZJeVI.l (»pti-

pady pFiznivé<), Je pravdépodobnost p Zjevil uifcéna vzorcem
m
mo 1
p= 5. (1)

Pravdépodobnost zjevu vypoéteme, délime-li pocet pii-
padii pFiznivych poctem vsech pFipadii moZnych.



Reseni kazdé iilohy o pravdépodobnosti, . pokud pocet
v§ech mozZnych pfipadia je koneény, pfedpoklida tedy, Ze

1. ustanovime, které pfipady povaZujeme za moZné a Ze

2. spocitame vSechny pfipady pfiznivé.

Hodime-li jednou kostkou, je pravdépodobnost p, Ze vyjde

2 w2

urc¢ité &islo (na pf. jedna), rovna- Ve, nebot n—=6 m=1.

Hodime-li dvéma kostkami, je pravdépodobr.ost p, Ze
vyjde soucet osni, rovna /s, nebot n = 36,"m = 5. Pocet viech
mozZnych pfipadii (= 36), odliSujeme zde od po¢tu viech moz-
nych soucti (= 11), ktervch 1ze dvéma kostkami dociliti.
Pravdépodobnosti rizaych souétfi nejsou stejné.

Krajni pfipady pravdépodobnosti jsou: nemoZnost (m =0,
tedy p=20) a jistota (m=n, tedy p=1). Vidy plati, Ze

0<p<l

Pravdépodobnost ¢, Ze uvaZovany zjev nenastane, jest

v g==—="1—p. ~

Shora uvedena definice (1) pravdépodobnosti pfihliZi jen
k jedné strince nahodnych zjeviy totiZ k podminkam pokusu
(v pfipadé kostky: je dano, Ze pol‘(‘us musi miti jeden ze Sesti
moZnych vysledkit a Ze jen jeden z nich je pfiznivy oéekéva-
nému zjevu); proto nazyvd se nékdy pravdépodobnost takto
definovand pravdépodobnosti a priori na rozdil od tak zv.
pravdépodobnosti a posteriori, kterdZto je dina druhou
strankou ndaliodnych zjevil, totiZ pravidelnosti jevici se ve sta-
tistice veliké fady pokusil.

2. Pravdépodobnost tihrnnd. — BudiZ n pocet viech viibec
mozZnych pfipadh, které mohou nastati jakoZto vysledek da-
ného pokusu. Rozdé&lme pak pfipady, ieZ jsou danému zjevu
pfiznivy, v k£ skupin: v prvni skupiné bude mi pf¥ipadid, ve
druhé m: ptipadii... v k-té m, piipadn; polet vSech pfipadi
pFiznivych jest =,y ik

Pravdépodobnost, Ze pokus povede k pfipadu obsaZenému
v prvé skupinég, jest

— M
=
pravdépodobnost, Ze pokus povede k pfipadu obsaZenému ve
druhé skupinég, jest m
3
P:= T, atd.
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Pravdépodobnost, Ze zjev viibec nastane, je
m __ m+m+...+mk
e ——— e 1]

n n .
aneb p=pi+p+...+pm. )]
p nazyvi se pravdépodobnosti iihrnnoun a2 mame vétu: Jsou-li
PP, .- Pr pravdépodobnosti zjevit navzdjem se vylucujicich,

takzZe jen jeden z nich se miuzZe v daném pokuse uskutecniti,
jest pravdépodobnost, Ze jeden z nich se uskuatecni, rovna
souctu pr+ p:+ ...+ pr .

3. Pravdépodobnost sloZerd. — a) BudiZ m poCet vSech pfi-
padi, které viibec mohou sc vyskytnouti jakoZto vysledky da-
ného pokusu, m: pak pocet téch, které jsou uvaZovanému zjevu
ay pfiznivy. Pravdépodobnost m, Ze zjev nastane, je ddana

vzorcem m,
Phh=—.
mn

Oznalme pisineny mes, n: a p: obdobné wveliCiny pfi né-
jakém pokuse, jenZ se kond za jinych pcdminek a jenZz miZe
vésti ke zjevu «e. Pravdépodobnost, Ze nastane zjev @, jest

_m,.
p= N

Pfedpokldadejme, Ze mezi obéma zjevy neni Zadné pfi-
¢inné souvislosti. PoloZme si otdzku: Jak vel'ka jest pravdé-
podobnost p, Ze pokus prvniho druhu bude pfizniv zjevu ar-
a Ze zarovein pokus druliého druhu bude pfizniv,zjevu a=?
Pocet vSech moZnych pfipadd jest min:, nebof kaidy z m
mozZnych vysledki, které miiZe dati pokus prvého druhu, da se
kombinovati s kazdym z ne pfipadn, jeZ se mohou vyskytnouti
pfi pokuse druhého druhu. Pocet pfiznivych pripadi jest mime
z podobného diavodu, Je tedy

_ min,,
p= n n,
&ili P = Py Ds. 3

Pravdépodobnest p uréena vzorcem (1) nazyvd se slo-
Zenou; uZivajice tohoto nazvu, vyjaddiime vzorec vétou: Je-li
p1 pravdépodobnost néjakého zjevu a pe pravdépodobnost
zjevu jincha, ktery jest-na prvém nezdvisly, jest p1 p: pravde-
podobnost, Ze nastanou oba zjevy.

b) Rovnice (3) d4 se zobecniti takto: je-li ddno £ zjevd,
mezi nimiZ neni pficinné souvislosti, a jsou-li pravdépodobnosti
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téch zjevit ps, pz2...px, jest pravdépodobnost p, Ze viech k
zjevit vyskytne se pospolu, ddna vzorcem

P=p1Pe...Dk . 3)

4. Matematickd nudéje a stfedni hodnota. — BudiZ x: hod-
nota, které nabude proménnd veli¢ina x, zdafi-li se urdity po-
kus; a budiZ p pravdépodobnost, Ze pokus ten se zdafi. Je-li
N veliké ¢&islo, bude v Ffadé N_pokusti pfiblizné Np zdafilych;
soucet vSech hodnot veliCiny x, jeZ odpovidaji zdafilym poku-
sum, je tedy pfiblizné NMpxi. Z toho pFipadd na jediny pokus
primé&rna (stfedni) hodnota px:;, kterou nazyvame matema-
tickon nadéji vcli¢iny x pro jeden pokus; Npx: je pak mate-
maticka nadéje pro N pokusi.

Pfedpoklddejme nyni obecnéji, Ze proménna veliina x
nabyva jedné z n hodnot

Xyy Xay o o o Xn

a ozmacme pFislusSné pravdépodobnosti, se kterymi té neb oné
hodnoty miZe nabyt', pismeny

P1, Pe...Pn;
plati rovnice mtp+... el
a matematickd nadéje velidiny x je dana vzorcem
mxi+pexe~+...+PnXn. @

Matematickd nadéje proménné veliciny X se vypocte, nd-
sobime-li kazdou hodnotu, které x myiZe nabyti, pravdépodob-
nosti, Ze té hodnoty rlabude, a secteme-li vSechny souciny tak
utvorené. ' ' :

Misto nazvu »matematicka nadéje veli€iny x« uZivime téz
nazvii »pravdépodobni hodnota« nebo »stfedni hodnota« veli-
¢iny x. K objasnéni tohoto posledniho nazvu vyjdéme od
vzorce X1+ x4 ...+ xn

X =
n y

kterym se stanovi x jakoZto aritmet'cky stfed n hodnot xi,
X2...Xn Poditajice takto stfed, pfisuzujeme viem veliCinam
Xx stejnou vahu. Kdybychom vsak z jakychkoli divodi pfisou-
dili kazdé veli¢iné xx jinou vdhu Sk, byla by stfedni hodnota &

definovina vzorcem
- __ slx‘+SQX9+. «» S0 Xn .

S;+s.+...+sn
Pro S1==S:=—...=S, pfechazi { v x.,

12



Zavedme do poltu Cisla px (mérna vaham Sk :

Sk
TR R --=pk, k=12,...n);
S;+8+...48n P ( )

patrné jest pr+p+...4+pa=1
a vzorec pro & dd se psati takto:
E=pixy+pexa+... 4+ pPnXn.

Stfedni hodnota & velidiny x neni tedy mic jiného neZ jeji
matemat’ckd nadéje; vihy jednotlivych hodnot X; jsou imérny
prislu§nym pravdépodobnostem.

5. Pravdépodobnost riznych vysledkii v Fadé opakova-
nych pokusti. — BudiZ p pravdépodobnost, Ze urdity zjev se do-
stavi jakoZto vysledek .né&jakého pokusu, 1 —p pak pravdé-
podobnost, Ze zjev ten se nedostavi. Pokus, v némZ nastane
prvni pfipad, nazveme zdaFenym; nastane-li druhy pfipad,
kude pokus nezdafeny.

Koname pokus cclkem n-krit za stejnych podminek a kla-
deme si otdzku: jak velikd je pravddpodobnost Pm, Ze v Fadé
n pokusit bude m zdafenych a n—m nezdafenych?

Ocislujme nejprve vsech n pokusi poradovymi ¢&isly 1,
2,...n a vytknéme urcitych m z téchto Cisel jakoZto pofadovi
Cisla pokusn, které se maji zdafiti; ostatnich n —m Cisel bude
pak ndleZeti pokusiim, které se nemaji zdafiti. Pravdépodob-
nost, Ze zdafené a nczdafené pokusy vyskytnou se pravé
vtomto pfecdepsaném potadi, jest

pm(l —pyr—m,
Aviak v otazce shora poloZené nepfihliZime k pofadi, ve
kterém se zdaFené resp. nezdafené pokusy maji vyskytnouti,
nybrZ jen k tihrnnému jich poctu. Proto musime ndsobiti islo
pravé odvozené poltem permutaci z n prvki s opakovinim
(v kaZzdé permutaci je celkem n prvka, z nich m je stejnych,
zbyvajici prvky pak, v dhrnném podétu n—m, jsou rovnéZ
mezi sebou stejny). Hledand pravdépodobnost jest
n!
Pn= —_ """ _____pm(] —pyn—m,
= (n—m)!p (1—p)

PoloZme si otizku. jak voliti ¢islo m (jsou-li n a p dana),
aby pravdépodobnost Pn méla co nejvétsi hodnotu?

Je-li Pm nejvétsi ¢len v posloupnost! kladnych Cisel

Py, Py, Pz:--‘-P"v

13



jest ‘ .

Pn 1—p m-|l1 Pm—1_1—p m
Pm+1~  p 'n—m>1’ Pm — p 'n—m—|—1<l
a tedy np+p -1 <m<ip-4p.

Hiedané cislo m je tak sevieno do dvou mezi, jichZ roz-
dil=1. Je-li ¢islo n dosti veliké, miZcme vynechati p —1
neto p vedle np, a mame pfiblizné hodnoty

np resp. n(l—p)
pro pocCct zdafenych resp. nczdafenych pokusi za pfed-
pokladu, Ze Pa dosahuje maximalni hodnoty. Ze v§ech vysledkri,
které se mohou vyskytnouti, vykondme-li pokus n krdt*) md
nejvétsi pravdeépodobnost ten, ve kterém pocet podarenych po-
kusti md se k poctu nepodarenych jako p se md ku 1 — p.

6. PFribliznd hodnota pravdépodobnosti Pn. — a) Budiz m
veliké cislo celé. Podle Stirlirgovy formule**) di se m! vy-
jadfiti pfiblizné¢ vyrazem

' V2aemmm+k;

pomér tolioto vyrazu ku m! ma za limitu jednotku, roste-li m-
do nekonecna. * '

Pfedpoklddejme nyni, Ze Cisla n a m, vyskytujici se ve
vzorci pro Py v odst. 5., jsou velmi velika, zavedme do pocétu
tichyvlku I rovnici h=m-—up

a uZijme Stirlingovy formule. Neni-li & vét§i neZ | n a pova-
Zujeme-li pomér h :n za nekoneéné smalou veli¢inu, obdrZime
pfribliznou hodnotu P vyrazu Py :
1 Lo R
P= L SUL IR S 2np(l—p) -
}2xnp(1--p)
P je pravdépodobnost, Ze v fadé n pokusi vyskytnc se
np + k zdafenych: pravdépodobnost, Ze pocet zdafenych po-
kusii bude obsaZzen v mezich np + hy aZ np + hs, jest

1 i he

iy et = ~ 2n p (‘l';__p) .
|2anp( - €

P (’?n h,) =

h=h,

*) Rezumi se, Ze rfiznéd mozné vysledky srovndvame jen co do
poétu podafenych pokusi, bez chledu na pofadf, ve kterém se st¥i-
daji podafené pokusy s nepodafenymi.

*%) Viz J. A. Serret Integralrechnung. 2. Aufl. (Leipzig
1899), p. 164; K. Pefr Polet integralni (Praha 1915), p. 408.

14



b) Exponencidlni funkce klesd s A velmi pomalu, je-li n
veliké; proto miZeme soucet nahraditi intexralem:
ll% h2
I e 27P(1—=p) gp

h,

1

PR =) 3 np—p

t

on= 2 ]}_”m;
Ve 4

pfedchozi vzorec miiZzeme pak psati takto:

PoloZme

h'_) h,
Py =16 . w~~)~4@(, )
PP\ Y 2npa—p /T 2\ I 20p(—p)
Uvahy obsaZzené v odst. 5. a 6. shrneme vétou: BudiZ p
pravdépodobnost, Ze néjaky pokus se zdafi, n pocet pokusi,
m skutecny poéet pokustt zdarenych, np pravdgpodobny pocet
pokusi zdarenych a h iichylka:
h=m—np.

Pfedpokldddme, Ze n je ¢islo velmi veliké a Ze h neni
Vétsi nez I'n Pak pravdépodobnost P (hi, h:), Ze tichylka h
jest obsaZena v mezich Iy a hs, jest ur¢ena priblizné vzorcem
5).

Prabéh funkce O (f) objasni se touto tabulkou:

t 0] t o @
000 0000 0000 120 09103140 .
« 020 02227025 .. 1-50 0:9661052..
040 04283922, 200 . 09953223, .
050 05204999.. 300 09999779..
100 0-842 7008 . . 400 0°99999998459. .
7. Srovndni s vysledky pokusii. — Je-li n veliké &islo, vy-
skytne se v fad€é n pokusii p¥iblizné
np 6)

zdafenych (srv. odst. 1.), je-li p pravdépodobnost, Ze pokus
se zdafi. '

15



UZiime nyni této véty pro pfipad, Ze koname veliky podet
s serii po n pokusech. V kaZdé jednotlivé serii je pravdépodob-
nost P (h, h2), Ze tchylka k bude obsaZena v mezich A1 a hs,
uréena vzorcem (5). Bude tedy pfibliZzné celkem

s R hy
(=) e
2 [ V2ap(T—p) V2np (T—p) ™
serif, v nichZ tuchylka skutedného podtu zdafenych pokusi od
np bude obsaZena v mezich ki a h. PoloZime-li hy = — h., ob-
drZzime (jeZto € je funkce licha)
h
_ R @ (—,—1—)
S\ Vanpa—n 72

jakoZto ptibliZny pocet scrii, ve kterych bude uchylka k &i-
selné mensi neZ h.

Platnost vzora (6), (7) a (7a) d4 se potvrditi® pokusy;
nutno oviem znati hodnotu pravdépodobnosti p. Potvrzeni
vzorce (6) je pomérné snadné. Zevrubnéj$i potvrzeni vzorce
(7) nebo (7a) vyZaduje vétstho poctu pokusi, nebof n i s mu-
seji byti velika cisla.

Poznamenejme, Ze tivahs® obsaZené v odst. 5. a 6., jimiZ
isou vzorce (6), (7) a (7a) odiavodnény, pfedpokladaji platnost
zdkladnich vét o pravdépodobnosti thrnné (odst. 2.) a o
pravdépodobnosti sloZzené (odst. 3.): jsou vSak nezavisly na
definici pravdépodobnost, vyjadfené rovnici (1). UZiti onéch
vzorcl neni tudiZ omezeno jen na ty tlohy, ve kterych defi-
nujeme pravdépodobnost jakozZto pomér pocCtu pfipadiu pfizni-
vych k pocétu pfipadii moZnych; vzorce ty plati pro kaZzdou
definici ptavdépodobnosti, kterd se srovnava s principy
o pravdépodobnosti ihrnné a o pravdépodobnosti sloZené. Sem
patfi tak zv. pravdépodobnosti geometrické, o kterych bude
v tomto spise pojednino.

8. Prehled iuloh o geometrickych pravdépodobnostech.
Pojem geometrické pravdépodobnosti vyskytuje se po prvé
v Buffonové iiloze o jehle:*) na vodorovné roviné jsou naryso-
viny rovnobéZky ve stejnych vzdalenostech; hodime-li na ro-
vinu jehlu, jak velka je pravdépodobnost, Ze jehla protne né-
kterou z rovnobéZek? Vykoname-li veliky pocet pokust, ndava
pomér, ve kterém je podet zdafenych pokusi k dhrnnému

*‘) Butfon: Essai d'arithmétique morale (Supplément
a I'Histoire naturelle, vol. IV., p. 84; 1777).
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poctu viech pokust, pfibliZnou hodnotu hledané pravdépodob-
nosti. Av$ak pfimy vypocet této pravdépodobnosti na zdkladé
podminek pokusu nemiZe vychdzeti bezprostfedné z definice
(1). Nebof pocet viech moZnych pfipadfi je nekone¢né veliky,
rovnéZ tak podet piipadi pfiznivych. Podobné je tomu v ji-
nych tilohach, kde hledame pravdépodobnost, Ze néjaky ititvar
vyhovuje urCitym geometrickym podminkdm. Prvnim krokem
k teSeni tilohy jest ustanoviti miru pro mnoZstvi viech ptipadii
moZnych jakoZ i pro mnoZstvi v§ech pfipadit pfiznivych.

Viimnéme si nejjednodussi tvlohy o geometrické pravdé-
podobnosti; na usecce AB jsou zvoleny dva body C a D. Vy-
podisti pravdépodobnost, Ze ' bod M, zvoleny uvnitf tiseCky AB,
lezi uvnitt dsecky CD. Piedpoklddeime, Ze neni Zadného dii-
vodu, pro¢ bychom ocekivali, Ze bod M se spiSe octne v né-
které Casti tiseCky AB neZ v jiné; pak bude hledand pravdé-
podobnost umérna délce usecky CD, a pravime, Ze hustota
pravdépodobnosti*) je konstantni podél celé tiseCky AB. Kdy-
bychom vSak z jakychkoli davodi pfedpokladali, Ze v nékte-
rych &astech tiseCky AB miiZe se bod M spiSe vyskytnouti, neZ
v jinych, nebyla by hustota pravdépodobnosti v§ude stejna.**)
Podobné miizeme rozliSovati i v jinych tdlohach, b&Zi-li na pf.
o pravdépodobnost, Ze pfimky, roviny atd. vyhovuji urditym
podminkam.

V kap. II, III. a 1V. jednd se vyhradné o pfipadech, kdy
hustota pravdépodobnosti je konstantni. V kap. V. jsou pro-
briny neékteré pfipady, ve kterych se vypocet pravdépodob-
nosti di snadno kontrolovati pokusy. V kap. VI. koneéné za-
byvim se specidlnimi tlohami, ve kterych hustota pravdé-
podobnosti neni konstantni.

II. Zakladni definice a obecné véty o geometrickych pravdé-
podobnostech.

9. Bod na primce. — a) BudiZ dana iiseCka AB a volme bod
M nékde uvnitf této tseCky nebo na jejim kraji. MnoZstvi
vSech pfipadi, jeZ mohou nastati (mnoZstvi vSech bodu, leZi-
mnozZstvi vSech bodu, leZicich na dané tiseéce, md za miru
délku této risecky. Zvolme nyni na AB dva body C a D. Mérou

*} T. i. pravdépodobnost vypoitena pro pripad, Ze délka tisecky

CD je rovna jednotce.
**) Srv. téZ odst. 14.
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‘mnoZstvi viech bodt, které leZi na CD, jest délka CD. Pravdé.
podobnost p, Ze bod M, voleny na tisecce AB, lezi zdroveri na
CD, definujeme vzorcem

It

®

pP=—
AB
Tato definice je zcela obdobnd definici (1); na misto &isla
n nastupuje zde mira AB pro_mnoZstvi vSech moZnych pfi-
padil a na misto &isla m mira CD pro mnoZstvi v§ech prlpadu
pfiznivych.
b) Predchozi definice pravdépodobnosti p zaklada se na
tom, Ze povaZujeme délku tisedky za miru pro mnozstv1 vSech
bodii, na tiseCce leZicich.

Volme na pfimce pevny bod O za pocdiatek soufadnic a
oznaéme pismeny Xxi: resp. Xz tseCky dvou bodit A a B. Za
mirw pro mnoZstvi vSech bodid, tvoficich tiseCku AB, pova-
Zujme obecnéji vyraz

! vy f (x1, x0).

Funkce f da se urditi, uinime-li o ni tyto dva pfedpoklady:

1. Hodnota funkce f, jeZ udava diiru vseCky AB, nezévisi
na poloze bodu O (pfedpoklad o invarianci vadi
zméné& soufadnic).

2. LeZi-li bod C na tisedce AB, rovné se jeji mira souctu
mér, které naleZeji obéma Castem Jenm AC a CB, tedy (je-li
xi<x<

LX) e ) =7 O 1) - f (5 1),
kteraZto rovnice vyjadfuje pfedpoklad o seditdani
mér,

Zavedme nové soufadnice x1 a x2 bodiit A a B rovnicemi

y=x"14a Xe=x214a,
kde ¢ znamena libovolnou konstantu. Podie prvniho pfed-
pok]adu jest (0, X'e) =1 (xy, X2).

Jinymi slovy: hodnota miry f se neméni, zvétSime-li x:
i X2 o tutéZ konstantu. f je tudiZ funkci rozdilu obou promén-
nych, takZe lze psati
f(xi, x2) =F (x2— x1).
Nalezi-li pak bodu C tisetka x», mdme podle druhého pied-

DOkladu F(x’ — xi) = F(x._, - xa).+ F (xﬂ - X])
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aneb, zavedeme-li do poltu délky
L X=Xy — Xy, Yy=2X2— X3

tisecek AC a CB, [ (x+y)=F(x)+F Q).

Kazda kladna funkce F (x), vyhovujici této rovnici, da se
vyjadFiti formuli*) F)—k.x

kde % je konstanta. Mira tiseky ma se k mife jiné useCky
jako se maji jejich délky; tak dochazime k definici pravdé-
podobnosti p shora podané.

¢) Vzorce (8) uZivame téZ k vypoctu pravdépodobnosti, Ze
bod lezi v &asti CD oblouku AB né&jaké k¥ivky, povaZujice
délku oblouku za miru pro mnoZstvi vSech bodii na oblouku
tom leZicich.

Podobné béfeme iihel za miru vSech polopaprskil, které
uvnitf toho thlu z jeho vrcholu vychizeji. Odtud definice:
Pravdépodobnost, Ze polopaprsek, vedeny v roviné danym bo-
dem O, leZi v daném thlu a, jehoZ vrcholem jest O, rovnd se
bomeru a:2m. Ba)

10. Bod v roviné nebo v prostoru. — a) Za miru pro mnoz-
stvi bodi, které vyplriuji urcity obor A v roviné, povaZujeme
plosny obsah P tohoto oboru. BudiZ A: &ast oboru A, Pi jeji
plo3ny obsah a volme bod M uvnitf oboru A. Pravdépodobnost
D, Ze bod M, voleny v oboru A, leZi v urcité jeho édsti A, jest
urcena vzorcem P,

P=7p- ()]

Pro ptipad, Ze béZi o bod M, voleny v uréité Cdsti pro-
storu, zavidime definice obdobné pfedchozim: Objem V troj-
rozmérného oboru A povaZujeme za miru pro mnozZstvi v§ech
bodi, obsazenych v A. Pravdépodobnost, Ze bod M, zvoleny
v oboru A, leZi v urcité jeho Cdsti A, jeZ md objem Vi jest
uréena vzorcem V. -

b) Vzorce (9) a (9') resp. definice mér pro obory A a A
dan se odvodm z predpokladu o invarianci miry vi{i¢i trans-

*) G Darboux Sur le probléme fondamental de la
geo)metrle projective (Mathem Annalen, Bd. XVII. p. 55—61;
1870
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formaci soufadnic (viz podobnou dvahu v odst. 9.). Miru pro
trojrozmérny obor odvodime takto: PovaZujme integral

JA—mf(x y,2)dxdy dz,

kde f je funkce (zatim neurcena) obycCejnych pravotihlych sou-
Fadnic x, ¥y a 2,2 miru oboru A. Tato definice vyhovuje pfed-
pokladu o se&itani mér (srv. odst, 9.), nebof sklada- 11 se obor
A ze dvou Casti, A: a Ae, plati
.,A +.’A:—jA
Zbyva uréiti funkci f (x, y, 2) tak, aby integral /4 nemé&nil
svého tvaru p¥i libovolné transformaci pravothlych soufadnic
X, ¥, z. Z transformacénich vzorci
x=x,+ax' + by’ + c2’,
y=yotax’ +b‘y’ +c’z‘,
\ Z_Z.,-f-a"X +bl u t .
kde a, b,...c” jsou elementy ortogonalmho determinantu,
plyne, Ze
Ja = ({{ fix,+ax' + by + ¢z, Yogk-+s 2o+ .. ) dx dy' d2;
/Y

A’ znadi obor pfifadé&ny oboru A uvaZovanou transformaci.
Prva formule pro /4 ma vici proménnym x, v, z obecné jiny
tvar neZ druhéd vici proménnym x, ¥, z. Zadame-li, aby oba
tvary byly totoZné, musime vziti

f(x, vy, z2) = const.

Mira je tudiZ umérnd objemu; 2z toho vyplyva formule
(9). Pro ptipad oboru dvojrozmérného provede se pfisluini
tivaha zcela podobné.

¢) Vzorec (9) definuje téZ pravdépodobnost, Ze bod M,
zvoleny na kfivé ploSe o obsahu P, leZi v urcité jeji Cdsti
o plosném obsahu Pi. .

11. PFimka v roviné. — a) Pfimka budiZ uréena soufadni-
cemi ¢ a ¢ tak, Ze v bodovych pravoiihlych soufadnicich ma

rovnici xcosq-|-ysing —qg=0.

V dal§im budeme se zabyvati hlavné dvojrozmér-
ny m i mnoZstvimi pfimek. Takové mnoZstvi definuje se na pf.
nerovnosti F(q,9) <0.

M .
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uddvd miru daného dvojrozmérného mnozZstvi M pfFimek. Pomér
dg dg:\\ dqdy. ,
IR an

uddvd pravdépodobnost, Ze pFimka (q, ), zvolend v M, je
zdroverni obsaZena v My (je-li Mi édsti mnoZstvi M).

b) Tyto definice daji se odtvodniti poZadavkem invari-
ance vici transformacim soufadnic x, y, 2z, podobné jako de-
finice (9). Pfedpokladejme, Ze mira daného mnoZstvi M pfi-
mek da se vyjadfiti integralem tvaru

{§ f1a, ) dg dy.
M

Tato definice vyhovuje poZadavku o s¢itdni mér (srv. odst.
9. a 10.); funkce f ustanovi se poZadavkem invariance takto:
DokaZme nejprve, Ze pfi kaZzdé transformaci soufadnic, ktera
ptifaduje’ pfimce (¢, ) nové soufadnice (¢, '), jest funk&ni
determinant D (¢,q) _ .

Dy’ 9q) ’
Pfi translaci jest
x=x'+a y=y-+b,
kde a a b isou konstanty. Piivodni rovnice pfimky pfejde v
x'cos P+ y'sing — (g —acos ¢ — bsin¢g)=0.

PiSeme-li tuto novou rovnici ve tvaru

x‘cosqg'+y'sing’—q' =0,

jest ¢s=gq', ¢g=¢q'+acosqg’'+ bsing’
a tedy D,q) _,
D (%, 9 ’

P¥i rotaci je rovnéz funkéni_ determinant =1, nebof
¢e=¢ +a a=q.
PonévadZ pak nejobecné&jsi transformace sklada se z trans-
laci a rotaci postupné provedenych, jest jeji funk&ni deter-

minant (rovny soudinu z determinanti, pfisiu§nych ¢asteEnym
transformacim) roven jedné. Proto transformuje se nas inte-

gral v j;f @, ¢) dg’ dg,

kde M’ znaci obor odvozeny z M danou transformaci. Funkce
i (g, ¢), povaZujeme-li ji za funkci proménnych ¢ a @', zavisi
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obecn& na téchto proménnych jinak neZ na ¢ a ¢; ma-li byti
z4vislost stejnd pro viechny soustavy soufadnic (x, ),
resp. (g, @), musi byti f= corlst. Tak dochdzime k definici
miry, z niZ plyne definice pravdépodobnosti (11).*)

e) Uvedené definice miry 'a pravd&podobnosti nedaji se
bezprostfedné aplikovati na jednorozmérnd mnoZstvi
ptimek, na pf. na mnoZstvi polopaprski, vypliujicich dany
ihel a. Za miru tohoto mnoZstvi povaZujeme tihel a a pravdé-
podobnost, Ze polopaprsek, jenZ vrcholem toho tihlu prochdzi,
je v ném obsaZen, béfeme jeho pomér k plnému 1ihlu (odst. 9¢).

12. PFimka v prostoru. — a) Pfimka v prostoru mé&jz
v pravoiihlych soufadnicich x, y, z rovnice

x—=az-4p, y=bz+a:
jest urena Ctyfmi veli€inami a, b, p, . Omezime-li tyto veli-
¢iny urditymi podminkami (na pf. nerovnostmi), obdrZime
Ctyfrozmérné mnozZstvi M pfimek; jen o takovychio
mnbZstvich budeme dale jednati. Integrdl

ST a5 a2

uddvd miru daného ctyrrozmern'eho‘ mnozZstvi pFimek. Je-li M
cast mnoZstvi M, uddvd pomér

da db dp dg ‘da db dp dgq
ffff AFatoy’ fff/ AFa -+ a3
nravdepodobnost Ze pFimka (a, b p, q), zvolend v M, ndlezi
zdroven do Mi. Geometricky vyznam miry odvodime takto:

Pfimka P (a, b, p, ) ma smérové cosinusy
a b . 1

o= e b= - - / = )

Vi +ai4 b0 yizere | Vitete
P a q jsou soufadnice bodu, ve kterém se P protind s rovinou
Oxy. Oznalme znaky dp a dq nekone&n& malé pririistky veli-
¢in p a q. Ty pfimky, které jsou s P rovnobézny a jichZ sou-
Fadnice p a ¢ jsou obsaZeny v intervalech (p, p + dp), resp.
(g, ¢ + dq), vypliiuji nekone€né tzky hranol H, jenZ protina
rovinu Oxy v rovnobéZniku o plo§ném obsahu dp dq; kolmy
priifez tohoto hranolu ma plo$ny obsah

dp d
aQ=1dpdq= V:—l—paz:. b

*) Srv. H. Poincaré: Calcul des Probabilités, 2e édl-
tion, No:72. -

»
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UvaZujme nyni o téch pfimkach, které obdrZime, zménice
¢ a b nekonec¢né malo, takZe nabudou hodnot, obsaZenych v in-
tervalech (¢, @ + da) resp. (b, b+ db). Vedeme-li ke kazdé
takové pfimce rovnobéZku stfedem pomocné koule o polomé&ru
=1, vymezi pfimky tak sestrojené Cast jejiho povrchu, kterd
meéfi télesny iithel onémi pfimkami vyplnény; jeho velikost jest

do =

_dadﬂ'_i da db
! }(1+a=—|—b’)%.
Element integralu (11) je tedy
dadbdpdg _
a+a+b%:
rovnd se souCinu z kolmého pritfezu hranolu H a télesného
uhlu dQ. '

Tato geometrickd interpretace ukazuje, Ze vzorec (12),
udavajici miru uvaZovaného p¥imkového mnoZstvi, nezméni
svého tvaru, provedeme-li libovolnou transformaci pravoithlych
soufadnic. DokdZeme, Ze naopak podminkou neproménnosti
viiéi transformacim pravoihlych soufadnic jest formule (12)
urcena. Pfedpokladejme, Ze mérou uvaZovaného pfimkového
mnozstvi jest vyraz

m=ffjff(a,b,p,q).dadbdpdq

vztaZzeny k pfisluSnému oboru; po transformaci soustavy

Oxyz na soustavu O'x'y’z
x=Ax" + By’ +CzZ -+ x,,
y=Ax + By +Cz + y,
z=A”x'—|—B”y'—|—C”Z’+Zo. B
obdrZime na misto pavodnich rovnic pfimky P rovnice nové,
které se daji upraviti na tvar :
xX=dz+q, y=bvz+q.
Vypoéet funkEniho determinantu
D (a, b, p, q)
D(a',V',p',q)
usnadni se touto tivahou: Nekone&né& tizky hranol H, jenZ byl

v soustavé Oxyz definovan pfirastky da, db, d,p a qd, ie v nové
soustavé O'x'y’z) definovan pfiristky da/, db’, dp” a dq’; ve-

dQ dQ;
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liciny dQ a dQ neméni se transformaci soufadnic, takZe plafi

JIff defeds = [ff o

Z toho vyplyva, Ze

D(a,b,pq _ 71+a=+b=)2
D(a b‘p q) l+alz‘+b"

a tedy . .
m :,/[_Iff(a' b,p,q)dadbdpdq =

~[[ff @m0 (T w o

PozZadavek, aby v nové soustavé byla mira m vyJadrenJ
stejnou formuli jako dfive, dava rovnici

§ m= fjfff(a’, b, p', q") da' db’ dp’ dg’.

Srovndme-li s vyrazem pfedeslym, dostivime podminku
fa,b,pq _ (148 b

F@ b, 0, q) — (Fai b
ponévadZ pak veli€iny a, b, ¢, ¥ mohou byti voleny zcela
libovoln€ a nezavisle jedna na druhé, musi byti
.k
f(a. b.P,q)— (l __l_ag_*_b',')z ’

kde % znaé&i konstantu. Dosadime-li £ (1 4+ a2+ b%)-2 na misto
f do pivodniho vzorce pro hledanou miru, obdrZime prave
formuli (12), aZ na konstantni faktor £; pro vypocet pravdé-
podobnosti (13) nemi hodnota veli¢iny k& Zidného vyznamu.

13. Rovina v prostoru. — a) BudiZ dana rovina R rovnici
L ]
ux+vy+wz+1=0;

velidiny ¥, v, w nazveme jejimi soufadnicemi. V' dal$im bu-
deme se zabyvati toliko trojrozmérnymi mnoZstvimi
rovin; soufadnice rovin, jeZ takovému mnoZstvi naleZi, vy-
hovuji uréitym nerovnostem.

Integrdl
fff (u’duf:_:wwa)a (14)



uddvd miru trojrozmérného mnozstvi E rovin. Pomér

[bﬂ (u’f iriww)" ff (u’f: AT ijw) {13

uddvd pravdépodobnost, Ze rovina (u, v, w) zvolend v E je
2drovern obsaZena v Ei, je-li E: ¢dsti mnoZstvi E.

Integraly, jeZ se vyskytuji ve formulich (14) a (15), upra-
vime tak, aby byl zjevny jejich geometricky vyznam. BudiZ
¥ ihel, ktery svird normala sestrojena k roviné R s osou Oz,
@ tihel mezi primétem této normaly do roviny Oxy a mezi
osou Ox, p pak vzdilenost roviny R od pocatku soufadnic.
Plati vztahy

sin ¥ cos q ' sin ¥ sin ¢ cos
U=—"- - - , V= — ’ w=— -,
P P p
R S D@v,w) _ sini
@ e 4wy TP D@ g p) ~ p
takZe na vzorec (14) pro miru nabyva tvaru
[ f j sin 9 d9 dg dp. (14)

Normaile pfisuzujeme vZdy urcity smysl a p Citame od
polatku soufadnic v tom smyslu kladné. Jeli dw element
jednotkové koule, v némzZ je jeji povrch profat poloméry ve-
denymi rovnob&Zné k normdaldm rovin odpovidajicich hod-
notam 1thlii 9 a ¢ v intervalech (9,9 +d¥3) resp. (¢, ¢ + do),

jest do = sinJ dd dy ;

vzorec (14°) pro miru lze psati tudiZ také takto:

f f f do dp. (14*)

Z tohoto vyrazu plyne, Ze mira ma tvar invariantni p¥i
libovolné transformaci pravoiihlych soufadnic. Uvahou, ktera
ie zcela obdobnd tivaze shora provedené o mife mnoZstvi
pfimkovych, da se dokazati, Ze ze vSech formuli tvaru

[ff 1@ 0.0 dvardp

jediné formule (14), v niz
f@, ¢q,p) =sin i,
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jest invariantni va¢i libovolné soustavé pravoidhlych sou-
fadnic.”)

14. O vyznamu invariantnich definici miry a pravdépo-
dobnosti. — V pfedchozich odstavcich uvedli jsme vzorce pro
miru mnoZstvi bodovych, pfimkovych a rovinovych. Viechny
tyto formule, jakoZ i pfislu§né formule pro pravdépodobnosti,
jsou invariantni vii&i libovolné transformaci pravoihlych sou-
Fadnic. BudiZ na pf. A trojrozmérny obor o objemu V v oby-
cejném bodovém prostoru a B obor, ktery je s A shodny. Po-
dle odst. 10a maji oba tyto obory tutéZ miru, rovnou objemu
V. Obor B vznikda z A pfemisténim; mira néjakého bodového
mnozZstvi je tedy invariantni viiéi libovolnému pfemisténi.

Pravdépodobnost, Ze bod zvoleny uvnitf uréitého oboru
leZi v nékteré jeho Casti o objemu 1cms3, nazveme hustotou
pravdépodobnosti. Podle definice uvedené v odst. 10. je hu-
stota‘ pravdépodobnosti viude stejna.

Podobné iivahy plati i o definicich miry a pravdépodob-
nosti, podanych v odst. 11. —13. KaZzdé mnoZstvi pfimek nebo
rovin mi uréitou miru, kterd se nemé&ni, pfemisti-li se ono-
mnozZstvi libovolnym zpiisobem (hus¢ota pravd&podobnosti je
v3ude stejnd). _

V dal3ich odstavcich této kapitoly pojedname o nékterych
obecnych vétach. PFi tom pfFidrZime se vSude zde, jakoZ i
v kap. IIL., IV. a V., definici podanych v odst. 9.—13.

15. Mira mnoZstvi, jehoZ prvkem. je skupina nékolika bodii.
— Je dano n uzavfenych ploch Si, Se,...Su» bez singularnich
bodii. BudiZ Dy vnitfek plochy Sk Vi objem oboru Dx a
Xk, Yk, 2k, pravoithlé soufadnice bodu Ax zvoleného uvnitf Dk

Pfedpokladejme nejprve, Ze plocha Si leZi vidy vné Sk
jsoudi i a B dva rfizné indexy. MnoZstvi, jehoZ prvkem je
skupina n bodd A, As,...An ma miru

j=ff...fdx1 dys dz: dx, dy, dzs ... dxn dyn den ;

integral je 3nndsobny, integruje se vzhledem k (x1, y1, 121)

ptes-obor Dy, vzhledem k (xz, y2, 22) pies obor-D: atd. Integral

J je proto roven soudinu n objema Vi : .t
J=V,. V... Va.

‘) Stran dikazit o invarianci, podanych v odst. 12. a 13, viz
prici G. Pélya: Uber geometrische Wahrscheinlichkeiten (Sltzungs-
bericht der kais. Ak. der Wiss. 726, p. 819—328; Wien, 1917).
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Pfedpoklidejme nyni, Ze plochy Si, S2...S. maji jakou-
koli vzajemnou polohu; dva nebo vice gborit Dy mohou miti
spole¢né &asti. V tomto pfipadé€ rozdélime kazdy obor D«
v uréity pocet ¢astednych oborit 0« Okr, Oim. .. (CdsteEné obory
s jednimn, dvéma, tfemi ... indexy) podle nasledujiciho pravidla:
Jx je souhrn téch Casti oboru D, které neobsahuji bodi A:,
je-li i index jiny neZ k; 0 je souhrn &asti spoleCnych oboriim
Dx a D, takZe v Ok neni bodii A, je-li i index jiny neZ k
nebo neZ I; 0xm je souhrn '&asti spoleénych oborfim Dy, D; a
Dp, takZe Jum neobsahuje bodd A; je-li i index jiny neZ k,
nebo neZ I, nebo neZ m, atd. Volme skupinu G, sloZenou z n
bodid A, Az. .. Ap. Kazdému pdru bodd, jenZ jest obsaZen v G
a jenZ leZi v nékterém &asteéném oboru Jx o dvou indexech,
pfifadime koeficient 2; je-li v G celkem r takovych pari, pfi-
Fadime skuping G koeficient 2" . Podobné& pfifadime kaZdé tro-
jici bodd, jeZ jest obsaZena v G a leZi v nékterém cZasteéném
oboru 0xm se tfemi indexy, koeficient 3!; je-li v G celkem s
takovych trojic, pfifadime skupind G koeficient (3!)5, atd. Tak
prifadi se skuping G koeficient a tvaru

a=2h.@3Ys...

a mira pro mnoZstvi, ijehoZ prvkem je skupina G, sloZend z n
bodii As, Az...A,, bude vyjadiena integrilem

jj . f (11 dx, dy, dz, dx, dys dz, . .. dXn dyn dzn ;  (15)

integra¢ni obor je definovan pravé tak jako pro hofejsi in-
tegral J.

. Tak na pf., je-li n=23 a splyvaji-li plochy Si, S, Ss s da-
nou plochou S, jejiZ vnitfek ma objem V, jest a =6 pro kaZzdou
trojici :bodd ' Ai, Az, As, takZe mira mnoZstvi, jehoZ prvkem je
trojice tfi bodil volenych uvnitf S, je vyjiadfena formuli

v
Zde oviem povaZujeme kaZdou trojici bodii za dokonale
urcenou, jsou-li znamy polohy v8ech tfi bodii; bodim ve sku-
piné nepfisuzujeme zvlastniho pofadi. Vytkneme-li vSak body
v uréitém pofadi, obdrZime z kaZdé skupiny tf{ geometrickych
bodii celkem 3est skupin, které se 1i3{ jedna od druhé jen riiz-
nym pofadim bodii; mérou mnoZstvi, jehoZ prvkem je tako-

vato skupina; tfi bodi, jest Vs

Poznamenejme, Ze zcela stejnym postupem se pocitd
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mira mnoZstvi, jehoZ prvkem je skupina pfimek, rovin atd.
Tak na pf. uZijeme-li oznadeni zavedeného v odst. 12. a 13.,
ic mira mnoZstvi, jehoZ prvkem je skupina sloZena z pfimky
a z roviny, definovdna integrilem sedmindsobnym

[[-..[ a0 dQ dodp;
integrace vztahuje s¢ ke vSem parim pfimka-rovina, tvofi-
cim dané mnoZstvi. Viz rozmanité pfiklady v kap. IIl. a 1V.
16. Vypoéet stfednich hodnot, — BudiZ dana veliina
U(xn Yi> 21 Xov Y2, 25y < « - Xn, Yn, Zn, )r

jejiz hodnota zavisi na poloze bodil A1, As, ... An; uZivime
oznaCeni zavedeného v odst. 15.

Stfedni hodnota m (U) veli¢iny U bude ddna vzorcem
f[[ff dx, dy, dz, dx, dy. dz, . . . dxn dyn dzn
mUy= " - [T e e e (16)
ff/ ) dx, dy, dz, dx, dy, dz, . . . dxn dyn dzn

opét jest D¢ integraénim oborem vudi proménnym X, Vi, Zx.
Ve specidlnim pfipadé, kdy vSechny obory D splyvaiji
v jedno s danym oborem D, jest

«=n!
/ ' .

a vzorec pro stfedni hodnotu nabud_e tvaru

[[ . [ U dx, dy, dz, dx, dy, dz, . .. dxn dyn dzn

mU)="+ - R = (16):

je-li V objem oboru D. Tak na pf. miiZe byti U objem pro-
ménného ttvaru, jenZ jest uréen skupinou n bodi volenych
uvnitt D; formule (16") uddva stfedni hodnotu objemu.

Pro n=1 obdriime

ffo:xdydz

jakoZto stfedni hodnotu funkce U tfi proménnych v daném
trojrozmérném oboru o objemu V. _

Vypoéty stiednich hodnot, jez se vztahuji k poloham
pfimek nebo rovin, provedou se podobné. Viz pFiklady v kap.
HI. a IV. .

mU) =
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17. Pravidla o vypocétu pravdépodobnosti. — a) Budiz D
trojrozmérny obor, 4 jeho ¢dst a A bod voleny uvnitf D.
Pravdépodobnost p, Ze bod A naléza sc uvnitf 4, je defino-

vina vzorcem V

kde V jest objem oboru D, Vi pak objem oboru 4. UZivajice
této definice, dokaZeme platnost vét o dhrnné a sloZené
pravdépodobnosti.

b) Uhrnna pravdépodobnost BudiZ opét V ob-
jem oboru D, a V1 objem.&asti D1 tohoto oboru, V' objem jiného
oboru D', jenZ nema s D spoleéného bodu, a V: objem &asti
D: oboru D’. Volme uvnitt D bod A a uvnitf D’ bod B.

Méerou mnozZsvi, jehoZz prvkem je bodovy par AB, jest
soudin VV’. Mnoistvi parfi AB takovych, Ze A se naléza
uvnitf D1, B pak kdekoli v D', ma miru ViV, MnoZstvi par
AB takovych, Ze B se nalézi uvnitf D., A pak kdekoliv v D
ma miru V2V. Ozname nyni pravdépodobnost, Ze A jest
uvnitf Vi, pismenem pi, pravdépodobnost, Ze B jest uvnitf
V., pismenem p:, pravdépodobnost, Ze bud A jest uvnitf Vi
aneb B uvnitf Vs, pismenem p.

Podle definice (17) jest

AN A AN AR AT
h=—yp =v: =y =y P=  yp
a tedy p=pi+p. (18)

D1 a pz jsou pravdépodobnosti dvou pfipadi vzajemné se
vylucujicich; pravdépodobnost iihrnna p, Ze nastane bud jeden
nebo druhy pfipad, rovna se soudtu pi + pz (srv. odst. 2.).

Tento princip snadno se rozsifi na pfipady, kdy secitime
vétsi poCet pravdépodobnosti nebo kdy integrujeme pravdé-
podobnosti nekoneéné malé.

¢) SloZend pravdépodobnost. UZivajice ozna-
¢eni pravé zavedeného, pociteime pravdépodobnost, Ze bod
A jest uvnitf D1 a bod B soudasné& uvnitt D:. MnoZstvi pfizni-
vych pfipadit ma miru V1V, takZe hledana pravd&podobnost
P vyjidfi se vzorcem P ViV,

- vy -
Je tedy P =p, ps; (19)

P je pravdépodobnost sloZend (srv. odst. 3.). —
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Na zédkladé definici dfive podanych (viz odst. 9.—I3. a
odst. 15.) miZeme vypod&isti miru libovolného mnoZstvi, jehoZ
prvkem jest urlitym zpiisobem stanovena skupina bod#, pEi-
mek a rovin. Mira je vidy vyjddfena integrilem mnoho-
nasobnym?: je-li M: mira oboru »pfipadii pFiznivych« a M mira
oboru vSech pfipadi moZnych, jest kaZzdia pravdspodobnost
p, Ze skupina bodiu, pfimek a rovin, vyhovuje urcitym pod-
minkam, vyjadfena formuli tvaru

P = M H
formule (17) je specidlnim pfipadem této formule obecn&;jsi.

Generalisace formuli (18) a (19) pro ulohy o pfimkach a
o rovindch je na snadé. Rozmanité aplikace pojmi miry a
pravdépodobnosti ve sloZitéjsich pfipadech jsou uvedeny v kap.
Il a IV.

B8. Dvé véty o stFednich hodnotdch. — a) BudiZ U objem
proménného télesa f, jehoZ tvar, velikost a poloha zavisi na
n bodech Ai, A,,...An; tyto body mohou byti voleny jakkoliv
uvnitf daného trojrozmérného oboru D. Je-li B bod voleny
uvnitf D, pravdépodobnost p, Ze B s& naléza uvnité t&lesa f,
je ddna vzorcem

p=" @0
="y
kde m (U) zna&i stfedni hodnotu objemu U a V objem
oboru D.*) . '

K dikazu poznamenejme piedev§im, Ze — uZijeme-li
oznaleni zavedeného v odst. 15. — pravdépodobnost, Ze bod
Ar se naléza uvnitf nekonedné malého pravoiihlého rovno-
b&Znosténu Px o rozmérech dxx, dyr, dzx, rovna se

dxk dyx dzx
V .

Tedy podie odst. 17¢ pravdépodobnost sloZend, Ze A: jest
uvnitf prvniho rovnobé&Znosténu, soucasné A: uvnitf druhého,
As uvnitf tfetiho atd. pro As, As,...An, rovna se

dx, dy, dz, dx, dv, dzs . .. dxn dyn dzn
pl = e e e e VH - Tt T T
Maji-li body Ai, A, ..An urcité polohy uvnitf D, pravdé-

*) Viz Czuber: Geometrische Wahrscheinlichkei-
ten und Mittelwerthe (Leipzig 1884) No. 175.
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podobnost, Ze B se naléza uvnitt 7, jest rovna

Uy, yi, 20 X9 Vsy 2y - - - Xn, Yn, Zn)
Pa - V

Zménme nyni nekonecné madlo polohy jednotlivych bodil
Ay, As,...A; tak, Ze kazdy z nich bude se nalézati uvnitf pFi-
slusného rovnobéZnosténu P, SloZend pravd&podobnost, Ze
kazdy bod Ax jest uvnitt Px a Ze B je zaroveti uvnitf f, rovna
se vyrazu

U (x1, 1, 245 X3y Vay Zas - - - Xn, Yn, Zn) dx,, dy, . . . dzn
PP = - Vn*’_l’_"l*'*" - .
Hledanou pravdépodobnost p vypocteme (viz odst. 17b),
integrujice napsany vyraz podle vSech soufadnic xi, y1,...Z2n.
Vychazi

yn -V

Zcela podobné by se pocitalo se stfednimi hodnotami a
s pravdépodobnostmi, jeZ zaviseji na poloze pFimek nebo
rovin. ,

b) BudiZ U velidina, jejiZ hodnota zavisi na poloze n bodii
Ai, As...A, uvnitf oboru D o objemu V; m nechf znadi jeji
stfedni hodnotu. ZvétSme obor D nekonelné malo, takZe zvét-
Seny otor IV bude miti objem V 4 dV. Pfedpokladime, Ze D
nachazi se uvnitf oboru D’. BudiZ pak m + dm stfedni hod-
nota veli¢iny U, poéitand za pfcedpokladu, Ze v8ech n bodit Ak
leZi uvnitf D', a m: jeji stfedni hodnota, politand za p¥Fed-
pokladu, Ze jediny z n bodit Ax leZi v oboru (D'— D) o objemu
dV, kdeZto ostatnich n—1 se naléza v D. Plati vzorec

Vdm =n (m;— m) dV. (21j
Ditkaz: Podle definice stfedni hodnoty jest '

A

m—=

P=‘1,]/[ Udtidy,...dm _ m(U)

Vn
a . / Udt, dt, . ..dt '
L dt, ... din
I A
= (V4 dvyn '

kde je pro kritkost polozeno dfx == dxi dyx dzx. Nasobme celou
rovnici jmenovatelem pravé strany, podrime na levo toliko
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Clen kone¢né veliky a ¢leny nekonedné malé pwnfho stupné
a délme pak po obou stranich veliGinou V?; tak obdrZime

vztah
[ Udt di,...dn

. mn » D_'___”' e
m - dm + Vv dV = Vi
RozloZme kaZdy integracéni obor D’ v D a D”, takZe
D”"=D" —D.

Pak lze psati (vynechivame integrovanou funkci)
D'y bbb D DO D oD D

Vzhledem k tomu, Ze integracni obor D” .ma nekonecné
maly objem 4V, podrZime jen prvé dva Cleny na pravé strané
posledni rovnice. Dosadime-li pak do hofejSiho vztahu a po-
znamename Ii, Ze

H Udt,dt,...dn

V"—ldV o

[l

obdrzime * n m
m 4 dm + —————-dV—m+ 't av,

z CehoZ bezprostfedné vyplyvd rovnice (21).

Véta pravé dokizana da se vyjadfiti téZ uZitim pojmu
-pravdépodobnosti: Je-li p pravdépadobnost, Ze n bodid Ag, vo-
lenych uvnitf D, vyhovuje danym podminkdm; je-li pak
p +dp taz pravdépodobnost pro obor D’ o objemu V +dV- a
konecné p: taZ pravdépodobnost pro pripad, Ze jediny z bodi
" Ag leZi uvnitf oboru D’ — D, kdeZto ostatnich n — 1 leZi uvnitf

oboru D, plati*) Vdp—n (py — p) dV. (21

Ulohy 1—24.

1. Na tsecce, Jenz délka =1, jsou zvoleny dva body. Jak velka
ie pravdépcdobnost, Ze jejich vzdalenost ie mendi nez q, je-li a <1?
[p—2a—a2; viz Borel Le Hasard, p. 76—80, Borel Eléments
de la théorie des probabilités, 3¢ éd, p. 89—93.]

*) Viz M. W. Crofton: Probability (Encyclopaedia Bri-
tannica, 9th edition). R. Deltheil: Sur la théorie des probabi-
lités géométriques (Annales de la Faculté des Sciences de
Toulouse, 3e série, t. XI., 1919)..

»
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. 2. Dv& osoby umluvi si, Ze se dostavi na unlité misto b&hem
uréitého ¢asového intervalu od 1==0 do t =1 a Ze ten, kdo pfijde
prvni, poCkd na druhého po dobu a, naCe? odejde. Predpoklidime,
Ze uvnitf onoho intervalu je v kaZdém okamZiku pravdépodobnost
pfichodu stejnd, a to pro jednu osobu jak pro druhou. Jak velkd je
pravdépodobnost p, Ze se setkaji? [Polet moZnych pfipadii mé&fime
plochou &tverce o stran& =1, polet pfipadit pfiznivych plochou, slo-
Zenou ze dvou lichob&Znikii. Uloha je v podstaté totoZna s ulohou 1.
Vychazi p—=2a¢—a?. Viz A. Pdnek: Re$en{ Laurentovy
ilohy z po&tupravdé&podobnosti (Casopis pro péstovani
m. a f., XX., 1891, p. 94—97).] :

3. Zvolime-li na cbvodé daného kruhu tfi body, jak velikd je
pravdépodobnost p, Ze trojihelnik jimi stanoveny jest ostrotihly?
lp =1/, viz A. Pdnek: Problém z geometrické pravdé@&-
podobnosti (Casopis pro péstov. m. a f. XX., 1891, p. 148—150)].

4, UseCka AB je rozd&lena na tfi éisti dvéma libovoln& vyte-
myni body P a Q. Jak, velikd jest pravdépodobnost, Ze lze sestroiiti
trojahelnik ze tFi use3ek takto vzniklych? [p=—1/; viz Poincaré
Calcul des probabilités, p. 123, Markoff, Wahrscheinlich-
keitsrechnung, Leipzig, 1912, § 29. Czuber, Die Wahr-
scheinlichkeitsrechnung und ihre Anwendung auf
Fehlerausgleichung etc. 3. Aufl. Leipzig. Bd. 1. p. 13.]

5. Vypcdisti pravdépodobnost p, Ze ze tFi iisedek, je-li kaZda
}(ratﬂ nez ]uréité dana délka, dd se sestrojiti tupoihly trojdhelnik
p=+m—1il.

6. V mezikruzi o polomérech r a r + ¢ jsou vytéeny dva body.
Jak velka je pravd&podcbnost p, 7e iseCka jimi omezena neprotina
vnitfni kruzZnici?

’
[p B 27(0 -+ r.)’\arc ?os atr 27 ]
aQar+ a) al 2ar+a

7. Strany obdélnika jsou mensi nezZ 1, jinﬁ-k v§ak libovolng vy-
téeny. Jak velka je pravdépodobnost p, Ze ihlopficka je mensi nez
jedma? [p= 1; viz Whitworth: Choice and chance, 3th edi-
ticn, Cambridge 1878, p. 213.]

8. Stfedni vzdalenost dvou bodfi, jeZ jsou zvoleny na tselce
o délce a, jest 1 a.

9. Dva body M a M’ jsou zvoleny uvnitf Gtverce o strané a.
Stiedni hodnota (matematickd nadé&je) Ctverce vzdalenosti MM’ jest

aaaa .
[ [ f [ [x = x* + (y — y'¥] dx dy dx’ dy’

0000 at

i =5

Obecné& p,lati véta: stfedni hodnota &tverce vzdalenosti MM,
jsou-li M a M’ dva body uvnitf libovolného obrazce, rovna se polo-
méru setrvadnosti toho obrazce vzhledem k jeho t8Zisti (viz Czuber:
Geometrische Wahrscheinlichkeiten, p. 216—217). -
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10. Zvolme uvnitf daného polygonu, jenZ je opsan kruZmici K,
bod a opiSme kolem tohoto bodu kruh, ienZ je cely obsaZen uvnitf
polygonu. Stfedni. hodnota plo§ného obsahu takového kruhu rovna se
jedné deseting kruhu K. [Viz Czuber, tamtéz, p. 219.]

11. Obdobnd stfednf hodnota jako v iiloze 10., je-1) din kruh na
misté polygonu, rovni se opé&t desitin€ daného kruhu.

12. Vypotlisti pravdé€podobnost P, e vzddlenost dvou bodii, zvo-
lenych uvnitf kruhu o polomé&rm R, je men3f neZ a.

p @ T 20 R —a)—RR ta)sinacosa
= : e

kde 2Rsing=a. Viz Borel, Bulletin de la Société mathém. de.
France, t. 46, p. 105; 1918; Deltheil, Annales de la Faculté des Sci-
ences de Toulouse, 3e série, t. 11, p. 1; 1919. — Srv. téZ s obdobnou
iilohou 18.]

13. Dva body M a M’ jsou zvoleny na povrchu koule. Jak velika
je pravd&podobnost p, Ze krat${ oblouk hlavni kruZnice, spoiunjici M
s M, je men¥{ nez o? p=sin"}a
viz ‘rozbor v knize Borel: Le Hasard, p. 86—91 nebo Borel, E1¢é-
ments, 3e édition, p. 96—100.]

14. Dv& koule o poloméru r dotykaji se v jednom bodé zevné
jedna drubé. Na povrchu jedné zvolime bod P, na povrchu druhé
pak bod Q. Jak veliki je pravdépodobnhost, Ze vzdilenost RQ ie
mensi neZ 2r? [p—=13/35; viz Czuber, Geom. Wahrscheinlich-
keiten, p. 70—72.]

15. T¥i body A, B, C isou zvoleny na povrchu koule. Jak velikd
je stfedni hodnota plo3ného obsahu sférického trojihelnika ABC?
[Rovma se osmin& kulového povrchu; viz Czuber, tamté?, p. 217.]

16. Na povrchu koule zvolime tfi body jakoZto vrcholy siéric-
kého trojiihelnfka. Pravd&podobnost, Ze v3echny fihly trojdhelnika
jsou ostré, jest rovna 1

27

17. Vytkn&me libovoln& &tyfi body na povrchu koule; pravdé-
podobnost, Ze viechny &tyFi jsou na jedné polokouli, rovna se /. [Viz
Czuber, tamtéz, p. 217—218.}

18: Vypo&isti pravdépodobnost P, Ze vzdilenost dvou bodi, zvo-
lenych uvnitf koule o polom&ru R je mens${ neZ a.

a? 9 a* at
— o T .
R? 16 R* 32R
viz Czuber, tamté?, p. 69—70; Borel-Deltheil, Probabilités,
Erteurs (Pars, 1923), p. 81—83. — Srv. té% s tlohou 12.]

.19'. Jak velkd je pravd&podobnost p, Ze délka tétivy v. kruZnici
o polom&ru R jest obsaZena mezi ¢ a b (¢ <b)?

-

P =
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[Je-li sm&r t&tivy ddn, jest

P—-ZR[WR’—G-—WR‘—b’],
- viz Borel-Deltheil, tamtéZ, p. 77, Borel, Eléments...3e édition,
p. 107—109].

20. Vodorovna rovina je rozdélena dvéma Ffadami pfimek ve
&tvercovou sif; strana &tverce budiZ a. Hodime-li na rovinu kruhovy
kotou¢ o pcloméru r (2r < a), jak veliki je pravdépodobnost p, Ze
kotou® padne cely dovnitf nékterého &tverce?

. (a _ r)l
=",
viz zajimavé uvahy o této tloze v knize Fréchet-Halbwachs, Le

calcul des probabilités a la portée de tous
Paris, 1924, p. 72—76].

21. Na vodorovnow rovinu, na niZ je nazyvana sit shodnych
rovnostrannych trojihelnikii o strané @, je vrZena nekoneéné tenka

jehla o délce I. Pravd&podobnost, Ze jehla se octne celd uvnitf jed-
noho trojihelnfka, jest

L2 )

Toa a

)

[Viz Markoff, 1. c., § 32.]

22, Dany kruh ]e rozd&len primérem ve dvé polovmy Vypodisti
pravdZpodobnost p, Ze p¥imka, kterd protina prvou polovinu, protina
téZ druhou. 4
viz Czuber, 1. c., p. 129].

23. Nékdo uinf po rovné cest&€ n krokii steiné dlouhych bud
vpfed nebo do zadu; pfisuzujeme-li pfi kaZzdém kroku obéma moz-
nym smérim stejnou pravd&podobnost, je pravd&podcbnost, Ze mna
konec bude o k krokii vzdilen od pﬁvodniho stanovi$t&, rovna

(€ BT
Srv. s tlohou 24. R (n - b

24, N&kdo vyide z bodu O, ide rovné& v libovolném smé&ru a urazl
drihu /,; pak se otoCi o libovolny iihel a zase urazi pfimocarou drahu
I, atd. Vykona-1) celkem n takovychto pfimoarych pohybi, iak ve-
likd j% pravdépodobnost, Ze jeho vzdilenost od bodu O bude mensi
neZ r?

[Jsou-li Jo a Ji Besselovy funkce indexu 0 a 1, jest
- .
Pr=r [J0) )y a0 S ). Jo (n 3) dx.
[}

Viz Lord Rayleigh: On the problem of random vibra-
tions. (Philosophical Magazine 6 series. vol. XXXVIIL 1919,
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p. 321—347., Scientific Papers, vol. V1., p. 604—626); Lord Rayleigh:
The theory of Sound, 29¢ edition, London 1894, vol. I., p. 39—4l.
Srv. téZ M. v. Smoluchowski: Abhandlungen iiber die
Brownsche Bewegung (Ostwads Klassiker, Nr. 207.)

Je-li p velmi veliké a lh =1l: =...In = 1, jest pfibliZn&

e
Ph=1—e™ a].

III. Konvexni kfivky v roviné.

19. PFimky protinajici konvexni kfivku. — a) Budiz k
,uzaviena konvexni*) kfivka; volme pocatek O soufadnic
uvnitf k. Je-li @ thel, ktery svird vnéjsi normadla s osou Ox,
bude vzdalenost teény od pocatku uritou funkci ithlu ¢, kterou
oznacime Hg). Tato funkce je kladnj, Jednozna(.na a perio-
dickd s periodou 2n. KaZzda pfimka -

xcos ¥+ ysing —g=0
prot}najici kfivku C vyhovuje podmince
g—f(@=20;

znameni rovnosti plati jen pro pfipad, Ze pfimka se dotyka
kfivky k. Mérou vSech jejich seden je podle odst. 11. vyraz

2z
m=jqudf/ =fqdr/=/f(rr)d</,
) 0
ktery miiZeme psati téZ ve tvaru
2
m=3[1f ) +7+ D dr.
0

Vyraz v zavorce udava vzdalenost dvou teden kolmych
k normile urené iihlem ¢; tuto délku miZeme povaZovati za
polovinu primé&tu celého obvodu kfivky do normaly (rozumi
se, Ze pocitame jen s absolutnimi hodnotami jednotlivych ele-
mentii obvodu resp. jejich priméti). Oznadme Fedeny primét
pismenem A; obdrZime

= a}-O[A dy.

‘) Ktivku nazyvame konvexni, le-Jl profata kazZdou pFimkou
nejivyse ve dvou bodech.
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Posledni integral vypocteme podle. Cauchyho *) takto:
Promitneme-li tiseCku délky s do pfimky, ktera s ni svira iihel
«, jest absolutni hodnota priimétu s {cos ¢ . Integrujme tento
vyraz v mezich od 0 do 2x; vychazi

2,:1
s / |cos ¢ | dg = 4s.
0

PonévadZ pak si mfZeme mysliti obvod kfivky k& roz-
délen na nekone¢né mal¢ tisecky, jest
2n
[ Adp = 4ndsobnému obvodu kfivky.
0

Z toho plyne, Ze mnoZstvi viech piimek, protinajicich kon-
vexni kFivku, md miru rovnou jejimu obvodu.

Tato véta da se pfenésti i na konvexni obrazce, jichZ
tecna neméni se spojité s tihlem ¢, na pf. na konvexni mnoho-
tthelniky. V kazdém vrcholu mnohotihelnika méni se f(p) ne-
spojité. Mnohouhelnik di se viak nahraditi s libovolnou pfes-
nosti konvexni kfivkou, jejiZz teCna méni spojité svilj smeér;
bliZi-li se kfivRa mnohoihelniku, bliZi se mira vSech pfimek
ji protinajicich urcité limit&, kterou povaZujeme za miru pFi-
mek, protinajicich dany mnohoihelnik.

Neni-li kfivka k& (nebo mnohoiihelnik) konvexni, mysleme
si kolem ni poloZenu uzavfienou a napiatou nit, ktera je tak sta-
Zena, Ze ma nejmensi moZnou 'délku. Nit pfilehne pak ke % jen
podél konvexnich obloukil; ma-li & konkavni oblouky, bude nit
miti pfimocaré useky a vytvofi uzavienou konvexni &aru k.
Kazda pfimka protinajici £ (nebo &) protini té% &’ (nebo k),
takZe integral

f dg dq

ma stejnou hodnotu jak pro mnoZstvi piimek, jeZ protinaji
ktivku prvou, tak pro mnoZstvi, odpovidajici kfivce druhé.
Proto miiZeme se v téchto tilohiach omeziti jen na kfivky kon-
vexni. '

Z véty o mife pfimek protinajicich konvexni kfivku (nebo
konvexni obrazec) plyne tento disledek: Pravdépodobnost p,
Ze primka, protinajici konvexni obrazec k1 o obvodé L, pro-

*) Viz Mémoire sur la rectification des cour-
besetlaquadraturedessurfaces courbes, Ocuvres de
Cauchy, 1¢ série t. 2., p. 107—177.-
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tindg soucasné jiny konvexni obrazec ke, jenZ leZi uvnitf ki a
md obvod L., jest
%1 p=1Ls: L. (22)

L:-méFi zde mnozZstvi viech p¥ipadii moZnych, L: mnoZstvi
vSech pFipadi pfiznivych. Je zajimavo, Ze pravdépodobnost
p zavisi toliko na poméru obou obvodi, nikoli vSak na geo-
metrickém tvaru obou ¢ar ani na jejich relativni poloze.

b) UZijme rovnice (22) k feSeni této tilohy: V roviné jsou
narysoviny ekvidistantni rovnob&Zky a mimo to konvexni
kfivka k& v obvodu L; vzdalenost 2a dvou sousednich rovno-
béZek je tak velika, Ze kfivka kB nemiiZe protinati dvé z nich.
Jest vypocisti pravdépodobnost p, Ze kfivka k je protata né-
kterou rovnobéZkou.

Pfedstavme si, Ze narysujeme kruZnici £ o priméru 2a
tak, Ze obsahuje kfivku & ve svém vnitfku. Obrazec sloZeny
z kfivky k a z kruZnice k' povaZujeme za neproménny ftvar;
mépi-li £ svou polohu v roving, méni ji zaroveii k. V kaZzdém
pfipadg je £ protata néjakou rovnobéZkou (jen jednou z nich;
nehledime ke krajnimu pfipadu, kdy se &’ dotyka dvou sou-
sednich rovnob&Zek). Vypocet pravdépodobnosti p redukuje
se tudiZ na Feseni tlohy: pfimka protind kfivku &’ v obvodu
2aa; urditi pravdépodobnost p, Ze protina kfivku £ o obvodu
L, kterd leZi uvnitt #’. Vychazi podle vzorce (22)

L ,
P=3%a - @y
Redukuje-li se k& na usetku o délce 2b, jest L=4b a
2 b 'y
=2 227y

Timto vzorcem je rozifeSena Buffonova tloha o jehle.
Srv. odst. 8. a odst. 35.a.

20. Croftonova véta o tFeti mocniné seény. — Pocitejime
dvojim zptisobem miru M pro mnoZstvi, jehoZ prvkem je par
bodti zvolenych uvnitf k; pfi tom povaZujeme pary za riizné,
1i§i-li se pofadim obou bod{i. Pfedné mame

M=Pe,

Abychom vypocetli M druhym zpdsobem, oznalme Dpis-

meny x, y resp. X', y° soufadnice dvou bodi A a A’ volenych

uvnitf k. Pi§me M= U‘ff dx' dy’ dx dy

a integrujme podle x’, ¥’ pfedpokladajice, Ze bod A’ vypliuje
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nekone¢né malou vyseé, kterd ma za vrchol pevny bod 4, a
kterd jest omezena pfimkami (g, ¢) a (¢ + dq, ¢ + d¢) v bodé
A se sbihajicimi. Jsou-li ¢ délka celé sedny (g, @) a r resp.
c¢—r obé Casti, ve které se bodem A déli, bude

M= [[[+1r=+ (= )] axdy do.

Polohu bodu A miuiZeme uréiti veliC¢inami ¢ (= vzdalenosti
seény (¢, ¢) od pocatku- soufadnic) a r (= vzdilenosti bodu
A od jednoho konce se¢ny). PonévadZ? pak

. dxdy = dgqdr,

jest ..
¥ M=fjj-}[r2+(c—r)2]drdqdq)=

=[] 4 daap.

Srovnajice ob& formule pro M, obdrZime vzorec Crof-

toniiv: *)
[[edgag=3Pp-
Vyraz . Lot dg dip
udiva nriru pro mnoZstvi parit bodovych AA’, uréenych témito
podminkami: bod A leZi uvnitf nekoneéné tizkého pruhu ome-
zeného pfimkami (¢, ) a (¢ -+ dg, ), spojnice AA’ svira
s pfimkou (g, ¢) thel obsaZeny v mezich o a dqg.

21. Vzdjemné polohy secen a bodi. — V nésledujicich
odstavcich oznacime pismenem
L. ... obvod dané uzaviené konvexni k¥ivky k&,

P. ... jeji plosny obsah, _
g, ¢ . . soufadnice pfimky; rovnice pfimky zni
xcosp+ysing—qg=0,
* o, ¢ . .ploSné obsahy &asti, ve které se vnitfek kfivky
k déli danou senou; o+ o = P.

a) MnoZstvi vSech pfimek, které protinaji kfivku k, ma
miru L. Dle odst. 15. md mnoZstvi, jehoZ prvkem je par seen
k¥ivky L, miru o

v N=4}L®

‘) VlZ Crofton, Comptes Rendus 1869, p.1469; J.A.Serret:
Annales scientifiques de I'Ecole Normale Supé)neure 1869, p. 177.
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" MnoZstvi v3ech pari seCen, které se protinaji uvnité k,
ma miru .
Z=.;-/_/fqu dy dq’ dg';

integrace vztahuje se ke viem Seénam (g, ) a (¢, ¢") tako-
vym, Ze priseCik leZi uvnitf %. :

Vytknédme dvé pevné seény rovinob&iné: (g, @) a
(¢ + dg, ©). Nekoneéné tizky pruh, utvofeny jimi a dvéma
obloucky kf¥ivky k, ma, vynechame-li nekone¢né malé veli€iny
vy$sich stupiifl, obvod 2¢; ¢ znaé&i délku secny (g, ¢). Je tedy,
integrujeme-li dle ¢’ a ¢,

z=14[[2cdqdg.
PonévadzZ -pak nezdvisle na ¢ jest

fcdq:P, a qu;:n,

. »
jest - Z—=nP.
Pravdépodobnost, Ze dvé secny kFivky k protinaji se
uvnitr k, jest
— _,Z._ — Zk:’,) L
P="N="1

b) Obraftme se nyni k vypoétu miry /I pro mnoZstvi, jehoZ
prvek jest utvofen seénou kfivky k& a parem boda AA’, jeZ
leZi oba uvnitf k& po riznych stranich oné seény. Pfi tom ne-
povaZujeme dva takové pary za rfizné, li§i-li se jen oznacenim
(potadim) obou bodi.

Mira / da se vyjadfiti trojim zpisobem. Pfedné jest

l=ffno’dqdq;;
kde o a ¢ jsou €asti plochy P, oddélené se€nou (g, «);: inte-
grace se vztahuje ke vSem se¢nam.
Uvazime-li dale, Ze mnoZstvi viech pfimek protinajicich
tisetku AA’ o délce ¢ ma miru 2¢ (ise¢ku povaZujeme za ne-
koneéné zplo§télou uzavienou kfivku o obvodu 2¢), miiZeme

psati =-;-ff29dxdy dx"dy’;

podle soufadnic (x, y¥) bodu A a podle soufadnic (x’, y’) bodu
A’ integruje se pfes cely vnitfek kfjvky k.
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Tteti vzorec pro miru / lze odvoditi nasledovné: Vedme
bodem A, ktery prozatim povaZujeme za pevny, dvé seCny
@, ©) a (g+dg, ¢+ do), tvotici nekonecné maly uhel dg.
BudiZ ¢ délka seny a r vzdalenost bodu A od jednoho jejiho
konce. MnoiZstvi bodii A’, leZicich uvnitf onoho nekonecné ma-
lého tihlu (po jedné strané bodu A) ve vzdalenosti ¢ aZ o + do

od A mi za miru odo do;

mnoZstvi pfimek protinajicich tiseCku AA” ma miru
. 2.

Prispévek k integralu /, pochéazejici ode v3ech bodit A, le-
Zicich po obou stranich bodu A v onom nekoneéné malém
tthlu, je tedy r e—r

L2dx dy dqa[[g-dg + [deg]=%[r3+(c—r)’] do dx dy.

Integral / vypocteme nahradlce, podobné jako v odst 20.,
element dxdy elementem dgdr, takie

1=%fff[rﬂ—|-(c—r)"] ar dg dp =1 [ [ et dg dg,
0

pii CGemZ integrace se vztahuje ke viem se¢nim (g, «)
kfivky k.
Délme integral I mérou
LLpP?
mnoZstvi, jehoZ prvkem je selna a par bodii zvolenych uvnitf
k. ObdrZime tak tfi vyrazy pro pravdépodobnost w, Ze secna
kfFivky k oddéluje dva body uvnit k zvolené

2f[aa dg dg 2ffndxdydx ay' ffc*dqd(p

C=TTTLe yra = 3Lp:

¢) Uvnitf k volime Ctyfi body A, B, C, D. M&rou mnoZstvi
viech parii bodovych A, B (spojnic AB) takovych, Ze bod A
lezi uvnitf mezi pfimkami (¢, @) a (¢ + dg, @), kdeZto smér
piimky AB li3i se nekone&né malo od sméru pfimky (g, ¢), jc
dle odst. 20.

1 c2 dq do;

mmozstvi viech parii bodovych CD'(na pofadi bodi C a D
nezaleZi), jeZ leZi po jedné nebo po druhé stran& pEimky
@, ), md za miru 1 (o2 4070,
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Mira pro mnoZstvi ¢tyfbodovych skupin ABCD takovych,
Ze body C a D leZi po téZe stran& piimky A, B (nutno d&liti
dvéma, jeZto nezaleZi na pofadi bodti A a B) je tudiZ rovna

integrélu .
_ M= [[ & (02 + o) dg dyp;

integrace vztahuje se ke vSem seCnam k¥ivky k.
Délme tento vyraz mérou
1
+P

mnoZstvi vSech Ctvefin bodovych ABCD, pii SemZ povaZu-
jeme dvé takové Ctvefiny za identické, lisi-li se toliko pota-
dim bodfi A, B nebo pofadim bodii C, D. ObdrZime vzorec pro
pravdépodobnost II Ze dva body uvniti k volené lei po téze
strané primky, kterd spojuje dva jiné body volené uvniti k:

1 »
I = 3 pe [/ e (0* + o") dg dp.
* Podle odst. 20. jest

31’:“, ffcs (0® + 0”2 + 2 a0’) dg dp = 3115, ff@dqdq;:l-

Z toho nésleduje: pravdépodobliost IT', 3e dva body vo-
lené uvnitr k jsou oddélovdny pfFimkou, kterd spojuje jiné dva
body uvnitfF k volené, jest rovna

nI=1—II= 3:‘ /./ ¢® oo’ dq dep,

22, Dalsi ulohy o skupindch tfi nebo ¢tyF bodi. —

a) Uvnitt % volme tfi body A, B a C. Spojnice téchto bodii déli
vnitfek kfivky % na sedm {asti, jeZ oznaCime &isly 1,2,...7;
-vnitfek trojihelnika ABC oznadime cislem 1, Fast pfilehlou
k vrcholu A &islem 2, Cast pfilehlou ke strané AB ¢&islem 3
atd. (viz obr. 1.). BudiZ D &tvrty bod voleny uvnitt 2. Viechny
&tyfi bodové skupiny*) ABCD takové, Ze D leZi vzhledem
k trojihelniku ABC v kté &4sti (k=1,2,...7) tvofi mnoZ-
stvi, jehoZ miru nazveme My Patrné jest

M2:M4=Ma, Ms=M5=M7.

M2+M1+M4+M5=2(M2+Ms)

uddva miru pro mnoZstvi &tyfbodovych skupin ABCD tako-
vych, Ze pfimka CD (spojnice vrcholu C s nékterym bodem

Vyraz

*) Zde pf¥ihliZime k pofadi bodt uvnitf skupiny.
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volenym uvnitf nékteré z Cdsti 2, 7, 5, 4), neprotind useCky
AB. Nehledime-li k pofadi bodit v paru A, B, ani v paru C, D,
bude hofejSi vyraz roven ¢tyfnasobné mife M, vypodtené
v odst. 2lec.

Je tedy

Vyraz

2(M2+M3):4M.
Ms+ Mg+ My + M5+ Mag+ M; = 3 (Ma+ My)

jest mérou pro mnoZstvi &tyfbodovych skupin ABCD tako-
vych, Ze bod D leZi vné trojithelnika ABC. Mé&rou vSech Ctyf-

Obr. 1.

bodovych skupin vilbec jest P4, tedy pravdépodobnost w, Ze
bod voleny uvniti k leZi vné trojihelnika utvofeného jinymi
tFemi body taktéZ uvnitF k volenymi, jest

_3M+ M)  6M

0 TR

P = p
aneb, dosadime-li za M vzorec odvozeny v odst. 2Ic:
1
0= 55 ff ¢ (0* + o) dg dp = 30, . (23)

kde IT znaci pravdEpodobnost definovanou v odst. 2lc.
" Pravdépodobnost, Ze &tvrty bod leZi uvnitf trojithelnika
utvofeného prvnimi tfemi, jest
1 , ,
l—o=1— zf,;ffc (o° + o) dg dop.
b) Pociteime stfedni hodnotu m (A) plochy trojihelnika
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utvofeného tfemi body, jeZ jsou voleny uvniti k. Podle obecné
véty vyiadfené vzorcem (20) jest

l—o= m(A)

a tedy uzijeme-li vzorce (23),
mA)=(1 —w)P=P — zlp, [[ ¢ (o + o) dg dyp, (24)

¢) Uvnitf k volime Ctyfi body. Jak velka je pravdépodob-
nost p, Ze tvofi nekonvexni &tytithelnik? (Sylvesterova iiloha.)
Pravdépodobnost p souvisi s pravdépodobnosti o shora vy-
poctenou podlc rovnice

p=4(—w),
je tedy p=4— ﬁ‘ [[ ¢ (o + o) dg dyp. (25)
\ Pro trojuhelnik jest p = +=03333...,
' » obdélnik » p= ++=030%...,
> kruh s D=, = 02955...%)

-y
W. Blasclhike udava toto FeSeni Sylvesterovy ulohy: prav-
depodobnost p nabyva hodnoty 4 jenv pnpadé Ze k je troj-

35
tihelnik a hodnoty o4 jen v ptipadé, Ze k jest elipsa;

v prvém pfipadé ma p nejvétsi, ve druhém nejmens$i moZnou
hodnotu.**)

d) Dva body jsou zvoleny uvnitf k& a tfeti bod na obvodé
k. Plocha trojiihelnika jimi utvofeného ma stfedni hodnotu

kde m (A) je stfedni hodnota urdena vzorcem (24).

K diikazu pouZijeme obecné véty, vyjadiené formuli (21).
Na misto obJemu V oboru D nastoupi zde obsah P kf¥ivky k&;

*) VlZ Czuberovu knihu dfive citovanou a tyto prace: Crofton
Probability (Encyclopaedia Britannica). J. Sylvester (Acta
Mathematica, t. 14, 185—205; 1891). R. Deltheil (Annales de la Fa-
culté des. Sciences de Toulouse, 3e série, t. 17; 1919). A. Pdnek (Ca-
sopis pro péstovan{ mathematiky a fysiky r. 17, 1882 , p. 121—122).

**) W. Blaschke: Ueber Affine Geometrie XI. (Be-
richte des Ges. d. Wiss. zu Leipzig, Math.-Phys. Klasse, Bd. 69.,
1917; p. 436—453). Viz té% W. Blaschke: Vorlesungen iiber
Differentialgeometrie IL, p.'55 (Berlin, 1923).
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kiivku tu zvétsime nekoneéné malo homotetickou transfor-
maci. Plati dV = dP. Ptiriistek dm stfedni hodnoty m =m ()
bude zfejmé hovéti iméfe

dm :m=dP : P,

takZe podle (21): bude (pro n=23)

P Z’; =3(m —m), tedy m=4%m.

e) Uvnitt k& volime tfi body a &tvrty bod na K. Pravdé-
podobnost pi, Ze tyto &tyfi body tvofi nekonvexni Gtyfihel-
nik, rovnd se pravdépodobnosti p [vzorec (25)].

Abychom to dokdazali, uZijeme zase homotetické trans-
formace, kterou se k nekonen& malo méni; do vzorce (21)
dosadime V=P a .
dp =20,
jeZzto uvedenou transformaci se p neméni (p zavisi jen na
tvaru, nikoli na rozmérech kfivky k). Vychazi ihned, Ze
Pr=p.

23. Primky, jez protinaji dvé konvexni kfivky. — a) Budte
k1 a ke dv& konvexni kfivky vzajemné se vylucujici, X délka
napiaté zk¥iZené niti, poloZené kolem obou kfivek a Y
délka napiaté nezkfiZené niti kolem nich poloZené.
Ozna¢me dile pismenem A konvexni obrazec oaa’bc’co (viz

Obr. 2.

obr. 2.), utvofeny &asti k¥ivky ki a Castmi spolecnych vnitf-
nich teCen, jeZ se v o sbihaji; pismenem B pak obdobny kon-
vexni obrazec odfedfo. MnoZstvi pfimek protinajicich
obrazec A (nebo B) ma miru rovnou obvodu obrazce A (nebo
B); soucet obou mér jest = X, mife to pfimkového mnoZstvi
M, jeZ se sklida z téchto dvou &asti: 1. z mnoZstvi Mi pfimek

e 45



protinajicich konvexni obrazec a’bc’'fed'a (jsou-li ddec’t spo-
le€né vngijsi stény obou kfivek) a 2. z mnoZstvi M: pfimek,
jeZ protinaji soutasné obrazec A i obrazec B (tyto posledni
pfimky, obsaZené téZ v mnoZstvi M1, vyskytuii se v M kazda
dvakrit). M&rou mnoZstvi My jest Y; 2z toho soudime, Ze

X—Y (26)

je mérou mnozZstvi M2 téch pfimek, které protinaji zarovei
obrazce A i B. Toto mnoZstvi je viak totoZné, jak uci pohled
na obrazec, s mnoZstvim pfimek, které protinaji zaroven
k¥ivku ki i ke. Vyraz (26) je mérou pro mroZstvi vSech pFi-
mek, které protinaji soucasné obé kfivky ki a k..

b) UZijme véty pravé nalezené k feSeni této iilohy: Je
dan konvexni CtyFihelnik o stranach a, b, ¢, d-a o thlopfFic-
kach m, n. Jest vypocéitati miru pro mnoZstvi t&h pfimek,
které protinaji dvé protéj§i strany Ctyfuhelnika.

PovaZujme strany a a ¢ (viz obr. 3. za nekone&né zplo-
$t&le elipsy (strana « je zdroven osou a dvojnasobnou linedrni

QObr. 3.

vystiednosti elipsy, jejiz vedlej§i osa = o0; podobné& strana ¢)
a uZijeme oné véty. Patmé jest
X=a+c+m+n Y=a+b+tct+d=1L,
kde L znaéi obvod ¢&tyfihelnika. Mé&rou pro mnozZstvi vSech
pfimek protinajicich souCasné useCky a a ¢ jest
Podobné jest, klademe-li
] X=b+d+m+n Y=L,
mérou pro mnozZstvi viech pfimek protinajicich tise¢ky b a d
vyraz X—Y=m+n—a—c
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Z toho nasleduje, Ze mérou pro mnoZstvi viech pfimek

protinajicich par protéjSich stran v daném ¢tyFihelniku jest
X—Y+X—Y=2(m+n—L
Ponévad? pak L je mérou pro mnoZstvi vSech prlmek
protinajicich obvod ¢&tyrihelnika, jest
p=2"F"_4 @n
pravdépodobnost, e piimka protinajici obvod &tyfihelnika
protind jej ve dvou protilehlych stranach. Pro d&tverec o

rané a je '
strané a je L=4a, m=n=al2

a tudiz ,
I'p=2—1=0414... (27)
Pro obdéinik, jehoZ strany jsou v poméru 3 :4, jest

L=—14, m=—=—n=5,
¢) Pocitejme miru N pro mnoZstvi pfimek, které oddé-
luji jednu konvexni k¥ivku ki od jiné k2 (obr. 2.).

MnozZstvi viech pfimek, které protinaji konvexni obrazec
abcfeda, ma za miru délku Y nezkfiZené niti, poloZené ko-
lem obou danych kfivek. Mira Y sklada se z téchto casti:
z miry Li (=obvodu kfivky ki), mnoZstvi seden kfivky ki,
z miry L. (= obvodu k¥ivky ks), mnoZstvi seden kfivky k: a
z miry N; od soudtu téchto tfi veliin jest vSak odecisti podle
vzorce (26) miru X — Y mnoZstvi viech seen spoleénych
ob&ma kfivkam ki a ke, nebof v souctu L, + Ls je kazda spo-

leCni seCna Citana dvakrite. Je tedy
Y=L+ L+N—X+Y
aneb N=X—L—L, (28)

Vzorec (28) uddvd miru N pro mnoZstvi primek, které
oddéluji konvexni kfivku o obvodu L. od jiné konvexni kFivky
o obvodu L:; X znaéi délku napiaté zkFiZené niti kolem obou
kFivek poloZené.

Ulohy 25. —29.

25. Kfivka K o cbvodu L obsahuje uvnitf dvé uzaviené a na-
vzaiem se vyluCujici kfivky k£ a £" o obvodech I a I'. Jak velikid je
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pravdépodcbnost p, Ze libovolné vytéena pfimka, kterd protina K,

nepro'tiﬂa ani k& ani K? [p= L ; viz vé&tu dokazanou
v odst. 23c].

26. Uvniti k velime dva body. Seéna, jez je spojuie, d&li se jimi
a pruseCiky s & ve tfi Casti. Pravdf,podobnost Ze z téchto tfi dsecek
di se sestroiiti trojuhelnik, jest — 1/4. [Czuber: Geom. Wahr-
scheinlichkeiten, p. 156—157]. -

27. Uvnitf trojihelnfka zvolime dva body; ploSny cbsah troj-
thelnika, ].e]Z tvofi tyto body spolu s urcntym vrcholem trojihelnika
daného, ma stfedni hodnotu

Mg:;*, S,
znadi-li S plodny obsah damého trojuhelnika [Czuber tamtéz p. 235).
28. Uvnitt £ jsou voleny dva body. Stfedni hodnota jejich vzdi-

lenosti jest (viz odst. 21b) ro2 .

29, Stfedni hodnota tétivy, kterou urcuje libovolnd p¥imka, pro-
tinajici kfivku k, jest uréena vzorcem

__ aP
y o= 1
"Pro kruh o polomé&ru R vychazi
aR
my= "y
<.

IV. Konvexni plochy v prostoru.

24. PFehled zkratek. — V této kapitole pojedname o né-
kterych tlohach, jeZ se vztahuii k uzavienym konvexnim
plochim v prostoru. KaZda takova plocha je profata libo-
volnou pfimkou nejvySe ve dvou bodech. Oznacdime

pismenem
K . .. danou uzavienou konvexni plochu bez singulirnich
bodu,
V . .. objem &asti prostoru omezené plochou K,
S ... plo$ny obsah plochy K,

2, 27 . . objemy Casti, ve které se déli vnitfek plochy K libo-

volnou seénou rovinou (3 + 3" =V),

k . konvexni kfivku, ve které libovolna seCna rovina
protind plochu K,

P . .. plo$ny obsah kfivky &,

L ... obvod kfivky &,

C ... délku seény, kterou omezuje plocha K, na libovolné
piimce ji protinajici,

M . hodnotu integrilu (14), vztaZeného ke vSem rovinam
(u, v, w), jeZ protinaji plochu K.



V rovnicich pfimek a rovin, jakoZ i ve vzorcich pro miru
rozli¢nych mnoZstvi, budeme uZivati oznadeni zavedeného
v odst. 12. a 13.

25. Roviny protinajici konvexni plochu. — a) Je dana ro-
vinnd uzaviend kfivka bez dvoiného bodu; budiZ P jeji ploSny
obsah a ¢ délka seény, kterou vytina libovolna rovina. Poé&i-
tejme hodnotu integralu

[[[cdpdo=[[[csinoasdpap,

kde integrace se vztahuje ke vSem rovinim

. xsingcosg - ¥singsing 4 zcos ¥ —p=0.

jeZ danou kf¥ivku protinaji. Rovinu kfivky volme za rovinu
Oxy a pfedpoklidejme, Ze pocétek O jest uvnitf kfivky (volba
soustavy soufadnic nemda vlivu na hodnotu uvaZovaného in-
tegralu. Ani ¢ ani dpdw se zménou soustavy soufadnic ne-
méni; viz odst. 12.—14.). Zavedeme nové integraéni promé&nné

g a ¢ rovnicemi o ,
p=gsind’, =9

Obdrzime =

[ [ [edpdo= % j [ csin? 9 dg di dyp =} 1 Py (29)

2
koeficient ¥ je tfeba pfipojiti, nebot méni-li se ¢ spojité od
0 do 2n, obdrZzime kaZzdou rovinu dvakrite, mimo to pak jest

f cdg =P,

ponévadZ g znaéi vzdilenost seCny ¢ od pocitku O.
b) Ustanovme nyni hodnotu integralu

f/fL dp do» = f[fL sin ) dp di dep,

kde L znaci obvod priiseéné kfivky, kterou z dané konvexni
plochy K vytind rovina (p, ¥, ¢); integrace vztahuje se ke
viem seénym rovindm plochy K. BudiZ ! nekone&né& mala Eist
kiivky L, obsaZend v nekone&n& malém elementu do plochy
K. Podle vzorce (29) jest

' Isin 9 dp di) dgp = % a? do,
/f/ =7z

vztahuje-li s¢ integrace ke vSem rovindm protinajicim neko-

Dr. Bohuslav Hostinsky: Geometrické pravdépodobnosti. 4 49



neéné maly element do, Je-li tudiZ S cely povrch plochy K,
plati °*
[[[Ldpdo=tms; (29)

integrace vztahuje se ke viem se¢nym rovinam plochy K.

¢) Mira pro mnoZstvi vSech rovin, které protinaji Eon-
vexni uzavFenou plochu K, Jes’t pfedpoklidame-li podatek O
uvnité K,

2n w

M=]'[p sin 0 d) dip = [fp dor; (30)
00 '

p znaci zde vzdalenost te¢né roviny plochy K od O. To plyne
bezprostfedné z formule (14°), provedeme-li integraci podle
p. Podle Minkowského *) da se psati posledni integral téZ
ve tvaru _

M=/'/‘%(71-+ : )du, (307

\ Jo R R’

kde R a R’ znaci hlavni poloméry kfivosti a integrace vzta-
huje se k celé ploSe K; do jest element plo§ného obsahu.

Uvedme t¥i specidalni pfipady: *
Je-li-plocha K nekonec¢né zplo§téla, takZe se redukuje na

¢ast roviny dvojndsobné éitanou a omezenou konvexni kfiv-
kou o obvodé L, jest
& M=1inL (30 a)

Je-li plocha K nekone&n& zplodtéld ve dvou smérech,
takZe se redukuie na useCku o délce ¢, dvojnasobné Citanou,
jest mira pro mnoZstvi v§ech rovin protinajicich tuto tisecku

rovna ae (30 b)

Je-li K trojosy elipsoid o poloosach a, b, ¢, daji se M
i povrch S vyjadFiti timto integrilem.**) PoloZme, pfedpokla-
dajice, Ze c< b <a,
"= =mx—Q —n)y
f(m,n)—Sffl d—mx*—d=my - dx dy,

1 —x—y?

*) H. Minkowski: Ges. Abhandlungen Il., p. 241; Leip-
zig 1911.

**) Viz B. Hostinsky: Sur quelques applications géo-
métriques des intégrales elliptiques et sur les re-
lations entre les intégrales completes (Véstnik Kral.
Spol. Nauk. 1919.) o
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kde integrace na pravo vztahuje se ke kvadrantu kruhu o po-
lom&ru =1, vymezenému podminkami

x3+4y: — 150, x>0, y>0.,

Pak plati formule & ot
= abf( @’ bi )

wmedl %)

d) BudiZ K: konvexni plocha, M1 mira mnoZstvi vSech
jejich seénych rovin, Kz pak jina konvexni plocha, leZicf uvnitf
plochy Ki, a M: pfisludnd mira. KaZzdi rovina protinajici plo-
chu K: protind zdroven plochu Ki; podle véty vyjadfené rov-
nici (15) bude pravdépodobnost p, Ze rovina protinajici kon-
vexni plochu K. protind zdrover jinou konvexni plochu Ks, po-
loZenou uvnit¥ K1, rovna

p=M; : M,. (31)

26. Ulohy o pdrech a trojicich seénych rovin. — a) Mno:z-
stvi E, jehoZ prvkem je par seénych rovin plochy K, ma podle
obecné definice (viz odst. 15.) miru

/ff [f f L do dp do' dp* =} M,
1 JJ.

nebof a rovna se vSude dvéma.

Poc&itejme nyni hodnotu integralu téZe funkce, je-li inte-
graénim oborem mnoZstvi F partt seénych rovin takovych, Ze
priiseCnice obou rovin par tvoficich protini plochu K. Zase
bude a=2. Poznamenejme, Ze trojndsobny integral

JIT 4 dodo

vztaZeny ke vSem rovindm R, jeZ protinaji pevnou se¢nou ro-
vinu R’, je roveniz L, znadi-li L obvod kfivky, v niZ R pro-
tind plochu K [viz vzorec (30a)]. Integral

If 7 asw

vztaZzeny ke vSem seénym rovindm R plochy K je roven
Yan® S dle vzorce (29"). Je tedy mira mnoZstvi F

[[Lf[[ +dodpdn'dp' =} a* S,
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Délime-li tento vyraz hofejSim vyrazem pro miru mnoz-
stvi E, obdrZime pravd&podobnost p’, Ze dvé seCné roviny
plochy K protinaji se v pfimce, kterd rovnéZ plochu protina:

R S
- 4 MS. -

b) Mnoizstvi G, jehoZ prvek jest utvofen trojici seénych

rovin plochy K, md miru

ffff’ffff—}; dp do dp’ dov’ dp” de* =} M.
G

Pocitejme integral téZe funkce, vztaZeny k oboru H, je-
hoZ prvkem je trojice seénych rovin, protinajicich se v badé
poloZeném uvnitf K. Rovinu, k niZ se vztahuje element dpdw,
oznalime R; podobn& zavedeme R’ a R”. Integrujme nejprve
podle soufadnic roviny R, kteri protind priise¢nici s dvou
pewnych seénych rovin R” a R”. Trojndsobny integral

[/ dp do

bude roven aC, je-li C délka seény‘poloiené na s (viz vzorec

30b). Integral
[jf + a1 Cdp' do'

vztaZeny ke vSem rovindm R’, jeZ protinaji pevnou secnou
rovinu R”, je podle vzorce (29) roven

a? B
'_]?P-

Integrujeme-li konec¢n& vzhledem k soufadnicim roviny
R”, obdrZime pro hledanou miru

E ffdepdm:i"-;.znv

aneb f f f fH [f f f [ L dp do dp* do’ dp* do" =} a+ V.

Délime-li tento (ryréi vyrazem /¢ M3, obdrZiime pravdé#‘
podobnost p”, Ze tfi seCné roviny protinaji se uvnitt K:*)
pll - n‘ ﬁa.

*) Srv. Czuber: Zur Theorie der geometrischen
Wahrscheinlichkeiten (Sitzungsberichte d. Akad. d. Wiss.,
XC. II. Abt. p. 719—742; Wien, 1884)." .-
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27. PFimky protinajici konvexni plochu.
miru pro mnoZstvi viech pfimek, které protinaji vnitfek uza-
viené rovinné kFfivky » bez dvojného bodu. Je-li o ploSny
obsah obrazce omezeného kfivkou 7, jest (v oznadeni odst. 12.)

f dp dq = o,

kde integrace vztahuje se k v§em bodfim (p, ¢), leZicim uvnitf

R da db .
ff1+a5+b:—f da df' = z;

v poslednim integrdlu vztahuje se integrace k poloviné po-
mocné koule o poloméru=1; a, # jsou soufadnice primétu
do roviny Oxy, )
méru = 1. Podle vzorce (12) bude tudiZ hledana mira = ne.
MrioZstvi vSech pFimek, které protinaji rovinny obrazec o plos-
ném obsahu o, md miru ao.

b) BudiZz nyni K libovolna uzaviena konvexni plocha a S
jeii ploSny obsah. Kazdd pfimka, ktera plochu K protind, ma
s ni dva body spole¢né. BudiZ do nekone&né maly element
plochy K. MnozZstvi viech pfimek, které ten element protinaji,
ma dle pfedchoziho vypodétu miru ndo. Integraci tohoto vy-
razu pFes celou plochu K dostaneme miru pro mnoZstvi vSech
jejich sefen. Nutno v8ak uvaZiti, Ze tak Citame kaZdou se&nu
dvakrate, ponévadZ mda dva priseCiky s plochou. Vysledek je,
Ze mnoZstvi vSech primek protinajicich uzavFenou konvexni
Dlochu o plosném obsahu S md miru

1as. (32)

Véta pod a) uvedend je zvlastnim pripadem této véty;
nebof €ast roviny o plosném obsahu ¢ je povaZovati za polo-
vinu povrchu nekonecné zplostélé uzaviené plochy o plo§ném
obsahu S =2o.

c¢) Kazda pfimka, kterd protind néjakou uzavienou kon-
vexni plochu, protind zaroven kaZdou plochu, ktera predeslou
obklopuje. Zpiisobem zcela obdobnym tomu, kferym jsme
odvodili vzorce (22) a (31), dokizeme, Ze pravdépodobrost p,
Ze pFimka, kterd protind uzavrenou korvexni plochu Ki o plos-
ném obsahu Si, protind zdroven jinou takovou plochu K, ktera
md ploSny obsah S: a leZi uvniti K, jest

p_Sg.Sl.
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28. Véta bbdobnd vété Croftonové (srv. odst.'20.) — Do-
kaZime tuto vétu: Integrdl

f Uf C* dQ do

vztaZeny ke vSem primkdm, které protinaji danou konvexni
plochu K, rovnd se druhé mocniné objemu V ndsobené Sesti.

Vyidéme ze vzorce

ve= [/ /j/ dx, dy, dz, dx, dy, dz.;

integrace vztahuje se vzhledem k bodu A: (x1, y1, z1) na cely
vnitfek plochy K, rovnéZ tak vzhledem k bodu A: (xz, ye, 22).
Sestindsobny integral na pravé stran& vypocitime takto: Pfed-
poklddejme, Ze bod A: je pevny a vedme jim secnu o délce C.
Sestroime pak kuZelovou plochu, jejiz vrchol jest v A1 a jeZ
obsahuje uvnitf seénu C; budiZ dQ nekonecné& maly télesny
tihel, jenZ méfi otvor té kuZelové plochy. Integril

/// dx. dy, dz,

vztaZeny ke vnitfku této hodnoty ma hodnotu (= soudtu ob-
jemi dvou kuZeli) §Im 4+ (C—rdldg,

jsbu-li r a C—r ob& Easti seEny C odd&lené bodem Ai.

Mé&ni-li bod A1 nekonedné malo svou piivodni polohu, takze
zistava uvnitf pravoiuihlého rovnob&Znosténu, jehoZ zakladna,
kolm4 k C, je rovna dQ a jehoZ jedna hrana, rovnobéZna s C,
je rovna dr, miZeme psati dQ dr

na misto dxi dyi1 dz: a obdrZime

C
v*:gj'fff{j'[rq-(c—r)a]dr}d.QdQ
1]

P =4[] v ac

integrace vztaluje se ke vSem piimkam, které protinaiji
plochu K.*)

*) Tuto vétu, vzorec (33¢) a v&ty uvedené v odst. 30.—32. uve-
Fejnil jsem v priaci Sur les probabilités géométriques
(Spisy vydavané pfirodovédeckou fakultou Masarykovy university,
&. 50; Brno, 1925). .
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29. Ulohy o skupiné dvou bodii a jedné seéné roviny. —
«) Pocitejme hodnotu devitindsobného integralu

J= /j ] [ dp do dx, dy, dz, dx, dy, dz:;

integra¢ni element budiZ uréen pdrem bodii Ar (xi, Y, z) a
Az (X3, y2, z2) poloZenych uvnitf K a rovinou R, kterd protina
iseCku Ai Az2. K pofadi obou bodi nepfihliZime. Vyjadfime in-
tegral J trojim zpiisobem. Pfedné jest

S )= [// XX dp deo,  (@®B0)

kde 3 a 2" jsou &asti, ve které se déli cely objem V rovinou
R; integrace vztahuje se ke vSem seCnym rovinam R plochy
K. Za druhé mame *) '

J= ’2' f f f ff [ 0 dxy dy, dz, dx; dy, dz, (33b)

kde o znad&i délku tiseCky Ai Az; integrace se vztahuje ke viem
bodim Ai, leZicim uvnitf K a stejné ke v§em bodiim Az uvnitf
K. Podle vzorce (30b) je totiZ pro urcitou polohu bodii A: a A:

/1/ dp do = 71¢ = 710;

koeficient /2 je nutno ve vzorci (33b) pfipojiti, ponévadZ nyni
pfihliZime k pofadi bodi A1 a As, takZc dvéma body uvnitf K
a rovinou R jsou uréeny d va riizné elementy integralu (33b).

Tteti vzorec zni
1= 5o JJf ¢ av e w0

integrace vztahuje se ke v§em p¥imkam, protinajicim plochu S.

Vzorec (33¢) odvodime ze vzorce (33b) touto tivahou: Bu-
diZ bod A: pevny a provedme na pravé strand rovnice (33b)
nejprve integraci podle Xz, y2 a 2z2. Za tim i¢elem vedme bo-
dem A; seCnu, ktera se déli bodem A: ve dvé &asti o délkach
r a C—r. Sestrojme pak, podobné jako v odst. 28., kuZelovou
plochu, jejiZ otvor se méfi nekoneéng malym télesnym iihlem
dQ a jez obsahuje uvnitf sednu C. Nekonedné maly element
objemovy, jenZ jest omezen uvaZovanou kuZelovou plochou a
dvéma soustfednymi koulemi o stfedu A: a o polomérech ¢ a
e 1 do, je roven ot do dO.

*) Vzorce (33a) a (33b) odvodil Czuber v prici citované v po-
znamce k odst. 26.

55



Je-li ¢ dosti malé, jsou uvnitf kuzelové plockry dva ecle-
menty tohoto druhu (odd&lené bodem Ay).

Nisobme oba elementy vzdalenosti o a integrujme podle

Xo, V2, 22 preq cely vnitfek kuzclovc plochv Vychazi

fjfndx,dy,dz,—[ o“do—{—f)"dn]d“

Nahradme, jaka v odst. 28. element dxi, dy1, dzi, elementem
dQdr; formule (33b) pfejde tak v

—r

=~; fff[f fg'dg—l—cg‘dg)dr]deQ
aneb ’ |
‘ f—zofff Cs dQ do;

integrace vztahuje se ke viem secnam plochy K.

b) Délime-li integral na pravé strané rovnice (33b) Ctver-
cem objemu V2, obdriime stfedni Jodnotu m (o) vzddlenosti
dvou bodii volenych uvnitf K; srv. formuli (16"). Vychazi

J
Ve

¢) Mnoistvi, jehoZ prvek jest utvofen pirem bodil A1, As,
zvolenych uvnitf K a senou rovinou plochy K, ma miru (ne-
pfihliZime k potfadi bodii uvnitt paru)
VM

Délime-li timto ¢islem integral J, dostaneme pro pravdé-
podobnost, Ze secnd rowna plochy K oddéluje dva body vo-
lené uvniti K, hodnotu 2

VM

m (o) =2

30. Uloha o skupiné péti bodii. — a) BudiZ G skupina p&ti
bodit A1, A2, As, As, As zvolenych uvnitf K, ktera ma tuto vlast-
nost: body As a As leZi po téZe strané roviny A1 A: As. Kla-
deme si za tlohu vypodisti miru pro mnoZstvi E, jehoZ prvky
jsou v§echny mozZné skupiny G. Mira ta jest

ff ... f&x, dy: dz, dxs dy, dz, . .. dx, dy, dz,.



Integrace vztahuje se ke véem skupinam G.*)
Provedme nejprve integrace vzhledem k soufadnicim
bodii A1, A2 a As. Zavedeme nové integraéni proménné
X1, X'y X, Y, Yo Yo, u, v, w
rovnicemi ux; +vy; +wz; +1=0
uxs+vys+wz24+1=0
uxs+ vyg+wzg+1—=0
X, =X, X, =Xy X, =X3; Y =Y1 ¥=)u V=V,
. Funké&ni determinant pfivodnich proménnych
X1, X2, X3, Y1, Vo, Y, 21, 32, 23
vzhledem k novym proménnym jest

x, 1 1

D (X;, Xay X3, Y1y Y2y Vayr 1y 22 7:1) —_ \ g ’ y ’ ’
PR ) ] 7 7] T 4 x2)y 1
D(x,,xq,xs,yi,‘yz,ys,u,l-,w) whi 1!
Ex,,y,, i

Element transformovaného integrilu dostaneme, nadsobice
absolutni hodnotu tohoto vyrazu soudinem dx'+ dx: dx’s
dy's dy's dy's du dv dw. Element da se tedy psati ve tvaru

l/'uz+ r? :'_ wz 4 ;lln yll’ " ‘1 _dx»l dx, " qw
T ) il w e by
37 ’

aneb du de dw

e W

kde 4 znadi kladné ¢itany plosny obsah trojithelnika A:r A: As:
u, v, w soufadnice roviny A1 As: As aéy, 7 (B=1, 2, 3) sou-
fadnice bodu viidi soustavé soufadnic, jejiZ osy jsou v té ro-
viné. Je totiz

2 1 dé dg dg, dy, dG, dy, @

1y; } . ) b
Vu'+n!’ +W’_1"xly:,ll?l:zj,]/""f‘""'*‘ dxldyl—
(X, Y, 1 = d dw, atd.

Budte nyni 2 a 2’ &asti objemu V, ve které se déli rovinou
A: A: As. Pro pevnou polohu té roviny mime

j f f f f f dx, dy, dz, dx, dy, dzs = X* + X",

*) Ptfi tom pfihliZime k potadi bodit uvnitf skupiny. V praci
shora citovand (Sur les prcbabilités géométriques) povaZoval jsem
dv& skupiny G za totozné, lisi-li se pfi dané poloze péti bodi tolike
permutacemi prvnich tfi bodd nebo &tvrtého s patym. Proto bylo
nutno déliti integral dvanacti.
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takZe mira mnoZstvi E bude vyjadfena vzorcem
T\ “ - e o du dv dw
2 f f e j (22 + 2% 4 d& dny dE, dns dés dus W &+ w)

anebo
fj (“ X 4 da dipy dE dny, dE dyy dp do;

zde znaéi dpdw elemeut vztahujici se k roviné, kterd je neko-
necné blizkd roviné Ai1A:A4s. Integrace vzhledem k soufad-
nicim roviny vztahuje se na v§echny se&né roviny plochy K,
a v kaZzdé takové roviné vztahuji se integrace vzhledem ke
&, m, £2...ms na vSechny polohy bodii A, A2 a As uvnitf K.
Soucet 22+ 3% zavisi toliko na poloze roviny Ai1Az2A4s. Pfedné
tfeba vypocisti integral .

A =ffff[f4d du, d3 do, dis di;

jeho hodnota jest P3am (A),

kde m (4) znali stfedni hodnotu plochy tirojihelnika, jehoZ
vrcholy leZi uvnitf K v uréité jeji sedné roviné a kde P znadi
plony obsah pfislu¥ného rovinného fezu. Podle vzorce (24)
jest 1
m(d) =P — 2ps ff ¢ (0* + 0%) dg dop;

pfi tom je v uvaZované se¢né roviné. pfimka (g, ¢)) definovana
rovnici .
xcos o4 ysingp —qg=0,

¢ znadi délku tétivy, jeZ ta pfimka vytind z K a 0, ¢ jsou
plosné obsahy Casti, ve které se dé&li vnitfek priiseéné kfivky
k ptimkou (g, ¢). Integrace se vztahuje ke vSem pfimkam
(g, @), jeZ prisednou kfivku & protinaji. Je tedy

!x=P‘—irffC'(0’+6”)dqdq>.

Z toho plyne, Ze mira mnoZstvi E jest rovna vyrazu

E=2 f f f m () F* (3 + X*) dp do (34)

nebo
E:fof[_l"—%ffc’(o’-}-o") d(lg!¢](2‘2+.‘_“2)dpdm (34)
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V této formuli vztahuje se integral podle ¢ a ¢ na viechny
pfimky, jeZ protinaji plochu K a leZi v ur€ité jeji seCné roviné:
integrace podle soufadnic roviny vztahuji se pak ke viem sec-
nym rovindm plochy K.

Integrdl ptivodné patnactindasobny pfevadi se takto (ne-
hledime-li k integracim, kterymi tfeba ustanoviti o, ¢’, =, =’ a
P) na soudet integralu trojndsobného a pétiniasobného.

b) Délime-li pravé vypocitanou miru mnozstvi E patou
mocninou objemu V, t. j. mé&rou mnoZstvi, jehoZ prvkem ije
libovolnd pétibodova skupina, zvolena uvnitf K, obdrZime
vzorec pro pravdépodobnost a, Ze ve skupiné péti bodii A, A,
A, A4, As, zvolenych uvnitf K, jsou body As a As po tézZe strané
roviny AiA:As.

i ]fj m () PP (3" + ) dp do
oz E

fff[P‘ %ffcs (o=+a'=)dqdqa]<" +3dpdo
(359

31. Ulohy tykajici se zvlastm polohy bodu « ¢tyrsténu. —
«) Zvolme uvnitf K Gtyfi body Ai, A2, As, As; pismenem T
oznalime &tyfstén jimi utvofeny a zaroven jelio objem.

Stény &tyfsténu T déli objem V plochou K omezem? na
patnact Cisti. Prvni ¢ast, kterou nazveme T, jest utvofena
vnitfkem &tyfsténu T. Ostatni ¢asti oznaéime takto: BudiZ 7;
(=1, 2, 3, 4) sténa &tyfstdnu T protilehld k vrcholu A; a
oznalme tu jeji stranu, po které leZi vrchol A; za zdpornou,
druhou pak za kladnou. Jsou-li i, &k, I, m indexy 1, 2, 3, 4 vzaté
v libovolném pofadi, oznalime: pismenem 7; tu &ist objemu
V, ktera leZi na kladné strané roviny 7; a na zdporné strané
roviny T 7., @ Tm; pismenem Ty tu d4st objemu V, ktera leZi
na kladné strané rovin. 7; a 74 a na zaporné strané rovin %
a 7, koneCné pismenem 7Ty tu &ast, kterd leZi na kladné
stran& rovin 7 Tx @ 7y a na zaporné strané roviny Tm. Pat-
nact ¢asti, ve které se objem V déli rovinami 7, bude tak ozna-
ceno znaky:

Ty Tu Ty Tay Ti5 Ty, Toy Tyyy Taay Towy Touy Thiosy Thagy Tiagy Tsse

BudiZ nyni Ay pity bod voleny uvnitf K a oznaéme pis-
menem E, miru mnoZstvi, jehoZ element je tvofen p&tibodovou

(35)
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skupinou takovou, Ze paty bod leZi vzhledem k prvnim ¢tyfFem
v Toe; pismenem E: miru mnoiZstvi, jehoZ element je tvofen
pétibodovou skupinou takovou, Ze paty bod leZi v T1 atd.

Veli¢iny Eo, Ej, ... Eiz, ... Ez vyhovuji patrné rovnicim
E, —F, =F, =E,
E. =E;, =E,, =E. = Eu =E,,
Ews = Ey,=F,,, = E«;:-
Ey+4E, 4+ 6Ejs+ 4E 03 = V5,

nebot V3 je mérou pro mnoZstvi viech pé&tibodovych skupin
viibec.

Dals§i vztahy mezi veliCinami E najdeme, uvaZujice
o vztahu &tyfsténu T ke Ctyfsténu U, utvofenému body A,
Az, As a As. Vnitfek plochy K rozdéli se sté€nami ctvisténu U
v patnact Gdasti, jeZ oznadime, uZivajicc obdobnych zkratek
jako dfive, pismeny
Uo; bl; Um U:n Us; Ulzv U‘.'m U:m U:.'n Uz.'n U:;:‘; Ul?:!; Unr»; U135, Uzn:n
Uo znag&i vnitfek Styfsténu U atd.

(36)

Z geometrické definice obori Tizs a Uszs plyne pfimo véta:
Je-li bod As v Tz, jest As v Uo; je¥i As v T, jest As v Uiz,

Z této véty a z vé&t, jeZ by se¢ z ni odvodily zaménou in-
dexd, vyplyva vzhledem k rovniciin (36), Ze

Ey93 = E129 — E134 = Esas = E.. (3‘63)

Uvazujme dale o pfipadu, Ze bod As lezi v ¢dsti T1; pak
lise€ka A: As protina vnitfek troiihelnika A: As As; rovina
Ai A: As oddéluje body As a As; rovina Ar As As oddéluje
body Az a A.. Body As a As leZi po téZe strané roviny Ai1A:4s;
body A1 a A4 leZi po téZe stran€ roviny A2 As As. Jinymi
slovy: bod A4 leZi v Uss. Je-li As v T, oddéluje rovina 4: As As
body A1 a A, t. j. bod AsleZi v Ui Plati véta: v

Je-li bod As v T, jest Ay v Uss; je-li As v T, jest As v Ui

Z této véty a z vét, ieZ by se z ni odvodily zaménou. in-
dexu, vyplyvi, Ze

Ey=E;=E,=E; =Ejp = Esy = Eyy = E;y = Esy = E3,. (36b)

Posledni rovnice (36) diva vzhledem k (36a) a k (35b)
vztah mezi Eoa Ev: 5p 4 10E, — V5. (37)

‘Druhy vztah mezi Ey a Ei obdrzime uvazice, Ze mnozstvi
viech pétibodovych skupin takovych, Ze A: a As leZi po téZe
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strané roviny A1 A: As, ma miru E ustanovenou vzorcem (34).
Patrné jest —
Ey+ Ey+E +E+Ew+Ey+ E,+En=E

aneb vzhledem k pfedeSlym rovnicim
2Ey+6E,=E. (38)
Rovnicemi (37) a (38) jest tiloha rozieSena; zname-li Eo
a E;, dovedeme podle rovnic (36), (36a), (36b) vypod&isti viech
patnact velicin E.
b) Eliminujice E1 z rovnic (37) a (38) dostancme
Ey,=}Vs—E (39)
Dé&lme tuto rovnici veliinou V3 a zavedme do poctu
pravdépodobriost po, e z péti bodii A1, Az, As, As, As, uvnitf K
volenych, As leZi uvniti étyfsténn A, A: As Aq; pondvadZ
. En :
p0= V; y

obdrZzime Po=%—a; (40)

a znadi pravdépodobnost, uréenou vzorcem (35) nebo (35).

¢) BudiZ nyni m (T") sttedni hodnota objemu &ty¥sténu 7.
Podle obecné véty, dokazané v odst. 18a, jest
_m(N
Po=——
a tedy m(T)=@E—aV. . (41

d) Volme uvnitf K pét bodl a hledejme pravdépodobnost.
p, Ze kterykoli z nich leZi uvnitf CtyFsténu, utvofeného ostat-
nimi ¢tyfmi. Vyhovuje-li néktery z péti bodf této podmince,
nevyhovuje ji Zadny z ostatnich ¢tyf. Hledand pravdépodob-
nost je tedy jakoZto pravdépodobnost tthrnna pétkrat vétsi nez

po. Mdme rovnici p=5p,=3—5a. (42)
PonévadZ p, je kladné Cislo nebo nula, plyne z rovnice
(40), ze a <3
ponévadZ pak p =1, plyne z rovnice (42), Ze
PZ}
a dale, Ze a=3—p, > 2.

Pravdépodobnosti a a po vyhovuji pro kaZdou uzavFenou
konvexni plochu podminkdm

Pt 1<a<d
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I’ro kouli o poloméru R vychazi
a =, po = {5, m(T)= % 7 R

W. Blaschke uvadi vétu, Ze pfi daném objemu V dosahuje
m (T) nejmensi hodnoty, je-li K ellipsoid, a nejvétsi, je-li K
StyFstén.*) '

32. Dvé ilohy o skupindch bodi, je-li jeden bod volen na
plose K. — a) Budiz T, &tyfstén, jehoZ t¥i vrcholy jsou voleny
uvnitf K, kdezto &tvrty vrchol je na ploSe K samé. Stfedni
hodnota objemu T di se vypod&isti podle vzorce (21). Je-li dV
nekone¢né maly pfirtistek objemu V, ktery obdrZime, apliku-
jeme-li na K homothetickou transformaci (pfedpokladame, Ze
plivodni plocha K jest obsaZena celd uvnitf plochy transformo-
vané), roste m (T), kde T znaci objem &tyfsténu, obsaZeného
uvnitf K, am&rné s V, takie

v dm_dV

: m~ V'

Dosadime-li do vzorce (21) n =4, bude
_’"1:-";"",

T
kde m znali stfedni hodnotu objemu ¢&tyfsténu Ty, jehoZ
viechny &ty¥i vrcholy jsou uvnitf K, m pak stfedni hodnotu
objemu &tyfsténu T, jehoZ tfi vrcholy jsou uvnitf K, Ctvrty pak
na K.

b) Pravdépodobnost ps, uréeni rovnici (40), neméni se,
aplikujeme-li na K homothetickou transformaci. Hledejme
pravdépodobnost pi, Ze bod zvoleny uvnitf K naléza se zi-
rovefi uvnitf &tyfsté&nu, jehoZ tfi vrcholy jsou voleny uvnitf
K, &tvrty pak na ploSe K samé. Dosadime do rovnice (21"

dp =0; vychazi
p y ! P1 = Do.

V. Pokusné idlohy.

33. Pokusné urcéeni geometrickych pravdépodobnosti. —.
Vezméme za zidklad ty definice geometrickych pravdépodob-
nosti, jeZ byly podany v kap. I, Ill. a IV, a hledme vysledky
vypod&ti srovnati s pokusy.

*} Viz W. Blaschke: Ueber affine Geometrie XI (Be-
richte iiber die Verhandlungen d, kon. sachsischen Ges. d. Wiss. zu
Leipzig, Math.-Phys. Klasse, Bd. 69., 'p,1452; 1917).
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Pokusnid kontrola tykd se pfedevsim vzorch 6) a (7).
Prvy z nich vztahuje se k poctu zdafenych pokusi, které se
vyskytnou v celkovém poé&tu n pokusi, druhy pak se vztahujc
k iichylce h skuteéného poétu zdafenych pokusti od teoretic-
kého poctu np. Piipomeiime, Ze podle odst. 17 b, ¢ plati znamd
pravidla o pravdépodobnosti dhrnné téZ o pravdépodobnosti
geometrické; tim jest odfivodné&no srovnani formuli s pokusy
(srv. tivahy o tom v odst. 7.).

KaZzda geometrickd pravdépodobnost da se vyjadFiti
zlomkem, jehoZ Citatel i jmenovatel maji tvar

ff “ .. ff(xl,'xz,....\’n) dx,, dx,,...dxn,

kde 7 jest kladna funkce proménnych Xi, Xz2... (soufadnic
bodii, pfimek a rovin).

V aplikacich na konkrétni tlohy zasluhuji zvlastni pozor-
nosti pfipady, ve kterych vychazejice z prvkit zvolenych, od-
vozujeme z nich dalSi geometrickymi konstrukcemi. Tak na pf.
stanovime-li v daném kruhu polohu se&ny polohou jejiho stfedu,
a ptame-li se na pravdépodobnost, Ze sefna vyhovuje urcité
podmince, musime aplikovati pravidla o vypodétu pravdé-
podobnosti pro polohu bodu (stfedu sedny) a nikoli pro pololu
seCny jakoZto pfimky libovolné volené (viz odst. 34.). Viibec
je tfeba, ma-li by'ti vzorec pro néjakou pravdépodobnost zkou-
Sen pokusem, aby podminky pokusu odpovidaly definici uva-
Zované pravdépodobnosti. Je-li naopak pfedepsan pokus urci-
tého druhu, musi byti pfi teoretickém vypoétu pravdépodob-
nosti pfihliZeno k podminkam pokusu.

34. Rozbor tak zv. Bertrandova paradoxa. — Bertrand
uinil pozoruhodné nimitky proti poimu geometrické pravdsé-
podobnosti. Pfes to, Ze nemiiZeme v nich vidéti vice neZ upo-
zomnéni, aby definice pravdépodobnosti odpovidala pfesné pod-
minkam pokusu, stoji tyto namitky za podrobn&;jdi tivahu.

BéZi o tuto tlohu: Je ddna kruZnice o poloméru r a do ni

je vepsan rovnostranny trojihelnik (délka strany =r VS).
V kruZnici narysujeme né&jakou t&tivu. Jak velkd je pravde-
podobnost p, Ze tétiva je delSi neZ strana onoho trojithelnika?

Bertrand*) udava troji feleni:

*) J. Bertrand: Calcul des Probabilités, Paris 1889;
2e édition 1907, p. 4—5. :
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I. Pfedstavme si vepsany .trojiliclnik* v- uréité poloze a
uvazujme o tétivach, jeZ jsou rovnobéiny s jeho zikladnou.
Vys$ka trojihelnika rovna se tfem polovinim poloméru r. Pro-
tind-li tétiva vysku v bodé, jehoZ vzdailenost od stfedu kruz-
nice je mensi neZ polovina poloméruy, je tétiva deldi neZ strana
trojiihelnika; v opacném piipadé je kratsi. Pravdépodobnost,
Ze tétivaurcitého sméru je delii neZ strana trojithel-
nika, je tedy /2. Smér zdkladny trojuhelnika, a tedy i smér
tétivy moZno voliti libovolng&; +ivaha plati stejné pro kaZdy
smér zakladny, mame tudiz

pP=1. @

II. UvaZzujme nyni o vSech tétivach, které maji jeden kon-
covy bod v urCitém vrcholu troiithelnika. PfisluSny vnitini
tihel trojuhelnika n/3 méfi mnoZstvi viech pfipadfi pfiznivych
(tetivy delSi neZ strana trojithelnika), kdeZto pfimy ihel =
méfi mnoZstvi vSech pfipadi viibec moZnych. Pravdépodob-
nost, Ze tétiva, jejiZ jeden koncovy bod je dan,
je delsi nez strana trojihelnika, rovna se tedy !/s. Ponévadz
pak miZeme voliti kterykoli bod na obvodé kruZnice za vrchol
troju ika, plati, Z -
rojuihelnika, plati, Ze :7=§- a

III. Srovnaveime konecéné vSechny tétivy v kruZnici podle
polohy jejich stfedd. Ma-lj stfed tétivy vzdailenost mensi neZ
ie polovina poloméru od stfedu kruZnice, je tétiva del$i neZ
strana trojiihelnika; v opadném pfipadé jest krat$i. Pravdé-
podobnost, e stfed tétivy leZi ve vzdalenosti
== L r od stfedu kruzZnice (jinymi slovy: Ze leZi uvnitf kruz-
nice, ktera je s danou kruZnici soustfedni a ma polomér polo-
vi¢ni), je rovna poméru ploch kruZnice o poloméru /2 r a kruz-

ice o poloméru r, ted
meeop v iy

r=1.

Tyto tfi vzajemné si odporujici formule (I), (I) a (III)
tvori tak zv. Bertrandovo paradoxor; dana iloha dala by se
Fesiti jeSté jinymi zpiisoby, které by vedly k jinym a jinym
hodnotim pravdépodobnosti p. Bertrand u&inil z toho skep-
ticky zavér, Ze tiloha je viibec $patné poloZena, Ze nema ur€i-
tého smyslu. S tohoto stanoviska byly by viibec viechny iilohy
zaloZené na pojmu geometrické pravdépodobnosti, ilusorni.

Avsak krajné skepticlgé stanovisko Bertrandovo jevi se

-
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nepfijatelnym, kdyZ uzniame podle Borela,*) Ze je nutno pfi-
hlédnouti ke zpuasobu, ktervm sc déje tak zv. ndhodnd volba
tétivy v kruZnici. PoloZme si jen otazku: co to znamena, voliti
»nahodné« tétivu v kruZnici? Uvedme tfi zplusoby takovéto
volby a hledme po kaZdé odvoditi feSeni Bertrandovy tlohy:

I’. Narysujme na vodorovné roviné fadu ckvidistantnich
rovnob&Zek; vzdalenost dvou sousednich rovnobéZek budiz
2r. Hazejme pak na rovinu kruhovy kotou¢ o poloméru r.
Jedna z rovnobéZek je vZidy seénou kotoude (v krajnim p¥i-
padé dotyka se kotou¢ dvou rovnobézZek). Poloha kotouce na
vodorovné roviné urdi se tfemi veliinami: soufadnicemi x, ¥
jeho stfedu a tdhlem w, ktery uréity polomér, na kotouci vy-
znadeny, svird se smérem rovnob&Zek; osu Ox volme pravé
v tomto sméru. Mdme posouditi pomér, ve kterém je mnoZstvi
pFipadi pFiznivych (t&tiva je delsi nez r J/3) k.mnoZstvi viech
viibec moZnych pfipadii. Je jasno, Ze nemusime prFilliZeti ani
k hodnoté veliiny x, ani k hodnoté veli¢iny w. Rozhoduje tu
jediné hodnota veli¢iny y, a z tivah dfive uc¢inénych (dikaz 1.)
plyne, Ze hledand pravdépodobnost je vyjiddfena vzorcem (I).
Je to skutecné tak, jako by byl din smér tétivy; ze tfi hofej-
Sich dikazi I, IT a 11 jediné prvy je vhodny, kdeZto druhych
dvou nelze uZiti.

II’. Na pevné roviné& narysujme pfimku a a v jednom bodé
A této primky ptipichneme k roviné list prithledného papiru, na
némzZ jsou narysovany jednak kruZnmicce, kterd prochdzi bodem
A, jednak rovnostranny trojithelnik T s vrcholem A do ni ve-
psany. Rozto¢ime-li list prudce kolem bodu A tak, aby zii-
staval stale ve své rovin€, ustili se kone¢né& v urcité poloze;
pfimka a vytind v kruZnici tétivu urdité délky. List miZe se
otoCiti z pocatecni polohy o libovolny iihel. Vezmeme-li 2n za
miru v§ech mozZnych p¥ipadii, jest patrné 2 n mérou viech pfi-
padf pfiznivych (pfimka a probihd vnittkem trojtihelnika T).
Plati formule (II).

III". Hazejme na vodorovny kruhovy kotou¢ o poloméru
r malé zrnko tak, aby kterdkoli ¢ast kotouce mohla byti zasa-
Zena se stejnou pravdépodobnosti. Bod, ve kterém zrnko do-
padne, povaZujme za stfed tdtivy. V tomto pfipadé uZijeme

*) E. Borel: Le Hasard (Paris, Alcan), p. 82; Elements
de 0163 théorie des probabilités (3iéeme éd. Paris 1924),
p. 106.
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formule (I11), nebot hledanou pravdépodobnost obdrZime, dé-
lice plochu kotoule o polovi¢nim poloméru plochou kotoude
piivodniho.

Vysledek tivah shrneme takto: Bertrandovo paradoxon
ma zaklad v tom, Ze se naprosto nepfihliZzi k experimentalnim
podminkdm, za kterych se dé&je »ndahodnd volba« tétivy. Roz-
umny vypocet pravdépodobnosti miiZe se vSak provésti jen se
zfetelem k nim. Hazime-li, jak je vyloZeno v I, kotoud na
rovnobézZky, jest p=1/2; ulinime-li 1000 pokust, ofekiviame
podle vzorce (6), Ze se zdafi asi 500 z nich (tStiva bude del3i
nez r 3.) Koname-li pokus tak, jak vyloZeno pod II, jest
p="13; z 1000 pokusii zda¥i se asi 333. Hazime-li konecné
zmk otak, jak bylo uvedeno pod III’, jest p=1/4; z 1000 po-
kusii zdafi se asi 250.

Kazdy z ditkaza I, 1I a 11l ma sviij dobry smysl; odpovi-
daji vSak po fadé riiznym podminkam pokusu I’, 1" a I1I".

35. Butionova iiloha o jehle. — Hazime jehlu (nebo hilku)
na vodorovnou rovinu, na niZ jsou narysovany rovnobézZné
pfimky ve stejnych vzdalenostech. Jak velkd je pravdépodob-
nost p, Ze jehla protne nékterou z ®ch p¥imek?

Buffon rozfes| ulohu za téchto pfedpokladit: Stfed jehly
miiZze dopadnouti na ktervkoli bod roviny se stejnou pravdé-
podobnosti a osa jehly miZe padnouti do kteréhokoli sméru
rovnéZ se stejnou pravdépodobnosti. Vzorec pro hledanou
pravdépodobnost p miZeme odvoditi z feSeni jedné dFivé;jsi
tilohy takto: BudiZ 2¢ vzdailenost dvou sousednich rovnobéZek
a 2b délka jehly; pfedpoklddiame, Ze 2b < 2a. Hazime-li na ro-
vinu kruhovy kotou¢ o priiméru 2«¢, na némzZ je nakreslena
tiseCka (jehla) o délce 2b, protne se¢ kotoud¢ vZdy jednu
z rovnobéZek. Uloha zni pak takto: nalézti pravdépodobnost p,
Ze pfimka, jeZ protind kruZnici o priiméru 2a, protind souCasné
tisedku délky 2b, poloZenou uvnitf kruZnice. Dle odst. 19b jest

26 ‘
= “a (42°)

To jest Buffoniiv vzorec,*) ze kterého plyne

_ 2
=ap |
Pravdépodobnost p di se ur¢iti pokusné; hodime-li iehlu

*) Viz spis citovany v poznamce-odst. 8.



celkem n-krat a nastane-li prisek s néjakou pfimkou m-krat,
bude pEiblizné . m 26 n

= —, = — -

> P n a’ ' m’ )

Posledni vzorec poddva tak zv. experimentalni urdeni ¢isla
a. Svycarsky matematik Wolf konal takové pokusy a naSel
pro n = 5000 hodnotu = = 31507, coZ se shoduje s pravou hod-
notou m=2314159... aZz na chybu men3i neZ tfetina pro-
centa.*) Je pfirozeno, Ze v tomto vysledku vidime aspon do
jisté miry potvrzeni o sprdvnosti uvah, kterymi byl Buffoniiv
vzorec odvozen. Srv. téZ odst. 39.

36. Polyovy pokusy. Podle odst. 23b je pravdépodob-
nost, Ze pfimka protinajici Ctvercc, protina jej ve dvou proti-
lehlyeh strandch, rovna 2—1=0414...: obdobna pravdé-
podobnost pro obdélnik, jehoZ strany jsou v pomérech 3 :4,
jest 3/7=04285...

Poélyva kontroloval tyto vzorce empiricky: hazel papirovy
tvercee (obdélnik o rozmérech 3 X 4) na vodorovnou rovinu,
na niZ byly narysoviny rovnob&Zné p¥imky a to v takovych
vzdalenostech, Ze obvod Ctverce (obdéiniku) mohl byti protat
nejvys$e jednou z nich. V Fadé pokusit vyskytlo se celkem
1865 pfipadii, kdy ctverec byl pfimkou protat. Teoreticky
pocet téch pFipadi, kdy nastivd priisek ve dvou protéjSich
stranach, jest dle vzorce (6) (n = 1865, p = 0414 pro &tverec)

041421 ... X 1865 =17725...;
skuteéné pozorovany pocet téch pfipadi, kdy nastal prisek ve
dvou protéj§ich stranich, li§il se od tohoto &isla o ¢&tyfi jed-
notky. .

Podobné pro obdélnik: V fad& 1429 piipadn, kdy obvod
obdélnika byl protat, liSil se teoreticky pocet pfipadii, kdy mél
nastati priisek ve dvou protéiich stranach

3.1429 =6124. . .,

od skute¢né& pozorovaného poCtu o tfi jednotky.**)

%) Srv. téZ E. Buarbier (Journal de mathématiques pures et
appliquées, 2e série, t. 5, p. 273—286; 1860). E. Borel: Elements
delathéoriedesprobabilités, 3e édition, Paris 1924, p. 100.
A. A Markoti: Wahrscheinlichkeitsrechnung, Leipzig
und Berlin, 1912, p. 164. E. Czuber: Geometrische Wahr-
scheinlichkeiten und Mittelwerte, Leipzig 1884, p. 184.

**) G. Pélya: Ueber geom. Wahrscheinlichkeiten.
{Sitzber. der k. Ak. d. Wissensch., Wien, Bd. 126, 1917, p. 319—328).
Cetné piiklady cbsahuje téZ dilo Czuberoyo: Geometrische
Wahrscheinlichkeiten und Mittelwerte.
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Ulohy 30.—38. (Jest vykonati pfislusné pokusy.)

30. Hodime-li kostkou n-krat, padne kaZdé Gislo pfiblizn& (n/6)-
krite. Hodme kostkou n-krdt a zaznamenejme tchylku h==m — /g n
skuteén& pozorovaného poftu m pFipadn, kdy skutecnd urgité Cislo
(na pf. jedna) padlo od teoretické:hodnoty n/6. Vykonejme pak
druhou serii 0 n pokusech a stanovine op&t 4. Je-li podet s serif ve-
liky (v kaZdé serii je n hodd; n je taktéz veliké), jest v /2 s seriich
iichylka k mensf neZ &slo*) 0:07948 X J10nr a v&tsf nez toto &islo
v seriich ostatnich. L )

31. Hodime-li dv&ma kostkam) n-krat, jsou piiblizné hodnoty
frekvenci, se kterymi se vyskytuj{ soudty 2 aZ 12, udany v ndsle-
duiici tabulce:

soutet x |2 (3 45 6,7 8:9 101112
ngetpgfggidﬁnén‘n|n'§n15n n 51 m n.n. n
y 36181210 '3 6 36' 9 12 18 36
soutet x ;%36.‘18‘% 219:36]6 3% 9 12 18 36

32. Provésti pokusy, poPsané v odst. 34. pod I, 1L, IIT.

V prvém pfipadé hdzime kotou¢ z prahledného papiru, na némz
jsou narysoviny dvé& soustfedné kruZnice o polomérech r a r/2, na
(vodorovnou) rovinu, v niZ jsou narysovany rovnob&zky ve steinych
vzdalenostech —2r. Vé&t§{ kruZnice jetpokaZdé profata n&kterou
rovnob&Zkou. Vykoname-li celkem.n pokusi a je-li m polet p¥ipadi,
kdy také mensi kruZnice je né€kterou rovnob&Zkou profata, jest pfi-
blizn& me— 1

=3n

Ve druhém pFipad& pfipichneme onen list prithledného papiru se
dvéma kruZnicemi v jednom bod® A gbvodu v&t3f kruZmice k ro-
ving; v rovin® vedeme bodem A pevnotn piimku a. Roztoime papir
kolem bodu A a pozorujeme, je-li, kdyZ se kotoud zastavi, i mensi
kruzZnice protata pifmkou a. Je-li m podet pfipadi, kdy tomu tak jest.
a n ihrnny podet pokusii, plati pEiblizng

— 1
m—'an.

Ve tfetim pripadé uZijme (uchylujice se pon&kud od textu odst.
22) tohoto postupu: V rovin€ narysujme &tvercovou sit;  strana
&étverce = 2r. Hodime-1) na ni onen list prithledného papiru se dvéma
kruZnicemi, le#{ uvnitf v&S{ kruZnice bud jeden vrchol n&kterého
. &tverce nebo Zadny. Je-li n polet pfipadii, kdy leZ{ uvnitf vEtsi kruz-
nice jeden vrchol Etverce a m polet t&ch pFipadi, kdy tento vrchol
leZi zarovefi uvnitf men3i kruinicg, plat{ pfibliZn&

—1
m=_n.

33. Hodime-li n-krdt kruhovy kotou€ o polomé&ru r na Ctver-
covou sff o stran& &tverce — a, padne kotou€ v m pfipadech tak, Ze

*) Viz odst. 6. Podobné vztahy pro uchylku £ miZeme odvoditi
v kazdé z nasledujicich tiloh. .o

o
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lezi cely uvnitf jednoho C&tverce. Platf piiblizn& (srv. tlohu 20 na

str. 35). a—r
Sy
a

34. Pokus s jehlou (viz odst. 35.) miiZeme provésti téZ tak, Ze
hdzime na rovinu, ve které jsou narysovany rovnob&Zky ve stej-
nych vzdilenostech — 2a, list prithledného papiru, na némZ je na-
rysovana tusefka o délce — 2b. Je-li n dhrnny po€et viech hodi a m
pocet téch, ve kterych uselka. protne n&kterou rovnobézZku, jest pfi-
blizn& 2p

Ta’

35. V rovin€ jsou narysovany rovnobéZzky ve stejnych vzdile-
nostech = 24. Hazime na rovinu rovnoramenny lichob&Znik, jehoZ tfi
strany jsou stejné dlouhé — ¢, ¢tvrtd pak 2a. Obvod obrazce =— ba,
tihloptitka — a V3. Je-li n poget pifipadi, ve kterych obvod licho-
béZnika protne se viibec s nékterou rovmobé&Zkou, a rn; podet i&ch
pfipadii, kdy priisek nastivd ve dvou protilehlych stranich licho-
bé&zZnika, plati pfiblizn& (srv. odst. 36.)

n1=($—l)n:0'38564.n.

Stran podobnych pokusit se étvercem a s obdélnfkem viz odst. 36.

36. V roviné narysujeme rovnob&zky ve steinych vzdilenostech
2R a hédzime na ni kruhovy kotou¢ o poloméru R; po kaZdé mé&fime
délku t&tivy C, kterou rovnob&Zka vymezuje na kotouci Vykoname-li
celkem n pokusii, a jsou-li C;, Co,... pFistusné délky té&tivy, je,
ponévadZ stfedni délka t&tivy pofibliZné€ rovna kvadrantu kruZnice
(viz 1. 29. na str. 48), piiblizng&

C1+Cg+ c e +Cn=-2!-nnR.

37. Stfedni hodnota &tverce tétivy C, kterou libovolnd 'pi‘imka
vytind v kruZnici o polomé&ru R, vypolte se podle vzorce (integrace
se vztahuje ke viem pfimkam prlgtinaiicim kruZnici)

f C dq dg :zflt(R’—x’)dx
—R
=3} R

fqud(P 2aR

Uzijeme-li oznaeni zavedeného v il 36 mame pfibliZné
C?2+C2+...+Cpo? -g-nR’

38 Stfedni hodnota tfeti mocniny t&tivy C, ve které libovolna
pfimka protma kruZnici o poloméru R, je (viz odst. 20.) .

3 p: AR 3aR

L=21R 2
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UZijeme-li oznaleni zavedeného v 1l. 36., mame ptFibliZné

C*+CoP+.. - +Ca®=3 T n RO

.VI. Poincaréova metoda libovolnych funkci.

37. Poincaréova metoda. Problém rulety.*) — a) Pfihléd-
neme-li bliZe k podminkam, za kterych pokusné zjiSfujeme
néjakou geometrickou pravdépodobnost, seznime casto, ne-li
vZdycky, Ze nelze povaZovati viechny pfipady, které se ja-
koZto vysledek uvaZovaného pokusu mohou vyskytnouti, za
stejné pravdépodobné. Proto nelze také bez dalsiho rozboru
tilohy pocitati hledanou pravdépodobnost jednoduchym srov-
navanim pfipadd pfiznivych se vS§emi pfipady viibec moZnymi.
Objasnéme to na pfikladé rulety. Kolem geometrické osy ko-
touCe rozdéleného na 2n stejné velikych vysedi, jeZ jsou stfi-
davé cervené a cerné, otaci se jchla; v poCateCnim okamZiku
udé|ime ji ndrazem urcitou ihlovou rychlost, takZe jehla
obéhne nékolikrate dokola, aZ se vlivem tfeni, odporu vzduchu
atd. zastavi bud u vysece Cervené nebo u vysece éerné. Jak
velikd je pravdépodobnost, Ze vyide Cervend?

UvaZme nejprve, Ze ke konci mohybu, kdyZ uZ je kine-
ticka energie jehly nepatrnd, stadi docela mald ptekazka (na
pE. zrnko prachu), kterd zplisobi, Ze se jehla zastavi u urdité
vyseCe. | kdyZ je ruleta dokonale pracovdna, nemiiZeme
tvrditi, Ze pravdépodobnost zastaviti se u uréité vysece je pro
vSechny vyseCe naprosto stejnd; pfi tom ani nepfihliZime
k okolnosti, Ze také individualita hricova, jevici se ve zvlast-
nim stfididni pocCateCnich rychlosti, které hric jehle udéluje,
miiZe zde miti uréity vliv. Poincaré ukézal v8ak, Ze jest jeden
zvlastni dtivod, pro ktery miiZeme povaZovati pravdépodob-
nost, Ze jehla se zastavi u Cervené vysele, za rovnou 1/,
aspoii pokud pocet vyseci je velmi veliky.

Piedstavme si, Ze na zacatku kaZdého pokusu postavime
jehlu do urcité polohy a Ze ji pak udélime tak velikou po&a-
teéni rychlost, aby se otoila neiméné padesatkrate dokola:
pocatedni rychlost budiZ v8ak v takovych mezich, Ze se jehla
v kaZzdém pokusu zastavi po méné nez 100 obézich. Oznaéme
pismenem 1 thcel, o ktery se jehla-fihrnem otoli neZ se za-

*) H. Poincaré: Calcul des Probabilités, 2e édition,
chap. VIII. F. Borel: Elements de la théorie des proba-
bilités, 3e édition, chap. VIII

-
»
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stavi. Je tedy vidy 5022 <+ < 100.2x. O pravdépodobnosti,
7¢ se jehla zastavi po opsani uhlu obsaZeného v mezich ¢ az
¢ + d9, budeme pFedpokladati, Ze je rovna vyrazu

kde ¢ znadi spojitou funkci proménné . Patrné jest
+oo

f p(Ndi=1,

—00o

ponévadZ integrdl vyjadfujec pravdépodobnost, Ze jehla se
vitbec nékde zastavi. Eunkce ¢ () (vhustota pravdépodob-
nosti«) rovna se nule, je-li ¥ mensi ncZ 50.27 nebo vétsi nez
100 . 2x.

Znazornéme funkci y = ¢ (#) graficky a sestrojme na ose
0% viecky body a; odpovidajici tém hodnotdm uhlu &, p¥i
kterych se jehla zastavi prdvé na rozhrani Cervené a erné
vysede. Tak obdrZime na ose O fadu stejné dlouhych inter-
valii, které odpovidaji stiidaveé barvé Cervené a Cerné. VztyCme
v téch bodech pofadnice a vyCarkujme vSechny plochy,
které jsou nad intervaly odpovidaiicimi Cervené barvé. Ozna-
¢ime-li tyto intervaly a1 @z, @sas, ... Q24— @2, bude pravde-
podobnost, Ze vyjde Cervena barva, rovna vyrazu

T2k
p= i fq) QXU

dap—1

t. j. souttu vycéarkovanych ploch. Poincaré dokdzal, Ze soudet
p vycéirkovanych ploch bliZi se jedné poloviné (celd plocha
omezena kfivkou = 1) jakoZto limitni hodnot&, roste-li pocet
n Cervenych vyseéi do nekoneéna a je-li funkce ¢ (#) takova,
Ze jeji derivace je men${ neZ urCita konstanta, necht # ma
hodnotu jakoukoli. V odst. 38 bude podrobné vyloZen diikaz
obdobné véty pro pfipad funkce tfi promé&nnych; proto neuvi-
dim nyni diikazu Poincaréovy véty a poznamenavam jen toto:
Je-li n velmi veliké Cislo, jsou intervaly aias, azas... velmi
malé a je zfejmo, Ze obsah vycCarkované plochy nad ai a: lisi
se jen velmi malo od obsahu nevy&irkované plochy nad azas
atd. Z toho divodu je dhrnny obsah ploch vy&arkovanych
*téméF roven obsahu ploch nevy&arkovanych.
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Je-li tedy vyseéi velmi mnoho, je hledand pravdépodob-
nost velmi blizka jedné poloving, nezdivisle na tom, jaka je
funkce @ (9). Touto funkci zavadi se vlastné do podtu to, co
vyplyva z malych nedokonalosti v konstrukci rulety nebo z in-
dividuality hracovy a &im se zpiuisobuje, Ze lze olekavati za-
staveni kotouce spiSe v né&kterych -polohdch neZ v jinvch.
MiiZeme téZ Fici, Z¢ funkce ¢ méti hustotu pravdépodobnosti.
Ackoli jsme uginili jen mélo pfedpokladii o funkci ¢ (), takZe
ji 1ze voliti dosti libovolné, pFfece z poétu vypadla; v koneéném
vysledku se nevyskytuie.

38. Zobecnéni Poiricaréovy metody. — V odst. 39. je po-
dano nové FeSeni Buifonovy tlohy o jehle; feSeni to zaklada
se na zobecnéni Poincaréovy metody, které nyni vyloZim.

a) BudiZ A souvisly trojrozmérny obor poloZeny v ko-
neéné vzdalenosti. Pismenem A oznadime zidrovei jeho objem,
jenZ v obycCeinych pravoihlych soufadnicich bude dan inte-

grilem
fff dx dy dz.
A

Budiz dile « (x, y, z) funkcefi proménnych, kterd ije
jednoznacna a ma spojité derivace prvniho fadu, pokud bod
(x, v, z) jest v oboru A; mimo to pfedpokiadame, %e v oboru

A vsude plati
<K ’a—'f( <K |
oy .

g
kde K je konstanta.

dx
Rozd&lme nyni obor A v m stejinych elementiarnich oboril.
KaZdy elementarni obor necht je souvisly; jeho objem jest

< K,

29
0z

£ = ?
Rozdéleni budiZ provedeno tak, aby vzdalenost dvou bodu,
obsaZenych v témZe eclementarnim oboru nebyla nikdy delsi
neZ urcita délka .

Rozdélme kone&né kaZdy elementarni obor ve dvé Casti
(z nichZ kaZda miZe byti sloZena z vice mensich dilfl, jeZ leZi
oddélené jedny od druhych); objem prvé &asti, kterou na-
zveme bilou, jest Ze, objem druhé &asti, kterou nazveme,
cernou, jest (1-— A)e. Pomér 2 blle Casti k celému objemu DFi-

-
.
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slusného elementarniho oboru budiz konstantni; je to Cislo,
obsaZené mezi 0 a 1, které nezavisi ani na uvaZovaném ele-
mentarnim oboru, ani na Cisle m.

Oznacme pak pismeny J a Ji nasledujici integraly:

J=fffq’(x;y,l)dxdyd2, . j‘:f‘/j‘}’(x:}’xz)dXdydz
A A

Integraénim oborem prvého integralu je cely piuvodni obor
A; A, jest obor sloZeny ze vSech bilych ¢dsti, uvnitf A obsa-
Zenych.

Hodnota integralu Ji zavisi na c1sle m. Roste-li m do ne-
konecna, a konvergule li zaroven ! k nule, miame

lim J, =/]. (43)
m=aoo
DokaZme tuto vétu. Ditkaz zaloZime na rovnici
9 ¢ ¢
dp = (—"’) ax+ (——”) v+ (—P) 2, 44)
dx/, dy/, 02/s
kde .
Adp=@(x+dx,y+dy,z+4z) — ¢ (x,y, 2)
a kde ‘

(o G5 G2,

jsou hodnoty prvnich derivaci funkce ¢ ve tfech bodech (&, %i,
&) (i=1, 2, 3), jichZ soufadnice vyhovuji podminkam

xZESx+dax, y<wEy-+ay, z2;Sz4-4z

BudiZ nyni 6 libovolny elementarni obor. Uvnitf & jest
urdity bod (x, y, z), ve kterém funkce ¢ nabyva nejvétsi hod-
noty M a pak bod (x+ 4dx, y + Ay, z + 4z), kde @ nabyva
nejimensi hodnoty M’. Plati

idx <1, 4y <1, gz £1
a rovnice (44) ukazuje, Ze
_ M—M=_4p<3LK. (45)
Ta Cast integralu J, kterad se vztahuje k uvaZovanému ele-

mentarnimu oboru J, ndsobena dinitelem /, jest men$i neZ Me;
ta Cast integralu Ji, ktera se vztahuje k bilému dilu oboru o,
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jest v&tsi nez AM’e. Odedtéme obé& Casti; rozdil'je Casti troj-
nasobného integralu i/ — J1 a je mensi neZ

M—M)ei<31iKe= 3—";:“ .
Trojndsobny integrdl 4/ —Ju sklidd se z m takovych
cdsti, tedy iJ—Ji: < 3L KA. (46)

Veli¢ina | konverguje k nule, roste-li m do nekonecna;
z toho plyne spravnost vzorce (43). )

Obdobny vzorec dal by se odvoditi stejnym postupem
pro funkci ¢ libovolnéhoe poltu nezivisle proménnych. Je-li
jen jedna nezavisle proménna veliCina a poloZime-li 1 =1/,
diva vzorec (43) Poincaréovu vétu, uvedenou v pfededlém od-
stavci. '

b) Vratme se k funkci @ (x, ¥, z) t¥i proménnych a pfed-
poklddejme, #e ¢ nezavisi na z. Tfeti &len na pravé strané
rovnice (44) rovna se pak nule, takZe na misto nerovnosti (45)
budeme miti nerovnost M—M <2IK

To plati i v pfipadég, Ze p'erqlince

Az} <1
neni vyhovéno; v tomto ptipadé nastoupi na misto (46) ne-
rovnost if —Ju < 20i KA.

Z toho plyne disledek, Ze véta (43) plati pro funkci ¢,
ktera nezavisi na hodnoté prom&nné z, i v tom p¥ipadg, Ze
rozméry elementarnich oboril, méfené rovnobéiné k ose Oz,
nemaji nulu za limitu, kdyZ m roste do nekoneéna.

39. Nové Feseni iilohy o jehle. — Ptuvodni Buffonovo fe-
Seni tlohy o jehle (viz odst. 196 a 35) zakladi se v podstaté
na téchto dvou pfedpokladech:

I. Pravdépodobnost, Ze stfed jehly dopadne na misto, jeZ
se nalézad uvnitf ¢asti roviny o ploSném obsahu ¢, jest imérna
jeiimu ploSnému obsahu ¢ a nezavisi na jeji poloze ani na jejim
tvaru,

II. Pravdépodobnost, Ze ithel w, Ktery osa dopadnuvsi
jehly svird s pevnou pfimkou vodorovné roviny, jest obsaZen
v mezich w1 a we, jest imérna rozdilu w2 —ws.

Avsak. neni mozZno vymysliti takové uspofddani pokusu,
aby podmince I bylo vyhovéno. UvaZujme na p¥iklad o nasle-
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dujicich podminkach: RovnobéZky jsou narysovany na desce
stolu, jeZ ma tvar Ctverce. Na zaliatku kaZzdého pokusu umi-
stime jehlu ve stfedu desky stolu a to tak, Ze osa jehly je
svisla, nadeZ udélime jehle urditou rychlost ve sméru svislém
vzhiiru. Jehla ovSem neni v polateéni poloze naprosto pfesné
svisld, rovné&Z ndraz, kterym se uvadi v pohyb, méni
se co do sméru i co do velikosti od pokusu k pokusu, tfeba-
Ze v nepatrnych mezich. Proto dopada jehla v rznych po-
kusech na rfiznd mista stolu. Ale odchylky v pocateénich pod-
minkach nesmé&ji byti pfilis vel'ké, ponévadZ jehla nema pad-
nouti mimo stil. Pfedpgklidejme tedy, Ze je malo pravdé-
podobno, Ze jehla dopadnc blizko kraje stolu. BudiZ p: pravdé-
podobnost, Ze stfed jehly bude uvnitf urcitého Ctverce, jehoZ
strana mé¥i 1 ¢m a jenZ je narysovan pobliZze stfedu stolu:
budiZ pak p. obdobna pravdépodobunost pro stejné veliky Gtve-
rec, narysovany poblize kraje stolu. Patrné bude pi1 > ps:
z toho vyplyvi, Ze pfedpokladu I neni vyhovéno.

Chceme-li tedy pocitati pravdépodobnost, Ze stfed jehly
dopadne uvnitf né&jaké dané &dsti stolni desky (roviny xy),
musime nahraditi pfedpoklad I pfedpokiadem obecné&j§im. Pfi-
pustime, Ze tato pravdépo/dobnost jest imérna integralu

/ftp(x..V)dXdy;

integrace vztahuje se k uvaZované &asti roviny xy. Funkce
@ (x, ¥) neni dana; shledame v3ak, Ze za uréitych podminek
vypadne z poltu, takZe se nebude vyskytovati v koneném
vysledku.

U¢inime tyto dva pfedpoklady:

I’. Hodime jehlu vidy tak, aby jeji stfed dopadl dovnitf
&tverce C ve vodorovné roviné. Jeden vrchol &tverce volime
za pocCitek 0 pravoiihlych soufadnic a strany v ném se sbi-
hajici za osy 0x a 0y. Vrcholy &tverce C maji soufadnice

0, 0), (s, 0), (s, s), (0, 5).

Strana s Ctverce rovnd se celistvému ndsobku vzdalenosti

2a dvou sousednich rovnobéZek
S — 2na.
RovnobézZné pfimky na &tverci narysované
y=0,y=2aq, y—4a,.. y—=2na

deéli jei v n shodnych obdélnikii; kaZdy z nich mi rozméry
2na a 2a.
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Pravdépodobnost, 7e stfed jehly dopadne dovnitf uzaviené
kfivky, narysované v roviné xy (uvnitt C), jest rovna zlomku

[[oepaar

6/:/‘:;) (x,7) dxﬁy
U

integrace v Citateli vztahuje se k vnitfku dané kfivky.
Funkce o (x, ¥) ma spojité parcidlni derivace 1. Fidu a
plati pro kazdy bod uvnitf C

kde K znaci konstantu.

II'. Pravdépodobnost, Ze thel o, ktery osa dopadnuvsi
jefrly svira s pevnou pfimkou roviny Oxy, jest obsaZen v me-
zich w1 a we, jest imérni rozdilu w: — ws.

Vychazejice z uvedenych dvou ptedpokladii, obdrZzime pro
pravdépodobnost p’, Ze jehla pr8tne né&kterou rovnobézku,

vzorec
fffq) (x,y) dx dy do
= A . '
ity . (46)
fff«p (x,y) dx dy do

Integral ve jmenovateli vztahuje se k oboru A vSech pfi-
pad@ moZnych. Stfed (x, y) jehly miZe byti kdekoliv uvniti
&tverce C o strané s = 2na; osa jehly miiZe svirati s osou Ox
libovolny thel w v intervalu (0, 2a), aviak z divodi soumnér-
nosti postali uvaZovati jen tihly ostré, obsaZzené ve Ctvrtiné
(0, /2 n) pFedeslého intervalu (pfi vypoltu pfipadi pfiznivych
utinime oviem podobnou redukci). Obor A je tedy definovan
nerovnostmi

0<x<2na o<y<2na, o<m<%.

Integraéni obor A: integralu v Citateli je tvofen body (x,
¥y, w), které odpovidaji pfipadim pfiznivym (jehla protina
nékterou rovnob&iku). Soufadnice.x stfedu jehly muZe miti
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jakoukoli hodnotu v mezich (o, 2na): soufadnice ¥y musi se
li§iti od soufadnice 2va¢, ma-li nastati prisek s »-tou rovno-
béZkou, nejvySe o b; ponévadZ pak z diavodi soumérnosti
uvaZujeme jen o uhlech w, obsaZenych v intervalu (o, /2 z),
mame podminky

0<x<2na 2valy<2va+tb, o<o)<arccosy—b2"q

(r=01,2...n—1,

pro pfipad, Ze pofadnice y je vé&tsi neZ pofadnice protaté
rovnobéZky, a podobné podminky

o< x<2na 2ra-b<y<2ra o< o< arc cos-zia—b:Jf

(r=12,...n)

pro pfipad, Ze pofadnice: y jest mendi neZ pofadnice profaté
rovnobézky.

Pfedstavme si (x, vy, ) ijakoZto obycejné pravoiihlé
soufadnice bodu v prostoru a sledujme tvary oborii A a Ai.
Obor A je pravoihly rovnobézZnostén, jehoZ zikladnou je
¢tverec C a jehoZ vyS$ka rovna se /2 n. Rozdélme obor A v n®
elementdrnich oborit jednak rovinami, které jsou kolmé k ro-
viné Gtverce C a prochazeji kazda jednou z danych rovno-
bézek y=2pa(y=1,2,...n—1),

jcdnak rovinami kolmymi k pfcdes§lym:
x=2yaly=12,...n—1).
KazZdy elementimi obor ma tedy za zikladnu Ctverec

o strané 2a a vySku rovnou <4 . Rozdélme dale tyto elemen-
tarni obory vilcovymi plochami

y—2va

) = arc cos ° - b (v=0,1...n—-1)
a
2va—y
) = arc cos T (r=12,...n),

jichZ hrany jsou rovnobéziné s Ox. Tak se rozdéli kazdy ele-
mentarni obor na dvé &asti. Jedna, kterou nazveme bilou, je
tvofena body (x, y, ») znazorfiunjicimi pFipady, kdy jehla
protind jednu ze dvou sousednich rovnobéZek; druhi, kterou
nazveme Cernou, je tvofena zbytkem oboru.



Obor A: je pravé utvofen souborem vech® &asti bilvch.

Pravdépodobnost p, udana Buffonovym vzorcem (42'), je
rovna poméru A: : A; nezavisi na n.

Vzorec (46) ukazuje vsak, Ze pravdépodobnost p’ zavisi
na poc¢tu n rovnobéZek. .

UzZijme nyni véty dokizané v odst. 38. PonévadZ funkce
¢ nezavisi na proménné w, pfichazi v tvahu poznamka uci-
néna v odst. 38b. UZijeme-li znalek zavedenych v odst. 38,
jest : 26,

0 =X, n=m, — =
Ta

Roste-li n do nekoneéna a zmenSuje-li se ¢ zaroven tak, Ze

ani S=2na ani b : ¢ se nemeéni, pfechazi vzorec (46) v
. . 2b
hl:;n p= " 47)

Nechceme-li méniti piivodni pfedpoklady na$i tdlohy, ne-
budeme zvétsovati n do nekonecna; pravé strana rovnice (47),
totozna s Buffonovym vzorcem, udiva pak, je-li » dosti ve-
liké, pfibliznou hodnotu hledané pravdépodobnosti. Vysledek
vyjadtime takto: Za pFedpokladu I' a IT', a je-li poc¢et n rovno-
bézek narysovanych uvniti étverge C velmi veliky, uddvd
vyraz 2b:naa pFibliznou hodnotu pravdépodobnosti, Ze jehla
protne nékterou rovnobézku.

PonévadZ tedy prava strana vzorce (47) udava hledanou
pravdépodobnost jen pfibliZné, nemiiZeme tvrditi, Ze by
pomé&r m’: ', plynouci z pokusii (viz pozndmku o experimen-
talnim urceni &isla = v odst. 35.)° vyiadfoval ji tim pFesné&iji,
¢im je pocet n’ pokusi vét$i (pismenem n’ znadime idhrnny
poCet pokusii, pismenem m’ pak polet pfipadi, ve kterych
jehla protne nékterou rovnob&zku). Jakmile pFipustime, Ze
funkce ¢ neni konstantni v celém &tverci C, nemiiZeme oce-
kavati, Ze by se z vysledku pokusii dala odvoditi hodnota
&isla 7 tim pfesnéji, ¢im vétsi by bylo n'.*)

*) Vysledky uvedené v odst. 38. a 39. uvefejnil isem v praci
nadepsané Nové fedeni Buffonovy tilohy o jehle (Roz-
pravy Ceské Akademie II. Tf. R. 26., & 13( 1917). Pozdé&ji uvefejnil
jsem francouzské zpracovani: Sur une nouvelle solution
du probléme de 'aiguille (Bulletin des sciences mathéma-
tiques, 2e série, t. 44, p. 1261367 1920). Pan M. Fréchet doplnil
moje tvahy v Clinku Remarque sur les probabilités
continues (Bull. des sc. math., 2e série, t. 45, p. 87—88; 1921).
Viz téZ knihu: Fréchet-Halbwachs: Le calcul des probabi-
lités 4 la portée de tous (Paris, 1924; p. 43).
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Kdyby ¢« bylo konstantni, mohli bychom ve vzorci (46)
zlomek na pravé strané kratiti, takZe pravdépodobnost p’
stala by se totoZnou s pravdépodobnosti p, definovanou vzor-
cem (42).

_40. Valivy pohyb koule po vodorovné _roviné. — Na po-
vrchu koule o poloméru a je dan sféricky obrazec S, omezeny
uzavienou kfivkou bez dvojného bodu. Kouli poloZime na
vodorovnou rovinu o tak, Ze z poCatku se ji dotyka v bodé
O:. Pak udélime kouli vodorovny naraz, takZe se vali po ro-
viné a zastavi se posléze vlivem tfeni v urcCité konecné po-
loze; budiz T1 koneény- bod dotyku s rovinou. Jest urciti
pravdépodobnost, Ze bod T: (jakoZto bod kulového povrchu)
lezi uvnitf obrazce S, za téchto pfedpokladii:

a) Pocditecni poloha koule vii¢i roviné « jest pfedepsana.

b) Koule vali se po roviné bez klouzani a pocCateCni jeji
rychlost nepfekrofi urc¢ité meze, takZe stfed koule opiSe
tisecku ne delsi neZ 2zna (koule otoli se nejvySe n-krat kolem
vodorovného priaméru). Smér dseCky mitZe byti jakykoli
(oviem vodorovny); n ie veliké kladné &islo celé.

¢) Hledana pravdépodobnost p da se vyjadfiti vzorcem

f/ F (0) o do ag
o

T [froaa “
1

zde znaci ¢ a ¢ polarni soufadnice v roviné a s poélem v bod@
O1; ododq jest element plo§ného obsahu; F (o) je kladna funkce,
jeiiz derivace je men$i neZ urCitd konstanta K. Funkce ta
méfi hustotu pravdépodobnosti; vytkneme-li v poloze uréené
polarnimi soufadnicemi ¢ a ¢ element roviny, je pravdépo-
dobnost, Ze bod T naléza se uvnitf toho elementu, (imérna
jeho plosnému obsahu, koeficient imémosti zavisi v$ak toliko
na o a nikoli na ¢. Pismeno P oznacuje obor pfipadfi p¥izni-
vych, t. j. ¢ast roviny a utvofenou viemi body M, ve kterych
miZe nastati- dotyk koule s rovinou takovy, Ze bod dotyku
(na kouli) lezi uvnitf obrazce S. II zna&i vnitfek kruhu opsa-
ného v roviné a kolem bodu O: polomérem 2ana.

Poznamenejme, Ze kazdy bod M: roviny o odpovida je-
diné ur€ité poloze koule; abychom kouli do té polohy pFivedli,
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je nutno valiti ji z pfedepsané pocatecni polohy tak, aby jeii
bod dotyku s rovinou opsal iuseCku OiMi.

RozfeSme tlohu ve specialnim pfipadg, Ze S je pravidelny
sféricky cCtyfihelnik, jehoZ wvrcholy jsou zdrovei vrcholy
krychle do koule vepsané. Sestrojme na kouli oblouky hlav-
nich kruznic nad kazdou hranou vepsané krychle. Tak rozd&l
se cely povrch koule v Sest pravidelnych sférickych &tyfihel-
nikit o vmitinich thlech 3a. Pravdépodobnosti, Ze T: leZi
uvnit¥ prvého, druhého...Sestého Ctyfuhelnika, oznatime po

Fade pI1, pi1, pri, piv, pv, pvi,

Vypocet provedeme pro dvé pocateCni polohy koule.
Prvni pfipad.—Budte A, B, C, D, E, F, G, H vrcholy ve-
psané krychle a pfedpokladejme, Ze v pocdtecni poloze jsou
stény ABCD a EFGH vodorovné a hrany AE, BF, CG a DH
svislé. Sférické <&tyfuhelniky ABCD, ABFE, BCGF, CDHG,
DAEH a EFGH oznacime po fadé I, II,...VL

Piedpoklddejme, Ze v pocCiteéni poloze dotykd se koule
roviny a v bodé Oy, jenZ splyvi se stfedem O C&tyfihelnika 1.
Necht sc koule vali tak, Ze v kone¢né poloze dotyka se roviny
a bodem A; budiZ A: polé'ﬁa pFislu§ného bodu dotyku v a. Ob-
dobné je definovan bod B: atd.

Piimku O:A: volime za polarni osu.

KdyZ se koule vali, bod dotyku opisuje pfimku d, procha-
zejici bedem Oi; geometrické misto téch bodd kulového po-
vrchu, které postupné stivaji se body dotyku s rovinou a, je
hlavni kruZnice &, jejiZ rovina nechf svira tihel ¢ s diagonalnf
rovinou ACGE krychle v pocateéni poloze. KruZnice k& pro-
chizi bodem O’ protilehlym k O a protinA oblouky AB,
EF, BH a DC v bodech, které po fad& oznadime pismeny M,
N Pa Q.

Ve sférickém trojiihelniku O1MA jest v pociteéni poloze
koule

/\ w A '
O/AM="7, AOM=¢g, sin(G A=) 2, cos @a)=|!.
3 3 3

Strana Om: r
bude tedy urena rovnicemi
7\ a . 4 1
cos (OIMA)=— c?s @ cos 3 + sin ¢ sin 3 V3
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N
a sin r : sin (0; A) = sin =L : sin (0, MA);
3 .

R ¥ A
sin r = \/3 +sin 3y (49)

KdyZ se koule vali po d, body M, N, P, Q stanou se po-
stupné body dotyku koule s rovinou a to v mistech Mj, M, Py,
O1, M., ...atd. Uhel mezi d a mezi pfimkou 0.4: je roven
«. Obecné je

O\ Mn=[2(n—1) 7+1]a, O\Nn=[Cn—1)7—1]a

O, Ph=[2n—1) 7-}r]a, O, Qr=0Crnr—r)a

(n=1,23.-.-- ),
pfi ¢emZ r jest ostry iihel uréeny formuli (49).

Otaci-li se pfimka d v roviné « kolem Oi, opisuji body
My, Ny, .. .M., ... k¥ivky, kterymi se rovina o dé€li v neko-
necné mnoho kfivoCarych &tyfihelniki. Oznacime je Cisly I,
1,.... Ctyfuhelniky oznadené v roviné ¢&islem I, budou
obsahovati body [ takové, Ze, dotyka-li se koule roviny v L,
splyva urdity bod L sférického ¢tyfihelnikals L
atd. Ctyfihelnik AiB:1CiD1 je konvexni, ctyfihelnik A2B2C2D:
ie dvojnisobné souvisly a p.

Pravdépodobnosti p1, pir, . .. poditaji se podle vzorce (48).
Podle pfedpokladu jest koneény bod dotyku T: v kaZdém pf¥i-
padé uvnitt kruhu IZ opsaného polomérem 2nza kolem Ox.
Plosny obsah toho kruhu je -

IHH=4713na.

z nich odvodime, Ze

Pismeno P ve formuli (48) zna&i souhrn rovinnych &tytihel-
nikid I nebo II..., podle toho, poditdme-li ps &i pr; ... Funkce
F rovna se nule vné kruhu I7.

Pocitejme nejprve pravdépodobnosti pr, pr,... za pfed-
pokladu, Ze Flo)=1;
pak teprve pfejdeme k pfipadu obecnému.

BudiZ tedy F = 1. Pravdépodobnost p; bude rovna poméru
P
o
kde P znali thrnny plo$ny obsah v3ech rovinnych &tyfihel-
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nikit I. Abychom tento pomér vy&islili, rozdélme I soustfed-
nymi kruZnicemi o polomérech

2n7a,4a, 67a,...2(n—1)7a
a o stfedu O, v n dila, ‘jichZ plo§né obsahy oznadime pismeny

Uy 1y, Uy o I'n;

patmé jest . _
m=aa'l2ma)y—@2m—1ap]=43* 2m—1)a*
T je kruh o poloméru 2n¢; I'm (m > 1) je mezikru#i o polo-
mérech 2 (m — 1) na a 2maa. Tu &ast mezikruZi I'm, ktera je
tvofena ctyFihelniky I, nazveme Cn; je to obor skladajici se
ze dvou dvojndsobné souvislych ¢4sti. Kraje prvni ¢asti maji
v polarnich soufadnicich rovnice

o=2(m—1)xa o=2m—Naa+tra
a kraje druhé ¢asti rovnice
o=2maa—ra, p=2mxa;

snadno vypoéteme, Ze plosny obsah oboru Ca je
cm——-81(2m— 1) ala?

s
= S rdg. (509

n

P¥ibliZnd hodnota tohoto integralu jest 1:319...
Hodnota poméru

kde

—Cm ,2!

[ T2

jeZ nezavisi na m, rovna se pfibliZné 0267 . . Hledana pravdé-
podobnost je tedy

P _C+C+...4+Cn_ .
PI= [ =7 Y lt. . § Tp=+=02T...

Abychom ustanovili pvs, oznadme pismenem C’'m ploSny
obsah ¢ésti roviny omezené kfivkami

o=02m—1)ra—raao=2m—N)va+tra.
Vychézi C'm=8@m—1) xla*=Cm,
27 .
pvi=pr= _, =0267 .
Souget pi —[«ﬁn 4. . pwr
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je roven jednotce, tedy
P 4pur+piv+pv=1—20r=10466...
a, jezto tyto Ctyfi pravdépodobnosti jsou stejny
: 1 I _ 14
Pll= p", :pr: py pna 4 -_.’!_’_0114'

Piejdéme nyni k obecnému pfipadu, kdy hustota pravdé-
podobnosti jest imérna funkci F () priivodie ¢. Pravdépodob-
nost p; bude vyjadfena vzorcem (48), kterému dame tvar

A= s
1= g
kde

§'= fF(Q)Q do dg, S= ffF(Q)gdyqu.
P ‘ 1

PoloZzme dale
S‘m=ffF(g)gdgd(p, Sm=ffF(9)9d0d¢
o Im

a ozname pismeny M a u« nejvétsi a nejmensi hodnotu funkce
F uvnitt I'm. Jeito Cpn = Alm, plati
Sp>inly i8Sy < AMIy
a tedy J Sm—S'm < i (M—p) I'm.
. Nap'iéme tuto nerovnost pro m=12,...n a pozname-
neime, Ze M—n<2xak.
Soucet viech ploch I'm je roven II, takZe
18—8<2araK I, (51)
kde II = 4a%n%a?. Z toho plyne, Ze formule

limpr =lim ¢ =7,

n=qu n=cc
plati v téchto dvou pfipadech: ‘1. Konverguje-li prava strana
nerovnosti (51) k nule, nebo 2. je-li prava strana nerovnosti
(51) dile mensi neZ urcita Konstanta a rostou-li soucasné S.
a S’ do nekonetna. Prvni pfipad bude pfibliZné uskutecnén,
bude-li polomé r koule g velmi maly nebo bude-li konstanta K
velmi mald. Vysledek shrneme takto: PFedpoklddejine, Ze
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v poédteéni poloze dotykd se koule roviny v bodé Oi, jens
splyvd se stfedem O siérického ¢tyFihelnika I; konverguje-li
druhd strana nerovnosti (51) k nule, nebo je-li stdle mensi nez
urcitd konstanta, kdezto S a S’ rostou do nekonecna, bliZi se
pravdépodobnosti p; a pvi meznim hodnotdm

lim p;=lim pw=2/2

n=x n—=x T
a ostatni hodnotdm
J

lim pir = lim pyyr = lim pyv = lim py = 1_ 5
n=x n=x 4 a

n=x n=axx
kde J jest integrdl ustanoveny vzorci (50) a (49).

Druhy pfipad. — Pfedpoklidejme nyni, Ze bod do-
tvku koule s rovinou a splyva v pocateéni poloze s vrcholem
A vepsané krychle. Vypocet pravdépodobnostipsn pu,... pro-
vede'se podobné jako v pfipadé pfedeslém a dojde se k témto
vysledkiim. PoloZme

2

sinrl = —————
5 — sin (;;-:.-+2 .r)

Fi 4

3

I'= f r'de;

o

hodnotu 1ihlu r’ je stanoviti jakoZto funkci proménné ¢ tak,
M A
aby v intervalu ( 0, ‘g‘)'stéle rostla, a aby se redukovala na

o . ; T , , .
2, kdyZ @ rovnéd se . Da se dokazati, Ze

Libovolna funkce F(p) (hustota pravd&podobnosti) zavede se
jako dfive.

Je-li pocdtecrii poloha koule takovd, Ze se dotykd roviny
a-ve vrcholu A vepsané krychle, a pFipustime-li jinak tytéz
pFedpoklady jako dFive, jest % spolecnd limitni hodnota
v§ech pravdépodobnosti p1, pu,....pvi pro pripad, Ze n roste
do nekonecna. — g
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Je zFejmo, Ze tato uloha je zcela obdobna tilohdm o ru-
let& a o jehle, jeZ byly feSeny v pfedchozich odstavcich. Poin-
caréova metoda: zavésti libovolnou funkci jakoZto hustotu
pravdépodobnosti tak, Ze hledana pravdépodobnost ma hod-
notu na té funkci nezavislou, kdyZ urcéity parametr n roste do
nekonecna, je velmi obecnd. Da se ji uZiti vSude, kde béZi
0 pohyb télesa, jehoZ kone¢né poloha ma vyhovéti danym pod-
minkidm. S tohoto stanoviska patfi iloha: vypodisti pravdé-
podobnost, Ze pfi hodu kostkou vyijde urdité Cislo, mezi tdlohy
o geometrickych pravdépodobnostech. Vypocet pravdépodob-
nosti uzZitim Poincaréovy metody jest oviem mmnohem obtiZ-
néjsi v tomto pfipadé neZ ve shora FfeSené uloze o kouli, po-
névadZ je téZko vziti v pocet pohyb, ktery kostka vykona, neZ
se ustdli v kone&né poloze.*)

.

*)" Srv. autorovo pojednini Sur la méthode des fonc-
tions arbitraires dans le Calcul des probabilités,
jeZ bude uvefejinéno v Acta Mathematica.

.85



Str.
Pfedmluva . . . . . . . .. oo 5
Seznam néktcrycl spisit o potu pravdépodobnosti . . . . 7
1. Obecné zisady poétu pravdépodobnostl,
1. Definice pravdé€podobnosti . . . . . . . . . ... .. 9
2. Pravdépodobnost thrmna . . . . . . . .. . .. .. 10
3. Pravdépodobnost sloZzena . . . ... .. ... ... 11
4 Matematickd nad&je a stfedni hodnota . . . . . . . . 12
5. Pravdépodobnost riiznych vysledkit v Fad&€ opakova-
nych pokusii . . . . . . ... ... .00 13
6. P¥ibliznd hodnota pravdépodobnosti P». . . . . . . . . 14
7. Srovndn{ s vysledky pokusd . . . . . . . .. . ... 15
8. Pfehled tloh o geometrickgch pravdépodobnostech . . 16
II. Z4kladni definice a obecné véty o geometrickych
pravdépodobnostech.
9. Bod na pfimece . . . . . . . ..o 0oL 17
10. Bod v rovin& nebo v prostoru . . . . . . . .. . .. 19
11. PFimka v roviné e e R e e e e e e e e e e e e e 20
12. P¥lmka v prostoru . . . . . . . . . . ... ... 22
13. Rovina v prostoru . . . . . . . . . . . .. ... .. 24
14. O vyznamu invariantnich definici miry a pravdépodob-
¢ 0 . ¢ S
15. Mfra mnoZstvi, jehoZ prvkem je skupina né€kolika bodi 26
16. Vypo&et stfednfch hodnot . . . . . . . . . .. ...
17. Pravidla o vypoé&tu pravdépodobnosti . . ... . . . .. 29
18. Dv& viéty o stfednich hodnotich . . . . . ... ... 30
Ulohy 1.—24. . . « « ¢« v v v v v v e e e e e s 32
111. Konvexni kfiviky v roviné.
19. PFimky protinajfci konvexni k¥ivku . . . . . . . . .. 36
20. Croftonova vé&ta o tfeti mocniné seény . . . . . . .. 38
21. Vz4jemné polohy seSemabodd . . . . . . . . .. .. 39
22. Dalif dlohy o skupindch tFi nebo &tyF bodd . . . . .42
23. Ptimky, jeZ protfnajf dvé konvexnf kHvky . .. . . .45

Ulohy 25—29. . . . ... .. b e e e e e e e e e e 47



24: Roviny protinajici konvexni plochu . . . . . . . . ..
26: Ptimky protinajici konvexnf plochu . . . . . . . . ..
28: Ulohy o skuping dvou bodti a jedné se&né roviny .

. Uloha o skupiné péti bodid . . . . . . .. . .. ...
%

w
N3

. Pokusné uréeni geometrickych pravdé&podobnosti
. Rozbor tak zv. Bertrandova paradoxa . . . . . . ..
. Buffonova idloha o jehle . . . . . . . . . .. .. ..
. Pélyovy pokusy . . . . . . . . ... e

_.1V. Konvexni plpchy v prostorn.
Pfelled zkratek . . . .. . . . . . .. .. ... ..
Ulohy o parech a trojicich seénych rovin . . . . . . .

Vé&ta obdobnd vété€ Croftonové . . . . . . . . .. ..

Ulohy tykajici se zvlastni polohy bodu a &tyfsténu
Dvé& tlohy o skupindch bodi, je-li jeden bod volen na

plode K . & v i i i i e e e e e e e e e e e e e

V. Pokusné dlohy.

Ulohy 30.—38 . . . .. .. .. ... .. .....

"VI1. Poincaréova metoda libovolnych funkci,

. Poinéaréova metoda. Problém rulety . . . . . . . ..
3s.
. Nové feSeni dlohy o jehle . . . . . . . . . ... ..
40.

Zobecné&ni Poincaréovy metody . . . . . . . . . . ..

Valivy pohyb koule po vodorovné roviné . . . . . ..



JEDNOTA CESKOSL. MATEMATIKU A FYSIKU V PRAZE.

»Sbornik J. C. M. F.4, &islo:

" 1. Weyr Ed.: Projektivid geometrie zadkladnych Gtvarli prv-

nfho Fidu. 2. vyd. 192 4 XII stram, 112 obr. .

X. Sobotka J.: Deskriptivn{ geometrie promlténl l;aralehﬂho.

644 -+ XX stran, 471 obr.

XIV. Kuéera B.: Néstin geometr.t;ké' optlky a zakladu fotometrie,

464—|—XVI stran, 203 obr. a 1 pffloha .

XV. Strouhal C. a Novdk: K.: Optika, 864 - XXIV stran, 482 obr,
XVL Petr K.: PoZet diferencidlnf (Zast analytické) 466+XVI

stran, 11 obr.

XVIL Petr K.: Poget m'tegralnl 2. vyd. (v tisku).
XVIIL. Cech E.: Projektivn{ diferencidlni geomerie (v tisku).

- N o N N W

—

-+ VIII stran, 35 obr.

. Vojtéch J.: Zaklady ma'tematlky ke studlu véd prlrodntch a

technickych. 3. roz3. vyd. Cést 1. 412 4 VIII stran. 88 obr.

. a 4. Novdk V.; Pysika. 2. roz8. vyd. Zékladnf poznatky na pod—

klad€ pokusném. Dfl. I. Mechanika. Akustika. Nauka o teple.
Dil II. Magnetismus a elektfina. Nauka o 24aFivé energii.
Ylgl +d§l )—}—1185 stran, 818 obr. Prodivd se jen jako celek
oba y .

. Semerdd A.: Pi‘irucka praktlcké geometrle 523-—I—XV stran,

303 obr. a 4 tab.

. Kuéera B.: Zaklady m'echaniky tuhs’rch téles Uvod do studxa

fysiky. 296—|—VIH stran, 121 obr. .

. Vojtéch J.: Ziklady matematiky ke S.tl]dlll véd Dﬂrodnich a

technickgch. Cast.I. 358 1 VI stran, 28 obr.

. BydZovsky B.: Analytickd geometrie v rovin& av prostoru

412 -} IV stran, 62 obr.

. Ldska V. a Hruska V.: Poéét graflcky a graflcko mechanlcky

188 + 10 stran, 127 obr.

. Dusl K.: Ovod do poétu vektorového, 121 - VIII stran, 21 obr.
. Hostinsky B.: Mechanika tuhych t&les. Pfedn43ky konané na

pFrodovédecké fakult® Masarykovy university. 286 - VIII
stran, 124 obr.

. Posejpal V.. Roentg'enovy X paprskv 154 —I—VI stran 66 obr

(8 tab.) .

Lze obdrZeti u kaidého knihkupce, zejména v
nakladatelstvi a knihkupectvi

K& 840

»Knihovna spisit matematickych a fysikalnich, svazek:
. Hostinsky B.: Diferencidlnf geometrie kfivek a ploch. 128 4+

. K& 6—
» 48—

19—

JEDNOTY CESKOSLOVENSKYCH MATEMATIKU A FYSIKU,

Praha Il; Kfemencova 16.









		webmaster@dml.cz
	2015-09-09T13:50:23+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




