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Z druhého vydání ruského originálu IJeiraue flpo6n, 
který vydalo Gosudarstvennoje izdateTštvo techniko-
teoretičeskoj literatury v Moskvě a Leningradě r. 1949, 
přeložil Dr Karel Rychlík. Obfilku navrhl Miloš Hrbas. 



PŘEDMLUVA PŘEKLADATELOVA 

Chiniinův spis Cepnyje drobi, který předkládám naší veřejnosti v českém překladu 
(dle 2. vyd. z r. 1949), si klade za cíl podat theorii a některá použiti konečných i nekoneč-
ných řetězových zlomků (řetězců) tvaru 

1 N 

«i + »2 + 
kde alt a„ ... jsou celá kladná čísla, a0 pak je libovolní celé číslo. Řetězce tohoto tvaru se 
obyčejně nazývají pravidelné řetězce. 

V Chinčinovl spise je vzat zřetel k pracím sovětských matematiků o tomto předmětu. 
To platí zejména o III. kapitole pojednávající o metrické theorii řetězců. Úvahy zde obsa-
žené jsou skoro vesměs prací sovětských matematiků v čele s Chinčinem samotným/Vyvrcho-
lením je Kuzminův důkaz Gaussovy věty (v metrické formě). 

O vyučování nauce o řetězcích by bylo možno opakovat téměř doslova totéž,co praví Chinčin 
v předmluvě k I. vydání. Stav je u nás tím horší, že nejen není žádná monografie o řetězcích, 
ale ani literatura učebnicová se jimi nezabývá. Již tím je prokázána užitečnost tohoto pře-
kladu. 

Při studiu klade pouze III. kapitola značnější požadavky na čtenářovy znalosti, poně-
vadž vyžaduje, aby čtenář byl obeznámen aspoň se základy theorie míry. Naproti tomu 
první dvě kapitoly nepředpokládají příliš značných vědomostí. Látka podaná v prvních 
šesti paragrafech a v 10. paragrafu obsahuje v poněkud rozšířeném podání to, co se kdysi 
vykládalo o řetězcích na tehdejších středních školách. Tato část může být i nyní zpřístupněna 
studujícím nejvyšších tříd škol III. stupně a posluchačům prvních semestrů vysokých škol. 
Abych je ji porozumění usnadnil, doplnil jsem překlad poznámkami, v nichž jsem uvedl 
velký počet číselných příkladů, které v Chinčinovl spise skoro vůbec nejsou. 

Komu by snad činil potíže důkaz vity 10 (§ 3), může ji i s jejím důkazem vynechat a na-
hradit ji vitou, že každý pravidelný řetězec je konvergentní, a důkazem v • § 2 překladatelo-
vých poznámek. 

Překladatelovy poznámky podávají dále schéma pro výpočet sblížených zlomků (• § 1) 
jako doplněk k § 2. Po krátké stati o neúplném dělení a celé části [oí] reálného čísla a 
(* § 3) následuje • § 4, Euklidův algoritmus, podávající schéma pro stanovení prvků ře-
tězce pro racionální čísla. (Je to doplněk • § 5.) Dále je podáno v překladatelových poznám-
kách řešení lineární diofantické rovnice ( * § 6) a lineární kongruence (• § 7) jako doplněk 
poznámky pod čarou s) (§ 8). Je uvedeno, jak rozvinout desetinný zlomek v řetězec (* § 8), 
a jsou doplnlny vity o nejlepším přiblížení (z § 6) s použitím na nejlepší přiblížení pro 
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číslo 71 (* § 9). • § 10obsahuje počátky nauky o zobrazení kvadratických irracionál perio-
dickými řetlzci (jako doplněk k § 10). Překladatelovy poznámky zakončuji • § 11 o geo-
metrickém zobrazení řetězců a • § 12 o zevSeobecněných řetízcích. 

K terminologii podotýkám, ze „podchodjaSčije drobi" překládám slovy „sblížené zlom-
ky". Termínu se používá v Taftlově algebře pro střední Školy (na př. ve 4. vyd., 1892). Při 
obecnžjiích řetězcích tyto sblížené zlomky totiž nejsou nutní přibližnými hodnotami. 
„Promežutočnyje drobi" překládám slovy ¡zlomky vsunuté". Slovo „rang' (v § 12) pře-
kládám „pořadC. 

K. Rychlík 
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Z PŘEDMLUVY K PRVNÍMU VYDÁNÍ 

Theorie řetězců se zabývá zvláStnim algoritmem, který je jedním z důležitých nástrojů ana-
lysy, theorie pravděpodobnosti, mechaniky a zvláště theorie čísel. Tato elementární příručka 
má za cíl seznámit Itenáře pouze s řetězci tvaru 

°o H , 

a to hlavně za předpokladu, ie vSechny prvky at (i 1) jsou celá kladná lísla, kdežto a0 

může být libovolné celé číslo. Tento nejdůležitější a zároveň nejprozkoumanějií druh řetězců 
je základem téměř viech aritmetických a velmi mnohých analytických použiti theorie. 

Vydání elementární monografie o theorii řetězců považuji za nezbytné, ježto tato theorie 
tvořila dříve jeden z bodů matematického programu střední Školy. Nyní vSak z tohoto progra-
mu byla vypuStěna a v nových příručkách elementární algebry se nevyskytuje. Na druhé 
straně programy vysokých škol (dokonce matematická oddělení universit) rovněž nepřiMU 
žejí k této theorii, takže nynější nové příručky pro vysoké školy přirozeně o řetízcích ne-
mluví. I odborník, který se setká s nutností ovládat tento elementární aparát, je nucen vy-
hledávat bud předrevoluční učebnice, nebo zahraniční speciální příručky. 

Je ledy mým hlavním cUem vyplnit tuto mezeru v naši učebnicové literatuře, takže předlo-
žená monografie musí být nutní elementární a dle možnosti přístupná; tím je ve značné míře 
dán její sloh. Obsah její však poněkud překračuje meze tohoto minima, které se zdá absolutně 
nutným pro všechna použití. To platí především o celé poslední kapitole, jež obsahuje zá-
klady metrické (neb pravděpodobnostní) theorie řetězců. Je to důležitá nová kapitola, která 
je skoro celá dílem sovětských učenců. To se vztahuje na celou řadu míst druhé kapitoly, kde 
jsem se ptal, jak dalece je možno v rámci tak elementárním zdůraznit průkopnickou úlohu 
aparátu řetězců při zkoumáni aritmetické povahy irracionálních čísel. Domníval jsem se, že 
když se již vydávají základy theorie řetězců jako zvláštní monografie, bylo by Skoda nechat 
bez povšimnutí ty momenty a vztahy theorie, o niž se nejvíce zajímá současné vídecké 
myšlení". 

Pokud jde o uspořádání látky, je třeba vysvětlit, proč byla oddělena do zvláštní předběžné 
kapitoly „formální" část nauky, t. j. hlavně ta její část, kde se předpokládá o prvcích ře-
tězce, že jsou to libovolná kladná (nikoliv nutní celá) čísla — a často ještě obecněji — že jsou 
to prostí nezávisle proměnné. Tento postup má tu vadu, že se formální vlastnosti zkoumaného 
aparátu předkládají čtenáři dříve než jeho předmětný obsah. Tedy bez souvislosti s tímto 
obsahem, což se s pedagogického hlediska jistě zdá nežádoucí. 

Nehledě vSak ani k lomu, že se takto dojde k vítší methodologické jasnosti (neboť čtenář 
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ihned vidí, které vlastnosti řetězců plynou již ze struktury aparátu a které platí jen za před-
pokladu celých kladných prvků), dovoluje takové předběžné vytlení formální části rozvinout 
aritmetickou theorii, tvořící skutečný předmět celé nauky, na hotové formální basi. Tudíž 
také soustředit všechnu pozornost čtenářovu na předmětný obsah vykládané látky, aniž by se 
obracela jeho pozornost k ryze formálním úvahám. 

Moskva 12. února 1935 A. Chinčin 

PŘEDMLUVA K DRUHÉMU VYDÁNÍ 

Toto druhé vydání je otiskem prvního bez podstatných zmin. 
Od doby, kdy vyšlo první vydání, nevyšla o ruském jazyce žádná monografie o řetízcích. 

Z učebnic číselné theorie obecného rázu, obsahujících počátky nauky o řetízcích, možno 
připomenout kursy D. A. Graveho, B. A. Venkova a I. V. Arnolda. 

V říjnu r. 1949 A. Chinčin 



KAPITOLA I. 

VLASTNOSTI APARÁTU 

§ 1. Ú v o d 

Řetízcem budeme nazývat výraz tvaru 

"1 + "^^HAt&CU (O 

Zde značí písmena a„, a1( at,... při nejobecnějším pojetí předmětu nezávisle proměnné; 
je-li třeba, je možno stanovit, že tyto proměnné probíhají hodnoty nějakého oboru. Tak 
je možno považovat a„, a,, at,... za reálná nebo komplexní čísla, nebo za funkce jedné 
či několika proměnných atd. V souhlase s cílem naší knihy budeme považovat a,, g , . . . . 
stále za kladná čísla; o0 může být libovolní reálné číslo. Tato ěíslftjiBZXemajirulgulailčho 
řetězce._ Počet prvků může být konečný nebo nekonečný. V prvním případě napíieme 
daný řetězec ve tvaru 

1 
«o + j / 

0l + 0 .+ ... (2) 

a nazveme jej konečným řetězcem, přesněji řetězcem s n členy, nebo n-členným řetěz-
cem (takže n-členný řetězec má n + 1 prvků). Ve druhém případě napíšeme řetězec ve 
tvaru (1) a nazveme jej nekonečným. 

Každý knnežný řetězec je výsledkem konečného počtjn fof^r.alntfli lílmmi j«.lin 
prvky. Za našich předpokladů o prvcích vyjadřuje tudíž konečná řetězec "ffiln^ ''•"li* 
Jsou-li speciálně všechny prvky řetězce čísla racionální, je i sám řetězec racionálním 
ŽísJfiBW 

hodnotu. Sám o sobě představuje naneiWš — neuěiníme-li dalších úmluv — pouze for-
mální_zgůsob psaní. po^ghnř j«l{p nplrnn»*"' "rnf;"{"i? 1; " j^jf ktn1-
vergenci. Nicméně může být předmětem matematických úvah. 

V dalším budeme nekonečný řetězec (1) psát ve tvaru 

K; "i. ] (3) 
a konečný řetězec (2) ve tvaru 

[o,; o, o j . (4) 
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Bude tedy počet členů konečného řetězce roven počtn symbolů (prvků) za středníkem* 
Řetězec 

sk = ["o! ai> «a, • o j , 

kde 0 ^ k ^ n, nazveme úsekem řetězce^4). Podobně nazveme sk při libovolném k ^ 0 
úsekem nekonečného řetězce (3). Libovolný úsek libovolného (konečného neb nekoneč-
ného) řetězce je patrně konečný řetězec. 

Dále nazveme řetězec 
Tk = ["fc? ak+1 "ni 

zbytkem konečného řetězce (4). Podobně řetězec 

rk = ak+l' afc+2> •••] 
budeme nazývat zbytkem nekonečného řetězce (3). Všechny zbytky konečného řetězce 
jsou patrně rovněž konečné řetězce, kdežto zbytky nekonečného řetězce jsou opět ne-
konečné řetězce. 

Pro konečné řetězce platí vztah 

[°0' °i> a °fJ = K i av °a ak-vT*\ re), (5) 

jak plyne přímo z definice. Analogický vztah 

K; »i. »i. •••] = K; "i, o <*k-v.Tki (k ^ °) 
pro nekonečné řetězce může mít význam jen jako (triviální) formální způsob psaní, 
ježto číselná hodnota prvku rk na pravé straně této rovnice, vyjádřeného nekonečným 
řetězcem, není (zatím) definována. 

§ 2. Sblížené zlomky 

Každý konečný řetězec 
[o„; Oj, a„ ..., a j , 

jako výsledek konečného počtu racionálních úkonů nad jeho pryky, je racionální funkcí 
těchto prvků a dá se tudíž vyjádřit jako podíl dvou mnohočlenů 

Q(ao< ai< • • an) 
v o0, Oj, . . . , an s celými koeficienty. Nabývají-li prvky číselných hodnot, je řetězec vy-

jádřen ve tvaru obyčejného zlomku—; avšak takové vyjádření není patrně jediné. Pro 
. — 

další je důležité, abychom měli nějak definované vyjádření konečného řetězce ve tvaru 
obyčejného zlomku — vyjádření, které Nazveme kaňófíické. Takové vyjádření určíme 
pomocí indukcě; 

Pro řetězec [a„] = a0 s počtem členů 0 zvolíme jako kanonické vyjádření zlomek - p . 

8 



Nechť je nyní dáno kanonické vyjádřeni pro řetězce s počtem členů menším než n. 
V n-členném řetězci [a0. a 1 , . . . , a j můžeme dle vzorce (5) položit 

[a0; ax, oa an] = [a0; r j = o0 + — ; ri 
zde 

' ri = [°ii a2< •••• °rJ 
j e n — 1-členný řetězec, pro který je tedy kanonické vyjádření již určeno; nechť má 
tvar 

pak 

[o0; av a2, ..., o„] = a0 + ^ = "j" q . 

Tento zlomelc zvolíme za kanonické vyjádření řetězce [a„; a1( a2, . . . , o j ; položíme-li 

[o0; Oj, ..., a„] = , 
ri = [«i; Oj,..., a„] = , 

dostaneme tudíž pro čitatele 'a jmenovatele kanonického vyjádření vztahy 

P = »oP' + q\ 9 = P'- (6) 

Zároveň vidíme, že byla takto jednoznačně určena kanonická vyjádření pro konečné 
řetězce ( l ibovolným počtem členů. 

V theorii řetězců mají zvláště důležitou úlohu kanonická vyjádření úseků daného 
(konečného neb nekonečného) řetězce at = [a„; a l t a „ . . . ]; kanonické vyjádření úseku 

sk = K; o» • • •» °iJ 
onoho řetězce označíme ^ a nazveme je sblíženým zlomkem řádu k daného řetězce a . 

Pojem je definován zcela jednoznačně pro konečné i nekonečné řetězce a. Rozdíl je 
pouze v tom, že konečný řetě^n p^á hpnfjfný «hlíšfnýMi «InrnlrM | kdežtojiejto* 
nečný řetězec jich má nekonečně mnoho. Pro n-členný řetězec a je patrně 

Pn
 -

— = a; 

takový řetězec má celkem n + 1 sblížených zlomků (řádů 0, 1, 2 , . . . , re). 
\ 

V ě t a 1. (Zákon znázornění sblížených zlomků.) Pro libovolné k 2 

Pk = akPk-i + Pk-v 1 
= aiAk-i + J (7> 

Důkaz. V případě k = 2 se vzorce (7) ověří bezprostředně. Předpokládejme jejich 
platnost pro všechna k < n; všimněme si řetězce 

[»i; "J 



a označme —f jeho sblížené zlomky řádu r. Podle vzorce (6) 
Ir 

Pn = ° o P n - l + 9 n - l < 

In = P'„-V 
a ježto dle naSeho předpokladu 

Pn-X = °nPn-2 + Pn-3' 
9 n - l = °»9n-S + ' n - 3 

(zde je an a nikoliv a n _ ježto řetězec [a,; a „ . . . , a n ] začíná a nikoliv a0), je dle 
vzorce (6) 

Pn = <h(°nPn-2 + Pn-a) + Kin-2 + sLa) = 
= "nKPn-2 + «n-2> + (°oP»-3 + 9n-3> = 

= ° n P n - l + P n - 2 ' 

9n = ° n P n - 2 + P n - 3 = ° « 9 n - l + 9 n - 2 ' 

což jsme chtěli dokázat. 
Právě stanovené rekurentní vzorce (7), vyjadřující čitatele a jmenovatele ahlížftnťlin 

zlomku řádu n pomocí prvku an a pomocí čitatelů a imeaovatelů dvou předcházejících 
sblížených zlomků, jsou formálním základem celé tfrenrie 

P o z n á m k a . Někdy je vhodné zavést také sblížený zlomek řádu —1, při čemž se po-
loží p _ j = 1 a = 0. Při této dohodě (a jen při ní) zachovává vzorec (7) platnost 
i pro k = 1. 

V ě t a 2. Pro víechna k>0 

9kPk-1 — P*9* -1 = (— !)*• (8) 

Důkaz. Násobíme-li vzorce (7) resp. q ^ - i a P t - i a odečteme pak první od druhého, 
najdeme , 

QkPk-l PkSk-l = —(qk-iPk-s—Pk-iQk-t)' 
a ježto 

N 9 o P - i — P « 9 - i = l . 
je věta dokázána. 

Důsledek. Pro vSechna k ^ 1 

Pkr i P*_(~l) f c 

9 i - i 9* 9 * 9 * - i ' 

Věta 3. Pro viechna k ^ l 

(9) 

QkPk-2 —Ptfk-2 = i - i)*"1»*-
Důkaz. Násobíme-li vzorce (7) resp. q k - t a a odečteme pak první od druhého, 

.dostaneme pomocí věty 2: 
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IkPk - 2 Pklk - 2 = ak(.1k-lPk-2—Pk-l1k-2) = (— !)* lak' 
jak jsme chtěli dokázat. 

D ů s l e d e k . Pro viechna k ^ 2 

P ž - 2 Pk=(—1)h~1<'k . . 

Řada jednoduchých výsledků, které jsme dostali, dovoluje nám snadno odvodit 
velmi důležité důsledky o vzájemném rozložení sblížených zlomků daného řetězce. 
Rovnice (10) totiž ukazuje, že sblížené zlomky sudých řádů tvoří rostoucí posloupnost, 
kdežto sblížené zlomky lichých řádů tvoří klesající posloupnost (samozřejmě za před-
pokladu, že všechny prvky počínaje a t jsou kladné). Ježto dle rovnice (9) je každý zlo-
mek lichého řádu větší než zlomek sudého řádu bezprostředně následující, j apatrnž 
i každý sblížený zlomek Iichéhojřádu nutně_yětší_nežJ|ibovoIný sblížený zlomek sudého, 
řádu, takže docházíme k tomuto závěru: 

V ě t a 4. Sblížené zlomky sudého řádu tvoří rostoucí posloupnost, kdežto sblížené zlomky 
lichého řádu tvoří posloupnost klesající. Přitom libovolný sblížený, zlomek lichého řádu je 
větší než libovolný sblížený zlomek sudého řádu. 

Speciálně je patrně pro konečny"retězec a každý sblížený zlomek sudého řádu menší 
než <x, kdežto každý sblížený zlomek lichého řádu je větší než a (ovšem s výjimkou po-
sledního sblíženého zlomku rovného a). 

Zakončíme tento paragraf důkazem dvou jednoduchých, avšak velmi důležitých 
tvrzení, týkajících se čitatelů a jmenovatelů sblížených zlomků. 

V ě t a 5. Pro všechna k(l<Lk^n) 

K .„ „ „i Pk-irk + Pk-t . 
° = — — , , „ ; ( i i ) 

1k-lTk + ÍJfc-í 
(zde p f , qt, ri se vztahuje na řetězec na levé straně rovnice). -

Důkaz. Dle vzorce (5) / 

[o„; a1, Oj,. . . , o j = [a0; o,, a „ . . . , r j . 

Řetězec na pravé straně této rovnice má patrně jako sblížené zlomky řádu k — 2 
t 

a k — 1 resp, zlomek a . Pro jeho sblížený zlomek řádu k, , je dle vzorce 
9 * - í 1k-i qk 

<7) 

Pk = Pk-lTk + Pk-2» 9* = 9fc-lrfc + 1k-i-
Ježto 

9* 
je věta dokázána. 

Pk 
—r = ["o» •••» ajfc-i. r*] = [°o> ° n •••• °n]. 
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Věta 6. Pro každé k ^ 1 
Qk r i 

- — = K ; a k-i i aiJ-
1k-1 

Důkaz. Pro k = 1 je tento vztah patrný, ježto nabývá tvaru 

„ 
— = a t . 

Nechť k > l a nechť je již dokázáno, že 

1k-l = "J- (12) 
9k-i 

Na základě vztahu (7) máme 

1k n , 9k-t I" . gt-il = "k+ = aki 
9 * - l 1k-l L 9k-íJ 

a odtud na základě vzorců (5) a (12): 

9k = [oÄ; ak_!,..., o j , 
Ik-x 

jak jsme chtěli dokázat. 

§ 3. Nekonečné řet&zce 

Každému nekonečnému řetězci 
K ; alt a ] (13) 

odpovídá nekonečná posloupnost sblížených zlomků 

Po Pi Pk 
» » • • 1 

9o 9i 1k 
(14) 

Každý sblížený zlomek je reálné číslo. V případě, že posloupnost (14) má limitu otr 

označíme přirozeně toto číslo stejným znakem ot jako řetězec a budeme psát: 

a = [a„; al7 o„ . . . ] . 

Řetězec (13) se v tomto případě nazývá konvergentní. Nemá-li posloupnost (14) limitu, 
řekneme, že řetězec (13) diverguje. 

Konvergentní řetězce jsou svými vlastnostmi v mnohém ohledu analogické s koneč-
nými řetězci. Jejich základní vlastnost, dovolující jít velmi daleko v této analogii, je vy-
jádřena tímto tvrzením: 

Věta 7. Konverguje-li nekonečný řetězec (13), konverguje i každý jeho zbytek: naopak, 
konverguje-li aspoň jeden ze zbytků řetězce (13), konverguje také řetězec (13). 

/ 

Důkaz. Označme — sblížené zlomky daného řetězce (13) a ^ sblížené zlomky libo-
. % 

volného jeho zbytku, na příklad r„. 
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Na základě vzorce (11) dostaneme patrně 

Pn+k 
9n + * = K; «i,« on+*] = 

Pn-i^T+Pn-i 
9* 

/ 
Pk 9 n - l — + 9 n - í % 

(k= 0, 1,...). (15) 

Odtud plyne bezprostředně, že konverguje-li zbytek r„, t. j.' má-li zlomek Eí. při 
9* 

k -*• oo limitu, kterou označíme také rn , má při tom zlomek limitu, a to <x, která In + k 
je rovna 

Pn- i T n + Pw- a 
9 n - i r n + 9 n - í ' 

(16) 

řešíme-li však vztah (15) vzhledem k přesvědčíme se právě týmž postupem o správ-
9* 

nosti opačného závěru, čímž je dovršen důkaz věty 7. 
Poznamenáváme, že vzorec (16) stanovený pro konvergentní řetězce je zcela analogic-

ký se vzorcem (11), který jsme dříve dokázali pro konečné řetězce; pro konvergentní 
řetězce platí tedy věta analogická s větou 5 pro konečné řetězce. 

Pro konvergentní nekonečné řetězce plyne patrně z věty 4 předešlého paragrafu toto 
tvrzení: 

zlomek sudého řádu a menší než libovolný sblížený zlomek lichého řádu. 
Důsledek věty 2 předešlého paragrafu nás vede dále na základě věty 8 k dalšímu vý-

sledku, který má základní význam v aritmetických užitích theorie řetězců. 

V ě t a 9. Hodnota <x konvergentního nekonečného řetězce (13) vyhovuje při libovolném^ 
k ¿í 0 nerovnosti:1) 

- a < - L _ 

1k 9*9*+ 1 

Věta 9 platí i pro konečný řetězec 
ot = [o,; a „ a„ . . . , o j 

pro všechna k < n, při čemž v případě k = n — 1 se nerovnost změní v rovnost, ježto 

« = £=.' 
9n 

*) Poznamenáváme, že za učiněných předpokladů platí qk > 0 pro všechna Zc 0, 
neboť qt = 1, ql = al a odtud dle druhého ze vzorců (7) se najde pomocí indukce qk > 0 
pro všechna k > 1. 
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Je-li a hodnota konvergentního nekonečného řetězce (13), nazveme prvky tohoto 
řetězce také prvky čísla <x; podobně sblížené zlomky, úseky a zbytky řetězce (13) na-
zveme resp. sblíženými zlomky, úseky a zbytky čísla <x. Podle věty 7 všechny zbytky 
konvergentního řetězce (13) mají určitou reálnou hodnotu. 

Pro nekonečné řetězce lze se přirozeně ptát na kriteria konvergence, podobně jako 
u nekonečných řad; v případě, jímž se zabýváme, t. j., k d y | oť > 0 pro i ^ 1, lze uvést 
neobyčejně jednoduché a vhodné kriterium konvergence. V| 

V ě t a 10. Ke konvergenci řetězce (13) je i 

2 a„ (17) 
«=1 

byla divergentní. . 

Důkaz. Podle věty 4 je patrné, že ke konvergenci řetězce je nutné a postačí, aby ty 
dvě posloupnosti, o nichž se mluví v oné větě, měly tutéž limitu, (existence limity pro 
každon posloupnost zvláště plyne samozřejmě z věty 4 ve všech případech). A to, jak 
ukazuje vzorec (9), platí tehdy a jen tehdy, když 

g^t-M-* 00 (k->-«>). (18) 
Podmínka (18) je tudíž nutná a postačující ke konvergenci daného řetězce. 

Nechť řada (17) konverguje. Podle druhého vzorce (7) 

5* > 9 * - 2 ( f c ^ l ) -

Pro libovolné k máme tudíž buď qk > q^-v n e b o qk-1 > qk-g. V prvním případě 
druhý ze vzorců (7) dává 

1k < ak1k + Vk- 2' 
a odtud při dostatečně velkých k (když ak < 1, což na základě konvergence řady (17) 
nutně platí pro k Si k0), 

„ . 9k-t . 
qk < l — ; r ; 

1 — ak 
v druhém případě týž vzorec dává pro o t < 1 

9* < (i + "k) qk-i < r ^ T - ; 
1 — ak 

pro všechna k ^ k0 tudíž platí 
1 

9* < "j — 9i' 
1 —ak 

kde / < k. Je-li l i í k0, lze na ql užít téže nerovnosti. Pokračujeme-li v těchto úvahách, 
dojdeme patrně k nerovnosti 

r)' (19) 
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kde k > I > ... > r ^ i , i j < i , . Avšak na základě předpokládané konvergence řady 
(17) nekonečný součin 

n ( l - a „ ) 

je patrně konvergentní, t. j. má kladnou hodnotu, kterou označíme A. Patrně 

(1 - o4)( 1 - «,) ... (1 - «,) ^ ň(l - o„) = X-, 
n—k„ 

označíme-li tudíž Q největší z čísel g0, . . q k t _ j, můžeme na základě nerovnosti (19) 
soudit, že 

9fc < - J - ( f e ž *=o). 

tudíž 
C 

<Z* + I9* < JA' (K^K0); 

vztah (18) neplatí, takže je daný řetězec divergentní. 
Nechť nyní řada (17) divergnje. Ježto qk > pro všechna k ^ 2, tu, označíme-li c 

menší z čísel q0, q„ budeme mít qk ^ c pro libovolné k ^ 0; druhý ze vzorců (7) nám 
tudíž dává 

9* = 9 fc -2 + c o fc 

Postupné užit! této nerovnosti nám dává 
k 

9a* ^ 9o + c ^ °2n' 
n = l 

a 
fc 

92fc+1 ^ 9i + C s o2n + 1, 
n = 1 

odkud 
2fc + l 

92»: + 92* + 1 > 9o + 9 i + c S a n ; 
n=l 

jinak řečeno, pro všechna k 
k 

9k + 9 ) t - i > c h a n . 
n=l 

Svrchu jsme dokázali tuto nerovnost pro lichá k, je však patrné, že týmž způsobem ji 
lze dokázat i pro sudá k. 

k 
Odtud však plyne, že v součinu qkqk _ j aspoň jeden z činitelů převyšuje 2 an. 

n = l 
Protože druhý činitel v žádném případě není menší než c, dostaneme 

k 
QkQk -1 > \cZ 2 <>„. 

n = l 

Na základě předpokládané divergence řady (17) plyne odtud vztah (18) a tudíž konver-
gence daného řetězce. Tím je věta 10 dokázána úplně. 
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§ 4 . Ř e t ě z c e s p ř i r o z e n ý m i p r v k y 

Počínaje t ímto paragrafem až do konce knihy budeme předpokládat, že prvky o l ( 

a„ ... daného řetězce jsou přirozená čísla (t. j . celá kladná čísla). Pokud jde o a0 , budeme 
předpokládat, že je to rovněž celé číslo, ne však nutně kladné. 

Je-li takový řetězec nekonečný, je na základě vě ty 10 v ž d y konvergentní. Můžeme 
tudíž nadále bez dalších výhrad považovat každý nekonečný řetězec za konvergentní 
a mluvi t o jeho „hodnotě" nebo „velikosti". 

Je-li takový řetězec konečný a je-li poslední jeho prvek an = 1, j e patrně r n _ j = 
= o „ _ 1 + 1 celé číslo. Tak můžeme v tomto případě napsat daný n-členný řetězec 
[a0; O j , . . . , o n _ j , 1] ve tvaru n — 1-členného řetězce [o0; alt..., an_1 + 1], při čemž 
v tomto novém tvaru je poslední prvek patrně větší než jednotka. 

Vzhledem k této poznámce můžeme v dalším vyloučit z ú v a h konečné řetězce, jejichž 
poslední prvek je roven 1 (ovšem s výj imkou 0-členného řetězce [1])'). Tato poznámka 
má velký v ý z n a m při otázce jednoznačnosti znázornění čísel řetězci (viz kap. II , § 5). 

Čitatelé a jmenovatelé sblížených z lomků jsou patrně v případě, j ímž se zabýváme, 
čísla celá (pro p - p < / - P o > 9o je to bezprostředně patrné a pro další to plyne ze vzorců 
(7)). Mimo to máme toto ve lmi důléžité tvrzení. 

Věta 11. Sblížené zlomky jsou irreducibilní.3) 
Důkaz plyne bezprostředně ze vzorce (8), ježto každý společný dělitel čísel pn a qn j e 

zároveň dělitelem výrazu q„pn-i —PnQn-1-
Druhý ze vzorců (7) ukazuje, že pro každé k ^ 2 platí qk > qk^l

m, posloupnost 

9i> 9i. 9*. 

je tudíž stále rostoucí. O řádu růstu čísel qk lze dokázat značně silnější tvrzení. 

Věta 12. Pro každé fc ̂  2 ' ) platí 

9* ž 2 

Důkaz. Pro k ^ 2 

9* = ° * 9 * - i + 9 * - g ^ 9 * - 1 + 9 * - 2 ^ 2 9 * - 2 ? 

postupné užití t é to nerovnosti dává 

9a* ^ 2*9. = 2*. qik +1 ^ 2* g i ^ 2»; 

t y t o nerovnosti dokazují patrně větu. 
Jmenovatelé sblížených z lomků nerostou tudíž pomaleji než podle zákona geometric-

ké posloupnosti. 

' ) • Sr. s t ím, co je řečeno v • § 5. • 
3) • t. j . není možno je zkrátit. • 
4) Zde a všude v dalším je si ovšem nutno v případě konečného řetězce vš ímat j en 

těch hodnot k, pro něž má qk smysl . 
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Vsunuté zlomky. Nechť je k ^ 2 a i libovolné celé kladné číslo« Rozdíl 

Pk-ii* + !) + Pk-i Pk-ii + Pk-z 
9 * - i ( i + 1) + 9*-a 9 k - i » + 9 f c - a ' 

který je rovný, jak se snadno zjistí, 
(-1)" 

Í9k-i(i + 1) + Ík-ílfafc-ii + 9fc-a] 
má pro všechna i ^ 0 totéž znamení, závislé pouze na paritě čísla k. Z toho plyne, že 
zlomky 

Pk-i Pk-t + Pk-i Pk-t + 2Pk-1 Pk-t + akPk-1 = Pk 
9fc-a 9 f c - a + 9lfc-i ' 9 k - a + 2 9 f c - i ' 9fc-a + ak1k-i 9k 

při sudém k vzrůstají, při lichém k klesají (sr. větu 4). Krajní z nich jsou sblížené zlomky 
stejné parity; členy mezi nimi ležící (existují-li, t. j7 je-li ak > I) nazveme vsunuté 
zlomky. V aritmetickém užití mají tyto vsunuté zlomky značný význam, třebaže.ne 
takový jako zlomky sblížené. Abychom si lépe objasnili jejich vzájemné rozložení a zá-
kon jejich postupného tvoření, je účelné zavést pojem tak zvané medianty dvou zlomků. 

a c 
Mediantou dvou zlomků — a —p s kladnými jmenovateli se nazývá zlomek o d 

a + c 
b~+~d' 

P o m o c n á v ě t a . Medianta dvou zlomků leží vždy (velikostí) mezi nimi. 

Důkaz. Nechť je pak je bc — ad > 0, a tudíž o o 
a + c a _bc — ad a + c . c ad — 6c ^ 
b~+d~ T = 6 ( 6 + d) = ' V+d ~~d= d(b + d) = ' 

což jsme chtěU dokázat. 

Vidíme ihned, že každý ze vsunutých zlomků z posloupnosti (20) je mediantou před-

cházejícího zlomku a zlomků ~ p o s t u p u j e m e - l i v posloupnosti (20) tak, že při pó-
9k-1 

stupném tvoření mediant jdeme od sblíženého zlomku směrem ke sblíženému 
9k-i 

zlomku ^>fc~1 . Konečný krok tohoto postupu nastane, když utvořená medianta splyne 
9 * - i 

s —. Tento poslední zlomek leží tedy mezi a což již víme z věty 4. Víme 
9fc 9 * - i 9*-a 

rovněž, že hodnota a. daného řetězce leží mezi^*~ 1 a — a že zlomky a —, jichž 
Qk-i 9k 9k-t 9k 

řády jsou oba stejné parity, leží na téže straně čísla tx. Odtud plyne, že celá posloupnost 

(20) leží na téže straně čísla tx, kdežto zlomek na druhé jeho straně. Zejména zlom-
9k-1 

k y P * - 1
 a PÍJIÍ leží vždy na různých stranách a. Jinak řečeno, hodnota řetězce 

9k-i + 9k-i 9k-1 
leží vždy mezi libovolným sblíženým zlomkem a mediantou utvořenou z tohoto zlomku 
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a zlomku předcházejícího. (Doporučujeme čtenáři, aby si udělal schematický náčrtek 
zobrazující vzájemné rozložení všech těchto čísel.) 

Tato poznámka poskytuje jednoduchý způsob, jímž je možno, známe-Ji sblížené 

zlomky a , utvořit další sblížený zlomek — , neznáme-li prvek Oj. (užijeme-li 
to-» to-i to 

zato znalosti velikosti řetězce a). Utvoříme totiž nejprve mediantu obou daných 
Pk — i 

zlomků, pak mediantu právě vzniklé medianty s atd., sestrojujíce po každé me-
to - i 

Pk-1 .. . 
diantu právě vzniklé medianty a zlomku . Víme již, že tyto po sobě jdoucí me-

to - i 
dianty se budou z počátku blížit k a; poslední medianta této posloupnosti, ležící na téže 

Pk — 1 Pk Pk 
straně od « jako výchozí zlomek , je — . Víme totiž již, ž e — bude mezi těmito 

Qk s Qk 9ft 
Pk — 2 

mediantami a bude ležet na téže straně a jako ; zbývá nám pak dokázat pouze, že 
to-2 

Pk 4" Pk — 1 
další medianta bude již ležet na druhé straně a . Avšak další medianta je ^ a ta 
leží podle výše uvedené poznámky již na druhé straně čísla a. 

Další, ještě důležitější důsledek objasněného vzájemného rozložení čísla « a 'jeho 
Pk + Pk + i sblížených á vsunutých zlomků se dostane z těchto úvah. Vsunutý zlomek 

Pk Pk . 
ležící mezi — a a , leží blíže k — než ot, t. i. 

—to — 1* — 

to + to + i ' 

Pk 
to 

Pk + Pk +1 Pk 
to + to+i to to(to + to+i) 

(znamení rovnosti zde není možné, ježto by to znamenalo, že 

Pk + Pk +1 Pk + a „ , 
a = „ , „ = i . °jt + 2 = 

to + to + i to + 2 
t. j. ot by byl konečný řetězec s posledním prvkem 1; to je případ, který jsme na samém 
začátku vyloučili z úvah). 

Tak přicházíme k tomuto důležitému tvTzení: 
V ě t a 13. Pro víechna k 

a. - Pk 
to to(to+i+to) 

Nerovnost (21), která poskytuje dolní mez pro rozdíl 

rovnost stanovenou větou 9, poskytující horní mez téhož rozdílu. 

Pjc 
to 

(21) 

doplňuje takto ne-
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K A P I T O L A II. 

ZOBRAZENÍ ČÍSEL ŘETĚZCI 

§ 5. Ř e t ě z c e j a k o a p a r á t k v y j á d ř e n í r e á l n ý c h čÍ6el 

Věta 14. Každému reálnému číslujjjtdpoiiidájediný^ietězec, který má za hodnofu laia. 
číslo._Tento řetězec je konečný, je-li tx číslo racionální; nekonečný, je-li a irracionální.*) 

Důkaz. Označme a„ nej větší celé číslo nepřevyšující a; není-Ii a celé číslo, pak vztah 

« = "o + 7- (22) ri 
dovoluje určit číslo r^ Přitom je patmě rl > 1, ježto ř ^ ď 

— = oí — aB < 1; ri 
obecně, není-li r„ celé číslo, označíme a„ největší celé číslo nepřevyšující rn a určíme 
číslo rn + x vztahem: 

1 
»•« = <»»+ ; • (23) 'n+l 

Tento postup může být patrně opakován, pokud nenastane případ, že r„ je celé 
číslo; přitom patmě r n > 1 (n ^ 1). 

Vztah (22) ukazuje, že 
a = [a„; r0]; 

nechť dále 
« = K ; "i. «2 a n - v rnl; (24) 

pak vztah (23) a vzorec (5) z kap. I ukazují, že 

<* = K ; «1. »2 ° n - l ' °n< r n + l l 

(vzorec (24) platí pro všechna n samozřejmě za předpokladu, že rj, r2 , . . . , r n _ 1 nejsou 
celá čísla). 

Je-li číslo OÍ racionální, jsou patrně i všechna r n racionální. Snadno nahlédneme, že 
v tomto případě se náš postup skončí po konečném počtu kroků. Skutečně, je-li na př. 

a a — ba. c rn = - p pak r„ — o n = = - j , 

*) Připomínáme, že uvažujeme o řetězcích s celými prvky, při nichž Oj > 0 pro i ^ 1 
a poslední prvek každého konečného řetězce je různý od jedné. • Sr. • § 5. , 
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kde c < b, j ežto r„ — o „ < 1. Vztah (23) dává 

b 
r"+1 = T 

(není-li ovšem c = 0, t. j., není-li r„ celé číslo; pak by naše tvrzení bylo dokázáno). 
rn + 1 má tedy menšího jmenovatele než r„. Z toho také plyne, že po konečném počtu 
kroků přijdeme u posloupnosti rlt r„ . . . k celému číslu r„ ' an; tehdy vzorec (24) uka-
zuje, že číslo <x je znázorněno konečným řetězcem, jehož poslední prvek a„ = rB > 1. 

Je-li číslo <x irracionální, jsou i všechna r„ irracionální a náš postup je nekonečný. 
Klademe-li 

[o
0
; Oj , . . . , o

n
] 

Hn 
(kde je zlomek — irreducibilní a qn> 0), dostaneme na základě vzorce (24) a vzorce (16) 

kap. I. 

- - + P«-a („ ;> 2). 

Na druhé straně je patrně 

odkud 

a tudíž 

Platí tedy 

Pn 
<ln 

Pn. 
9n 

< 

9n-irn + 9n-a 

Pn _ Pn-l"n + Pn-a 
9n 9n-i°n+9n-a 

(Pn - l ín - a — Pn - a?n - lXrn — an) 
(9n-lrn+ 9n-a)(?n-ian + 9n-t) ' 

1 _ ] 
(qn-Sn + 9n - a)(9n - i°n + 9n-a) 1% 

Pn 
9n • ix pro n —*• oo; 

to však patrně také značí, že nekonečný řetězec [a„; o „ a „ . . . ] má za hodnotu dané 
číslo a. , 

Dokázali jsme tedy, že číslo a. může být vždy vyjádřeno řetězcem. Řetězec je koneč-
ný, je-li číslo tx racionální; nekonečný, je^li oTirracionální. Zbývá nám dokázat jedinost 
získaného vyjádření. Poznamenejme především, že tato jedinost plyne v podstatě již 
z úvah v paragrafu 4 I. kap., kde jsme viděli, že známe-li hodnotu řetězce, můžeme po-
stupně určit všechny jeho sblížené zlomky, a tudíž i všechny jeho prvky. Avšak jedinost 
možno dokázat i mnohem jednodušeji. Skutečně nechť 

<* = K; "v av •••] = K; a'v °á' •••]' 
při čemž tyto řetězce mohou být jak konečné, tak nekonečné. Označme obecně [x] 
největší celé číslo nepřevyšující x. Především je patrně o 0 - [a] a oQ = [a], odkud 
plyne a 0 = aý; dále, jestliže jsme již stanovili, že 

<*< = oj (i = 0 , 1 , 2 n). 
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je v označení snadno srozumitelném 

Pi = Pt\ (i= 0,1,2,...,») 
9, = 9ť J 

a dle vzorce (16) z kap. I 

i W n + l + P n - 1 = P n r n + 1 + P n - 1 = J V n + 1 + P » - 1 

9n rn+l + 9 n - l 1nr'n+l + 9 n - l + 9 n - l 

odkud rn + 1 = a ježto o n + 1 = [ r n + 1 ] a a'n+1 = také o n + 1 = t. j. 
dané řetězce jsou totožné, jak jsme chtěli dokázat. 

Poznamenejme, že poslední úvaha by byla nemožná, kdybychom připouštěli konečné 
řetězce s posledním prvkem 1. Je-li totiž na př. an + 1 = 1 takový poslední prvek, je 

= an + 1 a °n * KL 
Tak jsme se přesvědčili, že reálná r.íala lze jednoznačně vyjádřit řetězci. Hlavní 

význam takového zobrazení tkví přirozeně v tom, že známe-li řetěze^ ynhražnjírí rpá^pť 
číslo, můžeme určit toto číslo, s libovolnou předem danou přesností. Podle toho může 
při zobrazováni reálných čísel aparát řetězců aspoň v principu činit nárok na touž úlohu, 
jako činí na př. i aparát desetinných nebo obecněji systematických zlomků (t. j. zlomků 
vyjádřených v nějaké číselné soustavě). 

Jaké jso.ii >»l«n™í "ýhftdy • "»fn^ b-yjř» t ž^••• jako aparátu k zobrazení reálných 
čísel v porovnání s daleko rozšířenějšími systematickými zlomky? Abychom odpověděli 
na tuto otázku, nutno především podat přesný výčet požadavků, jež můžeme a musíme 
klásti na aparát tohoto druhu. Je patrné, že první a hlavní theoretický požadavek je, aby 
aparát pokud možno úplně vyjadřoval vlastnosti toho čísla, které zobrazuje, tak aby 
t y t o vlastnosti mohly být dle možnosti úplně a jednoduše ukázány, jakmile je dáno 
zobrazení čísla oním aparátem. 

Vzhledem k tomuto prvnímu požadavku mají řetězce nepochybně značnou přednost 
před zlomky systematickými (zejména desetinnými). O tom se postupně přesvědčíme 
v průběhu celé příští kapitoly. V jistém stupni je to ovšem patrné i z apriorních úvah. 
Zatím co je systematický zlomek spojen s určitou číselnou soustavou a tudíž nevyhnu-
telně v sobě obráží nejen absolutní vlastnosti čísla, jež zobrazuje, nýbrž i vzájemný 
vztah právě k oné zvolené číselné soustavě — řetězce nejsou ve spojcní se žádnou řísfl-
nou soustavou a reprodukují dokonale iliiMljmnii nyní jimi Hlllhi^mýrli Tak jsme již 
viděli, že racionálnost nebo irracionálnost vyjádřeného čísla je úplně určena konečností 
nebo nekonečností příslušného řetězce. Je známo, že pro systematické zlomky je odpo-
vídající vztah značně složitější: konečnost nebo nekonečnost znázorňujícího zlomku zá-
visí zde kromě povahy příslušného čísla i na tom, v jakém vztahů je ono číslo k číselné 
soustavě. 

Avšak kromě hlavního theoretického požadavku, který jsme uvedli, je dlužno přiro-
zeně ukázat u každého aparátu sloužícího k vyjádření čísel i požadavky praktického 
charakteru (některé z nich mohou ovšem mít i theoretický význam). Tak je velmi důle-
žitý požadavek, aby aparát dovolil pokud možno jednoduše určit přibližnou hodnotu 
vyjádřeného čísla s předem daným stupněm přesnosti. Tomuto požadavku vyhovuje 
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aparát řetězců plnou měrou a jistě lépe než aparát systematických zlomků; nadto brzo 
seznáme, že přibližné hodnoty poskytované tímto aparátemmajívlastnqat nejlepSích 
přiblížení v přirozeném, neobyčejně jednoduchém a důležitém smyslu. 

Je však druhý ještě podstatnější praktický požadavek, který tento aparát naprosto 
nesplňuje. Potřeby počtu nutí nás požadovat od každého zobrazujícího aparátu, aby-
chom mohli, známe-li zobrazení některých čísel, nalézt dosti snadno také zobrazení 
jednodušších funkcí těchto čísel. (Především jejich součtu a součinu.) Krátce řečeno: 
aparát vhodný v praktickém smyslu musí připouštět dostatečně jednoduchá pravidla 
aritmetických úkonů, bez čehož nemůže sloužit jako nástroj počtu. Jé známo, jak vhodné 
jsou v tomto smyslu systematické zlomky. Naopak pra řetězce neexistují prakticky 
přijatelná pravidla pro aritmetické úkony. Již úloha určit řetězec pro součet řetězců 
zobrazujících sčítance je značná s lož i t í a V početní praxi neproveditelná. 

Přednosti a nevýhody řetězců, na něž jsme poukázali, při srovnání se systematickými 
zlomky ve značné míře předurčují i rozhraničení okruhů použití těchto dvou zobrazo-
vacích aparátů. Jako se v početní praxi užívá skoro vesměs systematických zlomků, 
v theoretických úvahách při zkoumání aritmetických zákonů kontinua a aritmetických 
vlastností jednotlivých irracionálních čísel se s výhodou užívá aparátu řetězců, který 
je nejlepším a nenahraditelným nástrojem pro takový druh úvah. Vyšetřování tohoto 
aparátu v takovém směru je hlavní úlohou všeho dalšího výkladu. 

§ 6. S b l í ž e n é z l o m k y j a k o n e j l e p š í p ř i b l í ž e n í 

Chceme-li irracionální číslo a. vyjádřit s určitým stupněm přesnosti ve tvaru obyčej-
ného racionálního zlomku, můžeme k tomu přirozeně použít sblížených zlomků řetězce 
zobrazujícího čísla <x. Stupeň dosažené přesnosti je stanoven větami 9 a 13 v I. kap.; 
máme totiž 

1 
<Jn(«n + 9 « + i ) 

Úloha aproximace (přibližného vyjádřeni) irracionálních čísel pomocí racionálních 
zlomků se klade v jednodušším svém tvaru obyčejně tak, že se hledá racionální zlomek 
s nejmenším (klad£ým)~jmenovateIem, UŠíéTse"od daného irracionálního číslajnejvýš 
o nějakou předem danou veličinu. Takto vytčená úloha může mít ostatně smysl i v pří-
padě, že dané číslo a je racionální. Tak, je-li <x zlomek, jehož čitatel a jmenovatel jsou 
příliš velká čísla, může vznikat otázka o přibližném vyjádření tohoto čísla pomocí 
zlomku, jehož čitatel a jmenovatel by byla menší čísla. Z čistě praktického hlediska 
není mezi těmito dvěma případy (racionálního a irracionálního a ) v podstatě rozdílu, 
neboť v praxi každé číslo je dáno jen s nějakým stupněm přesností. 

Bezprostředně je patrné, že k řešení této úlohy je aparát systematických zlomků na-
prosto nevhodný, neboť takto získané aproximující -zlomky mají jmenovatele určené 
výhradně z vybrané soustavy číselné (v případě desetinných zlomků jsou to mocniny 
čísla 10) a vůbec nezávislé na aritmetické povaze zobrazovaného čísla. Naproti tomu 
v případě řetězců jmenovatelé sblížených zlomků jsou zcela určeny číslem, znázorňo-

Pn 
In < 1 

9n9n +1 
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a > ^ b 

váným oním zlomkem, a tudíž máme všechny důvody očekávat, že tyto sblížené zlom-
ky, spojené úzce a přirozeně se znázorňovaným číslem, budou též důležité při řešení 
úlohy o nejlepší aproximaci onoho čísla racionálními zlomky. 

Řekneme, že racionální zlomek -ý- (b > 0) je nejlepším přiblížením reálného čísla a , 

leží-li každý racionální zlomek s týmž nebo menším jmenovatelem ve^ větší vzdálenosti 
— ; _ a ě ~ 

od a., j inak řečeno, plyne-h z 0 < d ^ ~J nevyhnutelně 

I c 
A J 

! » 
Věta 15. Každé nejlepší přiblížení čísla a je jedním ze sblížených neb vsunutých zlomků 

řetězce z^ftrnTi j írfir fítlr a. 
P ř e d b ě ž n á p o z n á m k a . Aby toto tvTzení nepřipouštělo výjimek, je nutné zavést 

sblížené zlomky řádu —1, takže položíme = 1, g _ 1 = 0 (jako jsme již učinili 
v paragrafu 2). Zlomek g je totiž na př. — jak se snadno přesvědčíme — nejlepším 
přiblížením čísla není však mezi jeho sblíženými a vsunutými zlomky, ježto množina 
těchto zlomků, začneme-li se sblíženým zlomkem řádu 0, je vyčerpána dvěma zlomky 
® a naproti tomu, připojíme-li zlomek ^ jako sblížený zlomek řádu —1, je tímto 
souhrnem 

1 0 1 1 1 1 
5 . f ' T ' I ' 3 ' T 

a ten obsahuje zlomek j . 

a o 
Důkaz. Nechť je nejlepší přiblížení čísla a; pak je především "j" v případě 

o a0 a 
< a0 by totiž^ zlomek -j-, různý od se jmenovatelem ne větším než b, ležel k <x 

a a 
blíže než - p v důsledku čehož by nebylo nejlepším přiblížením. 

Zcela analogickou úvahou můžeme ukázat, že 

a a -a 
Jjze tedy skutečně připustit, že a0 < -j- < Oq -)- 1 (v případě = o0 nebo = a, + 1 

by věta byla dokázána, ježto = je sblížený a "t" 1 = j e vsunutý 
1 9o 1 9o + 9 - i 

zlomek čísla a). 
a 

Nesplývá-li zlomek - y se žádným sblíženým nebo vsunutým zlomkem čísla x , musí 
ležet mezi dvěma po sobě jdoucími takovými zlomky, t. j. při vhodně zvolených kar 
(fe > 0, 0 ^ r < o t + 1 nebo k = 0, 1 ^ r < a t ) mezi zlomky 

PkT + Pk-1 Pk(r + 1) + P f c - i 
1kT + 9* - 1 9*(r + 1) + 9 t - i " 
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v důsledku čehož 

° Pk' + Pk-
1kT + qk. fl Pk(r+ l) + Pfc-i Pkr + Pk-1 

9*( r + 1) + 9 k - i 
1 

9kT + 9k~i 

{9k(r + 1 ) + 9*- l i ta»" + 9k -i) ' 
Na druhé straně je vsak patrně 

» Pť + Pk-1 

kde m je nějaké kladné číslo, tedy aspoň rovné 1. Je tudíž 

1 I 

odkud 

Zlomek 

Klk* + 1k -1) + !) + - J {lkr + 9k -i) ' 

q*fj + i) + qi-1 < 6. 

Pk(r+ !) + Pk-i 
qk(r + !)+ qk-1' 

(25) 

(26) 

ježto tedy má menšího jmenovatele než zlomek - j - , leží blíže čísla a než zlomek 

Pkr + Pk-i 
qkT + qk-1 

(neboť všeobecně na základě výsledků paragrafu 4 každý následující vsunutý1 zlomek 
a 

leží blíže oí než předcházející), tedy pak i blíže než zlomek ležící mezi (25) a (26). To 

však odporuje definici nejlepšího přiblížení. Tak je věta 15 dokázána. 
Při definici pojmu nejlepžího přiblížení, k ť r ý j** pndVl°d''m -" ž t y J j fm c oceňovali 

a a 
blízkost racionálního zlomku k číslu <% malostí rozdílu a — (co do absolutní 
hodnoty), což je konec konců nejpřirozenější. AvSalr y Aíapln* thp^rii hývá často důleži-
tější a příhodnější všímat si za t ím účelem rozdílu ba. — a, který se liší jen činitelem b od 
předcházejícího a jehož malost (co do absolutní hodnoty) může tudíž rovněž sloužit jako 

a 
kriterium blízkosti zlomku k číslu a. Tento přechod od jedné charakteristiky ke druhé 
se může zdát na první pohled triviálním a skutečně v mnohých případech triviální je; 
ale není tomu tak vždy, jak se brzy přesvědčíme.. Činitel b, rozlišující mezi sebou obě 
nerovnosti, není totiž stálá veličina, nýbržje ve vztahu s aproximací zlomku a mění se 
při její záměně. 

Nazveme nyní nejlepší přiblížení, o nichž jsme mluvili ve větě 15, nejlepšími přiblíže-

ními prvního druhu; dále nazveme racionální zlomek (6 > 0) nejlep^ím přiblížením 
c a 

dcuhého druhu pro číslo (X, plyne-Ii z ~ t 4= 0 < <f 6 nevyhnutelně 

\<Lx — c| > |6cx — a|. 
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Nejlepší přiblížení druhého druhu se tudíž definuje pomocí rozdílu \bot — o| docela 
a 

analogicky jako se definovalo nejlepší přiblížení prvního druhu pomocí rozdílu oc . 

Snadno se dokáže, že každé nejlepší přiblíženi druhého druhu je hutni zároveň nejlepší 
přiblíženi prvníhn 

Kdybychom totiž měli 

pak násobením první a poslední nerovnosti bychom dostali 

\dot — c\<L |fca — o ] ; 
a 

jinými slovy, kdyby zloúiek -g- nebyl nejlepším přiblížením prvníhodriih v i ""m"!1' hy 

být ani nejlepším přiblíř""'"1 ^"'hfho ^"'ky, čímž věta dokázána. 
Opačné tvrzení by však bylo nesprávné: "»jlfp8* p«Klíž»n{ ,li n l m Ml Mf | Til j 

nejlepším přiblížením drmtifihn Hmhu Můžeme se na př. snadno přesvědčit, že zlomek ^ 
je nejlepším přiblížením prvního druhu pro číslo není však nejlepším přiblížením 
druhého druhu, což vidíme z nerovnosti , 

| 1 . i _ 0 | < |3- | — 1 | , 1 < 3. 

Z uvedených poznámek a věty 15 plyne, že všechna, nejlepší přiblížení druhého druhu 
jsou dána přibližnými a vsunutými zlomky. Můžeme však — a to je hlavním podkladem 
úlohy, kterou má pro nejlepší přiblížení druhého druhu aparát řetězců :— dokázat mno-
hem přesnější tvrzení. v 

V ě t a 16. Každéjujlepšíjiřiblížení druhého druhuje dán» eblíitným Wrrmfrrm 
° 

Důkaz. Nechť je zlomek - p nejlepším přiblížením druhého druhu čísla 

a = [a0; a,, a2, . . . ] , 

v i , Pk ° jehož sblížené zlomky označíme — . Kdyby bylo ~r~ < o0, měli bychom o 

1 • Oí <J„ ^ 16a — o|, 1 ^ b. 

t. j. -g- by nebylo nejlepším přihlížením druhého druhu; je tedy "jj" a0. V takovém 

případě zlomek nesplývá-li s žádným ze sblížených zlomků, nutně bud leží mezi 

dvěma sl 

případě 

.v , Pk — i Pk + i v P1 
dvěma sblíženými zlomky a stejné parity, nebo je větší než — . V prvním 

9» -1 1k +1 li. 

Pk-i 
9 * - 1 

> 
bqk-
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a Pk-i Pfc Pk-l 1 
b 9fc-1 1k Qk9k -1 

odkud 

na druhé stranč 

a tedy 

kdežto 

> Pfe+l 
9* + i 

> 
+ i * 

|6* — o| I> 

|9*«— P*l šá 

9* + i 

1 

odkud 
Qk + 1 

lít«—Pfcl £ —o|. 
a 

Vztahy (27) a (28) ukazují, že - y není nejlepší přiblížení druhého druhu. 

a 
T 9i / 

a > l i l 
T 1 9i 

> bql' 
odkud 

Na druhé straně je patrně 

takže 

|1 . a — a0| ^ —, 

(27) 

(28) 

\bot — a| > | l . a — a,| , 

což znovu odporuje pojmu nejlepšího přiblížení druhého druhu. Tak je věta 16 doká-
zána úplně. 

Všimněme si nyní otázky, je-li možno věty 15 a 16 obrátit. Především, jak lze snadno 
nahlédnout, větu 15 nelze obrátit: vsunuté zlomky nejsou nutně nejlepšími přihlíženími 
prvního druhu; tak pro číslo tx = £ je zlomek jak lze snadno nahlédnout, vsunu-
tým zlomkem. Není však nejlepším přihlížením (prvního druhu), neboť 

li — II < I * — K 2. 
Příkladů podobného druhu lze si představit libovolné množství, o čemž se čtenář 

může sám bez námahy přesvědčit. 
Naproti tomu věta 16 připouští skoro úplné obrácení, což ovšem zvyšuje její mimo-

řádný význam. 
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Věta 17. Každý sblížený zlomek je nejlepiím přiblížením druhého druhu; jedinou 
(triviální) výjimkou je 

„ - n a- 1 P° - "o 

Po "o 
P ř e d b ě ž n á p o z n á m k a . V případě tx = a0 + } není zlomek — = -¡- skutečně 

9o 1 

nejlepším přiblížením druhého druhu, neboť 
| 1 . « _ ( „ „ + 1)| = 1|1 • a — a0|. 

Důkaz. Všimněme si formy 
l y w — ( 2 9 ) 

kde y probíhá hodnotami 1, 2 , . . . , qk a x může nabývat libovolných celých hodnot. 
Označíme y„ tu hodnotu y, při níž forma (29) po příslušném výběru x nabývá nejmenší 
možné hodnoty. (Je-li takových hodnot y několik, zvolíme za y„ nejmenší z nich.) Tu 
hodnotu x, při níž |y0<x — x\ nabývá onoho minima, označíme x0. Snadno se přesvědčí-
me, že tato hodnota je jediná. Skutečně, kdybychom měli 

— 5! 
y<s yo (x0 4= xó) , 

bylo by patrně v 

* ~
 xo *o 

(x = — . 

2ro 
Tvrdíme, že tento zlomek je irreducibilní. Kdyby totiž bylo 

*„ + x'a = lp, 2y„ = lq(l> 1), 

bylo by v případě í > 2 

q < y 0 , <X = |g<x — p | = 0 , 

což odporuje definici y0; je-li 1 = 2 , pak g = y0 

|ga — p| = a— p| = 0 < |y„* — *„|, 
což odporuje definici x0. 

Rozvineme-li racionální číslo tx v řetězec, dostaneme 

<* = - Pn = 'o + *í > 9n = 2y0 = «7,9n-l + 9n-í. »n ̂  2. 
9n 

Je-li tedy a„ > 2 nebo je-li a„ = 2, n > 1, budeme mít g n _ x <-y0. Avšak 

|9«-i«— Pn-i I = -p = ^ i ^ —*o|. ?n ¿Jo 
což odporuje definici y0. Je-li však n = 1, oB = 2, je tx = a0 + y0 = 1 a máme opět 
případ, který jsme vyloučili. 
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Hodnoty y 0 a x0 jsou tedy určeny jediným způsobem danými podmínkami. Z toho 

plyne bezprostředně, že — je nejlepší přihlížení druhého druhu čísla a , jinak by ne-
y o 

rovnosti 

N - o l ^ l y o « - * « ! ( ý + j - M ^ t t ) . 

patrně odporovaly definici čísel x0,y0. Na základě věty 16 máme pak 

*o = P„ Jo = 9, (» Ss *)• 

Je-l i s = k, je věta dokázána. Bylo-li by však s < k, měli bychom 

i 1 . 1 
|9»<* —Pal > —7—Z ^ 9a + 9a + i 9fc r i + 9* ' 

1— Pk I á — • 
9* + t 

Ježto pak na základě určení čísel p3 = x0 a qt = y0 je 

19,* - psl £ I«** — 
platí 

1 1 
9k-1 + 9k 9k + i 

t . j . « 
9k +1 <9k+ 9k-v 

a to není možné na základě zákona o tvoření čísel qk. Tak je věta 17 dokázána. 
Ty vlastnosti aparátu řetězců, které jsme našli v tomto paragrafu, byly s historického 

hlediska prvním podnětem k odkrytí a zkoumání tohoto aparátu. Huygens si vytkl za cíl 
sestrojit pomocí ozubených kol model sluneční soustavy a byl tak přiveden k úloze sta-
novit počet zubů ozubených kol tak, aby poměr těchto čísel pro dvě do sebe zasahující 
kola (rovný poměru časů jejich úplného otočení) byl pokud možno blízký k poměru a 
časů oběhu daných planet. Zároveň samozřejmě počet zubů z technických důvodů 
nemohl být příliš velký.. Tak vznikla otázka najít takový racionální zlomek, jehož či-
tatel a jmenovatel by nepřevyšoval danou mez a který by zároveň ležel pokud možno 
blízko danému číslu <x. (Toto číslo může být theoreticky též irracionální, prakticky 
však je v daném případě dáno racionálním zlomkem, jehož čitatel a jmenovatel jsou 
čísla příliš veliká.) Viděli jsme již, že theorie řetězců poskytuje možnost úplně rozřešit 
úlohu takto danou. 

§ 7. Řád přiblížení 
Pk V předcházejícím paragrafu jsme se zabývali oceněním malosti rozdílu a — — 

u porovnání s jinými rozdíly podobného typu. Nyní se budeme zajímat o ocenění ma 
losti téhož rozdílu sama o sobě, bez ohledu k j iným rozdílům tohoto tvaru. Přirozená 
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cesta k ocenění, jak malá je velikost | <x — — 
I 9* 

, je patrně ta, že srovnáváme onen rozdíl 

s libovolnou ubývající funkcí argumentu qk. V tomto směru nás věta 9 kap. I ihned vede 
k nerovnosti6) 

Pk 
9k «2 (30) 

Vzniká tudíž především otázka, není-Ii možno zesílit tuto nerovnost, t. j. zaměnit její 
pravou stranu jinou f u n k c í / ^ ) jmenovatele q^, která by při všech n ^ 1 hověla ne-
rovnosti 

Snadno nahlédneme, že chceme-li, aby takto zesílená nerovnost (30) byla splněna pro 
libovolné <x při všech hodnotách k, není možno dosáhnout žádného podstatného zesílení 
v tomto směru. Přesněji řečeno, ať by bylo e > 0 jakkoliv malé, lze vždy uvést takový 
případ, že 

1 — e 
9k 

> - q 2 
Abychom se o tom přesvědčili, všimneme si čísla 

ix = [0; n, 1, n] = 

pro které 

a tudíž 

n(n + 2 ) ' 

Pí = 1. 9I = P> = n + 1, 9» = + 2), 

a P l Pa Pi 1 

9i 9 j 9i n(n + 2) 
1 

< ( ' + Ť) ' 
Stačí pak jen vybrat n v souhlase s nerovností 

1 
1 + A 

n 
> 1 — e, 

aby bylo 
Pi I 1 — « 

<* — — > — = - • 
9i I 9? 

Vzdáme-li se však požadavku, aby zesílená nerovnost byla splněna při libovolném ot 
bez výjimky pro všechny hodnoty k, lze dojít —: Jak ihňžd ukážeme — k řadě zajímavých 
á důlfižiiýct^tvrzení. ~ 

•) V případě <x = — (kdy věta 9 je nepoužitelná, ježto neexistuje + j), se nerovnost 
9* 

(30) stává triviální. 
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Věta 18. Má-li číslo a. sblížený zlomek řádu k > O, platí nutní aspoň jedna z bbou ne-
rovností 

i Pk I 1 

I a~Tk\<W^ 

Pk-1 
1k-1 2q2 * 

Důkaz. Ježto a leží mezi i í—? a — , platí 
<¡k-1 <¡k 

Pk 
9* 

+ Pk-1 
9 * - l 

Pk Pfc-1 
9* 9f t - i < S3T + 

1 1 • 
(Poslední nerovnost vyjadřuje tu skutečnost, že geometrický střed veličin - j a — je q

k
 q

k-i 

menší než jejich aritmetický střed; rovnost by byla možná jen pro 9* = 9* _ i< což je 
v našem případě vyloučeno.) Odtud plyne ihned potvrzení věty. 

Dokázané tvrzení je zvláště zajímavé proto, že připouští v jistém Bmyslu obrácení. 

Věta 19. Každý irreducibilní zlomek vyhovující nerovnosti 

1 
26» 

je sblíženým zlomkem čísla a. 

Důkaz. Na základě věty 16 stačí ukázat, že zlomek -j- je pro číslo a. nejlepším přiblí-
b 

žením druhého druhu. Nechť 

_ e | £ | 6 « - . | < 1 (d > 0 ,± + ± ) 
pak 

a tudíž 
2bd 

* h - ď 2bd T 26» 2b*d (31) 

Na druhé straně, ježto #= , platí d o 

tudíž nerovnost (31) dává 
J_ 6 + d 
bd < W ' 

odkud d > b. Je tedy zlomek — skutečně nejlepší přiblížení druhého druhu čísla oí 

a věta 19 je dokázána. 
Dalším zesílením věty 18 je dalií značně hlubší věta. 
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V ě t a 20. Má-li číslo at sblížený zlomek řádu, k > 1, platí nutní aspoň jedna z tichbLtří 
nerovností: 

Pk 
9* 

1 < -n= Pk-1 
1k-1 

Pk-l 
3t-J-

1 
< 

Důkaz. Pro i ^ l položme 

1k-1 = ?>*. <Pk + n = v>k-

P o m o c n á věta. Je-lik I> 2, v» ^ Vfc-i á V5»Í,'°íí 

<Pk > i (VT-1). 

i 
Ježto totiž 

= 9» 
Vn + l 9n-l = "n + 9>n 

í-» 

(32) 

' • « = " « + rB + l 
platí 

?>n 
1 1 

H ?'«+'•« = Vn-
+ 1 'n+l 

Proto podle podmínky pomocné věty 

% Tk 
odkud 

( V s - l ) . i , 

neboli (ježto <pk je racionální číslo) 

odkud (ježto je q^ > 0) dostaneme 

(i yš"— 
a tudíž 

i yš-— n < i . 
?k > MVr-1). 

což dokazuje pomocnou větu. 
Připusťme nyní, že v rozporu s naším tvrzením 

9» 
1 

> -yr=— (n=k,k — 1, fc — 2). 
- 1/Sq* 
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Dle vzorce (16) kap. I máme 

— E" 
9» 

I 

PnTn +1 + Pn-i Pn 
1nrn + l + 9 n - l 9n 

1 1 
9n(9nrn +1 + 9n -1) 1%(Tn +1 + 9>n +1) 9* Vn +1 

a tudíž 

Vn + i ^ V š " (n=k, k—l,k — 2). 

Podle pomocné věty soudíme odtud, že 

<p* > m-1), > i), 
a tedy na základě rovnice (32) 

1 . 2 ak = — <pk<ij= <Pk + i V r - i J t ^ - i . 

což není možné. Tento rozpor dokazuje patrně větu 20. 
Věty 18 a 20 vzbuzují domněnku, že jsou počátkem řetězu tvrzení, který připouští 

další pokračování. Avšak tato domněnka je mylná. Všimněme si čísla 

« = [1;1,1,...]. 

Položíme-li, jako obvykle, a = 1 + — , dostaneme patrně r t = a, odkud ri 
a = 1 + —, as — a — 1 = 0, a 

a tudíž 

« = « 1 + ysj. 
Ježto je patrně r„ = a při každém n, platí 

Pk* + Pk-1 
9*» + 9fc-i 

a tudíž 

Pk 
9k 9*(9*<* + 9 * - i ) 

Avšak podle věty 6 kap. I máme 

odkud 

= [1; 1, 1,..., 1] a (fe^oo), 
9k-l 

^ = T + e* = « V s - 1 ) + pro k ^ 00). 
9* « 
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J e t edy . 

.Ei. 
<lk «Sttď5 + 1) + i(j/5 - 1) + ek) «1(1/5 + ek) ' 

1 
To ukazuje, že ať je e jakékoliv číslo < y = , pro dostatečně velké k budeme mít nutně 

Pk I « a — „ > T ' 
i* I «2 

Není tedy možno nahradit konstantu ve vě tě 20 žádnoii menší konstantou, chce-

me-li , aby odpovídající nerovnost by la splněna pro nekonečně mnoho h o d n o t fc při 
l ibovolném a . Pro každou menší konstantu lze nalézt takové <x (totiž a = J (^5 + !))> 
které muze v y h o v o v a t oné nerovnosti jen pro konečný počet hodnot . Zejména je řetěz 
tvrzení počínající větami 18 a 20 přerušen touto poslední vě tou a nepřipouští dalšího 
pokračování . . ' 

§ 8. O b e c n é z á k o n y a p r o x i m a c e 

Dosud jsme se speciálně zajímali o přiblížení daná shlíženými z lomky a vysvět l i l i 
jsme řadu hlavních otázek spojených s touto úlohou. Ježto však j sme si při t o m uvě-
domili, že Bblížené z lomky jsou v j i s tém smyslu nejlepšími přihlíženími, můžeme počí-
tat s t ím, že získané výsledky n á m dovolí s tudovat zevrubně zákony, kterými se řídí 
přiblížení irracionálních čísel racionálními čísly, nezávisle na l ibovolném speciálním 
zobrazujícím aparátu. Obrátíme se nyní k tomuto druhu úloh. V rámci té to elementární 
monografie nemůžeme ovšem podat ani trochu úplný výklad základu příslušné theorie, 
nejen z nedostatku místa, ale hlavně i proto, že to má jen nepřímý vztah k naší úloze. 
Přirozeně se pmezíme na to, že uvedeme řadu elementárních vět , které samy objasní 
užití řetězců na nauku o aritmetické povaze irracionálních čísel. 

První otázku, jež se zde naakytuje, lze v souvislosti s výs ledky předešlého para-
grafu formulovat takto: pro která kladná c má nerovnost 

< 7 (33) 

při l ibovolném reálném <x nekonečně mnoho řešení v celých p a q(q>0)? Poslední 
výsledek předešlého paragrafu nás vede snadno k tomuto tvrzení: 

Věta 21. Nerovnost (33) má pro libovolné reálné <x nekoneční mnoho řešení v celých p 
a q (q < 0), je-li c > Je-li c < JJ=:, bude mít nerovnost (33) při vhodné volbl a. jen 

1/5 |ř5 
konečný počet takových řešení. 

a 
První tvrzení je tot iž bezprostředním důsledkem vě ty 20 (v případě, že a = — je o 

racionální a tudíž má jen konečný počet sblížených zlomků, lze první tvrzení vě ty 21 

3-llet{zové zlomky 33 



dokázat triviálně, klademe-li q = nb, p = na, n = 1, 2 , . . . ) . Nechť tedy c < . 
r 

Položíme, jako v paragrafu 7, 

<x= i(l + 1/5)= [1; 1,1,...]. 
P 

Hoví-li celá čísla p a q (q > 0) nerovnosti (33), pak dle věty 19 je — sblíženým zlom-

kem čísla oc. Ale na konci paragrafu 7 jsme-shledali, že mezi těmito sblíženými zlomky 
je jen konečný počet takových, které hoví nerovnosti (33), předpokládáme-li c < r— . 

1/5 
Tak je naše tvrzení úplně dokázáno. 

Tudíž všeobecně, t. j . přihlížíme-li ke všem možným reálným číslům oc, není možno 

přestoupit řád přiblížení charakterisovaný veličinou . To však neznamená, že 

neexistují taková zvláštní irracionální čísla oc, pro něž jsou možné aproximace značně 
vyššího řádu. Naopak jsou možnosti v tomto směru naprosto neomezené, o čemž je se 
možno přesvědčit především pomocí aparátu řetězců. 

Věta 22. Ai je dána jakákoliv kladná funkce <p(q) přirozeného argumentu q, lze nalézt 
irracionální číslo oc, pro něž nerovnost 

< <p(q) 

má nekonečně mnoho řešení v celých p a q (q > 0). 

Důkaz. Utvoříme nekonečný řetězec a tak, že budeme vybírat jeho prvky tím způso-
bem, aby hověly nerovnostem 

1 ak + i > • ql <p(ik) (k ^ 0), 

což lze ovšem učinit nekonečně mnoha způsoby (a0 je možno při tom vybrat libovolně). 

Pak bude pro libovolné k ^ 0 

1 i . 1 Pk 
qk 9*9*+ i 9*(°* +1 9* + 9 * - i ) 

< 
o* + i9£ 

což dokazuje větu. 
Poznamenejme nyní, že v nejobecnějším případě nerovnosti 

< <K9kh 

1 
9*(9* + 9* + i) 

Pk 
qk 

1 
9*9*+ i 

neboli, což je totéž, 

, , Pk 
< | a — — 

qk 
< 

<72 
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dávají 
1 1 

9ŽK + i + 2 ) < * qk •= ,20jt + 1 ' 04) 
Pk 

odkud je patrné, že při daných a0 , at, ...,ak zlomek — tím blíže aproximuje číslo a, čím 
je větší další prvek; ježto však sblížené zlomky jsou ve všech případech nejlepšími přiblí-
ženími, přicházíme k důsledku, že lepší přiblížení racionálními zlomky připouštějí ta 
irracionální čísla, mezi jejichž prvky se vyskytují větší čísla. Tato poznámka kvalitativ-
ního charakteru je kvantitativně vyjádřena právě nerovnostmi (34). Zvláště budou mít 
nejslabší řád aproximace irracionální čísla s omezenými prvky. Tak se stává pochopi-
telným, proč jsme již častěji — ve snaze dostat irracionální číslo, které by nepřipouštělo 
přiblížení řádu vyššího než je daný — vybrali k tomu číslo 

«yr+.I )= [1; 1,1, .••]; 
ze všech irracionálních čísel má toto číslo patrně nejmenší možné prvky (nehledíme-li 
na a0 , které zde nemá žádnou zvláštní úlohu), a tudíž se nejslaběji aproximuje racionál-
ními zlomky. 

Ty specifické zvláštnosti aproximace, které jsou vlastní číslům s ohraničenými prvky, 
jsou úplně vyjádřeny tímto tvrzením, které po všem, co bylo poznamenáno, je skoro 
samozřejmé. 

Věta 23. Pro každé irracionální číslo a. s omezenými prvky nemá nerovnost 

P_ 
9 

c < -r (33) 

při dostatečné malém c řeiení v celých p a q (q > 0). Naproti tomu pro každé číslo tx s ne-
omezenou posloupností prvků má nerovnost (33) nekonečné mnoho takových řešení. 

Jinak řečeno, irracionála s omezenými prvky připouští řád aproximace ne vyšší než 

naproti tomu irracionála s neomezenými prvky připouští libovolně vysoký řád 
9 

aproximace. 

Důkaz. Jsou-li mezi prvky řetězce zobrazujícího a. prvky libovolně velké, lze pro 
libovolné c > 0 nalézt nekonečně mnoho hodnot k, při nichž 

1 

a tudíž podle druhé z nerovností (34) budeme mít pro nekonečně mnoho k 

_Pk 
9« 

c 
<97* 

čímž je dokázáno druhé tvrzení věty. 
Existuje-li takové M > 0, že 

ak< M (k = 1 , 2 , . . . ) , 
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je podle první z nerovností (34) pro libovolné k ^ 0 

Pk I 1 « — — > 1k ! 9? (M + 2) 

Z toho dostaneme pro libovolnou dvojici celých čísel p a q (q > 0), určíme-li index k 
nerovnostmi 

9t-i < 9 ^ 1k 
a uvážíme-li, že všechny sblížené zlomky jsou nejlepšími přiblíženími prvního druhu, 

I Pil 1 > « — — > ikl q\(M + 2) 

= 1 i±y > 1 ( M 
q 2 ( M + 2) \qkl * q\M + 2) { qk j 

I I 9fr-i \ 
qa(M+ 2) \ akqk_1 + qk_t j 

1 1 1 > 

2 
> 

q\M + 2) (ak + 1)» " ( M + 2) ( M + 1)» 

Zvolíme-li tudíž 

c < (M+ 2)(Af+ l)a ' 

nemůže být nerovnost (33) splněna ani pro jednu z dvojic čísel p a q (q > 0). Tím je 
dokázáno i první tvrzení naší věty. 

Dosud jsme oceňovali blízkost aproximace maloBtí rozdílu ix — — . Mohli bychom si 
9 

však i zde, podobně jako jsme t o činili v paragrafu 6, všímat místo toho rozdílu q/x — p 
a ve všech větách námi dokazovaných provést příslušnou změnu formulace. Tato 
prostá poznámka ihned vede k novému významnému hledisku při problému, který 
studujeme. 

Jednoduchá lineární homogenní rovnice se dvěma neznámými x, y, 

o t x — y = 0, (35) 

kde <x je dané irracionální číslo, nemůže být přesně řešena celými čísly.7) Je však možno 

dát za úlohu přibližné řešení této rovnice, t. j. výběr takových celých čísel x, y, pro něž 

rozdíl dostihuje určitého stupně malosti. Je patrné, že všechny předešlé věty tohoto 

paragrafu mohou být vykládány jako věty o zákonitostech řídících přibližná řešení 

7) Nehledě ovšem k triviálnímu řešení x = y = 0. 
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rovnice (35) celými čísly tohoto druhu. Tak na př. věta 21 ukazuje, že vždy existuje ne-

konečně mnoho takových celých čísel x ay (x > 0), pro něž 

l«x—y\<£, (36) 

je-li C kladné číslo ne menší než —= • 
y5 

S tohoto nového hlediska je přirozené přejít od homogenní rovnice (35) k nehomo-
genní rovnici 

<xx-y = 0, (37) 

kde fi je libovolně dané reálné číslo, a zkoumat možnost i charakter jejího přibližného 
řešení celými čísly x, y; jinak řečeno zabývat se zákonitostmi vznikajícími při otázce 
učinit rozdíl oíx—y — /? pokud možno malým při vhodném výběru celých čísel x,y. 

Tato otázka byla nejprve položena velikým ruským učencem P. L. Čebyševem, který 
také podal první hlavní výsledky spojené s touto rovnicí. Později intensivně pokračo-
valo její zkoumání, hlavně v sovětské aritmetické škole. 

První základní zvláštnost odlišující nehomogenní případ od homogenního tkví v tom, 
že — aby bylo možno učinit veličinu \<xx — y — f}\ pro libovolné ^ libovolně malou 
vhodným výběrem celých čísel x a y — je podstatným požadavkem, aby číslo a bylo 
irracionálnl (kdežto v homogenním případě se veličina \otx—y| může stát libovolně 
malou při libovolném a). 

Skutečně, je-li <x = kde 6 > 0 a a jsou celá čísla, pak — položíme-li ^ = - i — 
o 2b 

budeme při libovolných celých x a y mít 

2(ax — by)— 1 
| OX—y — fl: 

2b 
>1, 
= 26' 

ježto \2(ax — by) — l | jako liché celé číslo je aspoň rovno 1. 
Budeme tudíž v dalším stále považovat číslo <x za iracionální. Při této podmínce, jak 

Be hned přesvědčíme, nejen je možno veličinu \<xx—y — učinit libovolně malou, 
nýbrž analogie s homogenním případem jde ještě mnohem dále. 

Věta 24 (Čebyševova). Pro libovolné irracionální číslo a a libovolné reálné číslo ¡3 má 
nerovnost 

¡ a x - y - f i ] < ± 

nekonečně mnoho řeieni celými čísly x a y (x > 0). 

P ř e d b ě ž n á p o z n á m k a . Je patrné, že tento výsledek je zcela analogický s odpoví-
dající vlastností homogenní rovnice vyjádřené větou 21. Rozdíl je jen v tom, že místo 

konstanty y== je zde konstanta 3; řád aproximace zůstává týž jako dříve. Pozname-

nejme ještě, že číslo 3 není zde nejmenší možné a že přesná hodnota dolní meze (infi-
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mam) těch čísel, kterými je lze zaměnit bez porušení správnosti věty 24, je podstatně 
menší. 

. Důkaz. Nechť je libovolný sblížený zlomek čísla a; pak je 
9 

<* = J + 7 (° < W < !)• (38) 
/ 

Dále můžeme, ať je jakékoliv reálné číslo, určit takové celé číslo t, že 

odkud 
P = l + Tq ^ ' l ^ 1 ) - <39> 

Ježto čísla p a q jsou nesoudělná, existuje dvojice celých čísel x, y hovící vztahům') 

h ú * < h' Px — qy = 
Avšak v tomto případě budeme mít na základě vztahů (38) a (39) 

|M— y-P\ = 
xp. xó t d' 

,xd d' * , 1 < + o - ' 9 2 q 
a ježto 

bude 

Protože lze zvolit číslo q libovolně velké a protože platí x ^q, je také f libovolně 
velké; tak je patrně věta dokázána. 

Avšak úloha o přibližném řešení rovnice (37) celými čísly může být dána ještě v j iném 
tvaru, shad dokonce trochu přirozenějším. Ježto podstata úlohy tkví v tom, učinit 
veličinu \o tx—y — pokud možno malou pomocí výběru nepříliš velkých celých 
čísel x, y, je nejpřirozenější položit úlohu takto. Víme (podle právě dokázané věty 24), 

9) Důkaz tohoto tvrzení. Je-li — sblížený zlomek čísla a bezprostředně předcházející 

platí 
9 

qr — ps = e = ± 1, q(ert) —p(esí) = le2 = í 
a pro libovolné celé k 

p(kq — est) — q(kp — ert) — I; 
k lze však zvolit tak, že 

iq x — kq —Est < Jg. 
• Srovnej • § 6. • 

A 
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že je možno, je-li dáno libovolně velké kladné číslo n, pro libovolné irracionální a a libo-
volné reálné j9 stanovit celá čísla x > 0, y hovící nerovnosti 

\<**—y — P\ <4"-
Avšak věta 24 nám nedává obecně poučení o tom, v jakých mezích je třeba hledat tato 

čísla, abychom dosáhli potřebné přesnosti charakterisovapé vel ikost í—. Toho by bylo 
n 

na př. dosaženo, kdybychom mohli najít číslo N, závislé na n, nezávislé však ani na ot 
ani na /9, takové, že nerovnosti (40) bylo by možpo vyhovět při doplňující podmínce 

|*| ^ N. 

Je patrné, že nová formulace úlohy se podstatně liší od formulace, jíž jsme se dosud 
zabývali. Byla-li dříve (jako ve větě 24) přesnost aproximace určena v závislosti na 
velikosti čísla x, nyní určujeme tuto přesnost předem a tážeme se naopak, jak velké je 
nutno zvolit číslo x, aby bylo dosaženo oné dané přesnosti. V souhlase s tímto rozdílem 
ve formulaci úlohy nabývá i odpověď podstatně jiného charakteru; zejména dostaneme 
různé výsledky pro homogenní a nehomogenní případ. 

V případě homogenní rovnice (/9 = 0) má vytčená úloha zcela jednoduché řešení. 

Věta 25. At jsou n ^ l i « jakákoliv reálná čísla, lze nalézt celá čísla x, y hovící ne-
rovnostem 

0 < x £ n, |(%x —< -j- . 

Důkaz. Je-li tx racionální, » = y i O < i < n, dokáže se věta triviálně, klademe-li o 
x = b, y = a. Není-li možno a znázornit v takovém tvaru} t. j. je-li a buď irracionální 
číslo, nebo racionální zlomek se jmenovatelem převyšujícím n, pak, určíme-Ii index k 
vztahem 

1k ú n < 1k +1 

(kde — značí sblížené zlomky čísla <x), dostaneme > 
1k 

Pk 1 1 < 
<lk1k +1 qkn tk 

tudíž 

\<*<lk—Pk\ < . 0 < qk£n, 
což dokazuje větu. 

Nyní musíme přirozeně položit otázku, není-li možno i v případě nehomogenní rov-
nice (37) stanovit týž řád aproximace. Jinými slovy, je-li možno dokázat, že pro libo-
volné irracionální číslo tx lze nalézt takové kladné číslo C, že při libovolných reálných-
číslech n ^ 1 a existují celá čísla x a y vyhovující nerovnostem 

' 0 < * £ Cn, |a*— y — /?| < . 
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Přitom patrně potřebujeme dokonce měně než to, co bylo dokázáno pro homogenní 
případ, ježto připouštíme závislost C na tx, kdežto v homogenním případě C = 1 j e 
absolutní konstantou.) Není nesnadno uvést některé apriorní úvahy proti možnosti 
takového předpokladu; především pro racionální tx je patrně nesprávný, neboť v tomto 
případě, jak jsme viděli výSe, nemůžeme obecně (t. j. při libovolném /3) volit veličinu 
\ixx—y— jS| libovolně malou. To dovoluje očekávat, že, je-li tx irracionální, avšak je 
aproximováno neobyčejně blízce racionálními čísly, pak veličina \txx—y — třeba 
může být dle věty 24 učiněna libovolně malou, vyžaduje k tomu nicméně při vhodně 
zvoleném fi a daném stupni přesnosti značně větších hodnot x a y. Avšak tyto úvahy 
dovolují dále předpokládat, že přiblížení rozdílu txx — y k libovolnému reálnému číslu /9 
se dosáhne tím snadněji, čím slaběji je číslo tx aproximováno racionálními zlomky, t. j . 
čím nesnadněji se dosáhne přihlížení veličiny txx — y k nule; to však se své strany vyža-
duje, jak víme, aby prvky čísla nerostly příliš rychle. Všechny tyto předběžné úvahy 
jsou nejen potvrzeny, nýbrž i přesněji kvantitativně .vyjádřeny větou: 

Věta 26. Aby existovalo reálné číslo C s tou vlastností, že při libovolných reálných 
n ^ 1 a p lze nalézt dvojici celých čísel x a y (x > 0) hovící nerovnosti 

je nutné a postačí, aby se irracionální číslo a dalo vyjádřit řetězcem s omezenými prvky. 

Důkaz. Nechť je 

a nechť a,- < M(i = 1, 2 , . . . ) ; nechť je dále m ^ 1 a libovolné reálné číslo. Označíme-li 

— sblížené zlomky čísla tx, určíme index k nerovností 
1h . 

x ^ Cn, |txx—y — < — 1 
n 

tx = [o0; Oi, a„ .] 

neboli 

(41) 

Dále zvolíme celé číslo ( tak , aby bylo 

odkud 

(42) 

Konečně, jako při důkazu věty 24, určeme dvojici celých Čísel xy y , jež hoví vztahu 

*Pk — y<lk = 0 < X qk. 
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Z (41), (42) a (43) plyne 

\<xx—y — P\ = 

xd 
mqk 

ó' 
2 qk 

1 

xpk t xd •' I 
1k y 9k m9* 2gk I 

— + — <S - + — lí*±l\ < 
2qk m 2qk + 1 \ qk ] 

M+l M+3 2m 2m 
Dosud zůstávalo číslo m ^ 1 naprosto libovolné. Položíme-li nyní, při danéín n 

m — + 3) n, budeme mít patrně m ^ l . Tudíž podle předcházejícího, volímé-li 
* a y, jak bylo naznačeno, 

0 < x£qk£m= -h 3) n, 

\<xx — y.— P\ < - i , 
čímž je dokázána první část včty. 

Abychom dokázali druhou část, připustíme, že mezi prvky ak čísla a jsou prvky libo-
volně velké. V takovém případě, jak ukazuje věta 23, ať je e jakkoliv malé kladné číslo, 
lze nalézt celá čísla q > 0, p hovící nerovnosti 

odkud 

P_ 
9 

de* 

<S' 9 

= f + v ( | á l < 1 ) 1 

Položme nyní n = — a 3 = - Í - . Pro libovolná celá x,y(0 < x £ Cn) pak dostaneme e 2 q 

9 
\<xx— y — •• 

]2(xp —yq)— 1| 
2, 

1 + ~ 2 q + 9a 1 
XE* 1 

91 2q 

2(xp—yq) — l xde* 
2 q + 

Ce. 
9 

1 — 2 Ce 1 — 2 CE 1 
2, 2e 

1 2 Ce 
Ať by bylo C jakkoliv velké, pro dostatečně malé e budeme však mít — — — • > 1, 

a tudíž, pro libovolná celá x, y (0 < i < Cn) 
2e 

|ax—y — P\ > — , 

čímž je dokázána i druhá část věty. 
Shrňme výsledky, kterých jsme dosáhli. Sledujeme-li přibližná řešení rovnice (37) 

celými čísly, je dlužno považovat za „normální" případ ten, kdy přesnosti charakteriso-

vané veličinou — může být dostiženo pro libovolné n ^ 1 při některém x < Cn, kde C 

je konstanta (která může záviset na a). Homogenní rovnice (t. j. rovnice, kterou dosta-
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neme pro f} = 0) má vždy normální řešení (věta 25). Věta 26 ukazuje, že obecná (ne-
homogenní) rovnice připouští normální ̂ řešení v tom a jen v tom případě, nemá-li 
příslušná homogenní rovnice „nadnormální" řešení, t. j. nelze-li ji splnit pro libovolné 

e > 0 a vhodně vybrané n s přesností — celými čísly x > 0, y, z nichž x < en. S tohoto n 
hlediska může se výsledek našich úvah považovat za zvláštní případ zákona o řešení 
lineálních rovnic (algebraických, integrálních, atd.): nehomogenní rovnice se v obecném 
případě řeší „normální", nepřipouští-li homogenní rovnice „nadnormální" řešení. 

Poznamenejme ještě, že ve větě 26 jsme požadovali nezávislost C na j3. Bylo by 
možno zachovat týž výsledek a při tom připustit, že C je funkcí j9; toliko důkaz (jeho 
druhé části) by byl poněkud složitější. 

§ 9. A p r o x i m a c e a l g e b r a i c k ý c h i r r a c i o n á l n í c h č í s e l . 
T r a n s c e n d e n t n í č í s l a L i o u v i l l e o v a 

Nechť je 

/(*) = a0 + aLx + ... + anx" (44) 

.mnohočlen stupně n s celými koeficienty o0, O j , . . . , an. Číslo a , které je kořenem tako-

vého mnohočlenu, se nazývá algebraickým. Ježto každé racionální číslo a = může 
být určeno jako kořen rovnice prvního stupně bx — a = 0, je pojem algebraického čísla 
patrně přirozeným zevšeobecněním pojmu racionálního čísla. Hoví-Ii dané algebraické 
číslo rovnici / (x) = 0 stupně n a nehoví žádné rovnici nižšího stupně (s celými koeficien-
ty), nazývá se algebraickým číslem stupni n. Zejména lze racionální čísla definovat jako 
algebraická čísla prvního stupně. Číslo |/2, které je kořenem mnohočlenu x* — 2, je 
algebraickým číslem druhého stupně nebo, jak se říká, kvadratickým irracionálním 
číslem (kvadratickou irracionálou). Podobným způsobem se definují irracionální čísla 
kubická, čtvrtého stupně atd. Všechna čísla nealgebraidká se nazývají transcendentní; 
mezi ně patří na př. čísla e a ir. Vzhledem k význačné úloze, kterou mají algebraická 
čísla v současné theorii čísel, bylo věnováno mnoho speciálních úvah otázce jejich vlast-
ností vztahujících se na jejich aproximaci racionálními zlomky. Prvním význačným 
výsledkem v tomto směru byla tato věta, nazývaná větou Liouvilleovou. 

Věta 27. Pzo každí reální irracionální algebraické číslo <x stupni n existuje takové 
kladné číslo C, že při libovolných celých p a q (q > 0) platí 

C 

Důkaz. Nechť je tx kořenem mnohočlenu (44). Jak známo z algebry, lze psát 

/ ( * ) = ( * - « ) / , ( * ) , (45) 

kde fi(x) je mnohočlen stupně n — 1. Přitom lze snadno nahlédnout, že fi(x) 4= 0. Sku-

42 



tečně, v případě /i(a) = O by bylo možno mnohočlen fi(x) dělit (beze zbytku) x — a 

a mnohočlen/(x) tedy dělit (x — <x)2; avšak v takovém případě derivaci/'(x) by bylo 
možno dělit x — a, t. j. bylo by / ' ( « ) = 0, což není možné, neboť / ' ( * ) je mnohočlen 
stupně n — 1 s celými koeficienty a <x algebraické číslo stupně n. Máme tedy 

/ i ( * ) 4= 0, 

a tudíž lze nalézt takové kladné číslo á, že 

/¡(x) * 0 (a — d £ x £ a + <S). 

Nechť p a q (q > 0) je libovolná dvojice celých čísel. Je-li |a— — j £ <5, je fi 4= 0> 

• ' P a tudíž, klademe-li do identity (45) x = — , najdeme 

P_ 
9 

díl + 

°o9 
a i P 9 n ~ 1 + • • • + ° n P n 

Čitatel posledního zlomku je celé číslo různé od nuly, ježto jinak by bylo <x = 
kdežto a je dle podmínky vyslovené ve větě irracionální. Tudíž tento čitatel je absolutní 
hodnotou roven aspoň 1. Označíme-li M horní mez (supremum) funkce fi(x) v intervalu 
(a — <5, a + <5), dostaneme tudíž z poslední rovnice nerovnost 

V případě však, že 

máme tím spíše 

> Mqn ' 

<x-Z-\>6, 
9 I 

« - i 
9 

<5 

označíme-li tedy C libovolné kladné číslo menší než <5 i — , bude platit ve všech přípa-

dech (t. j. pro libovolná celá p,q,q> 0) 

C 

což dokazuje větu 27. 
Věta Liouvilleova patrně tvrdí, že algebraická čísla nepřipouštějí takové aproximace 

racionálními zlomky, která by svou přesností převyšovala nějaký řád závislý v pod-
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statě na stupni daného algebraického čísla. Hlavní historický význam této věty je ten, 
že ona první umožnila dokázat existenci transcendentních čísel a podala konkrétní 
příklady takových čísel. K tomu, jak shledáme, stačí ustanovit číslo, které je irracio-
nální a dá se neobyčejně blízce aproximovat racionálními čísly. V tom směru, jak známe 
z věty 22, nejsou naše možnosti nijak ohraničeny. 

Konkrétně věta 27 ukazuje, že existují-li pro libovolné C > 0 a libovolné přirozené 
n celá čísla p a q (q > 0) hovíc! nerovnosti: 

je číslo OÍ transcendentní. Pomocí aparátu řetězců lze však velmi snadno sestrojit taková 
čísla. K tomu je nutno jen, když už byly vybrány prvky a,,, a1, . . . , určit sblížený 

zlomek — a zvolit 

V důsledku toho je pak patrně splněna nerovnost (46) pro všechny dostatečně velké 
hodnoty k při libovolném C > 0 a libovolném přirozeném čísle n. 

§ 1 0 . K v a d r a t i c k á i r r a c i o n á l n í č í s l a a p e r i o d i c k é ř e t ě z c e 

Pro kvadratické irracionály ukazuje věta 27, že existuje takové kladné číslo C 
(závislé na a), pro něž hemůže mít nerovnost 

řešení v celých p a q (q > 0). Podle věty 23 plyne odtud, že jsou prvky každé kvadratic-
ké irracionály omezeny. Avšak pro kvadratické irracionály již dávno před Liouvillem 
našel Lagrange mnohem obsažnější vlastnost jich vyjádření řetězci, která nad to j e 
charakteristická. Ukazuje se, že posloupnost prvků kvadratické irracionály je periodic-
ká, a že naopak každý periodický řetězec dá se vyjádřit kvadratickou irracionálou. 
Tento paragraf se bude zabývat důkazem tohoto tvrzení. 

Řekneme, že řetězec 

je periodický, existují-li taková celá kladná čísla k„ a h, že při libovolném k^kt platí 

analogicky jako u desetinných zlomků budeme značit takový periodický zlomek 

neboť pak 
° * + l > 9 Í - 1 ' 

1 1 1 
< < —T-. 

<*= K; "i, a„...] 

ak+h = aki 

takto: 
a = [o0; o „ o2 , . . . , o t i _ l t a„t, o*< + 1 , . . . , Ofc> + »_ i ] . (47) 
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Věta 28. Každý periodický řetězec zobrazuje kvadratické irracionální číslo a naopak, 
každá kvadratická irracionála je zobrazena periodickým řetězcem. 

Důkaz. První tvrzení se dokáže několika slovy. Je totiž patrné, že zbytky periodic-
kého řetězce (47) vyhovují vztahu 

lk+h = Tk (k ^ *.)• 

Podle vzorce (16) kap. I máme tedy pro k k0: 

Pk-irk + Pk-t Pk>+ h - \Tk + A + Pk + h- i Pk + h-irk + Pfc+A-a , , „ , 
a = ; = —5 : = ; i (48) 

9* - \Tk + <lk -1 9* + A-ir* + A + 9fc+A-í 9k + h-lrk + 1k + A-s 
odkud 

Pk - 1 Tk + Pk-2 _ Pk + A - lrk + Pk + h-2 
9k-lrk+9k-l 9k + h-\Tk + Ik + h-l 

Číslo rk vyhovuje tedy kvadratické rovnici s celými koeficienty, a je tudíž kvadratickou 
irracionálou. Pak první z rovnic (48) ukazuje, že také a je kvadratickou irracionálou. 

Důkaz obráceného tvrzení je trochu složitější. Nechť číslo a. vyhovuje kvadratické 
rovnici 

aoč + ba + c = 0 (49) 

s celými koeficienty. Dosadíme-Ii do této rovnice místo <x jeho vyjádření zbytkem 
řádu n, 

_ Pn-irn + Pn-t 
9n-lrn+ 9n-l 

vidíme, že ra vyhovuje rovnici 

AnrZ+Bnrn+Cn= 0, (50) 

kde An, Bn, Cn jsou celá čísla daná vzorci 

A» = °Pň-l + l>P*-l1n-i + eň-i' V 
Bn = 2aPn-lPn-2 + b(Pn-l9n-2 + Pn-29n-l)+2e9n-l9n-2' j (51) 
Cn = aP%-i + 6 P n - 2 9 n - i + c 9 n - 2 ' * ' 

odkud zejména plyne 

C„ = A n . v (52) 
Pomocí těchto vzorců lze snadno bezprostředně ověřit, že 

K - 4A„C„ = (6• - 4«KPn-19n-2 - 9,-iP»-*)2 = b*-4oc, (53) 
t. j. že diskriminant rovnice (50) je pro všechna n týž a je roven diskriminantu rovnice 
(49). 

Dále ježto 
Pn-l 
9n-l ni ' 

"n-l 
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platí 

P n - ( l < 5 „ - i l < 1)-
9n-l 

První ze vzorců (51) nám tudíž dává 

An = o + + b + , „ _ ! + cg2_l = 

= (<.«* + + c)ql_1 + 2a«<Sn_1-f a + 6<S„_X. 
"n-1 'n-1-

"•ň-l 
a dále podle rovnice (52) 

S 2 
= |2ao«5n_1 +. a - p i < 2|«x| + |a| + |6|, 

"n-l 'n-1 n-1 'n-1 

|C„| = \An^\ < 2|«»| + |a| + |fc|. 

Jsou tedy koeficienty An a Cn rovnice (50)"omezeny co do absolutní hodnoty a tak při 
změně n mohou nabývat jen konečného počtu hodnot. Podle (53) odtud plyne, že i Bn 
může nabývat jen konečného počtu různých hodnot. 

Můžeme se tudíž při vzrůstu n od 1 do ao setkat jen s konečným počtem různých 
rovnic (50; v takovém případě může rn nabývat jen konečného počtu různých hodnot, 
a je tudíž pro vhodně zvolená k a h 

To ukazuje, že řetězec zobrazující ¡x je periodický. Tím je dokázána i druhá část naší 
věty. 

Pro algebraické irracionály vyšších stupňů nejsou známy vlastnosti jejich zobrazu-
jících řetězců analogické s tím, co právě dokázáno. Vůbec vše, co je známo o aproximaci 
algebraických irracionál vyšších stupňů racionálními zlomky, je vyčerpáno elementár-
ními důsledky věty Liouvilleovy a některých novějších vět, jež ji zesilují. Nutno říci, že 
až dosud není znám ani pro jediné algebraické číslo vyššího než druhého stupně rozklad 
v řetězec. Není známo, může-li mít takový rozklad omezené prvky; rovněž není známo, 
může-li být naopak posloupnost prvků neomezená atd. Vůbec otázky spojené s rozkla-
dem algebraických čísel vyššího stupně v řetězce jsou mimořádně nesnadné a nebyly 
dosud zkoumány. 

Tk ' Tk+h• 
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KAPITOLA III. 

METRICKÁ T H E O R I E ŘETĚZCŮ 

§ 11. Ú v o d 

V celé předešlé kapitole jsme viděli, že reálná čísla se mohou velmi Ušit svými aritme-
tickými vlastnostmi. Mimo základní rozdělení reálných čísel na racionální a irracionální, 
na algebraická a transcendentní, je možná řada značně přesnějších dalších rozdělení 
těchto čísel podle celé řady znaků charakterisujících jejich aritmetickou povahu a pře-
devším podle charakteru té aproximace racionálními čísly, kterou ona čísla připouštějí. 
Ve všech takových případech jsme se doposud spokojili prostým stanovením, zda čísla 
mající nějakou aritmetickou vlastnost skutečně existují. Tak víme, že existují čísla, při-
pouštějící přibližné vyjádření racionálními zlomky — jen s přesností, jejíž řád není vyšší 

než (takové jsou na př. všechny kvadratické irracionály). Víme však také, že existují 
9 

čísla dovolující áproximaci vyššího stupně (věta 22, kap. II). Přirozeně se nám naskýtá 
otázka, které z obou opačných vlastností je třeba přiznat větší „obecnost", který z oněch 
dvou typů reálných čísel se „častěji výskytuje". 

Chceme-li dát takto kladené otázce přesnou formulaci, musíme mít na zřeteli, že 
po každé, když jsme vyslovili nějakou vlastnost reálných čísel (na př. irracionálnost, 
nebo transcendentnost, nebo vyjádřitelnost s omezenou posloupností prvků atd.), 
souhrn všech reálných čísel se rozpadá vzhledem k této vlastnosti na dvě množiny: 
1. množinu čísel majících danou vlastnost a 2. množinu čísel bez této vlastnosti. Otázka, 
kterou chceme klást, se převede na úlohu porovnat tyto dvě množiny s cílem stanovit, 
která z nich obsahuje více čísel a která méně. Množiny reálných čísel lze však spolu 
srovnávat s různých hledisek a pomocí různých charakteristik. Můžeme klást otázku, 
jaká je jejich mohutnost, jejich míra i řada různých zevšeobecnění této míry. Nejzají-
mavější jak svou methodou, tak svými výsledky je metrická problematika, zabývající se 
mírou číselných množin, daných různými vlastnostmi čísel, jež se v nich vyskytují. 
Tato nauka, kterou možno nazvat metrickou aritmetikou kontinua, prošla v poslední době 
značným rozvojem a vedla k mnohým jednoduchým a zajímavým zákonitostem. Jako 
u každé nauky o aritmetické povaze irracionálních čísel, i zde je aparát řetězců přiroze-
ným a nejlepším nástrojem studia; abychom však vybudovali tento aparát jako nástroj 
metrické theorie čísel, t. j. abychom ho užili ke studiu míry množin, daných aritmetic-
kými vlastnostmi čísel, jež se v nich vyskytují, musíme patrně především podrobit onen 
aparát sám podrobné a všestranné metrické analyse; jinými slovy, musíme se naučit 
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určit míru množin čísel, jejichž rozklad v řetězec má předem daně vlastnosti. Otázky tohoto 
druhu mohou mít velmi různý charakter. Můžeme se ptát, jaká je míra množiny čísel, 
pro něž a4 = 2, nebo pro něž ql0 < 1000, nebo která mají omezenou posloupnost prvků, 
nebo mezi jejichž prvky nejsou sudá čísla atd., atd. Souhrn method sloužících k řešení 
úloh podobného druhu tvoří metrickou theorii řetězců, jejímž počátkům a elementárnímu 
použití je věnována tato kapitola. Ježto se přičtením libovolného celého čísla k danému 
reálnému číslu jeho podstatné aritmetické vlastnosti nemění, omezíme se přitom v dal-
ším na reálná čísla ležící v intervalu (0, 1) (t. j. položíme všude a0 = 0). V metrické 
theorii je takové omezení na konečný interval ostatně nutné, chceme-li, aby míra 
množiny nebyla v obecném případě nekonečně velká. 

Předpokládáme, že čtenář je obeznámen s hlavními větami theorie míry lineárních 
množin.') 

§ 12. P r v k y j a k o f u n k c e z o b r a z e n é h o č í s l a 

Každé reálné číslo ot lze jediným způsobem vyjádřit řetězcem 

ot = [o0; "i. »». •••]• 

Každý prvek an je tudíž jednoznačně určen tím, že je dáno číslo ot, t. j. je jednoznačnou 
funkcí a: 

«n - a„(cc). 
Ke zbudování metrické theorie řetězců je prvním krokem takové zkoumání této 

funkce, které by nám dovolilo utvořit si aspoň obecnou představu o jejím průběhu. 
Tomu je věnován tento paragraf. 
| Jak jsme již poznamenali v paragrafu 11, položíme všude a0 = 0; abychom zkrátili 
označení, budeme při tom místo 

ot = [0; «„ at,...] 
psát kratčeji 

ot = [olt a„ ...]; 
položíme tudíž 

[°i. °a< •••] = — i 
«i + + — 

Všimněme si nejdříve prvního prvku a1 jako funkce ot. Ježto 

1 , 1 
! T = 0 l + — — • 

je patrně a1 = j^—j, t. j. a1 je největší celé číslo nepřevyšující Je tudíž 

' ) Vědomosti více než dostačující k porozumění této kapitoly jsou obsaženy v knize: 
P. S. A lexandrov a A. N. Kolmogorov, Vvedenije v teoriju funkcij dejstvitel'nogo 
peremennogo, 1933, kap. VI. • V české literatuře: Čech. • 
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a1 = 1 pro 1 ^ < 2, t. j. i < OL ^ 1, 

= 2 pro 2 < — < 3, t. j. i < a. ^ 

OL 

« 1 = 3 pro 3 ^ -i- < 4, t. j. | < OL <í i , atd.; 

obecně 
= k pro k < — < k + 1, t. j. < OL <L -j-. 

— OL . k + 1 — k 
Funkce a t = a^tx) má tedy nespojitost pro všechny ty hodnoty a, při nichž — je celé 

ot 
číslo a roste do nekonečna při OL -*• oo. Její grafické zobrazení je dfino v obr. 1. 

Poznamenejme ještě, že ax je konstantní v každém z intervalů j—j < OL ̂  -^-J, 

které nazveme intervaly prvního pořadí, a že 
1 /o^ajda = + oo, 

0 
ježto tento integrál se dá patrně vyjádřit divergentní řadou 

I k l L L_) = s _ J _ . 
í_ i \k k+ i) k+ i 

Přejděme nyní ke studiu funkce a2(oc). K tomu si všimněme nejprve libovolného 
pevného intervalu prvního pořadí 

1 ^ 1 
jfcTT 

V tomto intervalu je však al= k, a tudíž 

rí 
při čemž 1 ^ r2 < oo a a, = [ r j . Když r2 roste od 1 do oo, a roste od , do -—, 

K -p 1 K 
probíhá tudíž daný interval prvního pořadí. Přitom je patmé, že 

Bj = 1 pro 1 ^ r s < 2, t. j . <í a < j f ^T j . 

a, = 2 pro 2 ^ rt < 3, t. j. ^ a < ^ p - j . 

Oj = 3 pro 3 ^ r, < 4, t. j. < 
a obecně 

aa = / pró / ^ r, < / + 1, t. j. —Í-— ^ OL < i - ^—. 

k + r k + m 
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V intervalu prvního pořadí ^ ^ < a £ -i- má tedy grafické znázornění funkce 

Oj(a) tvar vyobrazený na obr. 2. 
Funkce aa(<x) je stálá v každém z intervalů 

OUJOL) 

0 1 1 
s + 

± 3 1 a 

Obr. 1. 

které nazveme intervaly druhého pořadí. Každý interval prvního pořadí se tudíž roz-
padá na spočetnou množinu intervalů druhého pořadí jdoucích zleva napravo (připomí-
náme, že intervaly prvního pořadí tvoří posloupnost jdoucí zprava nalevo). Množina 
bodů, v nichž je a1 = lc, je jeden interval prvního pořadí; množina bodů, v nichž 
at = l, je spočetná množina intervalů druhého pořadí (po jednom v každém intervalu 
prvního pořadí). Každý interval prvního pořadí je určen podmínkou tvaru al = ír; 
každý interval druhého pořadí podmínkou tvaru a t = k, at= l. 

Definujme nyní již obecně interval pořadí n a sledujme průběh funkcí a^tx), at(oi),..., 
an(<x). Každá soustava hodnot 

= kv a, = fc2 o„ = kn (54) 

určuje interval Jn pořadí n. Abychom mohli sledovat průběh funkce o„+1(<x) v inter-
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valu Jn, poznamenejme, že libovolné číslo a tohoto intervalu lze znázornit ve tvaru 

<* — [^Í • • •> ^n' Tn+J» (55) 

kde r B + 1 nabývá všech možných hodnot od 1 do oo. Naopak, při libovolném r n + , 
(1< r n + 1 < oo) nám výraz (55) dává číslo «, pro něž jsou splněny podmínky (54) a které 
tudíž patří do intervalu Jn. Ježto an + 1 = [r„ + , ] , vidíme, že uvnitř každého z intervalů 

<h(a) 

A*1 
1 a 

1' 

Obr. 2. 

pořadí n nabývá a„+ ¡(ot) všech celých hodnot od 1 do oo. Abychom si utvořili přesnější 

obraz, označíme jako obvykle — sblížený zlomek čísla <\. Pak je 
9k 

Pnrn + 1 + P n-l a = — , 
9nrn +li 9n-l 

při čemž, probíhá-li a daný interval J„, r„+1 roste od 1 do oo, kdežto pn-i, 9n-i' 
pn, qn zůstávají stálými, protože tato čísla jsou určena čísly o 2 , . . . , oB, která mají pro 
všechny body z intervalu Jn tytéž hodnoty. Zejména klademe-li r B + 1 = 1 a r„+1 -»-oo, 
dostaneme jako koncové body intervalu Jn body 

Pn + Pn-1 
9n + 9n-i 

Pn 
9n 
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Protože 
a Pn _ Pnrn +1 + Pn-1 Pn _ 

9n ?n rn + i + 9 n - i 9n 

( -1)" 
9n(ín rn +1 + 9 n - l ) ' 

je a monotonní funkcí rn + 1 v intervalu (1, CD). Tedy i naopak rn + j a také a n + 1 je 
monotonní funkcí <x v intervalu 

Wn 9 n + ? n - l / 

Když tedy <x probíhá interval Jn, an + ,(x) probíhá postupně hodnoty 1, 2 , . . . a rozkládá 
přitom interval Jn na spočetnou množinu intervalů pořad! n + 1. Ty jsou po sobě roz-
loženy-zprava nalevo při sudém n a zleva napravo při lichém n. 

Tak je objasněno sestrojeni funkce an(<%) aspoň po kvalitativní stránce. Nazveme 
interval (0, 1) (jediným) intervalem pořadí 0 a především jej pokryjeme postupně sítí 
stále jemnějších intervalů, takže do každého již sestrojeného intervalu pořadí n vložíme 
posloupnost intervalů pořadí n + 1. 

Posloupnost jde zprava nalevo, je-li n sudé, a zleva napravo, je-li n liché. Funkce 
on + 1(a) (n = 0 ,1 ,2 , . . . ) je stálá v každém z těchto intervalů pořadí n + 1. Je 
monotonní a nabývá všech celých hodnot od 1 do oo v každém z intervalů pořadí n. 
Každé soustavě hodnot 

a t = a, = ís„ ..., an = fc„ 

odpovídá právě jeden interval pořadí n a naopak. Obecnější soustava hodnot 

<V = fci. am, = k S = kt 

určuje obecně spočetnou množinu intervalů. 
První otázka, kterou přirozeně klade metrická theorie řetězců, je určení míry množiny 

těch bodů bodů úsečky (0, 1), pro něž an = k. Víme již, že tato množina je vždy tvořena 
soustavou intervalů. Jde tudíž jen o určení součtu délek těchto intervalů. 

Označíme všude v dalším 

£ /in •••. 
V*» •••t.kif 

množinu bodů intervalu (0, 1), pro něž jsou splněny podmínky 

'»nt = an, = k* an, = kf 

Zde, jak se samo sebou rozumí, všechna n{ a kj jsou přirozená čísla, při čemž všechna n ( 

jsou mezi sebou různá. Již víme, že taková množina je vždy dána soustavou intervalů. 
Zvláště množina 

* ( t l- " l ) V»n Ktt • • •> Kn! 
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je — jak víme — interval pofadí n, charakterisovaný vztahy 
ai =h (f = 1» 2 ")• 

Vždy však mime 

Z E I"1' ™i' "i + ť •••• n»\ _ 
t j= l •••» fc,, itj + i, ..., kt] 

= Eln1,...,nl_1,nl + 1 n\ ^ 
\»ll •••! »¡-I. Kí+H '••> K»1 

Konečně označíme WIE míru množiny E. 
Vgimněme si nyní libovolného intervalu 

" (*., • • 'i 

pořadí n a intervalu v něm obsaženého 

jw E ( h 2 ^ 
n+ \ki, kt, ..., fcn, s J 

pořadí n + 1. Víme již, že koncovými body intervalu Jn jsou body 

Pn Pn + Pn-i 9b 9b + 9b-i 
sblížený zlom< 

9* 
kde obecně značí — sblížený zlomek řádu k řetězce 

[fen k„..., k j . 

Na druhé straně pro všechny body intervalu máme 

°n + i = [rB + il = 4» 
odkud 

» £ rn + 1 < 4 + 1 . 
Budou tudíž ze všech bodů 

Pn^n +1 + Pn-1 
9B*B + I ~T~ 9B - 1 

intervalu J „ patřit do intervalu ty, pro něž s ^ r n + 1 < s + 1, odkud plyne ze-
jména, že koncovými body intervalu j j jsou body 

Pn» + Pn-l Pn(* + 1) + Pn-l 
9n*+9n-I 9B(» + 1)+ 9B-I" 

Odtud 

Pn P B + P B - I WlJn 9b 9n+ 9B-i 9BÍ9B + 9n -1) 
(1 + ! j f ) 
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m l " n+l 
Pn» + Pn - 1 P n ( » + ! ) + P n - 1 

a tudíž 

9n* + 9n- l 9n(* + 1) + 9n- 1 
1 

(in® + 9n-i)(9n(» + 1) + 9n-i) ~ 
1 

* - ( « + * ? ) ( ' + 4 + V ) ' 

1 4- 9"-1 

1 + qn 
®ÍJ„ '(l + f - W l + i + f c l T 

\ *9n I \ s s9n I 
zde je druhý činitel na pravě straně patrně vždy menší než 2 a větší než J (na základě 
toho, že 

1 + * - ' 
I " „ 1 + i . + Í^LL < 3). 

! + 9 n - l — s s9n 

Dostáváme tedy 

c 
3ss " 9JIJ„ " sa 

1 < ^ í < » (57) 

To ukazuje, že v libovolném intervalu pořadí n ten interval pořadí n + 1, který je 
charakterisován hodnotou an + 1 = s, zaujímá část daného intervalu řádu —. Je velmi 
důležité, že hranice stanovené nerovnostmi (57) vůbec nezávisí ani na číslech klt kt, ..., 
kn, ani dokonce na pořadí n a jsou určeny jen číslem s. Přepíšeme-li tyto nerovnosti ve 
tvaru 

^ STO r'»> 2 m n 
. -apr < SJJÍJ«+i < ——• 

sečteme přes všechny intervaly J n pořadí n (neboli, což je totéž, přes kv kt, ...,kn 

v mezích od 1 do oo) a poznamenáme nakonec, že je při tom patrně 

S M / „ = I A Z M C I = W I E 

najdeme 

čímž je v prvním přiblížení řešena také vytčená úloha. Vidíme, že míra množiny bodů, 
. 1 2 

v nichž některý předem určený prvek má danou hodnotu s, leží vždy mezi ^-j a -j- (° je to 

tudíž zejména veličina řádu -j). 
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§ 13. M e t r i c k ý o d h a d v z r ů s t u p r v k ů 

Nyní již máme dostatečné množství látky k řešení úloh o míře množin, v jejichž určení 
se vyskytuje nekonečný počet prvků. Jako první příklad takové úlohy dokážeme toto 
jednoduché tvrzení. 

Věta 29. Množina všech lísd intervalu (0, 1) s omezenými prvky má míru nulovou. 

Důkaz. Označme EM množinu čísel intervalu (0, 1), jejichž všechny prvky jsou menší 
než M. Nechť je Jn libovolný interval pořadí n, jehož body jsou podrobeny podmínkám 

oť < M (i = 1, 2 n). (58) 

Body intervalu Jn vyhovující doplňující podmínce an + l = k určují interval pořadí 
n + 1, který označíme J^ii- Dle první z rovnic (57) je 

odkud 
SSJl 2 fn

k>+1 > mJn £ 

Ic^M iSJtí Ka 

M + l 
1 ježto však 

je tudíž 

kde položeno 

3 (M + 1) 

SJ®+1= J. . fc= 1 

^ J",+l > h m + T ) l = ( 5 9 ) 

r = 1 — 1 

3 ( M + 1)' 
při čemž je patrně r < 1, je-li M > 0. 

Označíme-li množinu čísel intervalu (0, 1) charakterisovanou podmínkami (58), 
vidíme z nerovnosti (59), že část množiny obsažená v některém z intervalů Jn 

pořadí n má míru menší než TÍWJn. Protože patrně interval pořadí n, který nepatří do 
množiny E ^ ' (t. j. nevyhovuje podmínkám (58)) nemůže obsahovat ani jeden bod mno-
žiny dostaneme, sčítáme-li nerovnost (59) přes všechny intervaly pořadí n, 
které se vyskytují v množině 

SD?E£+1) < zWEfK (60) 
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Postupné užití této nerovnosti nám poskytuje patrně 

^£(»+1) < T»gjl£U> ( n ^ i), 
odkud 

WIE™ 0 (n oo), 

ježto r < 1. Avšak svrchu definovaná množina EM je patrně obsažena v každé z mno-
žin E'£\ takže 

$JIEM = 0. 
Položíme-Ii nyní 

dostaneme 

2 EM — E, 
M= 1 

WIE<L2, WIEm = 0. 
M= 1 

Každé ěíslo s ohraničenými prvky patří patrně do množiny EM při dostatečně 
velkém AT, a tedy zřejmě do množiny E, čímž je věta dokázána. 

Víme (věta 23, kap. II), že čísla s omezenými prvky jsou taková čísla a, která při-
pouštějí přibližné vyjádření racionálními zlomky ne lepší než dle zákona 

< ^ ( 6 1 ) 

(k nimž patří, mezi jiným, všechny kvadratické irracionály). Vidíme nyní, že všechna 
taková čísla tvoří jen množinu míry 0; jinými ¿lovy, skoro všechna (t. j. všechna s vylou-
čením množiny nulové míry) čísla připouštějí lepší aproximaci racionálními zlomky. Je 
patrné, že hlavní úlohou metrické theorie aproximací je otázka, jaká je míra množiny 
čísel připouštějících daný stupeň přiblížení pomocí racionálních zlomků. Zejména, jaký 
je nejlepší zákon aproximace přípustný pro skoro všechna čísla; jinými slovy, v jaké míře 
může být zlepšen zákon daný nerovnostmi (61), zanedbáme-li množinu čísel a s mírou 0. 
Řešení této úlohy podáme v příštím paragrafu; zde ještě dokážeme toto tvrzení: 

Věta 30. Nechije <p(n) libovolná kladná funkce přirozeného argumentu n; nerovnost 

«n = «„(<*) ž íK") (62) 
•*> i 

je splněna pro skoro všechna <x v nekonečném počtu případů, je-li řada 2 divergentní; 
n=l?l(n) 

napróti tomu je nerovnost (62) splněna pro skoro všechna <x nanejvýš v konečném počtu 
® 1 

případů, je-li řada £ konvergentní. 
n=l<p(n) 

Předběžná poznámka . Položíme-li funkci <p(n) rovnou kladné konstantě M, odvo-
díme z věty 30, že množina EM, jíž jsme užili při důkazu věty 29, je nulové míry. Tak je 
možno větu 29 považovat za jeden z jednodušších speciálních případů věty 30. 
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Důkaz. První tvrzení věty se dokáže zcela analogicky jako. věta 29. Nechť je Jm+n 
interval pořadí m + n, pro jehož všechny body 

o m + i < 9K"» + 0 (» = 1 , 2 n) (63) 

(na al,at,...,am neklademe žádné podmínky). Zachováme-li označení zavedená při 
důkazu věty 29, najdeme analogicky s nerovností (59) 

501 S «/m+n+l < (l — , „ , i j MJm + n. fc<¥,(m+n+l) \ 3(1 + <p(m-\- n + 1))/ 

Sčítáme-li tuto nerovnost přes všechny intervaly pořadí m + " podrobené podmínkám 
(63) a označíme-U Em „ množinu všech čísel intervalu (0, 1), jež vyhovují těmto pod-
mínkám, najdeme patrně 

MEm.n+l < (l - 3(1 + p ( J + n + 1 ) ) ) 

Postupné užití této nerovnosti však dává 

ID J 
Diverguje-li řada D pak i řada 

n=1 <p(n) 
£ 1 

i=2 3(1 + <p(m + i)) 
při libovolném m patrně diverguje a odtud plyne, jak známe z theorie nekonečných sou-
činů, že součin 

n (i i ) 
i= 2 \ 3(1 + <p(m + i))j 

má za limitu 0 při n oo. Tudíž při libovolném m máme 

3BEm>„->0 oo). 

Avšak každé číslo a, při němž 

«m+ i<V(m+i) , (¿=1,2,...), 

patří patrně do všech množin 
Em,n = (n= 1,2,...); 

má proto množina všech takových čísel, kterou označíme Em, nutně míru 0. Klademe-li 
konečně 

Et + Et+ ... + Em+ ... = E, 

vidíme, že %JIE = 0. Avšak každé číslo a, pro něž nerovnost (62) je splněna jen pro ko-
nečný počet případů, musí patrně při dosti velkém m patřit do množiny Em, a tedy i do 
množiny E. Tak je dokázáno první tvrzení věty. 
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00 1 Nechť nyní řada Z konverguje. Nechť je Jn jeden z intervalů pořadí n a nechť 
n=19>(n) 

j e Jn+i interval pořadí n + 1 obsažený v Jn a definovaný doplňující podmínkou 
a„ + 1 = k. Podle druhé z nerovností (57) máme 

odkud 

m s < m j n s ± < 
k̂ <pn +1 tž^n+I) k% — 

9K" + 1)' 

Označíme-li f „ množinu čísel intervalu (0, 1), pro něž an f(n), a sčítáme-li získanou 
nerovnost dle všech intervalů Jn pořadí n, najdeme 

a B F»+ i < ^ T 1 ) ' 
ježto E9JíJ„ = 1. Míry množin F „ F „ ..., F„, . . . tvoří tudíž konvergentní řadu. 
Označíme-li F množinu takových čísel intervalu (0, 1), která patří do nekonečného 
počtu množin Fm , budeme mít10) 

5VIF = 0. 

Avšak množina F je patrně právě množinou čísel, pro něž nerovnost (62) je splněna 
v nekonečně mnoha případech. Tak je dokázáno i druhé tvrzení věty. 

§ 14. M e t r i c k ý o d h a d v z r ů s t u j m e n o v a t e l ů s b l í ž e n ý c h z l o m k ů . 
H l a v n í v ě t a m e t r i c k é t h e o r i e a p r o x i m a c e 

Věta 31. Existuje taková kladná absolutní konstanta B, že skoro viude platí pro dosta-
tečně velká n 

In = 9 » < 

Předběžná poznámka. V paragrafu 4, kap. I (věta 12) jsme viděli, že jmenovatelé 
qn pro viechna čísla a. vzrůstají, roste-li n, a to ne pomaleji než členy nějaké geometrické 
posloupnosti s absolutně stálým podílem. Věta 31 ukazuje, že pro skoro viechna cx jme-

10) Je to známé tvrzení metrické theorie množin. Zde však je důkaz: je zřejmé, že 
co co 

množina F pro libovolném je obsažena v množině £ F„,jejíž míra nepřevyšuje £ ®iF„, 
n=m 

a tudíž při dosti velkém m se může učinit libovolně malou. 
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novatelé qn rostou ne rychleji než členy nějaké geometrické posloupnosti rovněž s abso-
lutně stálým podílem. 

Tento stav věcí možno vyjádřit také takto: existují takové dvě absolutní konstanty 
a, A (1 < a < A), že pro skoro všechna čísla a z intervalu (0, 1) při dostatečně velkém 
n platí 

n 
*<Wn<A. 

Skutečně platí značně silnější tvrzení: existuje taková absolutnfkonstanta y, že platí 
skoro všude 

n 
(n ->• oo ). 

Avšak důkaz této věty je značně složitější a vyžaduje k provedení těch hlubších pomoc-
ných prostředků, se kterými se seznámíme v paragrafech 15 a 16. Bohužel, rámec této 
knihy nedovoluje v ní umístit tento důkaz. Avšak pro náš bližší hlavní cQ — větu 32 — 
je vlastnost čísel qn, o níž mluví věta 31, zcela dostačující. 

Důkaz. Označme En(g) (n > 0, g ^ 1) množinu čísel intervalu (0, 1), pro něž 

«i 
Je patrné, že tato množina představuje soustavu intervalů pořadí n; délka libovolného 
z těchto intervalů je rovna, jak víme z paragrafu 12, 

Pn P«+_P»-i|_ ' 1 < J_ < 1 

9n 9n + 9» -1 ! 1Á1n + 9n -1) q* (<>nan -1 • • • «a»!)' ' 

ježto po sobě jdoucí užití samozřejmé nerovnosti 

9n>°n9n-l 
dává 

9»><»n0n-l"-a«ai-
Tudíž 

WE„(g) < X , 1 , , , (64) 
• • • «„Sif n n—1 ''" 2 1 

kde se sčítání vztahuje na všechny kombinace přirozených čísel a t , a„ ..., an, jež vyho-
vují nerovnosti a t a , . . . a„ ^ g. Abychom odhadli tento součet, poznamenejme, že 

n l nl \\ 1 n 1 

n -T = n i + — —j——TT<2"n . , .. = 

a , + l a, +1 a,+ l a n + 1 

— á / 5 ř — / f - m ^ -

59 



a tudíž 

s { n - ¿ k 2v,(í), 
1«. w-1 ai I 

l 

//•••/ 

kde Jn(g) je n-násobný integrál 
1 dxj dxa . . . dx„ 

2 2 2 > xlxt ••• xn 
vztahující se na obor 

^ 1 (» = 1. 2 n), 

Při g ^ 1 přejde tento obor patrně v obor 1 ^ acť < oo (i = 1, 2, . . . , n) a dosta-
neme 

00 

J n ( g ) = ( / $ ) " = 1 = ( 6 5 ) 
1 

Dokážeme nyní, že pro g > 1 platí 

' ^ . I V M ' , (66) 
« í=o »! 

skutečně pro n = 1 tato rovnice nabývá tvaru 
00 

f d x _ ' 
' J x ' - g' 

9 
t. j . je správná. Připustíme-li, že tato rovnice platí pro n = k, dostaneme 

oo g 1 g 

Jk + i(g) = J - ^ r ^ Jk = j f Jt(") du = j [ j M " ) du+f Jk(u) d u j . 
1 **+1 0 0 1 

Vyjádříme-li v prvním integrálu Jj.(u) dle vzorce (65) a ve druhém dle vzorce (66), 
o nčmž jsme pro n = k, g ^ 1 učinili předpoklad, že je dokázán, dostáváme 

1 i . \ 1 í i V C°gg) i + 1 ) 1 £ 0°gg) i 

což jsme chtěli dokázat. Je tudíž 
2" » - 1 ťloee)' 

WlEn(g)<±- 2 ^ f L . 
8 o l! 

Zvláště klademe-li g = eAn, kde A > 1 je konstanta, dostaneme 

— UAn)* 
« A 
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V součtu, který dostaneme, je — jak lze snadno nahlédnout — každý člen menší než 
(An)n y 

n! • 
Užijeme-li proto k odhadu faktoriálů Stirlingova vzorce a označíme-li v dalším C„ C, 
kladné absolutní konstanty, dostaneme 

n! ra"e_n|/n 
Je-li však A dostatečně velké, platí 

A — log A — log2 — 1 > 1, 

takže SSJlE^ď4") je menší než n-tý člen konvergentní řady. Ježto je tedy řada 

Š WlE^e*-) 
n-1 

konvergentní, leží každé číslo intervalu (0, 1) s vyloučením množiny nulové míry na-
nejvýš v konečném počtu množin En(e / ,n). To však značí, že pro skoro všechna čísla 
intervalu (0, 1) máme nutně pro dostatečně velká n 

o,o, ...on< eAn. 
Ježto však 

9n = an9n -1 + In-2 < 2an1n-l\ 
a tudíž . 

In < 2™onon _ j ... a,a„ 

je skoro všude při dostatečně velkém n 

qn < 2 V " = e5", 
kde klademe B = A -(- log2. Tím je věta 31 dokázána. 

Získaný výsledek, který je i sám o sobě značně zajímavý, je obzvláště důležitý v da-
ném okamžiku, ježto dovoluje podat jednoduché řešení základní úlohy metrické theorie 
aproximací vytčené již v předcházejícím paragrafu. 

Vě ta 32. Nechi jef(x) kladná spojitá funkce kladného argumentu x, při čemž je x f(x) 
funkce nerostoucí. Pak má nerovnost 

a _ i L | < / ( ? ) (67) 
9 ! 9 

pro skoro všechna tx nekoneční mnoho řešení v celých číslech p a q(q > 0), je-li integrál 

ff(x)dx (68) 
0 

divergentní; naproti tomu má nerovnost (67) pro skoro všechna <x jen konečný počet řešení 
celými p a q(q> 0), je-li integrál (68) konvergentní. 
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Předběžná poznámka. Zvláště na základě věty 32 má na př. nerovnost 

q q1 logq 

skoro všude nekonečně mnoho řešeni, naproti tomu má nerovnost 

p_\ < i 
\ q | galogl+«q 

pro každé kladné e > 0 skoro všude jen konečný počet řešeni. Po těchto příkladech si 
můžeme udělat představu o tom, pokud se změní obecný zákon přiblížení, zanedbáme-li 
množinu míry nulové. 

Důkaz. 1. Nechť integrál (68) diverguje. Položíme 

«**) = *Bxf(<?% 

kde B je konstanta vyskytující se ve větě 31. Pak integrál 
A BA 

fax) dx = ~ J f ( u ) du, 
a Ba 

kde A > a > 0, roste nade všechny meze při A -*• oo, ježto však funkce <p(x) dle pod-
mínky věty neroste, řada 

s vin) 
. n = l 

diverguje. Dle věty 30 z toho soudíme, že nerovnost 

je skoro všude splněna pro nekonečně mnoho hodnot i. Je-li tato nerovnost splněna, 
máme 

li 
1 < 1 < 7*0 

Qrti + i ai + i9i 9< 
(69) 

Dle věty 31 máme skoro všude pro dosti velká i 

<Z, < 
pdkud 

i > log 9, 

Nerovnost (69) tedy skoro všude při dostatečně velkém i vede k nerovnosti 

m /logg<\ 

a-EL | < 
li I li 
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Tato poslední nerovnost je splněna tudíž skoro všude pro nekonečně mnoho hodnot i,, 
čímž je dokázáno první tvrzení věty. 

2. Připustíme nyní, že integrál (68) a tudíž i řada 

Š/(n) 
¿=1 

konverguje. Označíme En množinu čísel a v intervalu (0, 1), která při vhodně zvole něm 
celém k hoví nerovnosti 

n 

[ 2f(n\ 1 2 množina En je sjednocením intervalů délky ——- majících středy v bodech —, —,. . 
n n n 

intervalů ( o , * ^ ) a (l l ) ] . Máme 

MEn £ 2/(„) 
(znak < platí v případě/(n) > Tudíž je řada 

S S0lEn 
n=l 

konvergentní. Z toho soudíme, jako již vícekrát, že skoro každé číslo intervalu (0, 1) 
může patřit nanejvýš do konečného počtu množin £„, a to patrně značí, že skoro všechna 
čísla oi úsečky (0, 1) při dostatečně velkém celém kladném q a libovolném celém p hoví 
nerovnosti 

> f(q) 

čímž je dokázáno i druhé tvrzení věty. 
V příštím paragrafu se seznámíme s methodou, která dovoluje řešit značně hlubší 

úlohy metrické theorie řetězců. 

§ 15. G a u s s ů v p r o b l é m a K u z m i n o v a v ě t a 

V tomto paragrafu si všimneme problému, který byl historicky první úlohou metrické 
theorie řetězců. Tato úloha, položená již Gaussem, byla rozřešena až v roce 1928. 

Položíme-li, jako obyčejně, 

<x = [0; o„ o„ ..., o„, ...], 
Tn = Tn(aí) = K ; an + V °n + 2' •••]• 

pak zn = zn(oí) nechť značí hodnotu řetězce 

[0; an + 1, on + 2,...], 

63. 



to znamená 
*n = rn ~ °n-

Z toho plyne, že vždy 

0 ^ z„ < 1. 

Označíme mn(x) míru množiny čísel a z intervalu (0, 1), pro něž 

*n(«) < *• 

V jednom ze svých dopisů Laplaceovi tvrdil Gauss, že se mu podařil důkaz věty, dle 
níž 

lim m n ( x ) = W ^ ( 0 š x < l ) ; 
IV-»® l o g 2 

tamtéž poukázal na to, že by bylo žádoucí podat odhad řádu malosti rozdílu 

log(l + x) 
mn(x) ¡¿¿2 (70) 

při velkých hodnotách n, což se mu, dle jeho slov, zcela nezdařilo. Gaussův důkaz, jak se 
zdá, nikde nebyl uveřejněn. Jiná řešení tohoto problém rovněž nebyla známa až do 
roku 1928, kdy vyšel důkaz' Gaussova tvrzení nalezený R. O. Kuzminem; zároveň 
našel R. O. Kuzmin i velmi dobrý odhad pro rozdíl (70). Úlohou tohoto paragrafu je 
vyložit tyto výsledky R. O. Kuzmina, jakož i některá jejich zevšeobecnění nutná pro 
dalíí.11) 

Již Gaussovi bylo známo, že posloupnost funkcí 

m,(x), ro^x), m,(x),..., mn(x),... 

vyhovuje funkční rovnici 

m„ + »(x) |m„ ( i - ) - mB [ j ^ j ] (71) 

Podle zřejmého vztahu 

°n + l + zn + 
je totiž splněna nerovnost zn + 1 < * v tom a jenom v tom případě, jsou-li při vhodně 
zvoleném celém kladném k splněny nerovnosti 

1 / 1 

k+x k 

Protože pak míra množiny těch čísel, která splňují onu nerovnost, je patrně 

" • " ( ^ - " • " ( r h ř ) ' 
11) R. O. Kuzmin, podobně jako Gauss, formuluje získané výsledky v pojmech 

theorie pravděpodobnosti, což ovšem nemění jejich metrický obsah. 
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plyne odtud vztah (71). 
Lze si snadno ihned ověřit, že funkce 

<p(x) = C log(l + *) 

vyhovuje při libarvolném konstantním C vztahu 

• « - ¿ { ' ( ¿ W ^ J } -
což pravděpodobně posloužilo také Gaussovi jako pokyn k správnému vyjádření limity 
funkcí m„(x) při n-> oo. 

Formální derivování vzorce (71) dává 

(72) 

Snadno se přesvědčíme, že vztah (72) je skutečně splněn. Ježto totiž patrně z0(a) = a, 
je m0(x) = * a tudíž m0(x) = 1. Je-li však obecně při libovolném n funkce mn(x) ome-
zená a spojitá, je řada na pravé straně vztahu (72) stejnoměrně konvergentní v inter-
valu (0, 1). Součet této řady je tudíž také omezený a spojitý a roven mn+1(x) dle známé 
věty o derivování řad po členech. Tak se vztah (72) dokáže pomocí indukce. 

Rovnice (72) je značně vhodnější pro úvahy než rovnice (71). Na ni se vztahuje hlavní 
výsledek R. O. Kuzmina, k jehož důkazu nyní přistoupíme. 

Věta 33. Nechť je 
/.(*)./.(*)./,(*) /„<*).... 

posloupnost reálných funkci definovaných v intervalu <(0, které v nim vyhovují vztahu 

(73) 

Je-li pro 0 £ x £ 1 
0 </„(*)< M a l/iWK/í, 

pak 

/„<*) = + »Ae-^ ( 0 ^ 1), 
kde 

1 

o 
A je absolutní kladná konstanta a A kladná konstanta závislá jen na M a fí. 

Vzhledem ke složitosti důkazu předešleme několik elementárních pomocných vět. 

Pomocná vě t a 1. Pro libovolné n ^ O 

/„(*) = S/o , * , , (74) 
Wn + *9n-l I \1n + *<ln-l) 

5 — fietézové zlomky 6S 



kde í—, P" P" 11 je libovolný interval pořadí n a kde se sčítání provádí přes všechny 
\ 9B 9 n + 9 n - I I 

intervaly pořadí n (neboli, což je totéž, přes prvky alt a2, ...,an v mezích od 1 do oo). 

' Důkaz. Pro n = 0 je vztah (74) triviální, ježto v tomto případě je jediný interval 
(0, 1), při čemž p0 = 0, g0 = 1, = l , g _ 1 = 0. Předpokládáme-li však, že vztah 
(74) platí pro nějaké n, dostaneme dle základní rovnice (73) 

fn+IM=£(TT^/"(ÍTÍ)-

(k + W* 1 . 1 / 1 \a 

= g» | f ((Pnk + P„-,) + *Pn\ 1 = 
k-1 \ (?„fe + 9n-l) + *9»/ {(?«fe + 9»-l) + *9n)2 

° Wn+i + xqn } (qn + 1 + xqn)3' 

což jsme chtěli dokázat. 

Pomocná vě t a 2. Za podmínek vity (33) platí pro n ^ 0 

\f'n(x)\ < 4M. 

Důkaz. Derivujeme-li po členech vztah (74), dostaneme 

, <n> , ( iy>-l (n) o_ , 
/»(*) = S / 0 ( u ) * .4 - 2 2/0(u) J " ; 1 , 

Wn + *9n - l ) Wn + «9« -1) 
kde je položeno 

u _ P n + xPn-1 
9 B + * 9 B - 1 

a oprávněnost derivování po členech plyne ze stejnoměrné konvergence obou součtů 
na pravé straně pro 0 ^ * ^ 1. Poznamenáme-li, že 

( í n + * 9 n - 1 ) ' 9 n ( 9 n + í r f ^ l ) 

a že dle věty 12, kap. I 

9 n ( 9 „ + 9 „ - i ) > > 2 " - 1 , 

přihlížíme-li pak ke zřejmému vztahu 
<n) 1 (n) 
S = S 

9n(9n + 9n-l) 
Pn Pn + Pn -1 
9B 9 b + 9 B - 1 

1, 
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dostaneme na základě podmínek věty (33) 

!/»(*)! < 2 ^ + 4M, 

což jsme chtěli dokázat. 

Pomocná v ě t a 3. Je-li 

* < /„<«) < -r^- 1), 1 + * 1 + * 
je i 

' ; <fn + i(x) < T~T~z l + x - 1 + x 

Důkaz. Za podmínek pomocné věty dává základní vztah (73) 

® t 1 00 T 1 
2 i— T T T ^ i < / « + !<*) < 2 

»li . , _J_(fc + *)a 'B+lv ' , , _J_(k + «)•• 
"'"fc+x + fc+* 

neboli 
CO 1 ' OO 1 

*-l (fc+*)(fc+*+ 1) < / n + l W < (fc+ *)(*+*+ 1)' 
neboli, což je však totéž, 

® / 1 1 \ 00 / 1 j x 

neboli konečně 
í T 

<A+iW < 1 + + 

což jsme chtěli dokázat. 

Pomocná vě t a 4. 

//„(z) dz = //.(z) dz (re = 0,1, 2,.. .). 
O o 

Důkaz. Dle základního vztahu (73) pro ra > O 

1 1 k 1 
/ / „ ( z ) dz = f f / . - ^ ) / / . - . < • > du = / / . - , < • > d«, 
0 0 1 0 

i+1 
odkud plyne úplnou indukcí tvrzení pomocné věty 4. 
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Důkaz věty 33. Funkce f0(x) je dle předpokladu schopná derivace, a tudíž i spojitá pro 
0 £ x £ 1. Ježto dle předpokladu je kladná v onom intervalu, má v něm i kladné mi-
nimum, které označíme m. Z podmínek m £ /<,(*) < Af(0 £ x £ 1) plyne patrně 

neboli 

kde je položeno 

Položíme nyní 

— </oW<T-T^ i + * ^ i + * 

g = G = 2M. 

f n { x ) ~ T + l c = «"»W (° ^ * = h n = h 2 ' 
Dle pomocné věty 3 funkce F(x) = r-7— vyhovuje rovnici 

1 + x 

F(x) = S F l-rl—) * ,a k-l + (k + x)1 

(což se snadno ověří také bezprostředně). Odtud patrně plyne, že posloupnost funkcí 

7>o(*).<Pi(x) VnM' ••• 
vyhovuje rovnici (73), a tudíž pro ni platí i všechny důsledky odvozené z oné rovnice, 
zvláště vztah (74). Položíme-li tudíž jako dříve pro krátkost 

u_ Pn + XPn-1 
9n+ *qn-1 ' 

dostaneme 
(») 1 

<Pn(x) = S<Po(") . , „ S » 
Wn + x1n — 1) 

odkud podle zřejmých nerovností 

9» + 1 á 9n + 9n-l < 29n « <Po(") > <> 
najdeme 

*Pn(x) > isVo(u) - 7 — 7 • (75) 
9n(9n+ 9n- i ) 

Na druhé straně nám poskytuje věta o střední hodnotě 
1 

i f V o ( z ) d z = i % o ( u ' ) ^ - ± - — y (76) 
0 

kde u' je jeden z bodů intervalu (—, P n + P — ^ a —-. í r je délka tohoto in-
\9n 9 n + 9 n - i / 9nWn + 9n- l ) 

tervalu. Vztahy (75) a (76) nám dávají 
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<PÁ*) - i/<PoW d* > i S((<Po(")-7>o(«')) qÁqn l Qn j 
O B » B 1 

Ježto vSak patrně 

M*)\ á l/ÍWI + g < m + e (o á * ^ i). 

je i 

w . > - ,o(u-)i < c ,+ ,>i . - . i 

a proto n&m nerovnost (77) d&vfi 

o 
kde je položeno 

í= }/<pt(z)dz. 
0 

Dostaneme tak: 

g , , P + g^g + l — 2'n + 1(M + g) gi 

Zcela stejně, viimneme-li si posloupnosti funkcí 

V"(*> = r f - - / . < * > (" = o,i,2,...) 
i i 

a provedeme-li analogické úsudky, přijdeme k nerovnosti 

G— /' + 2 - n + 1(/i + G) Gt 
/»(*) < 1 + * 1 + x 

kde klademe 

. l' = ±Jy>»{z)dz. 
0 

Ježto { > 0 a /' > 0, je při dostatečně velkém n 

g<gi<Gl<G t a 
Gx —«1 < G—g — (i + n + 2 - » + V + G). 

Ježto vSak 

o 
platí 

Gt — gt < (G - g ) d + 2-»+!0i + G), 



kde 

je kladná absolutní konstanta. 
Shrňme výsledek, který jsme získali. Z podmínek 

r ~ < / o W < r ^ v l/ÓWI < p 

dostaneme, že při dostateční velkém n platí 

kde 
g < gi < Gt < G, Gi —gl < (G—g) ó + 2~n+2(/Á + G). 

Zvolíme-Ii nyní jako výchozí funkci fn(x) místo f„(x) a opakujeme provedený postup 
úsudků, přijdeme zřejmě ke vztahu 

<An(*) < 1 + x ^ ' V ' ^ l + x' 
při čemž 

gi < gt < G, < G l t 

G,—g, < ó(Gt — gx) + 2 " » + V . + GJ, 

kde Hi je kladně číslo, pro něž 

s l / > ) l < f t 
Pokračujíce v tomto postupu, dojdeme obecně ke vztahu 

gT - <frn(*) < T^- (0£x£l; r= 0,1,2,...), 1 + * •"" w 1 + » 
při čemž pro r > 0 

gr-1<gr< Gr < G f _ l t 

Gr-gr < ¿(.Gr^-gr-x) + 2"» + 2 0 i r - 1 + Gr_1), (78) 

kde f t r - i je. kladné číslo, pro něž 

Podle pomocné věty 2 můžeme položit 

Pt = 2^=3 + 4 M (r= 0,1,2,...), 

a tudíž, bylo-li zvoleno n dostatečně velké, 

ft.<5 M (r = 1,2, . . .) . 
\ 
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Postupné užití nerovnosti (78) pro r = 1, 2, n nám tedy dává 

c„ —g„ < (G — g) <5" + 2-»+2{0í + 2M) + 

+ 7M(5»"2 + 7 Má»"8 + . . . + 7M5+7M}. 

Ježto <5 < 1 je absolutní konstanta, plyne odtud patrně 

Gn—.gn<Be-*», 

kde A > 0 je absolutní konstanta, B > 0 však závisí jen m l f a / i . 
Odtud plyne především, že existuje obecně limita 

limG„ = limg„ = a 
B-»CO n—KD 

1 + * < Be~ín (0£x£l), 

odkud zejména 

/ fn<(z) dz -> a log2 (n co), 

a tudíž dle pomocné věty 4 
X 

= í^2 / « • > * • 

Nechť je konečně na ^ iV < (n + l)2- Protože podle nerovnosti (79) platí 

a — 2Be~Xn , . . o+2 .Be-* n 

1 + * 
je na základě pomocné věty 3 

a — 2 Be-*r-
< /„(') < 

1 + * 

a + 2Be~Xn 

neboli 

M*) = < 2Be-*» = < 

(79) 

kde je položeno A — 2Be*. Tuto nerovnost, Btanovenou pro dostatečně velká N, je 
zřejmě možno patřičným zvětšením konstanty A učinit platnou pro všechna N ^ 0, 
čímž je dokázána věta 33 úplně. 

Vrátíme-Ii se nyní ke Gaussovu problému a položíme-li 

/„(*) = m'„(x) (0£x£ 1), 

máme/0(x) = 1, čímž jsou všechny podmínky věty 33 splněny. Tak dostaneme 

mn(*) — 
1 

(1 + x)log2 
Ae-til» 1), (80) 
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odkud najdeme integrováním 

m„(x) log(l + *) 
log2 < Ae-ífr 1), 

kde A a A jsou kladně absolutní konstanty. Tak je patrně nejen dokázáno Gaussovo 
tvrzení, nýbrž je nalezen i dobrý odhad zbytkového členu. 

Užijeme nyní tohoto výsledku k odhadu míry množiny bodů, pro něž an = Je, pro 
velké hodnoty n. Ježto patrně podmínka a„ = k je ekvivalentní s nerovnostmi 

1 . 1 < Z„_, s - p 

platí 
i 

T 

WIE (J) = m n - i ( | ) - - « - . ( j T ^ r ) = / " * - l < * > dx, 

odkud podle nerovnosti (80) 

1 
ř+í 

WIE (") l o b ( 1 + iRfcTY)) 
W log2 

< k(k + i) (81) 

Odtud dostáváme nyní speciálně pro veličinu WIE pro niž jsme stanovili vparagrafu 

13 jen dosti hrubé nerovnosti, přesný limitní vztah 

SUlE i
n\ , l o g i1 + EffTT)) , oo). 

Tak na př. míra množiny bodů, pro něž oB = 1, konverguje při n -> oo k číslu 
log4 — log3 

íog2 V 
Avšak věta 33 umožňuje zároveň s důkazem Gaussova tvrzení dostat i obecnější 

velmi důležitý výsledek. A ten se budeme snažit v dalším odvodit. Označme Mn(x) míru 
množiny čísel, která jsou z nějakého daného intervalu pořadí k a vyhovují nadto pod-
mínce zk + n < x; jinak řečeno, Mn(x) je míra množiny čísel z intervalu (0, 1), jež vyho-
vují podmínkám 

(82) r t , a , : , ak = i
 xk + n < *« 

kde r l t r„ . . . , r k jsou daná přirozená čísla, kdežto n ¡> 0 a x (0 íS x 1) se mohou libo-
volně měnit. 

Aby byly splněny podmínky (82), je patrně nutné a postačující, aby byly splněny 
podmínky 

<h = ri. a% = rs> • 
1 ^ 1 

1 = rfc;
 T X < Z* + n _ 1 — T ' 
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kde r je nějaké přirozené číslo. Odtud plyne 

Mn(x) = 2 (v^rý] 

podle toho posloupnost funkcí 

M'0(x), M[(x) M>),... 
vyhovuje rovnici (73). 

Libovolné číslo oc z intervalu (—, P* + P * - i | zn£zornit ve tvaru 
\9 k 1k + gjt-1 / 

PkTk +1 + P*- i 
« = ; » 

9kTk + i + 9k~i 
neboli, ježto 

1 
Tk +1 

a = Pk + zkPk-i 
9k + **9*-i 

Pro zk < x musí číslo a ležet mezi — a P* xPk-i ^ „ ¿ j e j 
9* 9» + ®9* -1 

M„(x) = | P * _ P * + * P * - ' I = ? (83) 
I 9fc 9* + *9fc-i I - 9kÍ9k + *9t-i) 

Položíme-li nyní 

MB(x) = S0l£Í1' 2 *)*„(*) ( « ^ 0 , 0 ^ * ^ 1 ) , 
\rl> r rkl 

dostaneme novou posloupnost funkcí 

*.(*). Zi(*). *>(*) *„(*). • • 
přitom patmě funkce Xn(x)> které se liší jen konstantním činitelem od příslušných 
funkcí M'n{x), rovněž vyhovují rovnici (73). Ježto patrně 

3REÍ1' 2 h ) = Pk Pk + Pk -1 
I 9* 9* + 9* -1 

d&vá nům rovnice (83) 

i 
9*(9* + 9k-i) 

odkud 

Zo(*) = 

9k + 9k-ix ' 

9*(9* + 9t-i) 
(9k + 9k-ix)' 

29k9k-Á9k + 9* -1). 
(,9k + 9k-ix)* 
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je tudíž 
\ < Xo(x) < 2, Ixjtol < 4 (O ^ * ^ 1). 

To ukazuje, že lze na posloupnost funkcí Xn(x) užít věty 33, při čemž čísla A a A jsou 
absolutními konstantami, t. j. obzvláště nezávislými na r15 r„ ..., rk. Tak dostáváme 

ví . r rkl 
Intégrujeme-li však tento vztah v mezích od do —, kde r je libovolně přirozené 
číslo, dostaneme pro \ů'\ < 1: 

M T ) - * M t t t ) l og(1 + ^ ) ) , ^ 
WE 11.2 k\ log2 + r ( r + l ) (1, 2 fc\ 

\ r l ' • • Tkl 

ježto však patrně 

je 
WE!1' 2 k< k + ".+ = 

\r l t r„ ..., rk, r } 

= h h ^ r A w é w f i , 2 u\ 
\ . Iog2 + r ( r + 1) l M U r r j ' 

Konečně můžeme sečíst tento vztah dle některého (libovolného) z čísel rlt r „ ..'., rk 
v mezích od 1 do oo. Ve výsledku takového sčítání odpovídající indexy prostě odpadnou, 
na obou stranách vztahu, takže místo posloupnosti po sobě jdoucích indexů 1, 2 , . . . , k 
dostaneme posloupnost libovolných indexů nlf n„ ..., nt, při čemž v ostatních svých 
rysech zůstane vztah nezměněn. Tak docházíme k tomuto tvrzení: 

Věta 34. Existují takoví dví kladní absolutní konstanty A a X, ze pro n t < n , < ... < 
< nt < nt +, a pro libovolná celá kladná rl5 r „ .. í, rt, r platí 

5VIE ("i. " f+ . ) log (l + , * ) 
\r t , r„ ..., rt,r f_ _ ° \ r(r + 2)/ 

"<) l 0 g 2 

\ri, tí> • • rtI 

£ -Jll/n, -n~=T 
r(r + 1 ) " < + 1 ' • 

Tento výsledek ukazuje, že netoliko míra množiny čísel intervalu (0,1), pro něž 
a n = r, má pro n -*• oo určitou limitu, nýbrž že k téže limitě konverguje také poměr 

fSJlE í"i' •••' n« + i) 
Vi, rt rt, r l_ 

5DIE (ni' n í | 
\r„ r„ ..., rtl 
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§ 16. S t ř e d n í h o d n o t y 

Výsledek předešlého paragrafu nám poskytuje možnost dokázat toto obecnější 
tvrzení. 

Věta 35. Nechť je f(r) nezáporná funkce přirozeného argumentu r a nechť existují takové 
kladné konstanty C a <5, ie 

f(r) < Crl-d (r = 1, 2, ...). 

Pak pro všechna čísla z intervalu (0, 1) — s vyloučením nanejvýše množiny míry nulové — 
platí 

lim i = ( 8 4 ) 
n-^ffl n logí 

Předběžná poznámka. Konvergence řady na pravé straně rovnice (84) vyplývá 
samozřejmě z podmínky uložené funkci f{r). 

Důkaz. Položme 
1 l 

//(«») d« = /(/(«*) — «*)* d<* -o o 

/(/(„,) - U i ) ( / K ) - uk) d<* = g t k , 
o 

2 (/(»*) — uk) = >n = »«(<*)• 
k=1 

Existence všech napsaných integrálů plyne snadno z předpokládaných vlastností 
funkce f(r). Ježto totiž platí 

{/(r)}» < C*rl-2d, 

má smysl 
'1 

f {/(<.*)}' d« =X{f(r))mE tyj < 2C« ! ^ = C,, 
o 

odkud dle nerovnosti Bunjakovského-Schwarzovy snadno plyne existence i všech výše 
uvedených integrálů. Zejména odtud plyne, že 

l 
h= / { / K ) } 2 d a — uk< C„ 

o 
uk = / / K ) da < ]//{/(<.*)}' dx < \Č~ 

o r o 

(85) 
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Dále máme zřejmě při k > i: 
i 

Sile = / / ( * < ) / ( » * ) da - uiuk = S f(r)f(s) WE *) - uťu4. 
' ' L 1 

AviAk dle věty 34 a závěrečných neróvností paragrafu 12 

(86) 

WIE 

Ae-x\k=i=I 

2WE {" — 
\*l 

s(s + 1) 3JÍE h < mE WIE tyj, 

A e - ^ 

(87) 

log2 3(S + 1) ZAe-flt-inEtyj. (88) 

Násobíme-li však nerovnost (88) čislem a srovnáme výsledek s nerovnosti (87), 
najdeme 

gjl£ (*< — WIE (i) WIE I 

Podle toho dává nám vztah (86): -

< 6^e-AV*-i-l h SOIE lk 

Poznamenáme-Ii, že 

g i k - Z f ( r ) f ( s ) WIE (*) (*) + utuk 

2/(r)/(s)SDí£ (*) WIE lk) = niUfc r,«-l W \s/ 
a užijeme-li druhé z nerovnosti (85) k odhadu pravé strany, dostaneme odtud 

\gik\ < 6Ae~^k~i~1uiuk < bAC*-^^- ' 

Užijeme-li odhadů (85) a (89), najdeme pro n > m > 0: 

/(»„ - sm)> da = /{ S (/(«.*) - uk)}* da = , 
0 0 *=ro+l 

= S }{f(ak)-uk)*da+ 2S 2 / { / ( ^ - « i l í / W - ^ d « : 
* = m+l 0 i=m+l fc=i+l 0 

(89) 

4 = m+l ¡=m-r 1 i t=i+l 
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< Q n — m) + 12ACt 2 2 < C,(n — m), (90) 
i—m+1 fc = i + 1 

kde Ci je nová kladná konstanta. 
Označíme en množinu čísel intervalu (0, 1), pro něž 

l»nl ^ en< 

kde s je libovolně daná kladná konstanta. Patrně je 
1 

/ s* da ^ jsi da ^ e2
n

2VJlen, 0 

a podle toho nerovnost (90) dává (při m = 0) 

k 

Konverguje tedy řada 

* " — Q 

Cfl ^ a 5~ ^ a • 
— £an2 e%n 

2 S 
n=I 

a tudíž, jak víme, skoro vSechna čísla intervalu (0,1) patří nanejvýš do konečného 
počtu množin en> (n = 1, 2,.. .). To znamená, že pro skoro všechna čísla intervalu (0, 1) 
při dostatečně velkém n platí 

* » * -
—r < e. n' 

Protože však e lze voli ti libovolně malé, je skoro všude 

Um = 0. (91) 

Dále pro n* ^ N < (n + 1)» vzorec (90) dává 
1 

f(»y — V ) d a < C,(N-n>) < C,(2n + 1) ^ 3C,n. 
0 

Označíme-U en,{/ množinu čísel intervalu (0,1), pro něž jij, — »„• | ^ en1, a klademe-li 

2 en,N = En, 
N-n' 

budeme pak mít pro n ' ^ N < (re + 1)*: 
1 

f(»X — »„•)' da^f (sN — sn.y da > ^ ' fO te^y , 
0 VlV 

3C, 
,y < -ríí. 
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proto Z SDlEn konverguje. Skoro každé číalo intervalu (0,1) patři tudíž, jali víme, na-
n=l 

nejvýš do konečného počtu množin En, a tedy i nanejvýš do konečného počtu množin 
« n T o však značí, že skoro všechna čísla intervalu (0, 1) vyhovuj! pro dosti velké n 
a pro re" £ N < (re + l)4 vztahu / 

ta — Vl < ř"2-
Jinak řečeno, skoro všude pro dostatečně velké re a re' £ N < (re + 1)* platí 

| i j — s„'| 
< e; 

a ježto e je libovolně malé, je skoro všude 

[re —> oo, rea< JV< (re+ 1)»]. 
re" re* 

Podle vztahu (91) plyne odtud patrně, že je skoro všude 

a tedy tím spíše 

-^- - •0 [re ao, re»^ JV < (re + 1)'], fí4 

£ - 0 (JV- 00). 

Jinými slovy, je skoro všude 

1 £ / K > - i £ uk^0 (JV-* 00). 
k-l J» üt-1 

(92) 

Avšak dle vzorce (81) předešlého paragrafu 

U *-E / ( r ) -
r-1 log2 = 2 fír) WIE 

108 i1 

log2 

< Ae-^k-l 2 / ( r L . < Aye-^ť, 
— r-l r(r + 1) 

kde A1 je novi kladná konstanta. Proto 

- l0g í1 + 

«* - s / (o — i - T - <* - * ®). r-l log2 
a platí tedy také 

1 jr » log (l + rtTTžlí 
. ± S„ f c-»S/(r) * l n g T + " (JV-oo). 

JV *-l r-l loBZ 
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Vzhledem k tomu vztah (92) nám dává 

1 * *> lo6 í1 + ^ T l j ) 
t„i r . i log2 « 

skoro všude v intervalu (0, 1), čímž je dokázána věta 35. 
Dokázané tvrzení dovoluje stanovit celou řadu vlastností řetězců, platných pro skoro 

všechna irracionální čísla. Položme na příklad 

/ (r) = 1 pro r = k a / ( r) = 0 pro r =t= k, 

kde k je (libovolné) přirozené číslo. V tomto případě patrně součet 

V„(fe) = £ / K ) ¡=1 
představuje číslo udávající, kolikrát se vyskytuje číslo k mezi n prvními prvky daného 
řetězce. Avšak vztah 

""(fe). = i -£ / (« , . ) n re ¿ ^ i 

nám dává jakoby hustotu čísla k mezi prvními n prvky daného řetězce; konečně limitu 

iim *M = d(k)t 

existuje-li, lze přirozeně vyložit jako hustotu lisla k v celé posloupnosti prvků daného 
fetlzce. 

Ježto námi definovaná funkce / (r) vyhovuje patrně všem podmínkám věty 35, sou-
díme na základě této věty, že pro libovolné k tato hustota skoro všude existuje a skoro 
všude má tutéž hodnotu. Táž věta nadto dává možnost vypočíst tuto hustotu. Patrně je 
skoro všude 

log4 —log3 log9 — log8 log 16 — log!5  
d ( 1 ) = log2 d ( 2 ) = log2 ' d ( 3 ) = ¡¿¿2 ' 

atd. Libovolné přirozené číslo vyskytuje se tudíž v průměru stejně často jako prvek 
při rozvoji skoro všech čísel. 

Další zajímavý výsledek dostaneme, klademe-li 

/ ( r) = logr ( r = 1,2,3, . . . ) ; 

všechny podmínky věty 35 jsou při tom splněny; nacházíme tudíž, že skoro všude 

- l o g ( 1 + ř ( 7 T 2 ) ) , 
— S logo, 2 logr — j— (n co), 
" i - l r -1 l oZz 

neboli, což je totéž, 
i i 

\aiat...an^n + 
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Tudíž geometrický průměr prvních n prvků má skoro všude pro re -> oo za limitu 
absolutní konstantu 

oo / i 

Je patrně, že věta 35 dovoluje stanovit analogické výsledky i pro celou řadu jiných 
středních hodnot. Pokud však jde o aritmetický průměr 

1 » 
— 2 oť, (93) n i-i 

nelze jej studovat touto methodou, protože přísluiná funkce f(r) = r nevyhovuje 
podmínkám věty 35. Lze však snadno nahlédnout z elementárnějších úvah, že není 
možno, aby výraz (93) měl skoro všude konečnou limitu. Podle věty 30 (§ 13) máme 
totiž skoro všude pro nekonečně mnoho hodnot 

pak tím spíše 

odkud 

a „ > n logre, 

£ a ( > re logre, 
¡=1 

1 » 
— Z <it > logre. 
" i-1 

Je tedy veličina (93) skoro všude neomezená a tudíž, jak jsme tvrdili, nemůže mít 
konečnou limitu. 
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POZNÁMKY P Ř E K L A D A T E L O V Y • 

• § 1. S c h é m a pro v ý p o č e t s b l í ž e n ý c h z l o m k ů (k § 2) 

Při výpočtu sblížených zlomků ze vzorců (7) (§ 2) je výhodné užít schématu 

k —1 0 1 2 . . . k | ... 
ak "o "i "t 

Pk P-i Po Pi Pa 0 Pk = akPk-1 + Pk-t 

<lk <I-i 9o 9i 9a 9k = ak1k-i + qk-2 1 

Př ík lad pro výpočet hodnoty řetězce [2; 3, 2, 1, 4, 2, 3]; dostaneme tak schéma: 

k —1 0 1 2 3 4 5 6 

"k 2 3 2 4 2 3 

Pk u - 2 7 16 23 . 108 239 825 

1k 0 1 3 7 10 47 104 359 

Zde na př. 239 = 2 . 108 + 23, 104 = 2 . 47 + 10. 

825 
[2; 3, 2, 1,4, 2 , 3 ] = ^ . 

• § 2. K o n v e r g e n c e p r a v i d e l n ý c h ř e t ě z c ů (k § 4) 

Snadno můžeme dokázat bez použití věty 10 (§ 3), že každý nekonečný pravidelný 
řetězec (definici viz v Překladatelově předmluvě) konverguje. Dle § 4 posloupnost 

qk,... je stále rostoucí. Ježto jsou to celá kladná čísla, roste do nekonečna 
s Je. Z věty 4 (§ 2) plyne, že posloupnost sblížených zlomků sudého (lichého) řádu, která 
je rostoucí (klesající) a omezená shora (zdola), má limitu. Ze vzorce 9 (§ 2) pak plyne 

(— l)fc 

rovnost obou těchto limit, ježto <fc9k-i -*• oo (pro Je -> oo), tedy lim — = 0. 
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• .§ 3. N e ú p l n é d ě l e n í . C e l á č á s t r e á l n é h o č í s l a 

Libovolné celé číslo a je buď násobkem celého kladného čísla 6, nebo padne mezi dva 
po sobě jdoucí násobky qb a (q + 1) b. Lze tedy psát 

a = qb + r, (1) 
kde r je jedno z čísel 

0,1,2 i—1. (2) 

V tomto vyjádření se nazývá q (neúplným) podílem a r nejmeníim nezáporným zbytkem. 
Poznamenejme, že jsoú-li čísla a a b (6 > 0) ve vzorci (1) dána, jsou čísla q ar stano-

vena jednoznačně, takže každé celé číslo a lze psát jediným způsobem ve tvaru qb -f r , 
kde r je jedno z čísel (2). 

P ř í k l a d y . Při „neúplném dělení" čísla 321 číslem 74 dostáváme 321 = 4 • 74 + 25 
a při „neúplném dělení" čísla — 46 číslem 17 dostáváme — 46 = — 3 - 1 7 + 5. 

Dělíme-li na obou stranách ve vzorci (1) číslem 6, vidíme, že jej lze'psát též ve tvaru 

° . r 

~b=q + T' 

kde q, neúplný podíl, je největší celé číslo < -7- a je buď 0, n,eb kladné číslo < 1. 
6 6 

Částečné podíly q se čaBto vyskytují v číselné theorii a bylo pro ně zavedeno označení 

se nazývá celou iástí zlomku. 

Samozřejmě [n] — n pro celé n. 

Rozšíříme nyní pojem celé části na reálná čísla. Při reálném <% je [a], celá část a , nej-
větší celé číslo <1 a , tedy celé číslo g, pro něž g ^ a < g + 1. Pro rozdíl a — [a] je tedy 
0 £ « - [ « ] < 1 . 

P ř í k l a d y . ^ 2 ] " = 1, [e] = 2, [TI] = 3. 

Pro [a] platí: [a + n] = [a] + n, je-li n celé. 

[ t ] = [ x ] p r o ^ k l o d n é 

p » , . , , [ 4 v i j . [ í i í V S ] . [ i ± M ] . [ i Ť i ] . [ i + _ , 

' ) Viz na př.: Rychlík [1, 10]. (Takto se poukazuje na spisy v abecedním seznamu 
literatury.) 
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P ^ ^ ^ . p ř e j j J i ] - ^ ] - ! « ! - , . 

• § 4. E u k l i d ů v a l g o r i t m u s (k § 5) 

Nechť značí x0, x1 dvě celá čísla, při čemž xt je kladné. Proveďme neúplné dělení 
čísla x0 číslem x1 s nejmenším nezáporným zbytkem xa a s neúplným podílem a0, takže 

x„ = a^Xi + *„ 0 £ x, < *,. 

a0 = j a je a0 = 0 pro 0 £ x0< x1, jinak má a„ totéž znaménko jako x0. „Nevyjde-li 

dělení" (není-li x0 dělitelné x^, je tedy xa > 0; proveďme dalií neúplné dělení x t číslem 

x2 s nejmenším nezáporným zbytkem x3 a neúplným podílem a1 = j^—j, takže 

xi - Oi*E + X„ 0 £ x, < x,; 

nevyjde-li opět dělení, proveďme neúplné dělení x, číslem i , . Pokračujeme-Ii v tomto 
postupu, dostaneme postupně 

x0 = a0x1 

*i = "ixi + *s. (1) 
x, = o,*, + x4, 

kde ak, xk jsou, počínaje k = 1, celá kladná čísla a platí 

il>xt>x,>... (2) 

Celá čísla xk klesají při k ^ 1, jsou však stále iž 0. Celý postup se tedy skončí po koneč-
ném počtu kroků tím, že konečně dělení vyjde, tedy zbytek bude = 0. Nechť je to 
zbytek xn_|_,; předpokládejme pak, že je n > 0, takže první dělení nevyšlo. Pak jsou 
v (1) poslední dvě rovnice 

xn— i = "«-!*„ + *n+i. "n-i = í1') 

_ _ r xn 1 _ xn . xn — anxn-n* an — ~ I — > 
L * n + i J x n + i 

protože je n > 0, je xn > x n + 1 , takže poslední neúplný podíl x„ je > 1, tedy aspoň 
roven 2. 

Popsaný postup není nic jiného než známý Euklidův algoritmus, jehož se užívá k urče-
ní největšího společného dělitele čísel x0 a x,. Tím je, jak lze snadno nahlédnout, 
xn +1*8) « 

a) Bližší o této otázce viz na př. Rychlík [i, 40]. 
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Položme — = = rk pro fc ̂  1, takže vzhledem k (2) je vždy rk > 1. Rov-
*1 xk + l 

nice (1) přecházejí v rovnice 

a = »o + —. °o = W . 

ri = + r - "i = (7IL 

1 r -rn-i = an-i + —' "n-i = Lrn-iJ' 

Je tedy 
a = [a0; at, a„ ..., o j . 

Pro n = 0 je a celé číslo, <x = a0. 
Tak je udán postup, jak rozvinout racionální číslo v pravidelný řetězec. 
Euklidův algoritmus poskytuje pro racionální necelé číslo řetězec, jehož poslední 

prvek je ^ 2. Existuje jediné takové znázornění (§ 5). 
Schematicky budeme (1) a (1') psát 

P ř í k l a d 1. a = 
t>5 

x0' xl' • • xn— 1' xw xn + l 
•••< an-l<an 

96, 65, 31, 3, 1 
1, 2, 10,3 

96 = 1 . 65 + 31, 65 = 2 . 31 + 3, 31 = 10 . 3 + 1, 3 = 3 . 1. 
i/ y v 

96 
Řetězec pro racionální číslo ^ je [1; 2, 10, 3]. 

, , „ 1260 P ř í k l a d 2. a = -—r . 456 
1260, 456, 348, 108, 24, 12 

2, 1, 3, 4, 2 ; 

zde čísla 1260 a 456 mají největšího společného dělitele 12. Po zkrácení dostáváme 

« = ~ = [2; 1, 3, 4, 2]. 

• § 5. P r a v i d e l n é ř e t ě z c e (k § 4, 5) 

O konečných pravidelných řetězcích pro necelá čísla se ve spise předpokládá, že je-
jich poslední prvek je ^ 2. 

Nebudeme se nyní omezovat na takové řetězce. Pak platí věta, že lze racionální 
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číslo rozvinout, a to jediným způsobem, v pravidelný řetězec, jehož poslední prvek je 
roven 1. Takový rozvoj dostáváme z řetězce, jehož poslední prvek je ^ 2, podle vzorce 

[a0; a„ a„ ..., o„] = [o0; o„ a„ ..., an — 1, 1]. 

Pro celá racionální čísla platí a0 = [a0 — 1; 1]; na př. 0 = [— 1; 1]. 
Z obou napsaných sobě rovných řetězců má druhý o jeden prvek více než první, 

takže počet prvků je u jednoho z nich sudý, u druhého lichý. Lze tedy volit za počet 
prvků jak sudé, tak liché číslo. Platí pak tato věta: 

Kaidi racionální číslo lze rozvinout jediným způsobem v pravidelný řetězec, je-li přede-
psána parita počtu prvků. 

• § 6. Ř e š e n i l i n e á r n í d i o f a n t i c k é r o v n i c e ax—by=c 

Jako důležité použití theorie řetězců uvádíme řešení diofantické rovnice 

<uc — by=c; (1) 

přitom jsou a, b, c daná celá čísla a máme určit neznámé x, y tak, aby to byla celá 
čísla. 

Je-li d největší společný dělitel čísel a, b, je třeba k řešitelnosti, aby c bylo dělitelné d. 
Pak lze rovnici (1) číslem d krátit a lze tedy předpokládat, že d = 1. Možno tedy beze 
všeho předpokládat, že čísla a, b jsou nesoudělná. Dále je možno předpokládat, že 
b > 0 (dosáhne se toho po případě změnou znaménka v rovnici (1)). Případ b = 1 je 
triviální, takže lze předpokládat, že b > 1. 

Rozviňme v pravidelný řetězec o 
-jj- = [o0; o„ a8,..., o„]; 

označme sblížené zlomky 

Pak je 

^ (fc= 0,1,2,...,n). 
9fc 

JL = £» 
b 9n 

Protože tyto zlomky jsou irreducibilní a mají kladné jmenovatele, je a = p„, b = g„. 
Je však (věta 2, § 2) 

9 n P n - l — P n 9 n - 1 = (—1)"' j- "9n- 1 ~ bPn-1 = 1)" 1 

a dále 
• « - 1)"- '9»-^) - H(- 1 r-ipn-l') = 

Je tedy řešením fs 

^ ( - l ) " - 1 ^ - ! « . Jo = ( - ! ) " - ipn - i ' - (2) 
f 
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Lze však volit n tak, aby n — 1 bylo sudé, t. j. n liché (tedy aby řetězec pro měl Uchy 
b 

počet členů n, t. j. aby počet prvků a0, Oj, ..., an, který je n + 1, byl sudý). Pak je 

* o = 9 n - i c . y« = Pn-lc-

Když jsme tak pomocí nauky o řetězcích dostali jedno řeSení x0, y0, takže je 

ax0 — by„ = e, (3) 

lze snadno určit všechna řešení. K tomu odečtěme od rovnice (1) rovnici (3). Tak dosta-
neme 

a(x — x0) —b(y— ya) = 0, 
t . j . 

° _y—yo 
b x — x0

m 

Ježto zlomek je irreducibilní, plyne odtud o 
y — y0 = ta, x — x0 = tb (obecné řešení), 

kde t je libovolné celé číslo. 

P ř ík l ad 1. 5* — 3y = 1. 

y = [ l ; l , 2 ] = [ l ; l , l , l ] . 

Schéma k určení sblížených zlomků je 

1 1 1 1 

0 1 2 3 5 

1 1 1 2 3 

Odtud x„ = 2, y0 = 3; obecné řešení je pak x = 2 + 3l, y = 3 + 5t. 
Kladná řešení dostáváme pro t ^ 0. 
Kdybychom užili řetězce [1; 1, 2], bylo by příslušné schéma 

1 1 2 

I 1 2 5 

0 1 1 
/ 

3 

a dostali bychom x0 = — 1, y0 = — 2; obecné řešení je x = — 1 + 3f, y = — 2 + 5t. 
Kladná řešení dostáváme pro t ^ 1. 
Př ík lad 2. 

96x + 65y = 1000. 
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Pišme tuto rovnici ve tvaru 

96 70 K rozvití — — v řetězec užijeme schématu 65 

— 96* — 65y = — 1000. 

ie schématu 

96, 65, 34, 31, 3 ,1 
—2, 1, 1, 10,3 

96 Tak dostáváme řetězec pro — — : 65 

— I I = [—2; 1,1, 10, 3] = [—2; 1, 1, 10, 2, 1]. 

Schema k určení sblížených zlomků je pak 

—2 1 1 10 2 1 

1 —2 —1 —3 —31 —65 —96 

0 1 1 2 21 44 65 

Je tedy 
Xq — 44 • — 1000 = — 44 000, v, = — 65 • — 1000 = 65 000. 

-

Obecné řešení je 

* = _ 44 000 + 65«, y = 65 000 — 96t. 

Řešení s kladnými x a y dostaneme pro 

— 44 000 + 65t > 0, 65 000 — 96l > 0, 

t . j. při 

neboli 

Ježto 

44 000 . „ 65 000 t > ——— a zároveň t < 65 

¿4 000 

96 

65 000 
65 < ' < ^ 6 ^ 

m = 6 7 6 , m . = 677, 

jsou tyto nerovnosti splněny jedině pro t = 677. 
Klademe-li tedy v obecném řešení t = 677, dostáváme jediné řešení dané diofantické 

rovnice kladnými x, y: x = 5, y = 8. \ 
Obecné řešení lze pak psát ve tvaru 

* = 5 + 65ť, y = 8 — 96«'. 
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• § 7. Ř e š e n í l i n e á r n í k o n g r u e n c e ax=b (modm) 

Řešení kongruence 

a x = b (modm), (1) 

kde m > 1 a a, nt jsou nesoudělná čísla, je úkol ekvivalentní s řešením diofantickč rov-

ax — my = 6. . (2) 

„ a , . , . a p-Rozvinme — v retezec, takže — = —. m m qn 

Pak podle vzorce (2) předešlého paragrafu je 

*o = ( - I)""1«»-!*, r» = ( - 1 r - ^ n - i b 

řešením diofantické rovnice (2), a tedy vzorec pro x0 poskytuje řešení kongruence (1). 
Q 

Rozvineme-li — vřetězec se sudým (lichým) počtem prvků při b > 0 (6 < 0), bude b m 
mít totéž znaménko jako (— l ) " - 1 , takže bude (— l ) n _ 1 6 = |6|. 

Tak dostáváme řešení 

P ř ík l ad 1. 
7 x = 2 (modli). 

7 , 7 Zde b = 2 > 0, rozvineme tedy — v řetězec se sudým počtem prvků — = [0; 11,1, 

2, 1]. K určení sblížených zlomků máme schéma 

0 1 1 1 2 1 

1 0 1 1 2 5 7 

0 1 1 2 3 8 11 

Bude tedy 

Př ík lad 2. 
x = 8 - 2 = 16 = 5 (modli). 

« 

lx= — 2 (modli). 

Ježto b — — 2 < 0, rozvineme -jy v řetězec s lichým počtem prvků yy = [0; 1, 1,1, 3]. 

Schéma pro výpočet sblížených zlomků je 

0 1 1 1 3 

1 0 1 1 2 7 

0 1 1 2 3 11 
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Je tedy řešením 
* = 3 • |— 2| = 6 (njodll). 

P ř í k l a d 3. 

5* = 7 (mod63). 

Ježto b = 7 > 0, rozvineme v řetězec se sudým počtem prvků 

[0; 12, 1, 1, 1, 1]. 

Schéma pro výpočet sblížených zlomků je 

0 12 1 1 1 1 

1 0 1 1 2 3 5 

0 1 12 13 25 38 63 

Je tedy __ 
x = 38 • 7 = 266 = 14 (mod63). 

• § 8. Vztahy ^ mezi řetězci. Rozvoj desetinného 
zlomku v řetězec 

Všimněme si nyní, který ze dvou neidentických pravidelných řetězců má větší hod -
notu. Nechť je 

<x = [o,; o„ a„ ..., o j 

konečný řetězec. S ním chceme porovnat řetězec 

§ = [o„; Oj, a„ .. . , a„, a n + 1 , . . . ] , 

který může být konečný nebo nekonečný. Označme zbytky prvého řetězce rn , druhého 
s„. Nejprve je r„ = a„; 

»n = K ; ®n+1* •••] > »«; t edy rn < »n; 
z rovnic 

1 1 rn-l — °n-1 + sn- l — °b-i + 
'n 9n 

__ 1 _ , 1 
r « - i s n - i 

plyne pak postupně 
r B - l > ' n - l > 
Tn - 2 < an - 2' 

při čemž se znaky i j střídají. Poslední z těchto nerovností je « > fi nebo a < f), podle 
toho, je-li počet prvků n + 1 sudý nebo lichý (neboli počet členů řetězce n lichý nebo 
sudý). Tak dostáváme tuto vě tu . , 
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Připojíme-li ke konečnému řetězci dolit konečný nebo nekonečný počet prvků, zmenii 
(resp. zvětil) se jeho hodnota dle toho, byl-li původní počet prvků n + 1 sudý (resp. lichý), 
neboli dle toho, byl-li původní počet členů řetězce n lichý (nebo sudý). 

Budeme se důle zabývat řetězci 

a = [«o; »1. a on -1- °n> • • •]« 
P = [o0; «i. «i, • •.. an _ j , 6 „ , . . . ] , 

při ěemž nechť je 6„ > an. Je-li pak na př. 

<* = [ "o! « i . •••» a „ - v an, 1 ] , () = [ a 0 ; a „ a„ ..., o n _ 1 , an + 1 ] , 

víme již (§ 4), že a = Tento případ nyní vyloučíme ze svých úvah. Jsou-li opět rk, sk 
zbytky obou řetězců, je nejprve 

«n ž K iž °n + 1 ^ rn; 
je tedy 5n ^ rn a rovnost nastává jen ve vyloučeném případě. Skutečně je tedy sn > rB 

a z ty>ho plyne jáko dříve, že a > § nebo a < j8, podle toho, je-li n + 1 sudé nebo liché. 
To vede k větě: 

Liií-li se dva neidentické pravidelné řetězce jen tak, že jsou tvaru ' 

K ; ° n - l « °n> 1]» ["o! ° n •••• a n - v "n + 

mdjí stejnou hodnotu. Jinak mají různé hodnoty a je — značí-li n 0) počet společných 
počátečních prvků — větší ten, který při sudém (lichém) n má větší (resp. menší) n-tý člen. 

Z toho plyne zejména, že se pravidelný řetězec zvětší, zvětší-li se některý z prvků 
a„, a„ a4, ..., aneb zmenší-li se některý z prvků a„ o3, o 6 , . . . 

Dále dostáváme větu: 
Souhlasí-li pravidelné řetězce pro reálná čísla ft, y v prvních n prvcích, počíná řetězec pro 

každé číslo <x ležící mezi ¡3 ay rovněž těmito n prvky. Další prvek leží nutně mezi3) odpovída-
jícími si prvky řetězců pro @ a y. 

, Kdyby tomu tak nebylo, bylo by podle předešlého nutně číslo » buď větší než každé 
z čísel P a y, nebo menší než každé z nich; neleželo by tedy <x mezi nimi. 

Posledně věta má význam, jde-li o to, rozvinout v pravidelný řetězec číslo <%, pro něž 
známe jen několik počátečních desetinných míst. Neboť potom také jsou stanovena 
dvě racionální čísla, mezi nimiž a leží. Rozvineme-li tato dvě racionální čísla v řetězce 
a shodují-li se v prvních n prvcích, počíná rozvoj čísla a v řetězec také těmito n prvky. 
Abychom se vyhnuli zbytečnému počítání, rozvinujeme ovšem obě racionální čísla sou-
časně v řetězce a skončíme počet, jakmile se objeví odchylka. 

Př ík lad . Pro Ludolfovo číslo 7t platí nerovnosti 

3,141 592 653 58 < Jt < 3,141 592 653 59. 
Nalezneme 

3,141 592 653 58 = [3; 7, 15, 1, 292, 1, 1, 1, 1,...], 
3,141 592 653 59 = [3; 7, 15, 1, 292, 1, 1, 1, 2,.. .]. 

3) Včetně hranic. 
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Ježto se tyto řetězce shodují v prvních osmi prvcích, je těž 

i r = [3; 7, 15, 1,292, 1, 1, 1,. . .] 

a z&rovéň je patrné, že nejhližsí prvek je bud 1, nebo 2. Kdybychom vyšli od většího 
poětu desetinných míst, zjistili bychom, že nejbližší prvek je skutečně 2. 

Obecný zákon pro prvky čísla ir není znám. Naproti tomu je možno číslo e vyjádřit 
řetězcem jednoduchého tvaru 

e = [2; 1, 2,1, 1, 4,1, 1, 6, 1 1, 2k, 1,...].«) 

• § 9. N e j l e p S í p ř i b l í ž e n í (k § 6) 

Dle věty 15 je každý zlomek, který je nejlepším přiblížením (prvního druhu) čísla <x, 
buď sblíženým, nebo vsunutým zlomkem. Sblížené zlomky jsou až na triviální výjimku 
vesměs nejlepšími přihlíženími (věta 17). O tom, které vsunuté zlomky jsou také nejlep-
ším přiblížením, nás poučuje věta : 

Vsunutý zlomek ~ a ~' (existující jen pro ak > 1) je tehdy a jen tehdy nej-
1k-1 + rPk-1 

lepším přiblížením, je-li 2r > ak, nebo též, je-li 2r = ak a zároveň 

lak ; ak-ii •••» °a < > lak i ak +1 > ak +a, • • •] ! 
naproti tomu pro 2r < ak nedostáváme nejlepší přiblíženi.") 

Vidíme, že ze zlomků vsunutých, ležících mezi Eíjzl. a Eh.-
9 * - a 9* 

Pk-t + Pk-i Pk-2 + 2Pfc-i . Pk-a + (afc— 1)^-1 
^ i + 9* - 1 ' 9 * - » + 2 9

t
_ , ' 9 f c - 2 + ( » * — 1) 9 t - i ' 

poskytuje jen druhá polovina nejlepší přiblížení. Je-li ak — 1 liché, bude střední zlomek 
nejlepším přihlížením dle toho, platí-li a^-x, . . . , aa, a j > ak+1, ...] nebo ne. 

Tato věta nám umožňuje vypsat posloupnost všech nejlepších přiblížení čísla <x, a to 
tak, že každý další zlomek leží blíže k a než předcházející. Zlomky jsbu pak samy sebou 
uspořádány dle rostoucích jmenovatelů; jsou částečně větší, částečně menší než a.. 
Přechod od větších než a. k menším než a a naopak nastává při zlomcích sblížených. 

a c 
Jsou-li — a —r- dva po sobě jdoucí zlomky této posloupnosti, je mezi všemi zlomky, které o o 
leží blíže k a než právě -¡- zlomek s nejmenším jmenovatelem, o a 

Př ík lad . Objasníme si to při Ludolfově čísle 7?. Nalezli jsme 

t c = [3; 7, 15, 1,292, 1, 1,...]. 

*) Jednoduché odvození viz na př.: Perron [2, 109—111]. 
") H. J. Stephen Smith. Viz na př.: PerTon [1, 60]. 
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Sblížené zlomky jsou tedy * 
3 22 333 355 103 993 104 348 
1 ' 7 ' 106' TÍ3' 33 102' 33 2 1 5 ' " " 

kdežto vsunuté zlomky mají tvar 
3r + 1 22r' + 3 355r* + 333 

r ' 7r' + 1 ' 113r" + 106' " ' 

1 ^ r £ 6, 1 ^ ť £ 14, 1 ^ r" ^ 291, . . . 

333r" + 2 2 
Zlomky tvaru 7 odpadají, ježto Oj = 1, takže již pro T" = 1 se dostane zlomek 
sblížený. Vsunuté zlomky jsou nejlepšími přiblíženími pro 

, . . , 13 16 19 
r = 4, 5, 6; tedy —, —, —, 

, j 179 201 223 245 267 289 311 r ' = 8, 9, 10, 11,13,14; tedy — , — , — , 

, , 0 J 5 2 518 52 873 
= " ' ' t 6 d y 16717' 1 6 8 5 0 ' -

Poskytuje-Ii již hodnota r" = 146 nejlepší přiblížení, závisí na tom, je-li splněna ne-
rovnost 

[««; aat ®2> "1] > ["4! °6! • • •]» 
je to vSak 

[292; 1, 15,7] >[292; 1,1, . . .] . 

52 163 Ona nerovnost je tedy dle • § 8 skutečně splněna; je tedy již zlomek vznika-16 604 
jící pro r'" = 146 nejlepším přiblížením. Tudíž jsou nejlepšími přiblíženími po řadě 

3 13 16 ¡9 22 
V 4' 5' 6' 7' 

179 201 223 245 267 289 311 333 
"57' 64 ' 71 ' 78 ' 85 ' 92 ' 99 ' 106' 

355 52 163 52 518 52 873 
113' 16_604' 16_717' 16830* 

při čemž čára pod zlomky značí, že jsou menší než 7t, čára nad zlomky, že jsou větší než 
7r. Mezi těmito zlomky si zaslouží pozornosti jako obzvláště příznivé přiblížení zlomek 
22 
—; neboť abychom se hodnotě rc ještě více přiblížili, je třeba jmenovatele značně 

355 
zvětšit, ze 7 na 57. Obzvláště výborným přiblížením je však zlomek yy^; zde jmenovatel 

není příliš veliký, abychom se však více přiblížili číslu 7t, nutno provést značné zvětšení 
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jmenovatele, až na 16 604, a přitom je zisk nepatrný; neboť chyba se tím, jak důle uve-
333 

denů tabulka ukazuje, zmenší jen asi o 2°/00. Naproti tomu je zlomek 77—, ač je to 
106 

„nejlepší přiblížení" a dokonce sblížený zlomek, dosti nepříznivý. Neboť se malým 
zvětšením jmenovatele, na 113, chyba značně zmenší. Vidíme, že dostaneme obzvláště 
příznivé aproximace při velikých prvcích ak, zde při 15 a 292. 

22 22 
— = 3,142 857, chyba ic = —0,001; 

223 
= 3,140 845, chyba = + 0,000 7; 

^ = 3,141 509 4, chyba = + 0,000 08; 
106 

= 3,141 592 920 35, chyba = — 0,000 000 266 76; 

= 3,141 592 387 376, chyba = + 0,000 000 266 21. 16 604 / 
Je zajímavé, že některé z těchto zlomků byly známy jako dobré aproximace pro rc již 

. 2 2 223 
dříve, než byly studovány řetězce. Tak Archimedes našel, že 7t leží mezi — a -yj- . 

• 333 355 Adrián Metius (1571—1635) zná zlomky --— a j-r- . 
106 113 

• § 10. K v a d r a t i c k é i r r a c i o n á l y (k § 10) 

2. Při kg = 0 se řetězec nazývá ryze periodický. Jinak při fc0 > 0 se nazývá nery ze 
periodický. Prvky a0; at,..., akt_l tvořípředperiodí a akt, aka + 1,..ak> + A _ t periodu. 

Ryze periodický' řetězec má tvar [a0; Oj, a2, ...,<»>,_ 1], takže předperiodí odpadá. 
Ryze periodický zlomek můžeme považovat za neryze periodický a neryze periodický za 
neryze periodický s delším předperiodím. Je patrně na př. 

[a„; Oi, a2, ..., ak<)_ako. + ...» aA:0 + A-i] 

= [a0; ot, at,..., afco_!, ako, at-0 + 1,..., ak() + h_l, o^J. 

2. Jsou-li a h malá čísla, je možno stanovit kvadratickou rovnici pro hodnotu 
periodického řetězce přímo, bez užití theorie řetězců. 

P ř í k l a d 1. 
<x = [2; 3]. 

Pak je 

* = 2 + — 1 = 2 + - L l = 2 + ^ T T = ř í - ? ' 
3 -( — 3 + — 3 a + 1 3 a + 1 

^ 3 + . . . 
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takže a je kořenem kvadratické rovnice 

x(3x + 1 ) = 7* + 2, t . j . 3x' — 6x — 2= 0. 

Je tedy [2; 3] = ¿(3 + V15); druhý kořen této rovnice je záporný, takže nevyhovuje. 

P ř í k l a d 2. 
« = [1; 1,3]. 

_1 
J 

J 
1 

Pak je 
a — 1 = 

3 + ' 
1 + 

t . j . 

a —1 = 1 + -
1 1 

3 + 
3 + 0 * - l ) 

3 + .. . , 

1 + 
1 ot + 3 

a + 2~ <x+ 2 ' 
1 + ... 

Je tedy a kořenem kvadratické rovnice 

* + 2 = (x— 1X*+ 3), t . j . *»+ * — 5 = 0; 
tak dostáváme a = i(— 1 + j/^I), ježto J(— 1 — ^21) < 0. 

3. Pro ryze periodický zlomek je a = r , = rh, takže dle vzorce (48) (§ 10) je 

= Ph-l01 + Ph-l 
9a-ia + 9ft-j ' 

<x je tedy kořenem kvadratické rovnice -

9»-i*' + (9» - 2— P»-i)*— Ph-2= 

Př ík l ad . 
a = [1; 2, 3. 4]. 

Zde je h = 4 a rovnice pro a je 

Ss*1 + (9i —PÚx — Pi = 0. 
Potřebné sblížené hodnoty dává schéma: 

k —1 0 1 2 3 

«* 1 2 3 4 

Pk 1 1 3 10 43 

9k 0 1 2 7 30 

Kvadratická rovnice pro a je tedy 30*» — 36* — 10 = 0 a po zkrácení dvěma 

15«»— 18*— 5 = 0. 
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Odtud vypočteme 
9 + 2V39 

15 

4. Pro neryze periodický zlomek je 

= Pk,-lTk, + Pfc.-i 
1k,-lTk, + 9fc.-s 

kde rkl> je ryze periodický zlomek , 

který již dovedeme vypočíst. 
P ř ík l ad . 

a = [2; 3,10,1, 1,1]. 
Zde je 

„ _ Plr2 + Po _ > 1 + 2 
9i r j + 9o 3ra + 1 ' 

kde r2 je ryze periodický řetězec r2 = [10; 1, 1, 1]. 
Zde je h = 4; prvky řetězce ra označme a'^ a čitatele a jmenovatele jeho sblížených, 

zlomků p™, q'*1. 

Pro ra máme kvadratickou rovnici 

ti^+Wť-p^x-pf^O. 

Určeme potřebně sblížené hodnoty pomocí schématu: 

k —1 0 1 2 3 

Ofc 10 1 1 1 

Pk 1 10 11 21 32 

9* 0 1 1 2 3 

Kvadratická rovnice pro ra je tedy 3x* — 30* — 21 =» 0 nebo po zkrácení třemi 

— 10* — 7 = 0. 
Odtud plyne 

r , = 5 + y32 = 5 + ^ 2 . 

Dosazením doyvzorce pro <x dostáváme 

35 + 2B]/2 + 2 20 — 1/2" [2; 3,10, 1,1,1] = 
25 + 12V2 + 1 8 

5. Zobrazení kvadratické irracionály řetězcem ukážeme na příkladech. 
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P ř í k l a d 1. 1/59. 
« = y59 = 7 + (1/59 — 7), ([VS9] = 7), 

1 1/Š9+- 7 = 1 + V59—3 ^ 5 9 + 7 j 
VSÍ-.7 10 

IO I/59+3 
V Š 9 - -3 5 

5 I/59+7 
1/59 — -7 2 

2 y s 9 + 7 

yi9- .7 5 

5 1/59+3 

' 1 /59 — 7 / n / 5 9 + 7 

, ( P ^ l = 2 = 2 + 

= 1 + 

2 

^59 — 3 
5 ' \L 5 J 

yi9—7 
J/Š9—3 10 " ' 10 

10 
VŠ9 —7 

1 

^59 + 7 = 14+ (J/59 — 7), ([]/59 + 7] = 14), 

r ' - - r i " 

VŠ9= [7; 1, 2, 7, 2,1, 14]. 
Zde je šestičlenná perioda 1, 2, 7, 2 ,1,14 a předperiodí o jednom čísle 7. 

P ř í k l a d 2. 

. . 2 + p . 1 + V J ^ , ( [ V I I + i ] - . ) • > . 

14 1/37 + 3 J/37 — 5 / r j / 3 7 + 3 1 \ 
Ti - = — r ~ = 4 + — r - ' • IL—2—J = v • 

2 V 3 7 + 5 . , ] / 3 7 - l / f j / 3 7 + 5 l \ 
! - y W ^ š ~ ~ ~ + ~~6— • VL—6—J = V • 

- » ¡ b - ^ - ^ - M - ' ) -
2 1/37+5 

= | / 3 7 _ 5 ~ 6 

•) Viz • § 3. 
' ) Viz • § 3. 
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Je tedy 

II + V37 
* = 14 = [1; 4,1,1,5] . 

Pro kvadratickou irracionálu konjugovanou 9 A, ť = , 8 01 Í e KOŘE-

nem kvadratické rovnice s celými koeficienty 
7x2 — 11* + 3 = 0, 

platí . ^ 
, _ - 1/37 + 11 = Q - 1 / 3 7 + 11 

14 14 

14 1 / 3 7 + 11 „ , j / 3 7 - 1 
— í + Z 1 — 1/37 + 11 6 

t 

, _ 6 _ 1/37+ 1 
^ _ V37 — 1 ^ 6 [TT5, lj. 

Je tedy a.' = [0; 2, 1, 5, 1], což však můžeme psát též v tvaru tx' = [0; 2, 1, 5,1, 1]. 
Perioda kvadratické irracionály konjugované ex' je složena z týchž čísel jako perioda 

irracionály <x, ale v obráceném pořádku. (Platí pro kvadratické irracionály obecně.)8) 

• § 11. G e o m e t r i c k é z o b r a z e n í ř e t ě z c ů 

Body v rovině, jejichž pravoúhlé souřadnice jsou celá čísla, tvoří bodovou mříž. 
Budeme si všímat jen mřížových bodů v horní polorovině. Reálné číslo <x zobrazíme 
polopřímkou p(<x) s rovnicí x = cxy, procházející počátkem a ležící v horní polorovině 
(y ^ 0). Je-li tx racionální číslo dané irreducibilním zlomkem a = — (a,b nesoudělná, 

b > 0), lze x zobrazit též mřížovým bodem (a, 6). Je to první bod (horní poloroviny) 
různý od počátku, který leží na polopřímce />(«). 

Takové racionální číslo lze též zobrazit vektorem, jehož počátečním bodem je bod O 
a koncovým bodem bod (a, 6). 

Nechť je cx číslo reálné s rozvojem v pravidelný řetězec [a,,; aL, a2, ...]. Hledejme body 

odpovídající sblíženým zlomkům. Označme bod zobrazující sblížený zlomek — , 

t. j. bod o souřadnicích (/>&, 

8) Výpočet možno ještě zkrátit pomocí vět z theorie periodických pravidelných 
řetězců. Z rozsáhlé literatury o těchto otázkách budiž uvedeno: Bieberbach-Bauer, 
Cahen, Dickšon, Kraitchik, Perron 2, Petr, S.erret, Sierpiňski, W. Weber, Wertheim. 

Existují tabulky pravidelných řetězců pro Y5, kde D je celé: kladné číslo (Patz, kde 
je uvedena starší literatura o tabulkách podobného druhu). 
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Mimo sblížený zlomek 1 připojíme ještě sblížený zlomek —2 s p _ 2 = 0 , q _ 2 = 1. 
9-i 9 - t 

Pak je 
Pk = "kPk-i + Pk — 2* l (fe = 0,1,2, . . .) (1) 
1k = ak1k-2 + 9*-2- ) • 

(Vzorce (7) § 2.) Tyto dvě rovnice lze psát jako jedinou vektorovou rovnici 

OAk = ak .~OAk_1 + O^jfc-a, (1') 
— > • * 

značí-li OAk vektor s počátečním bodem O a koncovým bodem Ak. Ježto -Ak _ ¡Ak = 
= OAk — OAk _ 2 — akOAk _ x, je vektor Ak _ %Ak rovn oběžný s vektorem OAk _ x a při 
k ^ 1 stejného smyslu. 

Zlomky vsunuté mají čitatele ipk-i + Pk-t a jmenovatele iqk-1 + 9fc- j s 0 < 
< i < ak, takže zobrazující vektory jsou iOAk_1 + OAk_t. Zobrazující body vsunu-
tých zlomků jsou mřížové body ležící uvnitř úsečky Ak _ 3Ak. 

Konstrukce Ak pomocí vzorce (1') vyžaduje znalost ak, má však také tento význam: 
koncový bod vektoru akOAk_l-f- OAk_t padá ještě na tutéž stranu polopřímky 
p(ot) jako bod Ak _ a, kdežto koncový bod vektoru (ak -j- 1) OAk -)- OAk_a je již na 
druhé straně polopřímky p(<x). (Srovnej § 4.) 

Polopřímka p(a) dělí polorovinu ve dvě části. V každé z nich vznikne lomená čára, 
konvexní vzhledem kp(tx)rRohy obou těchto ěar jsou body zobrazující sblížené zlomky 
řetězce pro a; dolní (resp. horní) lomená čára počíná v bodě A t (resp. A - i ) a má za 
rohy body zobrazující sblížené zlomky se sudými (resp. lichými) indexy. Vsunuté zlom-
ky jsou znázorněny mřížovými body, které leží uvnitř stran obou lomených čar. Mezi 
oběma lomenými čarami neleží další mřížové body. Je-li tx. irracionální, jsou obě lomené 
čáry nekonečné. Pro racionální a. lze zvolit jako koncový bod buď dolní, nebo horní 
lomené čáry bod zobrazující <x (a je vyjádřeno irreducibilním zlomkem s kladným jme-
novatelem), dle toho, jak zvolíme paritu počtu prvků řetězce pro «.*) 

• § 12. Z e v š e o b e c n ě n é ř e t ě z c e 

Lze také zkoumat výrazy 
6l 

bt 

<H + 
»3+ . . - (1) 

+ — T 
• » - i + S 2 

On 
' ) 1. Tato geometrická theorie řetězců byla vyvinuta Kleinem. Viz též Cahen, Rych-

lík [2]. Další literaturu viz Koksma [38]. 
2. Od Humberta pochází geometrická theorie řetězců, která užívá modulového 

obrazce. Literaturu viz Koksma [30 až 43]. 
3. Jiné geometrické znázornění řetězců: Lettenmeyer, 
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které se nazývají konečnými zevšeobecněnými řetězci a píší se ve tvaru 
bi « 0 + 7 , , »1 + 0, 

°2 + 

b 
+ 

«n-l + K 

nebo stručněji 

Položíme-Ii 

P-
Po 

1 = 1, 9-i = 0, I 
= »o, 9o =• 1. J 

P*+i = °fc+iPfc + bk+iPk-i \ n . „ 
. , > (k = 0, 1, 2 , . . . . n), 9fc+i = ak+iQk + bk+i9k-i J v • • • • / . 

bude 

(2) 

_ . »il , M , , M m 

(4) 

(5) 

+ ... + = (Jk = o, 1,2 „). (6) 
I »1 I «« I "k 1k ' w 

Tak možno určit obyčejný zlomek rovný danému řetězci. Vzorci (8) (§ 2) odpovídá 
« 

Pklk-i— P*-i9* = (— l)k~1blb,...bk, 
vzorci (9) (§ 2) pak 

Pk Pfc-i = jyt-i bibt •••bk 
tk 9*-i 9t9* -1 

Nekonečné zevšeobecněné řetězce a jejich konvergenci lze definovat podobně jako 
v § 3.»®) 

10) Viz Koksma (hlavně literatura), Perron, Wall (s rozsáhlým seznamem literatury). 
Cvod do této theorie viz též Cahen. 
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P o z n á m k y k l i t e r a t u ř e . 

O všech otázkách, jimiž se Chinčinův spis zabývá, podává referáty s hojnými literár-
ními odkazy Koksma. 

Mnohé z problémů, jimiž se zabývají první dvě kapitoly Chinčinova spisu, jsou obšír-
ně probrány s uvedením starší literatury ve spise Perronově [1]. 

Referáty o téže látce, opět s hojnou literaturou, podává Encyklop. 
Referáty o pracích sovětských autorů s obšírnými seznamy literatury podává spis 

Matem, v SSSR. 
Theorie míry je vyložena ve spise Čechově. 
Otázkami v III. kap. se zabývá ve formulaci theorie pravděpodobnosti pojednání 

Lévyho. 
Kuzminovo pojednání o Gaussově problému vyšlo též francouzsky [Kuzmin, 3], 
Důkaz Chinčinovy věty, o níž je zmínka na začátku paragrafu 14, je obsažen v po-

jednání [Chinčin, 3]. 
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