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YexocnoBaukuii MaTeMATHIGCKHIT KypHAX, T. 5 (80) 1955

EINE BEMERKUNG UBER DIE CHARAKTERISTISCHE
DETERMINANTE EINER EIGENWERTAUFGABE

MILOS ZLAMAL, Brno.
(Eingelangt 12. VII. 1954.)
Wir untersuchen die Ordnung der charakteristischen Determinante

einer willkiirlichen Eigenwertaufgabe bei der linearen Differential-
gleichung n-ter Ordnung.

Betrachten wir die Eigenwertaufgabe

Y+ an (@) Y L ag@) y = Ab@) Y + . D@ Y] n >k, (1)

n-1

Ufy) =2 [0y @) + B y7®)]=0, »=1,..,n, @)
i=0
wo wir ausser der iiblichen Voraussetzung iiber die Stetigkeit der Koeffizienten
a,(x) und b,(x) nichts weiteres voraussetzen, wo also besonders die Rand-
bedingungen (2) willkiirlich sind. Es seien y,(z, 1), ..., y,(x, 1) die Losungen
von (1) mit den Anfangswerten

Y2@) = e, 041) (5=1,..,m, ¢=0,...,n —1). (3)
Dann ist die charakteristische Determinante
A(3) = Det |U,(y)| (r,s=1,...,n)
eine ganze Funktion des Parameters 4 und beziiglich ihrer Ordnung ¢ beweisen

wir den

Satz: Es seien a,(x) und b,(x) stetige Funktionen im Intervall {a, b> und «f, B
Polynome des Parameters A. Dann ist die charakteristische Determinante A(2) der
Eigenwertaufgabe (1), (2) eine ganze Funktion der Ordnung

1

Qén—k'

1) e;; ist das Kroneckersche Symbol, d. h. e;; = 0 fiir¢ & 7, e;; = 1.
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Beweis: Fithren wir die Bezeichnungen M, > max |a,(z)|, M, > max |b,(z)|
ze <a,b> xe {a,b>

ein und betrachten die Differentialgleichung
ZW — M, 2D — o — M, 26D — (M, + |A| M) 2D — L —
— (Mo + |A|Me)z=0. (4)

Wenn z,(x) eine durch die Anfangswerte (3) bestimmte Losung dieser Glei-
chung ist, dann gilt nach einem Hilfssatz (siehe [1], S. 298 Hilfssatz 2)

[y, 2)| <22@, |Al) (@=0,....,n —1). (6)

Zuerst zeigen wir, dass 7, (x, 1) und ihre Ableitungen bis zu der (» — 1)-ten
Ordnung als ganze Funktionen des Parameters 4 die Ordnung g haben, welche

kleiner oder gleich 1T_l_—k ist. Nach (5) geniigt es zu beweisen, dass die Losun-

gen z,(z, |4]) und ihre zugehorigen Ableitungen als ganze Funktionen in |1] die

1
Ordnung ¢ < poiy A haben.

Betrachten wir die charakteristische Gleichung von (4)
am — oo — My g0kt — (M, + A M) ok — ... — (Mo + |A| M) = 0. (6)

Der absolute Betrag der Wurzeln «, ..., x, von (6) ist nicht grosser als die
einzige positive Wurzel dieser Gleichung. Nach dem Cauchyschen Kriterium
ist diese positive Wurzel kleiner oder gleich

1 1 1

max {(nM, ), ..., My, )" * L, (M, + AT, ., (Mg + |A[DL,)] " -

Fiir geniigend grosse |2 ist dieses Maximum gleich

1 1

(M + A < ¢y|A]n—F,

wo ¢, eine hinreichend grosse positive Konstante ist, sodass

1
;] <eg]Ar-% (j=1,...,m).

Die Diskriminante der charakteristischen Gleichung (6) ist ein Polynom in |4].
Deshalb ist sie fiir hinreichend grosse |1| von Null verschiedenen,?) sodass alle
Wurzeln von (6) einfach sind. Das Fundamentalsystem besteht also aus den
Losungen der Form

wi(x, ) = %D (j=1,...,n).

2) Es ist freilich notwendig zu zeigen, dass sie nicht identisch gleich Null, dass sie z. B.
fiir 2 = 1 verschieden von Null ist. Dies folgt aber daraus, dass wir_ die Konstanten M,
und M, mit grosser Willkiirlichkeit withlen kénnen, denn M, und M, brauchen nur die

Ungleichungen M, > max |a,(z)|, M, > max |b,(x)| zu erfiillen.
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Die Losungen z,(x, A1) sind lineare Kombinationen von u,(x, 1). Die Koeffizienten
¢;; diser Kombinationen sind Briiche, in deren Nenner die Wronskische Deter-

minante steht und dessen Zéahler ein Polynom in w,(a, 1), ui(a, A), ..., u,(a, 1),
oo w0 Y(a, 1), d. h. ein Polynom in «y, ..., «, ist. Es gilt offenbar
1oy ... ot
1oy ... axf7 !
W((l, }L) = 5
Uy oon a7t

sodass W2(a, A) gleich der Diskriminante von (6), also ein Polynom in || ist und
1
W(a, 2)
im absoluten Betrage kleiner als |1|? sind, wo p ein hinreichend grosser Expo-
: 1

n-k

nent ist. Und weil [u(x, 2)] < ¢’ , sind wirklich z,(z, |4]) und ihre Ablei-

— 0 fiir |3] — oo. Daraus ist zu ersehen, dass die Koeffizienten c;;

tungen der Ordnung, welche kleiner oder gleich ﬁ——l-k ist.
Die Elemente der Determinante A(4) sind gleichfalls ganze Funktionen der
Ordnung kleiner oder gleich n—%c , weil die Koeffizienten %, % Polynome in 2

sind. Also auch die Ordnung der Determinante 4(2) is kleiner oder gleich

n—1rk’
Korollar 1: Es gelten die Voraussetzungen des Satzes. Wenn

n>k+1, ()

dann entweder hat die Eigenwertaufgabe (1), (2) unendlich viele Eigenwerte oder ist

die charakteristische Determinante ein Polynom.

Beweis: Die Eigenwerte sind gerade alle Nullstellen der charakteristischen
Determinante. Nach dem Satz gilt
1

ggn—k

A

mit Riicksicht auf (7), wo ¢ die Ordnung von 4(A4) ist. Wenn unsere Eigen-
wertaufgabe nicht unendlich viele Eigenwerte hat, muss ¢ = 0, denn anderer-
seits wiire ¢ keine ganze Zahl und dann miisste 4(4) als eine ganze Funktion
einer nichtganzzahligen Ordnung unendlich viele Nullstellen haben. Die einzige
Funktion der nullten Ordnung, welche endlich viele Nullstellen becitzt, ist aber
das Polynom.
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Korollar 2: Es gelten die Voraussetzungen des Satzes und es bilden die Eigen-
werte der Eigenwertaufgabe (1), (2) eine unendliche Folge

0 < 2] < |Ay] < [A] < ...

Dann ¢ilt fir jedes ¢ > 0

plte
Beweis: Fiir jedes ¢ > 0 konvergiert die Reihe > 11 , d. h. auch die
aF
Reihe Z —% — - Die Glieder dieser Reihe bilden eine monotone Folge. Deshalb
| )WI'T “x
. v
i 0.
[ 17’] n-k
also auch
| T
im =0.
v—>00 IA,.I
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Pesiome.

SAMEYAHUNE O XAPAKTEPUCTUYECKOM OIPEIEJUTEJE
KPAEBOIl IIPOBJIEMBI

MIJIOII 3JIAMAJI (Milo$ Zlamal), BpHo.
(IMocrymmio B pexakuuio 12/VII 1954 r.)

Pacemorpum o6uryio KpaeByio npobiemy

Y* A Wy () YD 4 ag() y = ALb(x) y® 4 by() y], >k, (1)
n-1
U,y) = Zo[ociy“)(a) + Piyd@d) =0, r=1,...,7n. (2)
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XapaxrepucTidecKnit onpegeauTenh 3Toif npobiaeMsl SBageTCA nesoi ynKim-
eif; OTHOCHTEIBHO ee IMOPATKA ¢ MBI JOKA3bIBAEM CJIeYIONYI0

Teopemy: Ilycmsv a,(x), b,(x) — Henpepusnve Pynryuu 6 unmepsane {a,b)
u «l, Bi— noaunomst om A. Toeda xapakmepucmuueckuii onpedesumens kpaesoi
npobaemts (1), (2) 6ydem yenoti ynryueii nopsdra

1
9§n~k'

W3 sToif TeopeMHI caefyer, 4To B caydae n > k + 1 mim kpaesas npobJiema
(1), (2) umeer GecKOHEYHOE KOJMYECTBO COOCTBEHHBIX BHAYCHMI MM XapakTe-
pHCTHYECKUiT OnpelesuTeNs ABIAETCA MojamHoMoM. Jlasee 13 Hee BEHITeKaer
acuMnrornyeckas fopmya

1
A =0 ( —%) >

V1+5

IrJle &€ — CKOJIb YrOJAHO MaJIO€ ITOJOUTEIbHOE YNCJIIO.
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