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Yexocropanknii MaTeMaTHUeCKHil :KypHAT, T. 5 (80) 19556

LES ENSEMBLES PARTIELLEMENT ORDONNES ET LE THEOREME
DE RAFFINEMENT DE SCHREIER, II

(Théorie des multistructures)

MIHAIL BENADO, Bucarest.
(Regu le 19 mars 1954.)

Introduction

1. L’importance du réle que la notion d’ensemble partiellement ordonné
joue dans le développement des Mathématiques modernes, va tourjours en
augmentant et ’essor de la théorie des structures (lattices) en est la meilleure
illustration. Issue, d’une part, des recherches des logiciens de la seconde moitié
du XIX-éme siécle et, d’autre part, des recherches arithmétiques‘ de RicHARD
DepEKIND, cette théorie, dont la puissance unificatrice et simplificatrice
devait étre considérable, compte de nos jours, pour une de ces théories algébri-
ques qui, telle la théorie des groupes, constituent le fondement et I'ossature
méme de I’édifice de la Science.

2. On sait, cependant, que la notion de structure n’épuise pas celle d’ensemble
partiellement ordonné et, en fait, les questions sont déja trés nombreuses
ol les ensembles partiellement ordonnés qu’on y est conduit a étudier, ne sont
pas des structures par rapport a 1’ordre partiel requis.

Ainsi, par exemple, I’ensemble partiellement ordonné (par l'inclusion) de
tous les sousmultigroupes d’un multigroupe [2] n’est ordinairement pas une
structure; il en est de méme des configurations abstraites [1] ainsi que de cer-
tains ensembles partiellement ordonnés qu’on rencontre dans la théorie de la
divisibilité [3], dans la théorie de la relativité spéciale [4], dans le théoréeme
Jordan-Holder [5], dans les méthodes d’énumération [1, 6], dans la théorie des
structures elle-méme (probléme de la représentation des structures distribu-
tives, etc) et dans maintes autres questions.

3. Organiser cette matiére si riche et variée au moyen de quelques schémas
unificateurs, permettant d’en entreprendre une étude générale et systématique,
c’est une question trés importante qui a déja été I'objet de plusieurs travaux
dont, notamment, ceux de E. Forapori [7, I, II, III], [8], H. Mac NEILLE [9],
M. M. DAy [10] et J. RicEARD BticHI [11]; telle est aussi la question que nous
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allons reprendre dans le présent travail mais, par des voies entiérement diffé-
rentes de celles qu’ont suivies les auteurs précités.

4. 11 s’agit dans ce travail de faire valoir quelquesunes des méthodes algébri-
ques de la théorie des structures dans des régions plus étendues de la théorie
générale des ensembles partiellement ordonnés.

Or, d’un c6té, je me suis rendu compte de ce que le sens et la validité de
plusieurs principes fondamentaux de la théorie des structures, ne dépendent
nullement du fait que, dans la structure S, @ v b et @ A b sont respectivement
les bornes supérieure et inférieure [12] des éléments a, b € S; mais ils dépendent
uniquement du fait que a v b et @ A by sont respectivement un élément minimal
[12] parmi tous les z ¢ S tels que 2 =z = a, b et un élément mazimal [12]
parmi tous les y e S tels que v <y <a,b (ici Q, » sont arbitraires mais
fixes).

D’un autre co6té, la plupart des ensembles partiellement ordonnés usuels
satisfont & cette condition fondamentale a savoir que, pour chaque quadrilatere
(2, w; a, b) il existe au moins un sousquadrilatére srréductible [15], cela veut
dire qu’il y existe toujours (au moins) un couple d’éléments M, d tels que 2 >
=M =Za,bet w <d <a,b et tels que les conditions M =& = a,betd <
=< y = a, b entrainent respectivement x = M et y = d (voir § 1).

Ce sont ces ensembles partiellement ordonnés que j’ai appelés multistructures;
on peut aussi les définir d’une fagon purement algébrique, a savoir comme des
systémes munis de deux opérations vV (= multi-union) et A (= multi-section)
non nécessairement universelles ni nécessairement univoques, lesquelles soient
commutatives, résorptives et partiellement associatives. C’est la premiére défini-
tion qui prévaudra dans ce travail, celle-ci étant particuliérement propre
a l'introduction des connexions (multivoques) de Dedekind (d’'un quadrilatere
irréductible (M, d; a, b); ces connexions, dont j’ai déja montré I'importance
en théorie des structures [13, 14] constituent, a mon avis, I'un des moyens
les plus puissants pour 1’étude des propriétés générales des multistructures.

5. Le présent travail envisage cette étude au point de vue abstrait. J’y ai
notamment poursuivi les conséquences du théoreme de raffinement de Schreier
que j’ai établi dans la premiere partie de ce travail [15] (désignée dans la suite
par I); mais on y trouvera aussi plusieurs résultats concernant maintes autres
questions.

Cette étude, bien qu’elle n’y soit en aucun sens compléte, sera, je le pense,
suffisante afin de montrer le role de certaines méthodes de la théorie des struc-
tures dans la recherche des propriétés générales des ensembles partiellement
ordonnés.

6. Et voici, maintenant, un apercu sur la matiére des §§ suivants:

Les deux premiers §§ sont consacrés a des généralités; il y est principalement
question de 1’équivalence des deux définitions des multistructures ainsi que
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de la caractérisation des structures en tant que multistructures. Le § 3 est
consacré a I’étude de quelques propriétés générales de ces systémes.

Dans le § 4 j’étudie les multistructures modulaires et semimodulaires; les
premiéres sont celles ol les connexions de Dedekind de chaque quadrilatére
irréductible sont parfaites tandisque les secondes sont aux premiéres ce que
les structures semimodulaires sont aux structures modulaires, [1]. On trouvera
dans ce § un théoréme de Schreier pour les multistructures modulaires, tres
semblable (mais non identique) & celui de I, § 3; on y trouvera aussi des condi-
tions nécessaires et suffisantes afin que le théoréme Jordan-Holder soit valide
dans les multistructures sous une forme analogue & celle que V. KoRiNex [17]
lui a donné dans le cas des structures (voir aussi, & ce sujet, la Note de
0. Ore [5)]). _

Le § 5 traite de la théorie des évaluations dans les multistructures; on y trou-
vera, notamment, une généralisation du théoréme fondamental de V. GLIvENKO
[18], sur les structures normées.

Enfin, le § 6 est consacré a 1’étude de quelques propriétés générales de multi-
structures distributives: ce sont celles-la ol le complément relatif de chaque élé-
ment est unique (pourvu qu’il existe). Les multistructures distributives sont
surtout remarquables par le fait qu’elles sont des multistructures modulaires et
fortes cela veut dire que les connexions de Dedekind de chaque quadrilatére
irréductible, y sont univoques, de sorte que le théoréme de Schreier de I, § 3,
y est toujours en puissance.

§ 1. La notion de multistrueture. Définitions et exemples

1.1. Définition. Soit P un ensemble partiellement ordonné; je dis que P
est une multistructure lorsque les axiomes suivants y sont en puissance:

IM1. Soient a, b € P; ’il existe un 2 ¢ P tel que 2 = a, Q = b alors, il existe
aussiun M e Ptelque M < 2, M = a, M = b et tel que les conditions z < M,
x = a, x = b entraiment x = M.

M2. Soient a, b € P; §’il existe un w € P tel que w < a, w =< b alors, il existe
aussiun d e P tel que d = w, d < a, d < b et tel que les conditions y = d,
¥y < a,y =< b entrainent y = d.

Je vais désigner par (@ v b), ’ensemble de tous les M de IM1; pareillement
(@ A D), sera ensemble de tous les d de IMN2.

11 est clair que le principe de dualité est vrai dans toute multistructure. Il
est clair aussi que M de M1 est un élément minimal de ’ensemble de tous les
éléments Q% tels que Q* < 2, O* = a, Q* = b et que d de M2 est un élément
maximal de 'ensemble de tous les éléments w* tels que w* = w, 0* < a, 0* <
< b; ces éléments M, d ne sont pas nécessairement uniques.
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1.2. Exemples de multistructures. Le schéma axiomatique de 1.1 est ca-
pable d’un assez grand nombre de réalisations; j’en citerai les suivantes:

Exemple 1. Toute structure est une multistructure; on a évidemment, pour
chaque couple a, b d’éléments de la structure, et quels que soient M de M1
et dde M2, M =avb, d=aAnb.

Exemple 2. Tout ensemble partiellement ordonné fini ou archimédien
(I, 1.2) est une multistructure; plus généralement, tout ensemble partiellement
ordonné inductif avec dualité') est une multistructure. La démonstration, requiert,
dans ces deux derniers cas, I'emploi de I'axiome de choix [12, p. 37]; la voici
dans le cas des ensembles partiellement ordonnés P inductifs avec dualité:

Soit @, b € P et supposons qu’il existe un 2 ¢ P tel que £ = a, b; alors je dis
qu’il existe au moins un M e P satisfaisant & IM1. En effet soit C' une chaine
(sous-ensemble ordonné) telle que pour chaque zeC on ait 2 =z = a, b.
Or, puisque, par définition, C doit avoir une borne inférieure M*, il s’ensuit
que l’ensemble de tous les 2" € P tels que 2 =2’ = a, b est A-inductif, caron a,
évidemment Q2 = M* = a, b; ’ensemble de tous ces ' aura alors, (d’apres
le théoréeme de Zorn [12], forme corrélative!) au moins un élément minimal:
ce sera, comme il est facile de s’en convaincre, un M de IM1. Ceci et I'application
de la dualité achéve la démonstration.

Exemple 3. Soit S un semigroupe a division, [I, § 5)].

On sait qu’un tel semigroupe S est un ensemble partiellement ordonné par
la divisibilité; I’élément 0 y est le premier, I’élément 1, le dernier.

Supposons maintenant que ’ensemble partiellement ordonné S soit archi-
médien [I, § 1]; alors, 'axiome M2 y est évidemment en puissance; et je dis
qu’il en est de méme de IM1. Il suffit, pour cela, de montrer que chaque quo-
tient 1/a avec @ > 0 satisfait & la condition des chaines descendantes. Or, de ce
que 1>a;,>ay,>...>a;,>a;>...>a il résulte que a = a,a’, pour
chaque 4; mais a;_, > a; donc, d’aprés les propriétés de S [1, § 5], aF , < a] et,
puisque la chaine ascendante a < af < a) < ... <a} <...<1 est finie,
il en sera de méme de la chaine descendante 1 > a, > a, > ... > a;_;, > a; >
> ...>a, q. e d.

Exemple 4. Considérons I’ensemble de tous les cercles de rayon positif ou
nul du plan euclidien (par ,,cercle“ j'entends ici U'intérieur du cercle + sa cir-
conférence). Cet ensemble est partiellement ordonné par I'inclusion ordinaire =
de sousensembles de points du plan euclidien (Fig. 2).

Soient @, b deux cercles arbitraires. Supposons d’abord ¢ < b. En ce cas
on peut prendre 2 = b, » =< a et je définis M = b, d = a; il est clair que M1
et M2 en sont vérifiés.

1) C’est-a-dire tel que toute chaine (sousensemble ordonné) posséde une borne supé-
rieure (V — inductivité) et une borne inférieure (A — inductivité); voir [12, page 36].
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Supposons maintenant que anon < b et b non < «; supposons, en outre, qu’il
existe un cercle w (lequel peut étre un point) tel que w < a, © < b et soit 2 un
quelconque des cercles tels que 2 = a, 2 = b. Je prends alors pour cercle
M uwn quelconque des cercles tels que M < Q, M = a, M =b et tels que
chacun d’eux soit tangent aux cercles a et b (fig. 2); il en existe, généralement,
une inflnité. De méme, je prends pour cercle d un quelconque des cercles tels que
d=>wd<ad<b et tels que chacun d’eux soit tangent aux cercles a et b; il
en existe généralement une infinité.

M

Fig. 2. Fig. 3.

La vérification de N1 et IM2 résulte alors de cette simple remarque que deux
cercles @, b’ tels que @’ < b’ et tels que a’ ait avec la circonférence de b’ (ou
bien b’ avec la circonférence de a') deux points distincts en commun, en ont
tous les autres, c’est-a-dire que les cercles a’, b’ coincident.

Exemple 5. Considérons 'ensemble de tous les carrés (carré — intérieur
du carré + sa frontiére) de c6té positif ou nul du plan euclidien tels que chacun
de ces carrés ait ses cotés paralleles & deux directions rectangulaires fixes,
données d’avance. Cet ensemble est partiellement ordonné par le méme ordre -
partiel que dans I'exemple 4 (Fig. 3).

Soient a, b deux carrés arbitraires. Pour le cas ¢ < b on peut procéder comme
dans Texemple 4; on a simplement M = b et d = a. Supposons maintenant
queanon< b et b non < a; supposons, de plus qu’il existe un carré o (lequel peut
étre un point) tel que w < @, ® < b et soit 2 un quelconque des carrés tel que
Q = a, 2 = b. Désignons enfin par |z|la mesure du c6té du carré .

Cela posé, je prends pour carré M un quelconque des carrés tels que M < Q,
M =a, M =) et tels que la mesure |M| de leurs cdtés soit donnée par la
formule |M| = |a| 4 [b] — 6 ou ¢ signifie la dimension minimum du rectangle
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d’intersection des carrés a et b (fig. 3); pour carré d, je prends un quelconque

des carrés tels que d = w, d < a, d <b et tels que |d| = §. L’ensemble des

carrés M est généralement infini et il en est de méme de 1’ensemble des carrés d.
La vérification des axiomes M1 et M2 ne présente aucune difficulté.
Exemple 6. Soit M un multigroupoide c’est-a-dire un systeme algébrique

muni d’une loi de composition multivoque: le produit ab, a, b ¢ M, est un sous-
-ensemble non vide de M.

J’appelle sousmultigroupoide un sousensemble non vide M de M tel que pour
tout couple a, b ¢ M on ait ab n M + 02); et je dis qu’'un sousmultigroupoide
M de M est multiplicativement fermé lorsque pour tout couple @, b e M on a ab c
c M. L’ensemble de tous les sousmultigroupoides de M est partiellement ordon-
né par l'inclusion (de sousensembles).

Soit (M) un ensemble non vide (totalement) ordonné de sousmultigroupoides
de M; alors, M' = u M, M « (M) (la ,,Vereinigungsmenge*‘) est évidemment
un sousmultigroupoide de M. Car on a, pour tout couplea, b e M';ab n (VM) =
= U (ab n M), M e (M); or puisque (H) est ordonné, il y aura au moins un
M, e (M) tel que a, b e M, et, par conséquent, ab 0 M’ + 0.

Ainsi I’ensemble partiellement ordonné (par 'inclusion) de tous les sousmulti-
groupoides de M est v-inductif; on en déduit, d’aprés I’exemple 2, troisiéme cas,
le résultat suivant:

L’ensemble partiellement ordonné (par 'inclusion) de tous les sousmulti-
groupoides (d’un multigroupoide M) est une multistructure, pourvu qu’sl soit
A-inductif.

On peut réaliser aisément cette derniére condition en supposant, par exemple,
que la condition des chaines descendantes y soit en puissance, ou bien en suppo-
sant que ’ensemble ab soit fing pour chaque couple a, b ¢ M.

Des considérations analogues peuvent étre développées a I’égard des multi-
groupes.

Exemple 7. On sait que l’espace-temps & quatre dimensions K, de la réla-
tivité spéciale est partiellement ordonné par une relation (z', ¥, 2, t') < («, v,
z, t) ayant lieu si et seulement si on a

St (@ — )+ (y— )+ (e — ) < o — )2
Or, je dis que par rapport a l'ordre partiel que je viens de rappeler, ’espace-
-temps K, est une multistructure, celle -ci n’étant d’ailleurs pas une structure
(contrairement & ce qui arrive dans le cas bidimensionnel de K,; voir [1]).
Voici, tout d’abord, un changement de notation propre a abréger I’écriture
et a faciliter I'intuition géométrique: p étant un point quelconque de 1’espace
euclidien tridimensionnel Rj, je vais désigner par (p, ) un point quelconque
de K,; de méme, je vais désigner par pq la distance (euclidienne) de deux points

2) Lesigne () est ici, comme partout dans ce travail, le symbole de I’ensemble vide [12].
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P, q € R;. La relation (p’, t') < (p, t) c’est-a-dire (2, y’, 2’, t') < (2, ¥, 2, £) aura
alors lieu, si et seulement sié’ < tet p'p < c(t — t').

Cela posé, soient d’abord (p’,t'), (p”,t") e K, tels que (p”,t") < (p',t');
alors, nous posons, comme & l'ordinaire,

(pl, tl) V (pll’ t/l) — (p’, tl), (pl, tl) /\ (p”’ t”) — (pll, t”)

et les axiomes M1, M2 de 1.1 sont évidemment vérifiés.

Supposons maintenant que (p’, t'), (p”,t") € K, soient tels que (p’,¢)non <
non = (p”, t"), (p”, #") non = (p’, t'), cela veut dire p'p” > c|t’ — t"| et démontrons
successivement les propositions suivantes:

\ A
A. Il existe des points (1\1), t), (1/1\9, t) € K, tels qu’on ait

v v v v v v

@M pp=clt—"t), p'p=-ct —1¢"); t >,

A

@) pp’ = ot — 1), pp’ = ot —1); 1 <O, 1"
Démonstration. Il suffit pour s’en convaincre, de prendre tjg ! _g t

+

pfpll /\<t’+t”— p,pll
+ 2¢ ’ = 2 2¢

aura alors (vu que p'p” > c|t’ —

, (ces conditions étant méme nécessaires!); on

1) ¢ >t,t" et t < ', ¢", puis, évidemment,

\4 v
ct—t)+et—t)y=pp,pp < c(f — t) + c(t" — t) ce qui prouve, toujours
en vertu de la supposition p'p” > c]t’ t"|, I’existence dans R; de triangles

roonY

P'P'P; p'p"p dont les cotés p'p, p p et zA)p', pp” soient donnés par les (Iv) et
les (I)

Remarquons, en outre, que pour chaque (p, ) de (I) et chaque (p, t) de (I)
on a

(D) < (@, ') < (p, 1)
A v Vv
(B, 1) < (0", ") < (P, 1)

ce qui prouve, en particulier, que K, est un ensemble filtrant (directed set) au
sens de BourBaxi, [12], (BIRKHOFF, [1]).

VoA v Vv v
Désignons par H(H) ’ensemble de tous les (p, f) de (I) (’ensemble de tous

les (g/z\), 2\) de (f)). On a évidemment
‘ ki IV ”V ”n ’ v :
L) pp—p'p=cft’ —t), pel,
A
(@) - pp’ — pp" = ot — 1), D eHy:
ici, on a de51gne par H (H o) 'ensemble de tous les p(p) des paires (p, t) € H
(B, 0) < H).
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B. Les ensembles I} 0 IAI o constituent les deux nappes de Uhyperboloide engendré
par la rotation autour de la droite des points p’, p”, de Uhyperbole ayant ces der-
niers points pour foyers et clt’ — t"| pour longueur du grand axe (on y suppose
¢+t

Démonstration. Pour s’en convaincre, il suffit, évidemment, de montrer

qu’a chaque point }7 R, (1?) eR;), tel que p’%) — p”j\z/) = c(t" —t'), (}A)p' — z/\)p”
= c(t ")), on peut faure correspondre (et méme d’une fagon unique!) un

(p, ,) € H et un (p, t) € H On tire, en effet des conditions en question:
' I S

, A
W R
- ¢
v A
ce qui donne ¢ > ¢', " puis £ << ¢, t" et, enfin
IV v ’ ”V M "

pp=cit—1t), p'p=cit—1t),

A ’ ’ A A ” ”n A

pp’ =ct’ — 1), pp" =c(t" —1),
ce qui prouve la proposition B.

\2 A
Remarquons encore qu’on a H, = H, = plan médiateur du segment p'p”,

si et seulement si ¢’ = ¢".

Dorénavant, nous allons raisonner sur les (%, \t/) € IVJ seulement; quant aux
(2A9, 2) € IAI on leur appliquera un raisonnement corrélatif (par la dualité).

C. Soit (}l), 1\5/) e H et soit (p*, t*) e K, tel que

(0, 8) < (0% %) = (b, 1), (0> 1) < (P 1%) < (D, 1);

alors, on a (p*, t*) = (1\3, V).

Démonstration. On a, en effet, successivement, p'p* < c(t* — ), p"p
< o(t* — t'), P*p <c(t—t*) done p'p < p'p* +p*p <ot — 1), P’
=p'p*+p p = c(t — t"), c’est-a-dire, a cause de (I)

||/\

ll/\

\
(*) PP = P'P* + PP = oli — 1), P'D = P'P* + p*p = clt — 1),

On en conclut p* = yva et t* — £. Cela est, en effet, évident, pourvu que
4 + i p'p’

2c
devm, en vertu des (*), se trouver & la fois sur P'P et sur p"p et, par conséquent,
p* = p d’ou il suit c(Z —t) < e(t* — t’) donc t < t* clest-a-dire, a cause
+ ¢

t> ; car alors, le triangle p'p”j\f/) étant véritable, le point p*

de ¢+ < I;/, t* = t. Mais si tv— + , alors p'p" = p'p + p"p, donc p
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est sur le segment p'p” et, par conséquent, p* le sera aussi (en vertu des (*)')

Alors, en ajoutant les (*) membre & membre, il viendra p'p” = p'p” + 2p* p
c’est-a-dire p* = yv), etc., ete.

D Sou‘ (p, t) e K, tel que (p',t') < (p, 1), (p", ") < (p,t); alors, il existe un

(1) e H tel que (p,1) < (p, ).

Démonstration. En effet, le lieu des points ¢ € R, tels que p'q + gp =
= ¢(t — t'), est un ellipsoide (de révolution) et il en est de méme du lieu des
points 7 € Ry, tels que p”"r + rp = ¢(t — ¢”). Supposons, afin de fixer les idées,
qu’on ait ¢’ = t". \

Alors, ou bten le point p est a I'intérieur de la nappe H o (auquel cas I, coupe
lelhpso1de p'q+ qp = c(t — ")), ou bien le point p est & lextérieur de la

nappe H0 (auquel cas H coupe lellipsoide p"r -+ rp = c¢(t — ¢")); le cas ol
Pe H est, d’ apres la pr0p0s1t10n B, trivial. Quel qu’en soit le cas, il y aura
donc toujours un p € H o tel que I'une au moins des deux conditions p p + pp =
=c(t —t), p’ p - pp = ¢(t — t”) s01t remphe on en déduit pp = c(t — t)
c’est-a-dire, prec1sement puisque t =t (p t) = (p, t).

Corollaire (trés important). On a H (p', )V (p", t").

La justification en est immédiate.

Ceci et 'application de la dualité, achéve la démonstration du fait que K,
est une multistructure.

Je remarque enfin, pour des références futures, que si les points (p’,¢') <
< (p,t) de K, sont tels que p'p = c(t —t') alors, I’ensemble — quotient
(p, t)[(p’, t') est (totalement) ordonné, c¢’est-a-dire une chaine.

L’exemple que je viens de décrire constitue une réponse partielle & une ques-
tion?) posée par M. GARRETT BIRKHOFF dans son livre sur la Théorie des Struc-
tures (seconde édition, page 151).

1.3. Sousmultistructures. Soit M une multistructure arbitraire; j'appelle
sousmultistructure (de IM) un sousensemble non vide N de IM, jouissant des
deux propriétés suivantes:

1’. Soient a, b e M tels qu’il y ait au moins un 2 « N aveec 2 = a, Q = b;
alors, on a M n (a v b), + 0.

2’. Soient a, b e N tels qu’il y ait moins un w ¢ N avec v < a, v < b; alors
ona Nn (anbd), + 0.

Une sousmultistructure N de M sera dite fermée lorsque pour chaque couple
a,beN de 1’ et pour chaque couple @, b e N de 2’ on a respectivement (a v
vb)oc Net(anbd),cN.

3) Le lecteur trouvera une réponse compléte & cette question, dans mon travail [4]
ol une étude approfondie des propriétés de la multistructure K, a été faite et d’ou la
description de 'exemple 7 ci-dessus a, du reste, & quelques détails prés, été tirée.

316



Par exemple, IM étant une multistructure, le quotient a/b y est toujours une
sousmultistructure fermée; de méme, si x ¢ IM, ’ensemble de tous les =’ ¢ M
tels que " = x et I'ensemble de tous les 2" ¢ M tels que " < x, sont des multi-
structures fermées.

1.4. Caractérisation des struetures. Soit P un ensemble partiellement ordonné
arbitraire.

Je dirai, suivant N. BourBaxT [12], que P est un ensemble filtrant lorsque
pour chaque couple a, b € P on peut trouver un 2 ¢ P tel que 2 = a, 2 = bet
un w e P tel que o <a, w <b.

De méme, je dirai suivant G. BIRKHOFF [1], que P possede la propriété d’inter-
polation, lorsque pour a,, a,, by, b, € P tels que a; < b, (¢, ] = 1, 2), il existe un
ceP tel que a;, < c < by, (3,7 = 1, 2).

1.41. Théoréme. Pour qu’une multistructure soit une structure, il faut et il
suffit qu’elle soit un ensemble filtrant et qu’elle posséde la propriété d’interpolation.

Démonstration. La nécessité des deux conditions de I’énoncé, est évi-
dente. Pour prouver leur suffisance, remarquons d’abord que, M étant une
multistructure et a, b, 2, 2% ¢ M tels que 2 = Q*, O* = q, Q* = b, on a tou-
jours (@ V b)g D (a V b)gs Cest-a-dire que tout M* € (@ v b) g+ est un M* e (@ V b)q.

Supposons maintenant que la multistructure M soit filtrante et qu’elle
posseéde la propriété d’interpolation. Soient a, b ¢ IM; alors, il existe un 2 ¢ M
tel que 2 = a, 2 = b. Je dis que, quel que soit cet £2, 'ensemble (a v b), n’a
toujours qu’un seul élément. En effet, soient M', M" e (@ vV b)g; on a M’ = a;
M =b, M" = a, M" = b. Or, puisque P possede la propriété d’interpolation,
ilyauraunce Mtelque M’ =Zc =a, M' Zc =Zb,M" =Zc=a, M" = c = b;
il en résulte d’aprés M1 que ¢ = M’', ¢ = M" ce qui prouve notre assertion.
Cet élément unique de (a Vv D)y, je vais le désigner tourjours par (aV b),.
Je dis maintenant que, quel que soit 2 tel que 2 = a, 2 = b, cet élément
unique (a V b), est towjours le méme. Car, soient Q', 2" ¢ M, tels que Q' = a,
' =b, Q" = a, Q" = b; il existe alors un LM tel que 2" = Q =a, Q' =
=0=20b, "=02=a, Q" =2 =b. Or, puisque les ensembles (a Vv b),,
(@ V b)gr, (@ V b)y n’ont chacun qu'un seul élément, il s’ensuit, compte tenu
de la remarque ci-dessus, que (@ V b),, = (@ V ) = (@ V b), et la démonstra-
tion s’achéve par I'application de la dualité.

§ 2. Les multistructures en tant que systémes algébriques

La définition des multistructures, donnée au § 1, est formulée dans les termes
de V’ordre partiel (en tant que notion primitive). Le but du présent § est de
montrer qu'on peut également définir les multistructures comme systémes
algébriques c’est-a-dire comme ensembles munis d’opérations satisfaisant
a certains axiomes usuels. Ces derniers rappellent, en beaucoup de fagons, les
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axiomes L1 — L4, [1] de la théorie des structures mais, il y a aussi des différen-
ces notables dues, pour P'essentiel, & la multivocité des opérations multistructu-
relles v et A.

2.1. Propositions préliminaires. Soit I une multistructure arbitraire et
a, b « M; supposons qu’il existe un 2 M tel que 2 = a, 2 =bet un w e M
tel que w <a, w <b. Considérons maintenant les ensembles (a Vv b), et
(@ A b),; ces ensembles, nous allons les concevoir comme des ensembles de
déterminations des opérations a v b et @ A b lorsque £2 et w parcourent, indé-
pendamment 1'un de I'autre, ’ensemble de tous les majorants et ’ensemble de
tous les minorants de la paire a, b. Et nous posons par définition

avb=u(evbd)y,; 2=a 2=0b, (1)
anb=uU(a@arnbd),; o=a o =b. (1)

Remarquons que si ’ensemble des majorants (minorants) du couple a, b est
videonaa vb = 0 (aAb=0) et réciproguement. Remarquons aussi que si IMN
a un premier élément 0 et un dernier élément 1, alors, les formules (1), (1')
s’écrivent simplement

avb=(aVvbd)y, arnb= (aAb);
c’est, du reste, ce qui a toujours lieu pour les intervalles de IN.
Enfin, si M, et M, sont des sousensembles non vides de I, je définis

My v My, = 0 (my Vmy), (2)
My A My = U (my Amy) (2
ot m; e My, 1 =1, 2.

Lemme 1. Soient a, b e M tels que a Vb + 02) (anb*0) et M', M eav
Vvb(d,d" ea nb) tls que M' + M"(d" + d"); alors, on a M'non< M",
M non< M’ (d'non<d",d"non< d’).

Le lemme est une conséquence immédiate de M1 (M2). 11 s’ensuit que si M,
M eavd (d',d" ea nb) sont tels que M = M" (d' = d"), alors, M' = M"
(&' = d").

Lemme 2. Soient a, b e M tels que a < b; alorsavb=>bet a Nb=a. (Cela
veut dire: pour chaque M ea v b et chaque dea Nbona M = b et d = a).

Il en résulte que @ v @ = a A a = a, pour chaque a ¢ M.

Lemme 3. Les opérations v et A sont commutatives: a Vb =0bVa, a Nb=
= b A'a (cela veut dire que les ensembles & vV b et b v a sont identiques et de méme
pour a ANb et b Aa); on y suppose naturellement que a V-b & O et a Ab £ 0?)
car, autrement, l’assertion est triviale.

Lemme 4. Les opérations v et A sont résorptives; plus précisément si a, b e M
sont telsque a Vb &+ @ (a A b * 0) alors, on a (au sens des définitions (2), (2'))

avV(@rdb)=a, an(aVvd)=a
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Le lemme est une conséquence du lemme 2.

Lemme 5. Les opérations v, A sont partiellement associatives; cela veut dire
premierement que a Vb + @ et (avb)ve+O(@anbF+0 e (@aAb)Ac =+ 0)
entrainent bvec + 0 et avbve)E0barc+0 et an(bAc)+ 0), deuxi-
émement, que pour chaque M € (a v b) V ¢ (d € (@ A b) A ¢) il existe au motns un
M eavdve)(dean(bnre) tel que MV M + 0 (dAd + @) et tel que
MvM =M @(dAd =d).

Démonstration. Soient @, b, c ¢« M tels que a vb + @ et (@ vb)ve + 0.
Or, la premiére de ces conditions signifie, d’aprés (1), qu’il existe un £2 ¢ M
tel que 2 = a, 2 = b; quant a la seconde, puisque d’apres (2), on a (a Vv b) v
ve=u (Mvc), Meavb,elle signifie qu’il existe au moins un M,ea v b tel
que Myve =+ 0. Soit M*eMyvc; il s’ensuit M* = M,, M* = c et, par
conséquent, puisque My, =a, My, = b, on aura M* =a, M* = b, M* =c.
Mais alors, évidemment, b v e + @ et av (bve)+ @ ce qui prouve le pre-
miére partie du lemme (pour b A ¢ et a A (b A ¢), on peut appliquer la dualité).

Soit maintenant M € (a v b) V ¢; on montre comme précédémment que M =
=a,M =b, M = c. On en tire d’abord qu’il existe un M, ¢ b v ¢ tel que M; <
< M, puis qu'il existe un M’ ea v M, tel que M" < M.Or M' ea v M, signifie
Meav((dve)=u(av M), M,ebVc, par conséquent, puisque, d’apres
lelemme 2, M’ < M entraine M v M’ = M, la seconde partie du lemme actuel
est, elle aussi, verifiée et on n’a plus qu’a appliquer la dualité.

Remarque 1. Supposons qu’on ait a, b, ¢ € 2/w c’est-a-dire que w < a < &,
0w b <09 0 <c < 0;alors, 2/w étant une sousmultistructure fermée de IM
ayant o pour premier élément et 2 pour dernier élément, on vérifie comme
précédemment que le lemme 5 est vrai pour les expressions suivantes:

((@vbd)gVele, (@V(bVe)ga,
(@A D)y A€oy (@N (BAC)),Y)

Remarque 2 (trés importante). En vertu du lemme 3, on peut évidemment
écrire (@ V (b V ¢)g)e = ((c vV b)g Va),, (on y suppose, naturellement, que
a=0,b=02 ¢c< ) Or, daprés la démonstration du lemme 5, il suit que
pour chaque M € ((a vV ), V ¢), il existe un M’ e (a vV (b V ¢)g)o tel que M’ <
< M; puis, parla méme raison, il y aura un M" e (c vV (b V a)g)e (= ((@ V b)o V
V €)g) tel que M" < M’. On peut alors se demander si, comme cela semble résul-
ter du lemme 1, M” = M (de sorte qu’on puisse en déduire M = M’ et, fina-
lement, que ((@ v b)g Ve)o = (@ V (b V€)g)a)

La réponse y est, généralement, négative; car M, M" e ((a v b), V ¢), signifie
simplement que M e (M, V ¢), et M" e (Mg Vv c)g ot My, Mye(aVb), mais
il n’est nullement nécessaire que M, = My si bien, qu'on peut avoir M = M"
sans que, de ce méme fait, on ait M = M".

4) D’aprés les formules (2), (2°), on a ici ((@ Vd)o Ve)g = U (M Ve)g, Me(aV b,
ete.
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Ainsi, Vopération v (et, de méme, Uopération N) ne sont pas, généralement,
associatives; c’est, du reste, ce qu’on peut vérifier sur le schéma de multistruc-
ture ci-dessous:

On y voit, en effet, qu'on a

(@vd)ve)y={Lf} (@v(dve)) ={ef}.
(@A D)o A €)= {m, m}, (@A (b A C))o = {m,n, 0}.

C’est dans cette associativité partielle qu’on doit, & mon avis, chercher 'une
des différences les plus notables entre une
structure et une multistructure (en tant
que systémes algébriques).

Lemme 6. Les opérations v, A sont par-
trellement monotones (par rapport & =);
cela veut dire que st a, b, ¢ e M sont tels
que a = b ef que cva+ @ (cAb+ 0),
alors on acvVb + 0 (cAa + 0) e pour
chaque M ecVva (decAb)il existe un
M ecvb(d echa)telque M' < M (d' =d).

Démonstration. D’abord cva + ¢
signifie qu’il existe un 2 ¢ M tel que 2 =a,
Q =c;or,a =bdone 2 = bet, par con-
séquent, ¢ v b # 0. Soit maintenantM e ¢ v
v adone M = a, M =c et commea =b
il en résulte (c v b);, + 0; c’est-a-dire qu’il
existe un M ecv b tel que M' < M.
Pour A on applique la dualité.

Corollaire. St 'on a a =betcva + 0
(cAa =+ 0)alors, on a ausstcvVa=cVb
(¢ Aa=cADb).

On a, en effet, @« = b et b = a. Si donc

0 M ec Vv a alors, il existe d’apres le lemme,

Fig. 4. un M ecvd tel que M’ < M. Mais,

toujours d’apres le lemme, il y aura un .

M, ecvatel que M, < M'. Il s’ensuit (lemme 1) que M = M, done M = M’

ce qui signifie que ¢ vV @ est une partie de ¢ v b. Et, puisque la réciproque de

cette derniére assertion est aussi vraie, il en résulte ¢ V @ = ¢ v b; il nereste plus
qu’a appliquer la dualité.

Nous allons maintenant montrer que parmi les lemmes 1—6 ci-dessus, il .y en
a dont I'ensemble est logiquement équivalent aux assertions M1 et IM2
de 1.1.
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2.2. Définition algébrique des multistructures. J’appelle multistructure
un ensemble non vide M muni de deux lois de compositions (opérations) v,
A, non nécessairement universelles ni nécessairement univoques®) satisfaisant
aux axiomes suivants: ‘

MI. Soient a,beM; si 'on a avb+ 0 (anb+ @) alors, on a aussi
bva+0® bra+0) et, en outre: I'. avb=bva, I, arnb=>bAa
(commutativité).

MII. Soient @, b,ceM; si 'on a avdb=+0 et (avb)ve+d(anb +£0
et (@anb)Ac+ 0) alors, on a aussi bve+0 et av(bve)+0ObArc+0
et a A (bAc)+ 0) et, en outre: II'. pour chaque M € (a v b) v ¢ il existe un
M eav(ve) tel que Mv M + ¢ et tel que Mv M = M, II". pour
chaque de(anb)Ac il existe un d’ ea A (bAac) tel que dad + ¢ et tel
que d A d' = d (associativité partielle)®).

IMIIL. Soient a,beM; si I'on a avd + 0 (aAb =+ @) alors on a aussi
aAN(@avd)+0 (av(anbd) + @) et, en outre: III'. a A (aVd) = a, IIT".
aV (e A D) = a (résorption)?).

MIV. Pour chaque ae Monaava + 0, ara + 0.

MV. Soient a, b, c e« M tels que a = b et tels quecva + 0 (cra + 0);
alors,cvb =+ 0 (cAb =+ 0)et,en outre: V. cva=cvbd, V. cha=cAhb.

MVI. Soient a,beM tels que avbd + 0 (aAb+0);, soient de méme
M, M ecavb(d,decanb)telsque M v M £+ 0, (dAd + 0).

Alors, si M = M’ (d +d') on a M* &+ M, M’ (d* % d,d’) pour chaque
M*eMv M (d*ed nd).

Que les propositions MI — MVI soient une conséquence de M1 et IM2,
cela a déja été montré (2.1); il s’agit ici de montrer que la réciproque est égale-
ment vraie.

2.21. Nous allons tout d’abord montrer qu’une multistructure (au sens de
MI — MVI) est un ensemble partiellement ordonné. Posons, & cet effet, les
définitions suivantes:

Op (=). Soient @, b ¢ M; nous écrirons b = « si et seulement si: 1)a v d =+ @,
2)aVvb=nb.

Op (=). Soient &', b’ ¢ IM; nous écrirons @’ < b’ si et seulement si: 1)a’ A D" +
*+0,2)ad AN =a.

1l s’agit de montrer que les relations binaires =, < sont des relations d’ordre

=, =

partiel dans M et que b = a signifie méme chose que ¢ < b.

5) Cela veut dire qu’il peut y avoir des couples a, b ¢ M tels que sia V b == @ (@ A b =+
=+ (J), ensemble a V b (¢ A b) ait au moins deux éléments distincts.

6) On a, naturellement, (par définition), (¢ Vb)) Ve=uU (M V¢c), Mea V b et
(@Ab)Ac= U (dAc),dea A b;en outre une égalité telle que x V y =z (x A ¥y = 2)
signifie qu’on a M = 2z (d = z) pour chaque M ez V y (d ez A ¥y)-

7) La signification d’une égalité telle que @ \ (@ A b) = a est tout & fait claire vu la
note 6) et les définitions (2), (2).
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Lemme 1. Pour chaque a e Mona aVva=a=aAa.

Démonstration. On a d’abord, d’aprés MIV, a Va+ 0 et a A a + 0.
Soit b e M tel que a v b+ @ (@ A b =+ @); il en existe au moins un tel, c’est

= q. D’aprés MIIL on a a A (a v b) = a; d’aprés MV on aura donc aussi
aVa=aV[a A (aVv b)]. Mais le second membre de cette derniére égalité,
est d’aprés MIII, quel que soit M e ¢ v b, identique & ¢ lui-méme; ainsi on
a bien ¢ v o = a et aussi, par la dualité ¢ A @ = a.

Lemme 2. St lona a < b, alors on a ausst b = a et réciproquement.

Démonstration. Supposons qu’on ait @ < b; d’aprés Op (=) cela signifie
que a Ab + P et que arb=a. On a donc, d’aprés MIIL, bv (anbd) + 0
et d’apres MV on a encore bV (@ A b) = bV a. Mais, bV (a A b) = b (IMIIL)
doncbva=>0=avh (M) Dapres Op (=), il en résulte b = a.

Pour la réciproque, on peut appliquer la dualité.

Corollaire. Supposons que pour a, be M on ait a v b + @ et supposons en
outre qu’il y ait au moins un Myea v b tel que My = b. Alors, je dis qu’'on a
a Vv b=>bcest-a-dire que b = a.

En effet, puisquona a vb £+ ¢ on aura aussi, & cause de MIIL, a A (a Vv
vb) + 0 et encore, (MV) anMy=anb. Or, an M =a pour chaque
Meav b (ML) done, a A b = a ce qui signifie, d’aprés Op (), que @ < b
ou encore, d’apreés le lemme 2, b = a q. e. d. La propriété corrélative par la
dualité y est donc également vraie.

Lemme 3. Soient a,b,ce M tels que avb + et (avb)ve+0@(anb+
=0 et (@Ab)Ac =+ 0); soit, de méme M e (a Vv b) Ve, (de(anbd)Ac). Alors,
il existe au moinsun M’ ea v (bve), (d ean (bAc))tel que M = M' (d <d').

Le lemme est une conséquence immédiate de IMIL" et Op (=) (MIL" et Op (<)).

Lemme 4. Soient a,b e M tel que avd + 0 (@b £ 0). Alors on a pour
chaque M eavb (deaAb), M =a, M =b (d <a, d <D).

Cela résulte immédiatement de MMIIL" (MIIL") et de Op (=) (Op (X)) .

Théoréme 1. Les relations binaires < et = sont des relations d’ordre partiel
dans M.

Démonstration. D’apres le lemme 2, il suffira de le faire voir pour =. Soit
d’abord a « M; puisque, d’apres lelemme 1,ona a v @ = a, il en résulte (Op (=))
a = a: Soient, en second lieu a, b ¢ M tels que ¢ = b, b = a; alors, b v a = a,
a Vv b = b respectivement. Donc, d’aprés IMI, @ = b.

Soient, en troisiéme lieu a, b, ¢ ¢ M tels que & = b, b = ¢; il s’agit de prouver
que @ = c¢. Il convient, tout d’abord, de prouver une transitivité plus faible,
a savoir que x = y ety = z entratnent x = 2.0r,dey = zilsuitque y vz =y
et, d’autre part, * = y entraine x vz =y v z. Done  V z = y = x c’est-a-dire
x =z '
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Cela étant, de @ = b, b = ¢ il suit d’abord @« Vb = a, b vV ¢ = b. Puis, on a
par l’application de MV’, a«vb=avVv (bVvc) cest-a-dire a =aV (bVec).
Mais, d’aprés MI, on a av (b ve)= (cVv b)V a et, d’aprés le lemme 3, pour
chaque M e (c Vv b) Vv ail existe un M ecv (bva)=cVva tel que M =M.

Ainsi @ = M’ pour un certain M’ ea V c; or, d’aprés le lemme 4 on a, pour
chaque M* ea Vv ¢, M* = a. Il s’ensuit @ = M’ et, par conséquent (corollaire
du lemme 2) @ vV ¢ = a, c¢’est-a-dire, @ = ¢ et le théoréme 1 est complétement
démontré.

Lemme 5. Soient a,b,ce M tels que a =b e cva+0 (cAbF 0)
alors, pour chaque M e c v a (d € c A b) il existe un M' ec v b (d ec A a) tel que
M=M d<d).

Démonstration. On a, eneffet,a Vb = a donc aussicva=cVv (aVvbd) =
= (a v b) Ve Soit Me(avb)vec; daprés le lemme 3, il existe un M’ ea v
vbve)telque M <M.Or,av (bve)=uvu (aVv M*), M*ebVc; il existe
donc un M eb v ctel que M’ e a v My. Ainsi M’ = M, et parceque M = M’,
il s’ensuit (théoréme 1!) M = M;. Pour A on applique la dualité et le lemme est
démontré. ‘

Lemme 6. Sotent a, be M tels que avb +0 (anb+90) e MeaVvhd
(d € a A b); soit, en outre, 2 € M (w e M) tel que 2 = a, 2 = b (w < a, w < b)8).
Alors, il existe au moins un dy e Q N M (Mg e w v d) tel que di = a (M5 < a).

Démonstration. D’abord, puisque M = a, il suit du lemme 5 qu’on a
QAN M % §. Puis, on a évidemment ¢ = (@ A 2) A M; d’aprés le lemme 3,
pour chaque de(an Q)AM il existe un d' ea A (Q AN M) tel que d <d'.
Mais a A (2 A M) = U (a A d¥), d¥ e Q A M; il existe, par conséquent, un
di € QA M tel que d’ ea Ady done d' < dg et comme d’ >d = a on en con-
clut dy = a. La proposition corrélative en résulte par la dualité.

Remarque. D’aprés le lemme, il existe aussi un dif e Q A M (M5 e v d)
tel que dif = b (M¥ < b); mais, en général, di + di (Mg + MT).

Théoréme 2. Soient a, b e M tels que avb + G (@ Ab + §), soit, en oulre,
QeMweMtel que 2 = a, 2 =2b (v < a, o <b). Alors, il existe au moins
un MyeaVvb(dyeanbd)tel que My < 2 (dy = w).

Démonstration. D’apreés le lemme 6, il existe un dg €« 2 A M tel quedy = a

et I'on a
df <Q,df =M; b=Q, b=<M (MecaVvbd).

Maintenant, je fais jouer aux éléments 2, M le role que les éléments a, b
détiennent respectivement dans I’énoncé du lemme 6; quant aux éléments b, dy
je leur fais jouer le role que les éléments w, d détiennent respectivement dans
I’énoncé du méme lemme. J’en conclus & P'existence d’'un Mg eb v dy tel que

8) Il suit évidemment du lemme 4, que I’ensemble de ces £2 (ou bien de ces w) n'est
pas vide.
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M, < Q. Or, puisque dy = a, il suit du lemme 5 que pour chaque M’ bV dg
il existe un M e b v ¢ tel que M’ = M; il y aura done, en particulier, un M, €
eb v atel que My > M, et I’on aura finalement Q > M,. La proposition corré-
lative résulte par la dualité.

2.22. A ce point, je fais remarquer que l'axiome IMVI n’est pas encore
intervenu dans les raisonnements; c’est cet axiome MVI qui va maintenant
nous permettre d’achever la démonstration.

Théoréme. Soient a, b e M tels que a Vb + @ (anb + @) et sotent M ea Vv b
(d e a A b); alors, les conditions M Zx =a, M 2z =2bd =y <a d <y =
< b) entrainent x = M (y = d). .

Démonstration. En effet, d’apreés le théoréme 2 de 2.21 il existe un M’ ea v
Vb (d eanbd)tel que M < (d = y); mais, alors, M = M’ (d = d') c’est-a-
-dire Mv M =M (dAd =d) ce qui, d’aprées IMVI signifie que M = M’
(d=d).Nlenrésulte z = M (y = d), q. e. d.

2.23. Voici maintenant, pour clore ce §, deux problémes concernant cette
axiomatique des multistructures:

Probléme 1. L’axiome MVI est-il indépendant de ML — MV ?

Probléme 2. Y a-t-il des multistructures associatives, autres que les struc-
tures ? (par multistructure associative j’entends une telle que, sous les hypo-
théses de MIT, on ait (avd)ve=aVv (bve)et (anD)Ac=an (bAc)).

§ 3. Quelques propriétés générales des multistruetures

3.1. Quotients semblables. Soit IM une multistructure arbitraire et (2, w;
a, b) un quadrilatére quelconque de M. J’appelle quotients (directement) sembla-
bles les cotés opposés d’un de ses sousquadrilateres (M, d; a, b) o M € (a V b),
et d e(aAb),; ainsi M/a, b/d forment une paire de quotients directement sem-
blables, et M /b, a/d en forment une autre.

Dans la définition précédente, on peut se passer de la considération explicite
du quadrilatére (2, w; @, b), comme suit: je dirai que les quotients z/y et [y’
sont directement semblables (symbole z/y ~ 2'[y’) lorsquona z = z', y = ¥y’
et lorsque & € (' V ¥)y, ¥ € (&' A y),; ces deux derniéres conditions entrainent
d’ailleurs respectivement, comme il est aisé de s’en convaincre, (x'V y), = ,
(' Ay), =y (2.1, lemme 1).

La relation de similitude directe ~, que je viens de définir, est évidemment
réflexive mais, elle n’est pas généralement transitive; cela tient essentiellement
& ce que, dans M, les opérations v, A sont multivoques. On est einsi conduit
a étendre un peu cette notion de quotients directement semblables et je vais
dire que deux quotients z/y, «'/y’ sont directement T-semblables (symbole z/y ~
~ &'[y’) lorsque = &', y = ¥’ et lorsqu’il existe un nombre fini de quotients
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a;lb; 1 = 0,1,2,....7; agfby = xfy, a,/b, = «'[y’) tels qu’on ait x/y ~ a,[b, ~
o Qyfby o~ o @by >~ 2y

Enfin, je dirai, suivant KoRiNEk [16], que deux quotients x[y, 'y’ sont
T-semblables d’en bas (d’en haut) §’il existe un quotient s/t tel que z/y ~ sjt,
@'y’ ~ sft (s|t ~ x|y, s|t ~ &' [y'); le quotient s/t sera dit quotient intermédiaire
attaché & la paire z/y, «'[y’.

Il est évident que ces notions de quotients 1
semblables coincident, dans le cas des struc-
tures, avec les notions habituelles [16].

3.11. Théoréme. Si l'on a x/y ~ «'[y" alors,
les conditions x = y et &' = y' s’entrainent mu- a b
tuellement et, il s’ensuit que les conditions x >y
et ' >y’ Sentrainent aussi mutuellement.

La démonstration n’offre aucune difficulté.

3.12. Voici maintenant un exemple prouvant In d
que la relation ~ n’est pas généralement tran-
sitive. Considérons le schéma de multistructure
suivant:

On a évidemment 1/a ~ b/c, bjc ~ d]0; ce- 0
pendant, 1/a non~ d/0 car, puisque a > d, on

Fig. 5.
a(avd),=a<1l(et(and)y=d>0).

3.2. Connexions de Dedekind. Soient toujours (£2, w; a, b) un quadrilatére
quelconque dans une multistructure M et M € (a v b),, d € (@ A D), deux élé-
ments fixes. Je définis les correspondances (en général multivoques) suivantes:

Zo(P) = (b A P)as P eL]a; pp(p) = (aV D)y, P eblw
X0(@) = (@A Q)a, 2[5 ¢p(@') = OV )y ¢ cajw

L’ensemble (b A p), est évidemment une partie de b/d, puis (a v p’), en est
une de M/a, etc; remarquons aussi que (b A p), est une partie de (b A p),
et que (¢ Vv p’), en est une de (@ V p')o. Ainsi le couple d’opérations multivoques
(xp> ¥p) applique I'un des quotients Q/a, b/w sur une partie de autre; et une
propriété analogue a lieu pour (%5, @p) & 'égard des quotients /b, a/w.

Je dis que les opérations (xp> ¥p)> (Xps @p) possédent les propriétés A et B de
[L, § 1]. Soient, en effet, p;, ps € 2/a tels que p, = p, et P, € yp(p,); il y aura
alors, d’aprés 2.1, lemme 6, un Py € 2o(Py) tel que p; = p;; et une propriété
corrélative a lieu (par la dualité) pour ¢, les opérations (¥p, ¢p) possédent done
la propriété A de [I, § 1]. Soit maintenant p ¢ Q/a et p’ € x5(p); on a évidem-
ment p’ < p et comme ¢ = P, on en déduit que (a v p'), + 9 et que p < p
quel que soit P € (@ v p'),- OF; Pour chaque p’ e x,(p), (@ V P), est une partie
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de (@ V p'), et la propriété analogue se vérifie pour gp: les opérations (Yo ¥p)
possedent la propriété B de [T, § 1]. De sorte qu’on pourra éerire (toujours au
sens de [I, § 1]).

(3) L2/a == bjw mod yp, ¢p et & fortiori®) (3") M /a == b/d mod y,, @,
(3) Q/b = ajw mod 7, ¢, et afortiori®) (3") M /b == a/d mod z,, ¢,
En outre, on vérifie que les opérations (xp, ¥p)s (Xp» Po) Possédent, en tant

que correspondances entre les cotés M|a, bjd.- et M|b, ad respectivement, les pro-
priétés A* et B* de [I, §2]; on pourra donc écrire

(%p» Po) € I(M]a, bjd), (15, Pp) € I'(M[b, a/d) (4)

Les opérations (¥, ¢p), (%o, o) Vont, en tant que jouissant des propriétés
(3), (3), (4), &tre appeldes les connexions de Dedekind attachées au sous-quadrila-
tére (M, d; a, b).

3.21. Voici quelques propriétés simples mais trés importantes de ces conne-
xions de Dedekind; les notations sont celles de 3.2.

Lemme 1. Soit p ¢ M]a (p" € b[d); alors, (bV p), = M (@A p)a=d).

Demonstration. On a, en effet, p = a et (a v b), = M; or, d’aprés 2.1,
lemme 6, pour chaque M* e (b v p),, il existe un M, e (b V @), tel que M, < M*
et comme on a également M* < M = M,, il s’ensuit M* = M. Il ne reste
plus qu’a appliquer la dualité.

Lemme 2. Soient peMja, p,e(bAp)y et pe(aV py)y, (P ebld, pje(av
VD )y et P e(bAp),); alors ona (b A D), = pilaVp), = D)

Démonstration. On a, évidemment, p = p = p;; puis,ona (b A p;),,.‘. = p,,
(b A ), = p; et, enfin p; < x, < p; pour un certain z, e (b A p),, (cela, en
vertu du lemme 6 de 2.1, énoncé corrélatif).

Par conséquent x, = p;. Mais alors, (lemme 1 de 2.1), (b A D)y, = p; et la pro-
position corrélative par la dualité est également vraie.

3.3. Multistructures fortes. Nous avons déja dit que les connexions de
Dedekind de 3.2 sont des correspondances généralement multivoques. Or, il
peut y arriver que ces connexions soient univoques sans que, pour autant, la
multistructure se réduise a une structure: c’est ce que montre I’exemple 4 de
1.2. Les quotients M/a, b/d, M|b, a/d y sont, en effet, toujours (totalement)
ordonnés et, il suffit alors, d’appliquer le lemme 1 de 2.1. Il en est de méme
de ’exemple 7 de 1.2 (voir cet exemple, I’avant derniére remarque).

J’appellerai multistructure forfe une multistructure M telle que pour tout
quadrilatere (2, w; a, b) il y ait au moins un sousquadrilatere (M, d,; a, b) avec
Mye(avbd),etd,e(aAb),, dont les connexions de Dédekind sotent univoques.

%) Ou voit aussi que (wp, pp), constituent des correspondances (multivoques) entre
les quotients M/a, b/d et il en est de méme de (¥p, Pp) & I’égard des quotients M/b, a/d.
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On vérifie alors immédiatement le fait que quel que soit le sousquadrilatére
(M, d; a,b) de (2, w; a, b) avec M e (aV b), et d e (@ A b),, les connexions de
Dedekind qui lui sont attachées, sont toujours univoques.

Théoréme. Pour qu’une multistructure MM soit forte il faut et il suffit que dans
tout quadrilatére (2, w;, a, b), il y ait auw moins un sousquadrilatére (M, dy; a, b)
avec My e (a V b)g et dye(anb),tel que les conditions suivantes sotent remplies:

1) Pour chaque p e M,ja et chaque paire ', y' € b/d, telle que p = ', p = ¥/,
il y ait auw moins un 2’ e Mtel que b =2' = 2', p =2" = y'.

2) Pour chaque p’ € b/d, et chaque paire z, y e Myja telle que p' <z, p' =y
il y ait au moins un ze Mielquea <z <z, p' <z < ¥.

La démonstration n’en offre aucune difficulté (voir 1.4).

Corollaire. Les conditions 1) et 2) ci-dessus sont remplies pourvu que ’ensemble
des x' tels que &' € bldg, p = x' et l'ensemble des x tels que x € Myla, p < x, —
sotent des structures (ici, comme dans les 1) et 2) ci-dessus, on a naturellement

peMyla et p' ebld,).
§ 4. Multistructures modulaires

4.1 Définitions. Je dis qu’une multistructure M est modulaire lorsque dans
tout quadrilatére (2, w;a,b) de M il existe au moins un sousquadrilatére
(M, dy; a, b) avec My e (aV b), et dye (a A b), tel que la connexion de Dede-
kind (yp, ¢p), (ou bien x5, ¢p), qui lui est attachée soit parfaite au sens de
[T, §1]; cela veut dire: 1° que pour chaque p e Mya et chague p; e (b A p)g, il
y ait au moins un p, € (@ V p;), tel que p, = p, 2° que pour chaque P’ < b/d,
et chaque p; e (aV p')y, il y ait au moins un Py € (b A p;),» tel que py = p’
(d’aprés le lemme 1 de 2.1, on a alors (@ V p;), = pet (b A p;),y = 2')).

4.11. Je dis qu'une multistructure M est x-modulaire lorsque la condition 2°

précédente y est seule en puissance; de méme, je dirai qu’une multistructure M
est f-modulaire lorsque la condition 1° précédente y est seule en puissance.

4.12 C’est une conséquence immédiate de sa définition que dans une multi-
structure modulaire, les propriétés 1° et 2° soient vraies pour chaque sousquadri-
latére irréductible (M, d; a, b) de (2, w; @, b) et pour chacune des deux conne-
xions (¥p, ¥p)> (Xo> Pp) qui lui sont attachées; il en est de méme dans les cas
des multistructures «-modulaires ou f-modulaires.

4.13 Enfin, je dirai qu’'une multistructure I est localement modulasre lors-
qu’il existe un w, e M tel que pour chaque quadrilatére (2, wy; @, b) il y ait
au moins un sousquadrilatére (M, d; a, b) avec M e (a v b),, d e (a A b),, tel
que les connexions de Dedekind (xp, ¥p) et (%o, ¥p) qui lui sont attachées
possédent les propriétés 1° et 2° précédentes.

Remarquons tout de suite que cette dernieére définition est unc assertion,
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généralement plus faible, que celle d’aprés laquelle la sousmultistructure fermée
(1.3) ayant w, pour premier élément serait modulaire.

4.14. 11 est aisé de vérifier le fait que les multistructures discutées dans les
exemples 4,5 et 7 de 1.2 sont des multistructures modulaires; il en est de méme
de la multistructure définie par la fig. 5.

4.2. En ce qui concerne les exemples
4,7 de 1.2 il est intéressant de noter
qu’il 8’y agit de multistructures a la fois
fortes et modulaires. Or, on constate
immédiatement que, dans une multi-
structure M a la fois forte et modulaire,
d 6 la proposition suivante est toujours
vraie:

Soient (2, w; a,b) un quadrilatére quel-
a conque de M et M e (@ V b)g, d € (@ A D),
alors, on a les isomorphismes (,,de mul-
tistructure*) suivants:

Ma=bd (xp, o)y M[b=a)d (b, Po)

Fig. 6. On en conclut, d’aprés [1, §3], que dans

toute multistructure forte et modulaire,

deux chaines aux extrémités communes, possédent des raffinements canoniques
1somorphes.

Une multistructure modulaire n’est pas nécessairement, une multistructure
forte; c’est précisément ce que montre 'exemple 5 de 1.2. Quant a la récipro-
que, elle n’est pas vraie non plus, simplement parce qu’il existe des structures
non-modulaires.

11 apparait ainsi dans que une multistructure modulaire, des quotients (direc-
tement) semblables x/y, x'/y’ (3.1) ne sont, généralement plus, isomorphes
par les connexions de Dedekind et ceci, précisement parce que ces connexions
y sont multivoques. Mais il y a plus: dans une multistructure modulaire il
peut y avoir des quotients (directement) semblables, lesquels ne sont isomor-
phes ni par les connexions de Dedekind ns par quelques autres correspondances
que ce soient; c’est precisément ce qui arrive dans I’exemple 5 de 1.2 pour le
cas de figure ci-dessous.

On'y voit, en effet, queanon=b, bnon=adonc M >a>d, M >b>d
et que M/a ~ bjd, M[b ~ a/d; or, les quotients M /b, b/d y sont, évidemment,
(totalement) ordonnés tandis que M /a, a/d ne le sont pas.

4.3. Théoréme. Soient M une multistructure modulaire et (2, w; a, b) ¢ M;
sotent M e (a vV b)g et d e (@ A D). Alors, & tout quotient p, = p, tel que M = p, =
= p, = a on peut faire correspondre, par les connexions de Dedekind associées
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@ (ﬂ{, d’; a,b), un quotient p; = p, tel que b = p] = Py = d et tel que pyps =2
o~ P,/p, (on a aussi un théoréme corrélatif par la dualité).

Démonstration. Considéronsun p; € (b A py)a; il existe alors, d’apréslelemme
6 de 2.1, au moins un p{ € (b A py)q tel que o P, et je dis qu'on a p,/p, =~
~ pi|ps, Cest-d-dire que (py V Ps), = P1 et (D1 A pa),, = ps. Or, puisque M
est modulaire, on a (aV p;), = p;; Mais p; = p, =a et, par conséquent
(3.21, lemme 1) on aura aussi (py V ps),, = P1- Puis on a, toujours par le lemme1
de 3.21 (p; A Pa),, = P2, ce qui démontre le théoréme.

4.31. Corollaire. Si l'on a xy ~ 'y, alors, les quotients x|y, «'[y" ne sont
premiers que simultanément. Supposons, en effet, que x/y soit premier; si 'y
n’était pas premier, alors, il y aurait un p’ tel que &’ > p’ > y'. Il en résulte
Pexistence dun p e (y V p'), tel que z/p ~ «'[p’. Mais, x/y étant premier, on
a ou bien p = x ou bien p = y et par conséquent, ou bien (z’ A p), = 2’ ou
bien (z' A p),, = ¥, ¢’est-a-dire, finalement, ou bien p’ = 2’ ou bien p’ =y’
ce qui ne peut étre. De méme, pour la reciproque. Plus généralement, les condi-
tions x/y = premier, z'/y’ = premier s’entrainent mutuellement dés qu’on a
aly ~ 'y

4.4. Théoréme. Toute multistructure c-modulaire (B-modulaire) est une multi-
structure modulaire.

Démonstration. Soient (2, w; a, b) un quadrilatére quelconque de M et
M e(avVbd)y, de(anb),; daprés I’hypothése, on a, (bA p;), = p pour
chaque p’ € b/d et chaque p; € (a v p’),,.. Cela étant, considérons un p ¢ M/a et
soient p; € (b A p)aet P e (@ V p;),; il faut montrer qu'on a p = p. Or, ona p =
=p =a donc (3.21, lemme 1) (b vV p),, = M; puis, M étant a-modulaire,
on aura, dans le quadrilatére (M, p;; p, b), (p A ;) = ' pour chaque 2’ € p/p;
et chaque z; € (b v 2'),. Mais p c’est un 2’ car on a évidemment, p = p = p,
et comme (b V p), = M il s’ensuit (p A M), = p C’est-a-dire p = p, q. e. d.

4.41. Corollaire. Une multistructure est modulaire si et seulement st les rela-
tions Qza=Z2w, Q2020 2w, (@Vb)y=(@Vvbd),=20, (@aAbd),=
= (a A D), = w entrainent b = b'.

4.5. Théoréme de raffinement de Schreier. Dans une multistructure modu-
laire, deux chaines aux extrémités communes possédent au moins un systéme de

raffinements canoniques de méme longueur et dont les quotients conjugués sont
T'-semblables d’en bas (d’en haut).

La démonstration!®) repose sur I’application itérée du théoréme 4.3. (forme
corrélative) suivant la technique de I, § 3 (seconde démonstration); les détails
en sont laissés aux soins du lecteur, dont la tiche serait facilitée par le schéma

10) Laquelle s’applique également au cas des multistructures localement modulaires

(4.13)
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suivant contenant le premier pas du processus de raffinement (les notations
sont celles méme de I, § 3 (seconde démonstration)).

Rzay 20 2. 20y Z0y; = = y5-g = Og5-1 = Oy,
1 1 1 1 1 1
by =ap=...2a;, =a; = = Qyep = Q1,5 = 4,
2 2 2 2 1
by = =0y = A5 = = yn = 15 = dy,
ji-1 i-1 i-1 1
by zay; = .. Z el 2150 =d;,
J 1
by = .. Z Ay = Qi = dj,

..........................

Ici, on a
@rp € (@ Vb)g, die(a Aby)y oo, dye(digADy), 1=1,2,..,8
(dé = @, d: = ).
Puis, on a
ai;le(ijd;~l)b» =12 ..s (a(l)l = ayy)

j—17
et, & la fin,
A1)y, ~ biqfaizh i =1,2,..,8 (= 2,0, = a,);
on a, effectivement, par ’application itérée du théoreme 4.3 (forme corrélative),
5 a)y; =2 @y yfay; = af ;_yfas ;e ... o2 a{,ﬁl/a{"jz == bi—]/a’{,—ila
j=1,2,..., s et, il suffit alors, d’appliquer la définition de la relation ~ (3.1).

4.51. Corollaire (théoréme Jordan-Hélder). Dans une multistructure modu-
laire de longueur finie deux séries aux extrémités communes ont méme longueur
et les quotients T-semblables d’en bas (d’en haut), en quelque ordre.

4.6. Théoréme. Soit M une multistructure méromorphe (I, §4) et qui soit en
méme temps un espace A modulaire (I,§2); alors, IM est une multistructure
modulaire.

Démonstration. Soient (2, w; @, b) un quadrilatére quelconque de M et
Me(@vbd)g, de(@Ab)y, ' ebld, pie(@V p)y, P €® A p;),. On a évidem-
ment M =p, =a, b=p =Zp =d et aussi (aVp), =p; (3.21, lemme 2,
forme corrélative). Par conséquent

pila = pld, pila=pld
il s'ensuit p’'/d =2 p'/d et, finalement, puisque M est méromorphe, P’ = p'.
Ce qui, d’aprés 4.4, démontre le théoreme.

Remarque. La proposition précédente est ’analogue du théoréme de Ward
de1,§ 4.
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4.7. Sur les conditions de semimodularité, Soit 9% une multistructure
modulaire; on a vu & 4.31 que si I'on a a/y ~ «'fy’ (ou, plus généralement,
xly ~ a'[y’) alors la condition x/y — premier entraine la condition z'/y’ =
= premier et réciproquement. Il suit de la que, dans toute multistructure
modulaire les propriétés suivantes sont en puissance:

(6") Soit (2, w; a, b) un quadrilatére de M tel que ajw = premier, blw =
= premier et que a + b; alors, on a M|a = premrer, M|b = premier quel que
soit M e (@ V b),.

(6") Soit (2, w; a, b) un quadrilatére de M tel que 2/a = premier, Qb = premier
et que a % b; alors, on a ajd = premier, bjd = premier, quel que soit d e (a A b),,.

Ces conditions (¢’), (¢”), nous les appellerons parfois premiére et seconde
condition de semimodularité, respectivement; nous allons voir un peu plus loin
que, sous certaines hypothéses, ces conditions de semimodularité sont respec-
tivement équivalentes aux conditions de primitivité [17] suivantes:

(") Soit (2, w; a, b) un quadrilatére de MM et supposons qu'il y ait un d € (@ A
A D), tel que bjd = premier; on a alors M|a = premier, quel que soit M € (a Vv
vV b)g.

(") Soit (2, w; a, b) un quadrilatére de I et supposons qu’il y ait un M € (a v
Vv b)g, tel que M|a = premier; on a alors bjd = premier quelque soit d € (@ A b),,.

Notre principal but, dans les alinéas suivants, est de démontrer que 1'une
ou l'autre des conditions (¢’), (¢”), prise & part, est nécessaire et suffisante afin
que le théoréme Jordan-Hdélder soit valide dans une multistructure (de lon-
gueur finie), sous 'une ou lautre des formes que nous allons préciser; nous
aurons, de la sorte, généralisé des résultats assez récents de Kotinek, [17] et
précisé davantage certains résultats de Ore, [5].

Soit M une multistructure dont les chaines bornées soient finies; alors, la
condition (¢”) est nécessaire et suffisante afin que la proposition suivante soit
vraie dans IM:

Théoréme. Deux séries aux extrémités communes Q2 > w ont méme longueur
et il existe une correspondance biunivoque (et non-lacunaire) entre leurs quotients
de fagon telle que des quotients correspondants soient T-semblables d’en bas et
que le quotient intermédiaire sft qui leur est associé satisfasse aux conditions
Q=s5>t= 0.

L’application de la dualité nous fournit une proposition corrélative, laquelle
est (sous méme supposition quant aux chaines de M) logiquement équivalente
a (o).

4.71. Démontrons d’abord la suffisance. Or, le fait que les deux séries ont
méme longueur est simplement une conséquence de la ,,quadrilateral condition*

11) T1 importe de remarquer que ces conditions 2 > s > ¢ > w ne signifient point
une restriction; car, de ce que la condition (¢”)est valide dans I, il s’ensuit évidemment
qu’elle y est valide dans toute sousmultistructure de la forme Q/w, 2, w ¢ M (voir aussi
4.5 ot 4.51).
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(forme corrélative) de Ore, [5]. Pour vérifier la seconde partie du théoréme,
nous allons appliquer un raisonnement inductif. La propriété est évidemment
vraie pour chaque paire de séries (aux extrémités communes) de longueur 2;
supposons donc qu’elle le soit aussi pour chaque paire de séries (aux extrémités
communes) de longueur plus petite quun nombre naturel » > 2. Soient

Q>a,>a4,>...>0_,>0

Q>bl>b2>"'>br~1>w al):bo:.Q,ar:br:w (5)

deux séries de longueur r; on peut y supposer que @, =+ b, et @,_; + b,_; sans
quoi on n’aurait plus rien & démontrer. Soit d, € (2, A b,),; d’aprés (¢”) et puisque
@, * d;, on aura naturellement a,/d, = premier, b,/d, = premier et aussi

Qfay >~ byjd,, /b, ~ a,/d, . (5%)
Maintenant, ou bien d, + b, ou bien d;, = b,. )
1. Supposons d’abord qu’on ait d, = b,; alors, nous considérons les séries

A >0y > 0. >0y >0,
a,>d >b3>b,>...>b, >0

dont la longueur est, évidemment, égale & » — 1. Or, la propriété étant vraie
pour les paires de séries de longueur moindre que r, il y aura entre les quotients
a,/ay, ayja,, ..., a,_ /o d'une part, et les quotients a,/d,, d,/b; = b,/bs, bs/b,, ...,
b,_;/w d’autre part, une correspondance biunivoque (et non lacunaire) telle que
les quotients correspondants soient T-semblables d’en bas, et que le quotient
intermédiaire qui leur est attaché s/t, soit tel que a;, = s >t = w.11)

On aura ainsi, en particulier, a,/d;, ~ s/t et a; _,/a;, ~ s[t, i, > 1 donc aussi
(par la seconde des (5'), d; = b,, et la transitivité de ~) 2/b, ~ s/t et a,; _,/a, ~
~ s/t; on n’a plus alors qu’a prolonger la définition de la correspondance biuni-
voque (et non lacunaire) qu’institue la récurrence, en y ajoutant la paire 2/a,,
b,/b, de (5’). La propriété est donc vraie pour les séries (5).

2. Supposons en second lieu que d; + b,; alors, puisque b,/d, = premier
et b,/b, = premier, on aura aussi d,/d, = premier et b,/d, = premier et

by[dy >~ by[dy, by[by =~ d,/d, (6)
pour chaque d, € (d; A b,),. Maintenant si, par hasard, d, = b;, alors, en consi-
dérant les séries a, >a, > ...>a,,>w, @, >d, >dy>by>b;> ...
... > b,_; > w, on raisonnera comme on vient de le faire sous 1. Supposons
donc d, =+ b et soit ds € (dy A b;),; on aura d,/d; = premier, bs/d; = premier et

body == byfdy,  by/by ~ dy/d; . (6")

En général, si, aprés avoir détérminé ainsi un d;_, avec b;,_; > d;_; et
b;_,/d;—, = premier (j > 1) on aurait d;, = b;, alors, on considérerait les
séries @; >0, > ...> 0, >0, @, >d, >dy> ... >djy > b > b >
> ...>b,.; > w et l'on raisonnerait comme précédemment. Si, par contre,
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on a toujours d;_; + b;, on choisira un d; e (d;_, A b;), et I'on aura d,_,/d; =
= premier, b;/d; = premier et aussi
bjafd;—y > bfd;, bj[b; ~d;_[d;, j=2,3,... (6")
Supposons, enfin, qu’on ait d;_, + b; pour chaque j = 2,3, ...,r — 2 et soit
dr~1 N (dr—-Z A br—l)u); Puisque d'r—2 + b'r—l et que br—2/dr—2 et br-—2/b'r—1 sont pre-
miers, on aura évidemment d,_, = . On considérera alors les séries a, > @, >
> > >0, a,>d>dy>...>djy>d;>...>d,,>w et on
leur appliquera I’hypothése inductive. On obtiendra ainsi les relations

a;yfa; ~ Sift;, d;r(i—l)/d;c(i) ~ 8ift;

7

Gy =2 >>w, 1=2,3,...,r (7)

ot 'on a posé dy = a,, dy = dy, dg = d,, ..., d; = d;_, et ot =(i) est la trace
qu’une certaine permutation (z — 1, 4) - =((z — 1,3)) = (! — 1,1) des couples
ordonnés (1 — 1, %), laisse sur les indices 7 = 2, 3, ..., r. Les secondes relations

(7) s’écrivent aussi (3 cause de d; = d;_,!)
Arim1y—1/Any—1 ~ Silti, 1= 2,3, ..,1r (dy = ay)
lesquelles nous donnent, vu les secondes relations (5'), (6”)
bri-1y-1/bry—1 ~ Sifts, 1 =2,3,...,7.

On n’a plus qu’a y ajouter 2/a; ~ b,_;/w ce qui achéve le démonstration, (car
on a, vu les troisiémes relations (7), 2 = s; > t;, = w,1=1,2,3, ..., 7).

4.72. Maintenant il s’agit de démontrer que la condition (c") est nécessaire
afin que le théoréme Jordan-Holder soit valide dans une multistructure M
(de longueur finie) sous la forme énoncée a 4.7.

Soit (2, w; a, b) un quadrilatére de M tel que 2/a = premier, 2/b = pre-
mier et que a =+ b; il s’ensuit immédiatement @ non < b, b non < a et, par con-
séquent, d < a, d << b pour chaque d € (@ A b),,.

Alors, si, par hasard, on a a/d = premier, on aura aussi b/d = premier car,
les séries allant de @ & d, doivent, par hypothése, avoir méme longueur.

Supposons donc que a/d et b/d soient non premiers et considérons les séries

R>a>2,>0,>..>%,,>2>...>2,_,>4d,

Q>b>yYy,>y> ... Y1 > Y, > 0. >y, > d,
To=a,Yyp=0b, z,=y,=d.

(8)

Evidemment, r =s> 0 et anon=<y;, y;non<a, bnon<z;, x;,non=<>b
pour chaque 7,7 =1,2,...,7 — 1 (car d e (a A b),!).

Maintenant je dis que notre hypothése par ’absurde est en contradiction
avec l'existence d’'une correspondance biunivoque et non lacunaire (entre
les quotients des séries (8)) satisfaisant aux conditions du théoréme de 4.7.
En effet, quel que soit le principe de cette correspondance, il y aura toujours
un quotient ;_,/%;, ¢ = 1 qui soit T-semblable d’en bas & un quotient y;-,/¥;,
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§ = wigfa, ~EY, gy, ~iE, Q =t >t = dY); mais, alors, on devrait
yavoira > ¢, b>t,t>1 =d, ce qui ne peut étre (car d ¢ (a A b),)).

La nécessité de la condition (¢”) est démontrée.

4.73. Nous allons maintenant démontrer que la condition de semimodularité
(¢") est équivalente & la condition de primitivité (n”).

D’abord, il est clair que cette dernié¢re entraine la premiére; pour démontrer
la réciproque, nous allons supposer que les chaines bornées de N sont finies.

Soit (2, w; a, b) un quadrilatére de 9M; nous supposerons, afin d’écarter
le cas trivial, que anon=< b et b non < a.

Soient M ¢ (a v b), et d e (a A D), et supposons que M soit tel que M > a
soit un intervalle premier; je dis qu’il en est de méme de b/d. En effet, soit M >
> > Q> ... > > ¢; > ... > ¢;, > b une série quelconque allant
de M & b. On a évidemment a + ¢, (car M ¢ (a v b),), done, d’aprés (¢”), on
aura ¢,/q, = premier et a/q; = premier pour chaque ¢; € (@ A ¢y)a

En continuant par voie d’induction, on aura en particulier a > g, =d,
Gs-1 > €o-1, G5-1/¢5—1 = premier, puis, comme b # iy, Un ¢, € (¢4 A b)a tel
que (¢.—,/q. = premier et) b/q, = premier. Or, ¢, = d, car a > ¢, = d, b > ¢, =
= d; ainsi, b/d = premier, q. e. d.

L’application de la dualité nous fournit le résultat complémentaire que dans
toute multistructure dont les chaines bornées sont finies, les propasitions (")
et (¢’) sont logiquement équivalentes.

4.74. Nous allons enfin prouver que ’ensemble des conditions (¢”) et (") (ou
bien des conditions (n') et (n") équivaut & ce que la multistructure M soit modu-
laire (pourvu que ses chaines bornées soient finies).

11 est clair en effet que la modularité de I entraine les conditions (s) et (c”)
a la fois (voir 4.31). Quant & la réciproque, il convient tout d’abord d’établir
la proposition suivante:

Lemme. Soit M une multistructure arbitraire et x,y,z e M tels que x >y
avec xly = premier et que zANy + 0 (zva + 0). Soit, de méme, dez Ay
(M ez v x). Alors, st parmi tous les d' ez Nz tels que &' =d (M’ ez Vv y tels
que M' < M; 2.1, lemme 6) il y en a tels que d' > d (M’ < M), — on auwra
aly =~ d'|d (M/M' ~ x/y).

Démonstration. On a évidemment z = d’ > d, y = d et, par conséquent,
de(ynd), Soit M*e(yvd), on a  =M* =y. Or, on ne peut avoir
M* = y,sans quoionauraity = d’et par conséquent, vu que d’ > d, — d none z A
Ay. Ainsi M* = x (car a/y = premier) et la démonstration s’achéve par
Papplication de la dualité. -

4.741. Maintenant, soit 9% une multistructure dont les chaines bornées
sont finies et telle que les conditions (¢’), (¢”) y soient, & la fois, en puissance.
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Considérons un intervalle quelconque 2 > w de M et x ¢ 2/w; designons par
l]| 2 1a longueur d’une série allant de 2 & x. Nous allons prouver qu’on a

lalle + lIblle = [1M]le + [l (9)
o a,beQw et ou Me(aVvb),etde(arbd),

En effet, soit M > p, > p, > ... > p,; > a une série allant de M a a.
Considérons un p, _; € (b A P,_1)a PUis py_5 € (b A p,_,),,, , puis encore p,_; € (b A
A Prs)y,_,» etc. On obtient de la sorte une chaine b = p; = p; = ... = p,» =
> p._, = d dont je dis qu’elle est de longueur au plus égale a r. Car, en vertu
du lemme précédent et de 4.73,silonap, ; > p; (i = 1,2,...,1p, = b, p, =
= d) on aura méme p,_,/p, = premier.

Conséquemment, ||d||o — ||blle = ||alle — || M||o, ¢’est-a-dire
lalle + [Blle = 1Ml + [[da - (9
L’application de la dualité nous fournit encore
| llalle + [blle = l[M]le + [|dlle - (9")

L’égalité (9) est la conséquence immédiate de (9') et (9”) et il ne reste plus
qu’a appliquer le théoréme 5.512).

4.742. Remarque. Si 'on désigne par ||z||, la longueur d’une série allant
de z & w (z € 2/w) on aura encore (les hypothéses étant les mémes)

lledlo =+ 1Bl = 1]l + (Il - (10)

§ 5. Théorie des évaluations

5.1. Définitions. Soit M une multistructure; je dis qu’une fonctionnelle
v[a], a € M, est une évaluation sur M de premiére espéce, lorsque pour chaque
couplea, b e Mtelqueavd + 0, andb 0 il yaun MeavbetundeaAd
de fagon qu’on ait

V1. v[a] + v[b] = o[M] + v[d]

Je dis qu’une fonctionnelle v[a] est une évaluation sur MM de seconde espéce,
lorsque pour chaque couple a,be M tel que avd + @, a b+ 0 et pour
chaque M eavb(deanbd)ilyaundea Ab (M eavb)de fagcon que V1 soit
en puissance.

Enfin, je dis qu’une fonctionnelle v[a] est une évaluation sur M de troisiéme
espéce lorsque pour chaque couple @, be M tel que aVvd *+ P, and *+ 0, la
relation V1 est en puissance pour chaque M e a Vv b et chaque d € a- A b.

5.12, Une évaluation v[a] sur IM sera dite isofone lorsque pour chaque couple
a=bde M on a

12) Relativement & la sousmultistructure (fermée!) 2/w.
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V2. a =b entraine v[a] = v[b]
Enfin, elle sera dite positive si
V2'. a>b entraine v[a] > v[b]

5.13. Une multistructure sera dite normée lorsqu’elle posséde une évaluation
positive de troisiéme espéce.

5.2. Exemples. Les multistructures décrites dans les exemples 4, 5, 7 de
1.2 possédent des évaluations de premiére et de seconde espéces, telles les
suivantes

1) v[a] = R(a) (R(a) = mesure du rayon du cercle a; exemple 4 de 1.2)

2) v[(x,y,2,t)] = (bt + Kk lx + my + nz

3; v&x, g’ - t;:]] _ ;2 j—_yz)—:—ﬂ —l_—l_czt?z!. + (exemple 7 de 1.2))

Les deux premiéres sont des évaluations de seconde .espéce; la troisiéme
est une évaluation de premiére espéce. La fonction v[(z, v, 2, t)] = ¢ est une
évaluation positive de seconde espéce sur la multistructure K, (exemple 7 de
1.2)%).

Quant a I'exemple 5 de 1.2, c’est une multistructure normée qu’on obtient
en posant v[a] = C(a) (C(a) = mesure du cété du carré a). Un autre exemple,
trés important celui-la, de multistructure normée nous est fourni par les multi-
structures modulaires de longueur finies et ayant un dernier (premier) élément;
cela résulte immédiatement de 1’égalité (9), ou (10) en prenant pour évaluation
ole] = [l (ol = [l

5.3. Voici quelques conséquences simples de V1 et V2'. Tout d’abord, I’axiome
V2’ entraine que @ = b soit une conséquence de ¢ = b et v[a] = v[b]. Puls
on a la proposition suivante:

5.31. Lemme. Soit M une multistructure normée et a, b ¢ M tels quea v b + 0,
anb + 0. Alors on a v[M]= K' = constant et v[d] = K" = constant pour
chaque M ea v b et chaque d e a A D.

Démonstration. Le lemme est un corollaire immédiat de I'égalité V1.

5.32. Corollaire. A tout couple a,beM tel que avb + 0, andb+ 0 on
peut attacher le nombre non-négatif o(a, b) = v[M] — v[d] jouissant des propriétés
usuelles sutvantes: 1. 9(a, b) = 0(b, a), 2. d(a, b) = 0 si et seulement st @ = b.

Ce nombre &(a, b) est, du reste, une véritable distance; on a, en effet, la pro-
position suivante

5.4. Théoréme. Toute multistructure mnormée est un espace métrique pourvu
qu’elle soit un ensemble filirant et que la distance y soit définie par o(a, b) =
= o[M] — v[d], (5.3).

Démonstration. On a, puisque I est filtrant, avd + 9, a A D + 0,
pour chaque couple a,b e M; ainsi o(a, b) y est défini pour chaque couple
a,beIM et, d’apres 5.32, il suﬂlt de montrer qu’on a 9(a, c) + o(c, b) =
= 0(a, b); @, b, ce M.
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Or, on a successivement:

v[a] +v[c] = o[M'] +v[d]; M eavec,d eanc,
v[b] + v[c] = o[ M"] + v[d"]; M"ebvec,d ebAc,
v[a}l + v[b] =v[M] +v[d]; M eavb,d eanbd.

et, par conséquent:
o(a, ¢) + o(c, b) — o(a, b) = 2(v[c] + v[d} — v[d'] — v[d"]). (11)

Puis, omaa,c =d etb,c =d";sidoncze(d vd'), et yed A d”, on aura
encore

o[d'] + v[d"] = v[x] + o[y]

et, par suite, le second membre de (11) s’écrira 2(v[c] — v[z] + o[d] — v[y]).
Mais, évidemment, v[c] = v[z] et, je dis qu'on peut trouver un dea A b tel
que d = y; il suffit, pour s’en convaincre, d’appliquer le lemme 6 de 2.1 (deux
fois de suite) aux intervalles a = d’, b = d".

On aura donc v[d] = vfy] et, finalement, &(a, ¢) + o(c, b) = (a, b)!

Remarque. Lorsque 9 est une structure, le théoréme précédent est une
partie d’un théoréme bien connu de V. GLIVENEKO [18]; on peut aussi étendre
aux multistructures normées la majeure partie des théorémes de la ,,Géométrie
des systémes de choses normées‘‘ de cet auteur, mais je ne le ferai pas ici.

5.5. Théoréme. Toute multistructure normée est modulaire.

Démonstration. Les notations étant celles de 3.21 (lemmes 1 et 2) il suffit
de montrer qu'on a p’ = p’. Or, d’aprés les lemmes que je viens de citer, on
peut écrire

v[a] + o[p'] = o[p;] + v[d],
vla] + o[p'] = v[p;] + vl[d]
donc 2[p'] = v[p’] c’est-a-dire précisément (puisque p’ = p’), p' = p’ et le
théoréme est démontré.
5.51. Remarque. La propriété réciproque & savoir, que toute multistructure

M modulaire est normée, est également vraie, pourvu que les chaines bornées de
M soient finies (voir 4.741).

§ 6. Multistructures distributives

6.1. Définition. Nous avons vu & 4.41 qu’une multistructure modulaire peut
étre caractérisée par cette propriété que pour chaque paire de chaines 2 = a =
=w,2=b=0b = w,les conditions (a v b'), = 2 et (a A b), = w entrainent
Pégalité b = b’; I’analogie avec la théorie des structures, nous suggere alors la
définition suivante:
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Une multistructure sera dite distributive chaque fois que les conditions
2 =a,b,b' =w et les conditions (a Vv bd)y,=(aVd)y,=Q, (anb),=(anr
Ab"), = o entrainent 1’égalité b = b’.

Voici une autre formulation, trés commode, de cette définition. Appelons
complément de a relativement @ 2 = w (2 = a = w) tout élément b (s’il en
existe) tel que 2 = b = w et que (a v b), = 2, (@ A b), = .

D’apres cela, une multistructure sera distributive si et seulement si, les com-
pléments relatifs de ses éléments sont uniques (pourvu qu’ils existent).

Au sens de cette définition les multistructures suivantes sont distributives:
les structures distributives, la multistructure décrite & 3.12, I’ensemble (par-
tiellement ordonné par l'inclusion) des sousgroupes cycliques ou, plus généra-
lement, des sous-groupes cycliques généralisés, [1], de quelque groupe, les
sousmultistructures fermées et les produits cartésiens de multistructures distri-
butives. Un dernier exemple intéressant nous en est fourni par les espaces métri-
ques transitifs formées par les éléments d’une multistructure normée et filtrante
(5.4); nous allons en donner la raison ci-dessous:

6.11. Lemme. Soit IM une multistructure fillrante et supposons que M soit un
espace métrique tel que pour chaque couple b, c ¢ M et chaque couple L, m tel que
Lebvcetmebhconait

d(a, b) + o(a, c) = o(a, L) + o(a, m)
quelque soit a e M avec L = a = m. Alors, la multistructure est distributive.

Démonstration. Soient a, b, b’, 2, w e M tels que 2 =a,b, b’ = w et

tels que
(avb)g=(aVvb), =2,
(@Ab), =(aAb), =w.

Il faut prouver qu’il en résulte b = b’. Or, puisque Qeavb, Qecavd,

weahb, weanb et que 2 =b = w on pourra écrire
o(b, a) + o(b, b) = o(b, 2) + o(b, w)
o(b, a) + (b, b') = 0(b, Q) + 0(b, w).

On déduit par soustraction (puisque 8(b, b) = 0), 8(b, b’) = 0 ce qui entraine
b=10,q.e d

6.12. Théoréme. Soit M une multistructure mormée et filirante et supposons
que Uespace métrique (5.4) formée par ses éléments soit tramsitif; alors, la multi-
structure M est distributive.

Démonstration. Je rappelle qu'un espace métrique E est dit transitif
lorsque pour chaque couple a, b ¢ E les conditions

o(a, x) + o(x, b) = o(a, b),
o(a, y) + oy, b) = o(a, b),
oz, 2) + 0z, y) = o(x, ),
(2, y, z € E), entrainent la condition d(a, z) + &(z, b) = d(a, b)-
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Cela posé, soient b,ce Met Lebve, mebdAc; je dis quon a

a(ba L) + a(Lr c) = a(b, C) s

0(b, m) + o(m, ¢) = (b, c) . (12)

On a, en effet, successivement
36, L) = v[L] — v[b] ,
o(L, ¢) = v[L] — v[c] ,
o(b, L) + d(L, ¢) = 2v[L] — v[b] — v[c] = v[L] — v[m] = (b, c)
ce qui prouve la premiére des (12). Quant & la seconde des (12) on peut appliquer
la dualité.

Maintenant, soit @ ¢ M tel que L = a “= m; il en résulte
AL, a) + (@, .o)= AL, m); (13)

les relations (12) prouvent alors, vu la transitivité de l’espace métrique M,
qu’on a

30, @) + (a, ¢) = 3, c) ,
et, par conséquent, d’apres (13) et la définition de 9(b, c)
o(a, b) + o(a, ¢)-= d(a, L) 4 o(a, m), (L = a = m!).
Le théoréme est maintenant la conséquence du lemme 6. 11.

6.2. Il convient de remarquer que les lois ordinaires de distributivité n’y
sont plus généralement en puissance dans les multistructures distributives;
c’est ce que montre I’exemple de 3.12: on a, en effet

cV(aAnb)={a,b,c} +{c,d} = (cVva)A(Vbd)

(quant & la signification d’une expression telle que ¢ A (¢ Vv b) voir les définitions
(2), (2') de 2.1).

6.3. 11 est évident que chaque multistructure distributive est modulaire mais,
la réciproque n’est par vraie simplement parce que les structures modulaires
ne sont pas toutes distributives (voir aussi 1’ ex. 4 de 1.2).

6.4. Une propriété trés importante des multistructures distributives, c’est
qu’elles sont des multistructures fortes (3.3).

Soient, en effet, (2, w;, @, b) un quadrilatére quelconque et M e (a Vv b),,
de(and), p'ebld et p;, pye(@Vv p)y. On a évidemment, (3.21, lemme 1),
bV D)=V py)y =M. Puis on a, la multistructure étant modulaire,
(A D)y = (b A py)y = 9. Il s’ensuit p; = p,, et, par la dualité, aussi p; = p;,,
pour chaque p € M /a et chaque couple p;, p; € (b A p)a

Il en résulte les isomorphismes M/a = b/d (mod yp, ¢p), M[b = ajd (mod
o Pp) €t, partant, (I, §3), le théoréme de raffinement de Schreier.
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6.5. Théoréme.13) Soit M une multistructure modulaire dont les chaines bornées
sont finies; alors, pour que M soit distributive il faut et il suffit que la condition
sutvante soit en puissance:

(D) Soit (2, w; a, b) un quadrilatére tel que les quotients £2/a, 2/b soient premiers et
a = b; soient, de méme, d e (@ A b), et btel que Q =b =d et que (aV b), = Q2
et (@ Ab), = w. Alors, b=1"5. -

Démonstration. La nécessité de la condition (D) ci-dessus, est évidente;
pour démontrer la suffisance, considérons un quadrilatére (2, w; a, b) tel que
(@Vvbd)y,= Qetsoientd e (@ A b),etbe Mtelque 2 =b =d et que (@ V b)y =
= 2, (@ A b), = o. Le théoréme sera démontré quand on aura prouvé que
b = b. Soient, & cet effet

L>p>p>...>p>0,

Q>q¢>¢>...>¢,>0b
-deux séries quelconques allant de 2 & a et de {2 & b; nous allons y appliquer un
raisonnement inductif suivant les longueurs 7, s des séries (14).

(Po=q=02, a=p, b=1g) (14)

Le théoréme est évidemment vrai pour r = s = 1.

I. Supposons done que le théoréme soit vrai pour r = L et j < s — 1(s > 1)
en ce sens que pour chaque quadrilatére (2', o’; @', b’) tel que (o’ v b))y = Q'
et que les intervalles 2° > a” et 2" > b’ soient respectivement de longueur 1 et
J=s8—1 (s> 1), n’y ait pas d’autre complément de a’ relativement a Q'|d’,
d e(@ Ab),, que b’ lui-méme, ni d’autre complément de b’ relativement & 2’ /d’,
que a’ lut-méme. Il s’agit de démontrer que cette propriété reste vraie aussi
pour r =1letj=s.

I*. Soient, & cet effet, d e (@ A b)y, di "€ (@A @s_y)a (@ =Py, b=¢q,) et x e
e (b Vv di™1),; on a évidemment (puisque, (@ vV b), = Q)

(ava),=2. (15)

Puisonaa =di"' =det (a A b)q = d; on aura donc aussi, M étant modu-
laire, - o
(@A 2)dger =di™", (@e(dVdi))) (15")
Or, il est évident que (¢ V gy—)o = 2 et (@ A gs_1)ge—r = d5™%; il Sensuit,
compte tenu des (15), (15’) et de I’hypothese inductive propre & ce sous-cas que
& = ¢,_, pour chaque z ¢ (b v di™*),. Par conséquent
O Vi), , = G- (16)
Maintenant, soit y e (b A di *)g; on a (b A a); = d et @ = dj~' = d; par con-
séquent, y = d, ou, ce qui revient au méme
Grdit,=4d. (16")

13) Ce théoréme est & rapprocher du théoréme 2, Chap. IX, du livre de M. BIRKHOFF
[1]; mais, la technique de sa démonstration en est différente.
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Mais, on a, d’autre part, (bV di™), . = ¢;-; (par la modularité¢ de 9.7?')
puis (b A di71)q = d; il s’ensuit, compte tenu des (16), (16") et de la condition
(D), que b = b.

I*#* Passons maintenant & la seconde partie de cette premiére induction.
Supposons done que @ soit un certain autre complément de b relativement
a Q/d: (avb)y= 2, (@ Ab)g=d. Il faut prouver que @ = a. Considérons,
a cet effet, un élément 2’ ¢ (@ A ¢;—,)4. Comme on a Q =g¢, , =b et que M
est modulaire, il s’ensuit (b v 2'),, , = ¢,-,; d’ailleurs, (b A 2'); = d.

Ainsi, chaque élément 2’ € (@ A ¢s—1); est un complément de b relativement
& ¢;-1/d et comme dj~" en est évidemment un autre, il suit de (D) que 2’ = d§~*
ce qui donne

(¢s-2 A E)d,'_l =dy .

On a d’ailleurs aussi, comme il est facile de s’en convaincre
(qs—l \ 0/)9 = 0.

Ainsi, @ est un complément de ¢,_, relativement a4 Q/d;"*. Or, a, en est évi-
demment un autre; on aura done, compte tenu de I'hypothése inductive propre
& ce sous-cas, & = a.

II. Supposons maintenant que le théoréme soit vrai pour s quelconque et
1 <r—1(r>1), en ce sens que pour chaque quadrilatére (2, w’; a’, b’) tel
que (@' Vv b')g = 2" et que les intervalles Q' > o', 2' > b’ soient respective-
ment de longueur ¢ <r — 1 (r > 1) et s, ¢l 'y ait d’autre complément de a
relativement & Q'|d', d' e (@’ A D)y, que b lui-méme, ni d’autre complément de
b’ relativement & Q' |d’ que o’ lut-méme. 11 s’agit de montrer que cette propriété
reste vraie pour r et s quelconques.

II*. Soient, & cet effet, de (@ A D)y, di—ye Doy A b)y, (@ =D, b=gq,) et
9 e (b A pry)e On a d’abord (a A y)g = d puis, M étant modulaire, on a aussi,
(@ Vv ¥),_, = Py pour chaque y ¢ (b A Pr-1)a; ainsi, y est un complément de @
relativement & p,_,/d et, puisque d;_, en est un autre (toujours par la modula-
rité de M), il en résulte, d’apres I, quey = di _,. Maintenant,on a (b V p,1)o =
— Q et (b A Prsla,, = diy; mais, on aaussi (b V p,_)g = 2, (b A B, =
= d:_,. Par conséquent, vu 'hypothése inductive relative a ce sous-cas II*,
on aura b = b.

II**, Supposons enfin que @ soit un complément de b (autre que a) relative-
ment & 2/d: (@ V b)y = 2, (a A b)g = d, et considérons un z ¢ (@ V d;_,),. On
a d’abord (bV x)o = 2 puis, M étant modulaire, (b A )z, _, = d;-,. Mais
OV P-1)e=282, (bADP,4)s_, =d;; done, d’aprées I’hypothese inductive
propre au sous-cas actuel = p,_;. On en déduit (avd,_), , = P, €b
(@ Adyy)e = d; dailleurs, (a Vv d,,), = p, et (and,_;)s=d. Dapres le
sous-cas I, il en résulte finalement @ = a et le théoréme est complétement dé-
montré.
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6.51. Corollaire. Dans une multistructure modulaire mais non-distributive
et telle que les chaines bornées soient finies, il doit y avoir toujours une sous-
structure dont voici le schéma:

6.52. Corollaire. Pour qu’une multistruc-
ture M, dont les chaines bornées sont finies,
soit distributive, il faut et il suffit que la con-
dition (D) et la condition (D’) qu’on en déduit
par la dualité, y soient toutes les deux en puis-
sance.

Démonstration. Il est évident, que les
conditions (D) et (D’) doivent étre toutes
les deux en puissance afin que MM soit distri-
butive; quant a la réciproque, il suffit de
remarquer que les dites conditions entrai-

Fig. 7. nent respectivement les conditions (¢”) et (c")

de semimodularité (4.7) done, d’apres 4.74,

la multistructure 9 est modulaire. On n’a plus, maintenant, qu’a appliquer
le théoréme 6.5.

0
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Remarques ajoutées pendant la correction des épreuves
(12. VIII. 1955.)

1. Peu apres que le présent travail elit été achevé, j’ai pris connaissance du
travail de M. ALExXaANDER KuroscH [19]. Les ,,systémes partiellement ordon-
nés d’ensembles finis*“ dont il y est question et dont M. Kurosch a montré
T'importance dans la recherche des propriétés ,,locales* des groupes sont, com-
me il est facile de s’en convaincre, des ensembles partiellement ordonnés ar-
chimédiens et filtrants (& droite); ce sont donc des multistructures filtrantes
a droite au sens du présent mémoire (voir 1.2, Exemple 2). Mais leur étude
de ce point de vue bien que apparemment intéressante, me semble étre héris-
sée de grandes difficultés.

2. D’aprés ce qui a été dit au 5.2 4 I’égard de I'exemple 5 de 1.2 et d’a-
prés le théoréme 5.4, il s’ensuit que pour chaque point du plan euclidien U'ensem-
ble des carrés contenant ce point et ayant leurs cotés paralléles a deux directions
fixées rectangulaires, peut étre organisé en espace métrique.

Pesrome

YACTNYHO VIIOPAOOYEHHBIE MHOMECTBA
1 TEOPEMA IIPENEPA OB VIIJIOTHEHUHU, 1T

(Teopusa MyIBTHCTPYKTYD)
MHUXANJ BEHAIO, (Mihail Benado), ByxapecT.
(ITocrymnio B pexgaxmuio 19/I1T 1954 r.)

IlepBas wacte aroit paborsr [15] comepsRUT rTaBHEIM 00pas3oM Hcce0BaHIe
06 ycmoBusax npumenumoctn teopemsl Illpeitepa 06 ynaorHeHMM K npoussoas-
HblM 92CTUYIHO YIOPANOYEHHBIM MHOKECTBAM.
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B oroit Bropoit acrm paGors [15] maygarorca ofuue cBOHCTBA HEKOTOPHIX
YaCTHYHO YIIOPAJOYEHHEIX MHOKECTB, HA3BAHHEIX aBTOPOM MYJILTHCTPYKTYpa-
MH, I OIpefeJeHHBIX CIeLyIOMUM oGpasoM:

ITyete P — uacTuuHO YHOOPAJOYEHHOE MHO:ieCTBO; P sBiIAeTcA MyJbTH-
CTPYKTYPOIi, €C/IN BBIIOIHAITCA CJAeLyIONIe aKCHOMBL:

M1. Iyers b, ¢ € P — piBa sireMeHTa; ecau cylgectByer Takoe {2, uro Q > b, c,
To cymecrByer raxxke L e P raxoe, uro uueer mecro L < Q, L > b, ¢ u rakoe,
4ro U3 coorHomeHuit ¥ < L, x > b, ¢ cuexyer x = L.

M2. Mycrs b,c e P IBa 9JIEMEHTA; €CJH CYIIeCTByeT Takoe w e P, uro
o < b, ¢, To cyuieetByer Taxke m ¢ P raxoe, 9o m == w, m < b, ¢ HuTaKoe, YTO
U3 COOTHOIIEHUI y = m, y = b, ¢ caenyer y = m.

C sTumu YaCTUYHO YIOPATOYCHHBIMU MHOMKECTBaMM, YaCTHBIM CJydaeM KO-
TOPBIX ABJSAIOTCA CTPYKTYPBI, MBI BCTpe9aeMCs O4eHb 4acTO B aﬂre6pa1mecmix
I TONOJIOTNYCCRUX HpOﬁH(—?M&X, 4TO OIIpaB[bIBaeT UX N3y4eHue.

Xota reopema lllpeiiepa 06 ymaoTHeHmM mpejcraBiAeT IEeHTPAIBHYIO TeMy
9TOM BTOpOil yacTut Moeit paboTEl, A pasdupalo B Heil elfe PAJL BOIPOCOB, KPaTKUIl
nepeveHb KOTOPHIX 371eCh U HMPUBOJUTCS.

Tpu nepseix naparpada MocBAIleHBl UCCIE0BAHMIO OOIIUX CBOICTB MYJIBTI-
CTPYKTYP, @ UMeHHO: 1. 10BOJILHO MOoAPOoOHOe onucanne HeCKOJILKUX NIPIMepOB
MyasTHCTpYRTYp (§ 1); 2. /[0Ka3aTeIbcTBO DKBUBAJIEHTHOCTH JIBYX OIpejelie-
Huit myabracTpykTyp (§ 2); 3. HceaemoBaHWe OGIINX CBOWCTB (MHOTOBHAYHBIX
TeJIeKIMH0BHIX CBA3ell); 37ech BBOJUTCA; MeFKAY IIPOYNM, MOHATHE CHJIBHOM
MYJBTHCTPYKTYPLI, T. €. TaKOW MYJbTHCTPYKTYPHI, 4TO [e/[eKUHIOBLI CBABH
Ka:K/0r0 HeIPUBOJUMOTrO YeTHIPeXyTOJbHUKA ABIAITCHA OJHO3HAUHBEIMU (§ 3),

Maparpad 4 mocBawlacTcA UBYyIeHUIO MORYIAPHBIX M IOJYMOXYJIAPHBIX
MyJbTHCTPYKTYpP. B wacraocru spmech moxaseiBaercsas teopema llpeitepa 06
YIUTOTHEHUH JJIST MOJY/ISPHEIX MYJBTUCTPYKTYP U ITpoBoaures bosee rayGokoe
nceseoBaHNe CIIPaBeIBOCTI OHOTO M3 BU0B Teopemsl sHoprana-TI'eabaepa.

B naparpade 5 paspabatsiBaeTca TEOPHA OLEHOK MYJIBTUCTPYKTYP; [JIaBHEIM
pesyabTaToM 31ech ABIAercsa obobuienne ogHoit Teopemsl B. I'muBenko [18]
0 HOPMHPOBAHHBIX CTPYKTYPax.

Haxoner, maparpad 6 mocsAmieH gucTpHOyTHBHEIM MYJIbTHCTPYKTYpaM; U3
MICCJIETOBAHHBIX CBOMCTB 3acayKUBaeT 0C060r0 BHUMAHUSA TO, YTO AMCTPHUOY-
TUBHLIE MYJBTUCTPYKTYPHl ABJIAIOTCA MOLYJIAPHBIMA U CHJIBHBIMH, U YTO
BCJIEJICTBUC BTOTO J{BE IeNU ¢ OOIUMMU HOCTeJHUMH TOYKAMHU Bcerga o6iamgaior
U30MOPPHBIMY (KAHOHUYECKUMM) YIIJIOTHEHUAMI.
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