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EINE EIGENWERTAUFGABE DER DIFFERENTIALGLEICHUNG
Yy + Qz, )y =0

MARKO SVEC, Bratislava.
(Eingelangt am 10. Mai 1955.)

In dieser Arbeit untersuche ich vor allem die Eigenschaften der
Lésungen der Differentialgleichung (a,) ¥ + Q(z) .y = 0, wo Q(z)
eine fiir alle z ¢ (— 0, ) stetige positive Funktion ist. Besonders
werden die Eigenschaften solcher Losungen untersucht, die durch
die Bedingungen y¥(z,) =0, §j=0,1,...,s—1, ¢+ 1,..,k—1,
k+1,...,n—1, bestimmt sind. Ich bezeichne die Menge dieser
Loésungen mit M ;. Im Weiteren wird die Eigenwertaufgabe

Y™ + Qw, )y =0, ()
yD@) =0, =0,1,..,i— 1L i4+ 1, .., k—1LEk+1,...,n—]1,
0<i<k<n—1, (1)
y(xy) =0, 2)
y(@;) =0 (3)

gelost, wo Q(z, 1) eine stetige positive Funktion der Verdnderlichen
x, A, € e<a,bd, Ae (4, A4,) ist, noch weitere Voraussetzungen erfiillt,
die in den betreffenden Sitzen der §§ 3 und 4 jeweils angefithrt sind.
x4, %5, ; sind irgendwelche Punkte aus dem Intervalle {a, b)>.

1. Einige Eigenschaften der Differentialgeichung y™ + Q(z) .y = 0

Satz 1.1. Es sei Q(z) eine auf dem Intervalle (— o0, o) nichtnegative stetige
Funktion, die auf keinem Teilintervalle identisch verschwindet. Es sei weiter
- @y e(— 0, ©) und es sei y(x) eine eigentliche Losung der Differentialgleichung

Y™+ Q)y =0, (a1)
die die folgenden Bedingungen erfillt: die Zahlen y(x,), j = 0,1, 2, ...,k — 1,
haben das gleiche Vorzeichen;y®(z,) == 0; yD(x)) =0, j=k+ L k+ 2,...,
n— 1,0 < k < n — 1. Dann kann im Punlkte &, der ein beliebiger Punkt aus dem
Intervalle (x,, 00) ist, hochstens eine der Funktionen y¥)(z),j = 0,1, 2, ...,n — 1,
die Nullstelle haben. Ist y™(&) =0, 0 <m < n — 1, so ist yH(&) =0, j =
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=0,1,2,....m—1,m+41,..., und es haben sowohl die Zahlen yi(&) mit
7 > m, als auch diejenigen mit § << m das gleiche Vorzeichen.

Bemerkung. Fir k = n — 1, m = 0 ist dieser Satz in [1], Hilfsatz 1, be-
wiesen.

Beweis. Wir setzen zuerst voraus, dass
yi(x)) =0, §=0,1,...,k — 1, und nicht alle zugleich Null sind, (1)
yNx) =0, j=k+LEk+2 ..., —1. (2)

Zwei Falle konnen jetzt eintreten: a) y(x) hat keine Nullstelle in dem Intervalle
(%, ), d. h. est ist infolge der Relationen (1) y(z) > 0 in (x,, o0); b) y(z) hat
eine Nullstelle in dem Intervalle (x,, o). Wir bezeichnen fortan das Inter-
vall (x;, o) durch .J.

a) Es gelte also (1) und (2) und es sei y(z) > 0 fiir alle z ¢ (2;, 00). Weiters
sei & € .J so, dass y™(&) = 0 ist, 0 < m < n — 1. Aus der Gleichung (a,) folgt
dann, dass in J y™(z) = — Q) y(x) < 0 ist. Das bedeutet, dass y»—1(x)
in J nicht zunimmt und wegen (2) y™-(z) < 0 in J ist. Daraus und aus (2)
folgt weiter, dass in J auch y®~2)(z) < 0 ist, und weiter, aus denselben Griinden,
dass auf J

yr=H(@) < 0, ..., yE+h(z) < 0 (3)

ist. Das bedeutet, dass y(£) < 0, j=n— 1,n — 2,...,k + 1 ist. Es muss
also m < k sein. y®)(x;) ist entweder «) negativ oder ) positiv. Aus (3) folgt,
dass y®(x) in J abnimmt. Untersuchen wir zuerst den Fall «).

In diesem Falle ist y®)(x) < 0 auf ganz J, also y®(£) < 0. Das bedeutet,
dass m < k sein muss. Nehmen wir weiter an, dass y(*~U(x,), ..., y®*D(a,)
Null sind und y®)(z,) positiv ist 0 < p < k. Dann sind die Funktionen y¢)(x),
j=k—1,...,p+4 1, auf J negativ und y®(x) nimmt auf J vom positiven
Werte y®{z;) an ab. Daraus folgt dann, dass m < p sein muss. y®(z) kann
nicht auf ganz J positiv bleiben, denn dann wire wegen (1) y¥(z) > 0,j =
=p—1,p—2,...,1,0, was der Voraussetzung widersprechen wiirde, dass
ym(E) = 0, 0 < m X p, ist. Es muss also eine solche Zahl #, in J existieren,
dass y®)(n,) = 0, y®(x) > 0 in dem Intervalle (z,,7,) und < 0 (7,, ) ist.

Dann aber nimmt y®-1(z) in (2, 7,) von einem nichtnegativen Werte an zu
und in (7,, ©) nimmt sie ab. Ist m = p, also & = 1, so folgt leicht aus (1),
dass die Funktionen y¥(z), j = p — 1, ..., 1,0, in (2,, 7,) positiv und wach-
send sind und dass y@(y,) j = p — 1, ..., 1, 0, positive Zahlen sind. Ist aber
m < p, so ergibt sich aus denselben Griinden wie im Falle y»)(z) die Existenz
der Zahlen 7,y < Np_g < ... < Ny = & 80, dass yO(n;) =0, j=p — 1, s
o,m, und yO(x), j = p — 1, ..., m, in (;, %;) positiv und in (n;, c0) negativ
ist. Weiter sind dann die Funktionen y®(z), j =m — 1, ..., 1, 0, positiv und
wachsend in (%, 7,,) und darum die Zahlen y@(n,) j=m — 1,..., 1, 0, po-
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sitiv. Dagegen sind die Zahlen yO)(n,), j =n — 1,...,m 4 1, negativ, da
die Funktionen yW(x) j =n — 1, ..., m + 1, in (9,4, ©) negativ sind. Da-
mit ist unser Satz im Falle «) bewiesen.

Im Falle B) ergibt sich fiir y*~1(x) dieselbe Situation wie im Falle x) fiir
y@®)(x). Weitere Erorterungen sind im Falle §) dieselben wie im Falle «).

b) Es sei g, die erste hinter z, liegende Nullstelle von y(z). Wir kénnen die
Erorterungen des Falles a) fiir m = 0 ohne weiteres durchfithren, wenn wir
das Intervall J durch das Intervall (z,, p,) ersetzen. Wir erhalten das Resultat,
dass y(p;) = 0 ist, alle y(g,) 40, j=1,2,...,n — 1, sind und dasselbe
Vorzeichen haben. Die Losung #(x) hat also in g, diejenige Eigenschaft, die
wir fiir sie in «; postulierten, wenn k& = n — 1 ist. Aus dieser Tatsache ergibt
sich in analoger Weise: sind g, <C 93 < ¢, < ... der Reihe nach die weiteren
Nullstellen von y(x), so sind die Zahlen y(p,) =0, j=1,2,...,n — 1, und
haben dasselbe Vorzeichen. Damit ist unser Satz fiir m = 0 vollkommen be-
wiesen.

Nehmen wir jetzt an, dass 0 <. m < n — 1 ist. Die Zahl & mége dann im
Intervalle (z,, p,), oder im Intervalle (p,, p,,,) oder, wenn g, die letzte Null-
stelle von y(z) ist, im Intervalle (p,, c0) liegen. In jedem dieser Fille gelangen
wir mit dhnlichen Erwigungen wie im Falle a) zu demselben Resultat.

Wenden wir uns jetzt dem Falle zu, dass

Yzy) =0, j=0,1, .. k—1k-+1 ...n—1, y®)+0, (2)
0<k<n—1

ist. Nehmen wir an, dass y®(x,) > 0 ist. Dann ist y(z) > 0 auf J im Falle a)
und in dem Intervalle (x,, o,) im Falle b). In beiden Féllen gibt es ein Intervall
(%1, 7), 2y < T < gy, In welchem yU)(z) >0, j=0,1,...,k ist. Aus den
Bedingungen fiir Q(x) und aus (2') geht weiter hervor, dass auf .J (im Falle b)
in dem Intervaile (x, 0,>) y®(x) < 0, j=n —1,...,k + 1, ist. Es sei nun
& ein beliebiger Punkt aus J (aus (z;, p,>). Nehmen wir an, dass fiir die Zahlen
r, s, 0 r<s <k, yO(§) = y®(&) = 0 ist. Beriicksichtigen wir die Bedin-
gungen (2’) und wenden den Satz von Rolle mehrmals an, so ergibt sich,
dass y**b(x) auf J (auf (z;, o,>) wenigstens einmal verschwindet. Das ist aber
ein Widerspruch. Im Punkte £ kann also nur eine einzige von den Funktionen
yD(x), 1 =0,1,...,k, Null sein. Es sei y™(&) =0, 0<m <k Da auf J
(auf (x, 0;») die Funktionen y@¥(z), j =n — 1, ...,k + 1, negativ sind, so
~auch die Zahlen y?(&) < 0, j=mn —1,...,k + 1. Nehmen wir an, dass fiir
irgendein 7, m < i < k, y®(&) > 0 ist. Dann hat die Funktion y®(x) in dem
Intervalle (,, &) keine oder eine gerade Zahl von Nullstellen. Wire nun
y (@) > 0 in (x,, &), so waren die Funktionen y9(x), j =i — 1, ..., 1,0, auf
(@, &) wachsend und positiv. Es wire also y(&) == 0. Die Funktion y®(z)
muss also in (z, &) wenigstens zwei Nullstellen besitzen. Beriicksichtigh man
dann wieder die Bedingungen (2’) und wendet mehrmals den Satz von Rolle
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an, so ergibt sich ein Widerspruch, namlich, dass y**Y(x) in dem Intervalle
(z,, &) verschwindet. Ahnlich kommt man zu demselben Widerspruch, wenn
man voraussetzt, dass fiir irgendein ¢, 0 < ¢ < m, y®(&) < 0 ist. Diese Wider-
spriiche beweisen, dass y®»(§) < 0,k =n —1,...,m + 1, und dass y»(§) >
>0,9=m —1,...,1,0, ist.

Damit ist unser Satz im Falle a) vollkommen bewiesen. Im Falle b) ist er
fiir das Intervall (z;, ;> bewiesen. Da y(z) in g, verschwindet, so ist nach dem
gerade Bewiesenen y¥(0,) < 0, j=1,2,...,n — 1. In g, erfillt die Losung
y(x) diejenigen Bedingungen, unter welchen unser Satz in dem ersten Teil
des Beweises bewiesen wurde. Daraus folgt, dass unser Satz auch in dem In-
tervalle (p,, o) gilt.

Satz 1.2. Seien die Voraussetzungen des Satzes 1.1 fir die Gleichung (a,) er-
fullt. Es sei weiter n eine gerade natirliche Zahl und es sei y(x) eine eigentliche
Lésung von (a,), die die Bedingungen

yNx,) =0, j=0,1,..,e— 1L, 14+Fk ...bk—1,k+1,..,n—1,
0<i<k<n—1, (4)
erfullt. Dann ist in jedem Punkte & e (— o0, ), & = x,, hichstens eine der
Funktionen y9(x), j = 0, 1, ..., n — 1, gleich Null. Ist zum Beispiel y(™(&) = 0,
0m<n—1,s0isty¢) +=0,7=0,1,...m —1,m-+1,...n — 1, und
wenn & > x, ist, so haben die Zahlen y)(&) fir j > m, wie auch die fir j < m,
dasgleiche Vorzeichen; wenn & << x,, so ist sgn yN(&) == sgn y@+1(&) fiur j > m
und auch sgn y=H(E) %= sgn yW)(&) fir §j < m.
Beweis. Fiir £ > x; beweist die Behauptung der Satz 1.1. Wir beweisen

die Behauptung fiir £ < ;. Zu diesem Zwecke fiihren wir in die Gleichung (a,)
neue Verdnderliche ¢ durch die Transformation # = z, — ¢ ein. Es ist dann
diy - diy

W= "V 5)
Die Gleichung (a,) geht dann in die Gleichung

dn

ey =0 (af)

iiber, wo Q*(f) = Q(x, — t) ist. Die Anfangsbedingungen (4) gehen in die
Bedingungen

2(0) = 2/(0) = ... = 20-1(0) = 20+ 1(0) = ... = 2:=1(0) = 2k*1(0) = ... (4)
coo=20"1(0) = 0
iiber, wo z(f) = y(x, — t) ist. Es ist weiter o_, = 2, —¢,, v = 1,2, ..., und

t, > 0 wegen ¢o_, < x;. Fiir die Losung z(t) gilt jetzt der Satz 1.1. Wenn wir
dann die Transformation « = z, — ¢ und die Relation (5) im Betracht ziehen,
haben wir den Beweis unseres Satzes fiir £ << z, erbracht.
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Satz 1.3. Es seien die Bedingungen des Satzes 1.1 fir Q(x) erfullt. Es ses
weiter n eine ungerade natirliche Zahl und es sei y(x) eine eigentliche Losung von
(a,), die die Bedingungen

Y (x) =0, 7=0,1,...k—Lk+1,..,2—1,0Zk<n—1, (6

erfallt. Dann hat y9(x), == 0,1, ...,n — 1, keine Nullstelle vor x,; und es st
[lim y9(z)| = w0, j = 0,1, 2, ..., n — 1. Auf dem Intervalle (x,, ) hat y9(z),
j = 0,1,...,n — 1, die im Satz 1.1 angefithrten Eigenschaften.

Beweis. Die Behauptung fiir das Intervall (z,, o) ist evident. Wir beweisen
zuerst, dass y(z) keine vor z, liegende Nullstelle hat. Nehmen wir das Gegen-
teil an. Es sei g_, die erste vor z, liegende Nullstelle von y(x). Durch die
Transformation z = x, — ¢ geht die Gleichung (a;) in die Gleichung

dny " . ) %

- Qv y =0 (af)
itber, wo Q*(t) = @z, — t) = 0 fiir { e (— o0, ) ist. Die Bedingungen (6)
gehen in Folgende tiber:

20)=0, j=01,..,k—Lk+1..,n—1, 0<k<n—1. (8)

Die Nullstelle o_, geht in ¢ = 2, — p_; > 0 iiber, wo ¢, die erste positive
Nullstelle von z(t) ist. Nehmen wir jetzt an, dass 2)(0) > 0 ist. Wire 2(%(0) < 0,
so untersuchten wir die Losung — z(¢). In (0, ;) ist also z(f) > 0 und auch
drz

dn = QR*(t) y == 0. Wegen der Bedingungen (6) ist dann auf dem Intervalle

(0, ¢,) 2" 1(F) > 0, ..., 2¢+D(¢) > 0 und weil 2®(0) > 0 vorausgesetzt ist, ist
auch z®(t) > 0. Dann aber sind wegen (6') auch alle 29 () auf dem Intervalle
0,¢) =1k — 1,k 2,...,1,0, positiv. Es ist also 2’(t) > 0 fiir alle ¢ € (0, ¢,);
das bedeutet, dass z(¢) auf (0, #,) zunimmt, woraus z(¢,) > 0 folgt. Das steht
aber im Widerspruch mit der Voraussetzung z(¢,) = 0. Nehmen wir jetzt an,
dass ym™(&) = 0, &£ < x;, 0 < m < n — 1, also dass zm(t*) = 0, ¢* =z, — &
ist. Da bereits bewiesen wurde, dass z(f) > 0 auf dem Intervalle (0, co0) ist, ist
dort 2(t) 2> 0 und es sind wegen (6') auch alle 20(), j=n—1,...,1,0,
positiv; das bedeutet weiter, dass sie steigende Funktionen sind. Aus dieser
Tatsache folgt, dass

0 < 20+ D(x) < 20t0() fir 0 < <t

- ist, woraus weiter hervorgeht, dass

()t — ) = 20(t) — 20(x)

und weiter )
lim20)(¢) = 0, §=0,1,...,m— 1,

t—>0

ist. Beriicksichtigen wir dann (5), so haben wir |lim y¥(x)| = o, w. z. b. w.

&T—> - 0
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In analoger Weise beweist man den

Satzt 1.3". Es sei n eine natirliche ungerade Zahl und es set u(x) eine eigen-
tliche Losung von (a,), die die folgenden Bedingungen erfullt: u(x,) =0, j = 0,
L..,t—1Li+1, .., b—1k+1,..,0—1, 0 i <k<n—1, und

a) ist © 4 k eine gerade Zahl, so sei u((x,) = 0, u®(x,) = 0, sgn u®d(x,) =
— sgn u(zy);

b) ist © + k eine ungerade Zahl, so sei w®(x,) == 0, u®(x;) =+ 0, sgn u®(x,;) =+
=+ sgn u®(x,).

Dann liegt keine Nullstelle von uwi(zx), j = 0,1,...,n — 1, vor x; und es ist
[lim w9 (x)| = 00,7 =0,1,...,n — 1.
HBZtrachten wir jetzt die Differentialgleichung
ym +y=0. (b)
Es sei y;(r) die Losung von (b), die durch die Bedingungen
Y0y =0, j=01,...k—1,k+1,...,n—1, (7)

y®0)y =1, 0<kr<n—1,

bestimmt ist. Wir bezeichnen die erste positive Nullstelle von y(x) durch
Pui», die erste negative, wenn n gerade ist, durch p,;.

Satz 1.4. Es ist
ﬁn,n——l < i)n,n—z < e < ﬁn,o < 0 < pn,o < pn,n—z /\ pn,n—l (8)
und
pn,}c:—ﬁn,ky k=0,1,....,n— 1. (9)

Beweis. Fiir y,(z) gilt die Relation y,(z) = y{" 7" (). Wenden wir jetzt
den Satz von Rolle auf y,_,(r) und auf weitere Ableitungen von y,_;(v) an
und beriicksichtigen die obere Relation, so haben wir (8) (s. [1], Zusatz). Sei
nun n gerade. Die Transformation x = — ¢ lisst die Gleichung (b) unveran-
dert. Wenn % gerade ist, dann bleiben bei dieser Transformation auch die
Bedingungen (7) unveridndert, wenn dagegen k ungerade ist, so geht die

dex

iibrigen Bedingungen bleiben unverindert. Bezeichnen wir durch u,(¢) dieje-
nige Losung der transformierten Gleichung, die durch die transformierten Be-
dingungen bestimmt ist. Es ist jetzt leicht zu sehen, dass im Falle gerader
k wuy(x) = yp(x), im Falle ungerader & u,(xr) = — y,(x) ist. Dabei haben wir
die Verianderliche ¢ in %, (t) durch x ersetzt. Das beweist die Relation (9).

Satzt 1.5. Hs set 0 < M, < Q(x) < M, fiir x e (— 00, ) und es sei x, €
€ (— o0, 00).

k
Bedingung 2°(0) =1 in die Bedlngung[ y] = — 1 iiber, und alle
t=0

a) Hs sei y(x) eine eigentliche Losung der Gleichung (a,), die die folgenden
Bedingungen erfillt:
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die - Zahlen y9(z,), j=0,1,...,k — 1, haben das gleiche Vorzeichen,
y(i)(xl) = O,jz E+1,k4+2,...,n — 1.
Bedeutet o, die v-te hinter x, liegende Nullstelle von y(x), so ist

npn,l < Oy — 0y < %1:_1_, y = l, 2, 3, (10)

(278 V,
b) Es sei y(z) eine eigentliche Lisung von (a,), die die Bedingungen
y(@) =0, j=01,2..i—1,i+1, ... k—1k+1..,n—1,
0<i<k<mn—1,

erfallt. Ist n eine ungerade Zahl und bedeutet o,, v =1, 2, ..., die v-te hinter
x, liegende Nullstelle von y(x), so gilt (10) und ausserdem noch

0< g —ay < Pk o Dm0 (1)
Var, Vi,
Ist n eine gerade Zahl und bedeutet o, die v-te hinter x, (vor x,, wenn v << 0 ist)
liegende Nullstelle von y(x), so gilt

Por gy — o < Bty 1 2 43, (10')
I/Mz VM1 i

und
Oggl—x;gnﬂir 0§x1_9—1§n&£- (11")

V1, Vi,
c) Es sei u(x) etne eigentliche Losung von (a,), die die Bedingungen
ud(z,) =0, j=01,.. . k—Lk+1,...,0—1, 0Zk<n—1,

erfiallt. Dann gelten fir die Nullstellen von u(x) die Relation (10), (eventuell
(10%), wenn n gerade ist) und die Relation

(npn,l <) ”pn,k g 0, — x]_ g npn_.k (< en,n—-l) (12)
Var, 'V, N O/ 7R
und, wen# n gerade ist noch die Relation
("p_n,l <) np_*n’k S -0 = ank (< 1:”—’"_1) . (12’)
Var, ', VoV,

Den Beweis dieses Satzes fithrt man analog wie den der Hilfssétze 2 und 3 in
[1] durch, nur muss man im Falle der Nullstellen, die vor , liegen, zuerst die
Transformation ¢ = 2, — x durchfiihren.

Wir bezeichnen im Weiteren durch M, die Menge der Losungen von (a,),
die die Bedingungen
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YD) =0, j=01, .. i1, i+4+1,.. . k—1,k+1,...,0—1, (13)
0<Si<k<n—1,

erfiillen. Wir fithren jetzt einige Eigenschaften dieser Losungen ein:

Satz 1.6. Seien u,(2), uy(x) zwes linear unabhingige Losungen aus M ;.. Dann
lisst sich jede Losung aus M, als eine lineare Kombination von wu,(x) und we(x)
darstellen. '

Satz 1.7. Es sei y:1(%), Ya(x) ein linear unabhingiges Paar von Lésungen aus
M .. Die Funktion A () = y1(2) . ys(x) — y1(®) . y5(x) hat die folgenden Eigen-
schaften:

a) Ist u,(x), uy(x) €in linear unabhingiges Paar von Losungen aus M, so
ist up (%) . ug(@) — (@) . Us(®) = cA (), wo ¢ eine von Null verschiedene Kon-
“stante vst. :

b) Ist n gerade, so ist Aulx) & 0 fir alle x =+ x,. Ist n ungerade, so ist A;(x) +
=+ 0 fir alle x > 4.

¢) x, ist eine (¢ + k — 1)-fache Nullstelle von Ayu(x). Man kann es immer so
einrichten, dass A x(x) > 0 fir alle x = x,, wenn n gerade ist und ¢ + k ungerade
ist. Ist m, sowie ¢ -+ k gerade, so kann man A;(x) so bestimmen, dass Az (x) = 0
fiir @ = x, ist. Ist n ungerade, so bestimmt man Ag(x) so, dass Ag(x) > 0 fir
x> x, ust.

d) Ist die Funktion A () so bestimmt, wie sub c) gesagt wurde, dann ist sie
eine stetige steigende positive Funktion fir x e (x;, ), d. h. A (x) > 0 fir
Z € (4, 00).

Beweis. a) Die Behauptung folgt aus der Tatsache, dass jede L'déung
aus M, sich als eine lineare Kombination von y,(x) und y,(x) schreiben lasst.

b) Es sei n gerade und es sei fiir irgendeine Zahl & &= x;, 4;,(&) = 0. Es sei
weiter u,(Z), #,() ein linear unabhiingiges Paar von Losungen aus M ;. Dann
ist es moglich aus dem System

Cr-y(€) + Co . us(§) = 0,

o1 (&) + €. uy(8) =0,
die Konstanten c¢;, ¢, so zu bestimmen, dass die Funktion y = ¢4, + cyu,
eine eigentliche Losung aus M, ist, die in & eine zweifache Nullstelle hat. Das
widerspricht aber dem Satz 1.2. Ist » eine ungerade Zahl, so gelangt man nach
dem Satze 1.1 fiir jede & > x;, zum Widerspruch.

c) Es sei vy(x) € My, v(x,) = 0, v{?(x,) =+ 0, vy(x) € M, v$(x,) =+ 0. 2, ist
also eine k-fache Nullstelle von »,(z) und eine ¢-fache Nullstelle von v,(x).
Offenbar sind v,(x) und v,(x) linear unabhingig; es ist also vy (x) . vy(x) — v;(x) .
. v3(x) = ¢ . Ay(x), Wo ¢ eine passende Konstante ist, die von Null verschieden
ist. Aus den Bedingungen fiir v,(x) und v,(x) ist leicht zu ersehen, dass z;
wenigstens eine (i + &k — 1)-fache Nullstelle von A (x) ist. Wir zeigen, das
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@, nicht mehr als eine (4 + k — 1)-fache Nullstelle von A (%) ist. Ist sie zum
Beispiel eine (¢ 4 k)-fache Nullstelle von A4;,(x), so existiert ein eigentlicher
A ()

Grenzwert lim ——"-"— _ Hs ist aber
o, (x — xl)z +k
¢ Au (). v@) — v,(@) . v(x)
(x _ xl)i+k - (x _ xl)i+k -
1 [ (@) vy(2) v, (%) vy() ]
(e — zy) L@ — x,)*1 7 (2 — w,)’ N _("I" —z,)F T (x — &)t

[ vy(x) vy(%) v,(2) v3(x) ]

und

lim

LTy

(v — @)e1 " (0 — @y)? (x — @) (v — 2y)'?

k— 1

= =gy W@) 0l (@) * 0.

Das bedeutet aber, dass der Grenzwert

lim €Lk
v, (X — @p)*7F

nicht eigentlich sein kann. Dieser Widerspruch beweist schon unsere Behaup-

tung tiber die Vielfachheit der Nullstelle 2, von 4 (). Die weitere Behauptung
sub c) ist evident.

d) Es seien nun u%(x) und »(x) zwei solche Losungen aus M, dass u(x) .
V(@) — w'(x) v(x) = A,(x) ist. Die Stetigkeit von A, (x) wie auch die von
Aj,(x) ist evident. Es sei > x; eine Nullstelle von v(z). Da A;(x) > 0 fiir
@ >y ist, so ist Au(n) = u(n). v'(n) > 0, also sgn u(n) = sgnv'(y). Nach
dem Satze 1.1 ist dann sgn u(y) = sgn v'(y) = sgn v"(n). Es ist dann aber
A(n) = u(n) v"(n) > 0. Nun ist aber A, (x) > 0 fiir alle x e (x;, 00). Wire
namlich 4;,(t) = 0, wo 7 irgendeine Zahl aus (z;, c0) ist, so wiirde in M,
eine Losung y(x) existieren, die in 7 die Bedingungen y(z) = y"(r) = 0 erfiillen
wiirde, was dem Satze 1.1 widerspricht.

Die unmittelbare Folgerung der Séitze 1.6 und 1.7 ist der

Satz 1.8. Die Menge M, der Lisungen von (a,) bildet ein lineares System von
Losungen einer gewissen linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung und

war
?/' ' Bik(-’”)
) R it | I
(Am (x)) T anm Y

wo  By(@) = uy(2) up(®) — u,(2) up(2) und A (@) = uy(2) ug(®) — uy(®) up(@)
ist. uy(x), uq() sind linear unabhingige Losungen aus M .

Beweis. Man beweist diesen Satz, wenn man die Konstanten ¢, und ¢, aus
Yy = Cu, + Coup, und aus den zwei ersten Ableitungen von y eliminiert und
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bei der Umformung die Definition der Funktion 4,,(x) benutzt. Aus dem Satz
1.2 folgt, dass B(x) = 0 fiir = € (x,, 00) ist.

Wir fithren jetzt eine neue Bezeichnung ein und zwar, wir bezeichnen die
Menge M, durch My, wenn i - k eine ungerade Zahl ist, und durch M., wenn
t + k eine gerade Zahl ist. Ausserdem treffen wir folgende Verabredung:

(D) Wir werden nur dann sagen, dass x, eine Nullstelle der Lésung y(x) aus
M, ist, wenn yO(x,) = 0.

Dann konnen wir folgenden Satz aussprechen:

Satz 1.9. a) Es sei n eine gerade Zahl. Fir die Losungen aus M ;;, gilt dann der
Trennungssatz iber die Nullstellen im ganzen Intervalle (— oo, o0); fir die aus

M ;. gilt er im Intervalle (— o, z,) und auch im Intervalle (z,, o).

b) Es ser n eine ungerade Zahl. Dann gilt der Trennungssatz iber die Null-
stellen fur alle Lésungen aus M, auf dem Intervalle (x,, o0).

c) Isty(x) e M, die Losung, die x, zur Nullstelle hat (tm Sinne der Verabredung
D), so liegi zwischen je zwei nacheinanderfolgenden Nullstellen von y(x) genaw
eine Nullstelle jeder andern von y(x) linear unabhingigen Losung aus M ;.

Den Beweis fithrt man auf Grund der Kigenschaften der Funktion 4 (z)
durch, indem man die Funktion %‘ . eventuell %g, 1y, Uy € M., untersucht.
2 1
Weiter ist leicht zu ersehen:

Satz 1.10. Es sei x, € (— o0, ). Dann sind je zwei Losungen aus M., die
x, zur Nullstelle haben, linear abhingig.

Satz 1.11. Es sei n eine ungerade Zahl. Sind u,(x), uy(x) zwet linear unabhdn-
gige Liosungen aus Mg, so liegt zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Null-
stellen, die kleiner als z, sind, der einen Liosung keine oder eine gerade Zahl von
Nullstellen der anderen Lésung; dabet wird jede Nullstelle fir soviel Nullstellen
gezihlt, wieviel ihre Vielfachheit betrdigt.

Beweis. Es seien & < &, < x; zwei aufeinanderfolgende Nullstellen der
Losung u,(x). Wegen der linearen Unabhingigkeit %, und u, sind &,, &, keine
Nullstellen von u,(z). Es liege zwischen &, und &, eine ungerade Zahl von
Nullstellen von wu,(x), jede Nullstelle in ihrer Vielfachheit gezdhlt. Dann ist

Sgn uy(&1) = sgn uy(&,) - (14)

Wegen der linearen Unabhéngigkeit von u,(x) und u,(x) kann man solche
Konstanten c¢;, ¢, bestimmen, dass v(x) = c,u (x) + couy(x), v (x,) = 0 ist.
Es ist dann v(&;) = cuy (£1), v(&s) = coty(E,) und mit Beriicksichtigung von
(14) weiter sgn v(£;) = sgn v(&,). Das bedeutet, dass v(x) eine Nullstelle zwi-
schen &, und &, hat. Das widerspricht aber dem Satze 1.3. Dieser Wider-
spruch beweist unseren Satz.
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Satz 1.12. Es sei n eine ungerade Zahl. Es sei weiter y(x) € M ;.. Dann liegt
zwischen je zwei Nullstellen von y(x), die vor x, liegen, eine ungerade Zahl von
Nullstellen von A ().

Dieser Satz folgt aus dem Satze 1.11 und aus dem bekannten verallge-
meinerten Trennungssatz der Nullstellen (s. Kamke, Losungsmethoden, 17.3).

2. Die Zentraldispersionen

In diesem Paragraphen nehmen wir an, dass n eine gerade Zahl ist, n = 2k =
= 4, und Q(z, A) eine in dem Bereiche (— o0 << & << 0)(4y < A << 4,) stetige
positive Funktion der Verinderlichen x, A ist. Weiter nehmen wir an, dass die
Losungen aus M, samtlich oszillatorisch sind. Unter diesen Bedingungen
kann man leicht ersehen, dass Bortvka’s Theorie der Dispersionen ohne
weiteres auf die Losungen der Menge M, iibertragen werden kann [2].

Fiir unsereZwecke geniigt es, sich mit den Zentraldispersionen zu beschéfti-
gen. Sie sind folgendermassen definiert:

Definition 2.1. Es set y(x) e M, eine Losung, die x zur Nullstelle hat. Der
Wert der Zentraldispersion ¢(")(x) des Index v in x ist der v-te nach x liegenden
Nullstelle der Losung y(x) gleich (ist v < 0, so handelt es sich um die v-te vor x
liegende Nullstelle von y(x)).

Mittels des Trennungssatzes (Satz 1.9) zeigt man folgende Eigenschaften der
Zentraldispersionen (fir » = 2 s. [2], fiir n = 4 s. [3]):

Satz 2.1. Es sei M, = M,,. Die Zentraldispersion ist steigend und stetig auf
dem Intervalle (— oo, o0) und hat eine eigentliche stetige erste Abteilung fir alle
x e (— 00, 00), mit Ausnahme von x,, wenn ¢ = 0, und mit Ausnahme solcher
x, fir welche ¢\ (x) = x,, wenn ik + 01, in welchen Féllen diese Ableitung un-
eigentlich sein kann. Dort, wo ¢, (x) eigentlich und stetig ist, ist sie durch die
Formel gegeben:

Ap(@)  w¥p,?)

AAAAA : (©

PO = Lole®) ur(a)

wo u(t) irgendeine Losung aws M, ist, fir welche u(x) = 0 ist. Fir die x, welche
die oben angefihrten Ausnahmefille bilden, ist
A(t) w(@iP(t))

@99 () = lim A (i) w(t) fir ¢t— x,, bzw. fir i) — 2, . (¢)
Es'sei M, = M k- s sei weiter j eine nativrliche Zahl. Dann ist die Zentral-
dispersion () (x) a) steigend und stetig auf dem Intervalle (— oo, g (x,)) und
auf dem Intervalle (x;, ©); b) abnehmend wnd stetig auf dem Intervalle
(¢ (@y), @™ (wy), v=1,2,...,4, c) unstetig (sie macht einen endlichen
Sprung) in den Punkten ¢(x,), » =0, 1,2, ...,7.
Die Zentraldispersion q)(j’? st
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a) steigend und stetig auf dem Intervalle (— o0, x,) und auf dem Intervalle
(@9 (1), o0);

b) abnehmend und stetig auf dem Intervalle (¢{*)(x,), o™ (xy)), » = 1,2, ..., 7;

c) unstetig (sie macht einen endlichen Sprung) in den Punkten ¢(*(x,), v =
—0,1,2,..., 7. :

Dort, wo die Zentraldispersion ¢ (™) (x) stetig ist, hat sie eine stetige Ableitung, die
durch die Formel (C) gegeben ist.

Hilfsatz 1. Es seien ¢ und k, 0 < i < k < n — 1, zwei solche ganze Zahlen,
dass © + k eine ungerade ganze Zahl ist. Es sei weiter t beliebig aus dem Inter-
valle (— o0, ©) ausgewdihlt und es sei y(x, A) € My, eine solche Losung, dass
y(t, &) = O far alle 4 € (Ay, Ay). Es sei B eine solche Zahl, dass die Zentraldisper-
ston @Mt B) = x, ist, d. h. dass yP(x,, f) = 0,7 =0,1,..,k— 1L, k+1,...,
...,n — 1. Dann existieren die Zahlen 6 > 0, n > 0 so, dass in dem Bereich

Jh—Bl <o, K:|x—a,) <y
durch die Gleichung y(x, A) = 0 eine einzige, eindeutige Funktion x = @(4),
Aed, definiert 1st, die die folgenden Eigenschaften hat: sie ist auf J stetig; fir
jedes A e J ist @(d) eine Nullstelle von y(x, A) (man respektiert die Verabredung
(D)) und erfillt die Relation |p(2) — x,| < 5. Fir 2 = Bist p(2) = ¢{"(t, ) = ;.

Beweis. Aus der Stetigkeit der Funktion @Q(x, 1), € € (— 0, ), 4 € (4,, 4,),
folgt die Stetigkeit in x, 4, x e (— 00, =), 4 € (4, 4,), jeder Losung der Glei-
chung y®™ + @Q(z, A) y = 0 und ihrer Ableitungen nach x bis zur n-ten Ord-
nung.

Es sei nun 7 eine gerade und £ eine ungerade Zahl. Es sei weiter y®){x,, #) > 0.
(Ist y®(z,, B) < 0, so nehmen wir die Losung — y(z, 1)). Aus der Stetigkeit
von y®(x, 1) folgt die Existenz einer solchen Umgebung

Oy Ju A =Bl <0, Ky v — @ | < i, 0 > 0,7, > 0,

dass y®(xz, ) > 0 fir (z, 1) € Oy ist. y& D (x, 1) ist also auf dem K, eine stei-
gende Funktion der Verinderlichen z fiir jedes A € J;. Da nun y0)(,, 1) = 0,
j =1+ 1,...,k — 1, fiir jedes Aist, so ergibt sich, dass die Funktionen y()(x, A)
j=1,t+ 1,..., k— 1, fir jedes 1 ¢ J, des Intervalls (x; — n;, z;) und
auch des Intervalls (x,, x; + 7;) streng monotone Funktionen der Verin-
derlichen x sind und dass in dem Intervalle (x,, x; + ;) y¥(z, 1) > 0,
j=1i4+1...,k—1, und in dem Intervalle (¥, — 1, x;) yd(x,2) =0, j =
. . [ungerade
=i+ 1,...,k— 1, wennj { gerade
in dem Intervalle (x;,2; + 7)) und auch in dem Intervalle (z, — o, ;).
y(x, 4) ist also eine auf K, steigende Funktion der Verinderlichen z. Da
nun YNz, f) =0,7=0,1,...,k — 1, ist, so ergibt sich weiter, dass die
Funktionen y®(x, p), j =0, 1,...,k — 1, in dem Intervalle (x, — #, ;) und
auch in dem Intervalle (z;, x; + #;) streng monotone Funktionen der Ver-

} ist. Da 7 gerade ist, ist y(+D(x, 1) > 0
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anderlichen x sind und weiter dass in dem Intervalle (z,, ; 4+ ) yO(z, B) > 0,
j=0,1,....,k — 1, und in dem Intervalle (¥, — ni, #1) yO(x, ) =0, j =

. {ungerade]

=0,1,...,k — 1, wenn j gerade J ist.

Es sei ¢ > 0 eine beliebig gewéhlte kleine Zahl, ¢ <<-7;. Dann existiert fiir
jede Funktion yii(x, ), j = 0,1,....k — 1, eine Umgebung O] des Punktes
(xl - ‘5?’ ﬂ)

O Jp|d —pl<0;, Kple—a +el<n, 0,>0, 7,>0,

in welcher y(z, 1) 2 0 ist, wenn j {ungerade} ist
. gerade
Analog gibt es fiir jede Funktion y¥(x, ), j == 0,1, ...,k — 1, eine Umge-
bung O] des Punktes (z, + &, f):

0 T p—pl<dl. K f—a—el <ol 8>0, >0,

in welcher y®(x, 1) > 0 ist. Die Zahlen #;, 7; nehmen wir kleiner oder gleich
N Setzen wir jetzt

. ’ 7 " "
0 = min(dg, ..., 0 1,00, .-, O3 1, Op)

und wiahlen e |4 -- p| < 0 fest. Fiir y)(x,, 1) konnen drei Fille eintreten:
a) Y@y, 4) > 0, b) yO(ay, 1) < 0, ¢) yi)(xy, 4) = 0.

a) Da y®(x, 1) auf K, eine steigende Funktion der Verinderlichen z ist
und in dem Intervalle (x; — ¢ — n;, &, — ¢ -+ 7)) negativ ist, hat sie auf K,
genau eine Nullstelle, die wir durch @, bezeichnen. Diese liegt in dem Inter-
valle (x, — ¢ + 7;, ;). Es ist also auf dem Intervalle (x, — uy, ¥;) y@(x, A) < 0
und auf dem Intervalle (x,, x, + ) y®(x, 1) > 0. Die Funktion y¢-b(w, 1)
nimmt auf dem Intervalle (x; — #,, ;) ab und auf dem Intervalle (z;, x; + ;)
nimmt sie zu. Da aber auf dem Intervalle (v, — e — 7, 1,2, — e+ 0, 1), .
Y@=z, 1) > 0 ist und da ausserdem y¢~V(xz;, 1) = 0 ist, muss sie auf dem
Intervalle (x; — ¢ -+, 1, 2;) eine und zwar eine einzige Nullstelle haben,
die wir durch z;_, bezeichnen. Auf dem Intervalle (z;, x, + #,) hat sie ausser
x, keine andere Nullstelle. Es ist also y¢-Y(z, 1) > 0 auf den Intervallen
(@ — > Ti_1), (x4, 2 + 73) und yE-H(x, 1) < 0 auf dem Intervalle (z,_,, x,).
Die Funktion (=2 (x, ) nimmt auf den beiden ersten Intervallen zu und nimmt
auf dem Intervalle (z,_,, ;) ab. Da sie auf dem Intervalle (x; — ¢ — 7} _,,
2, — & -+ 7, _,) negativ und in dem Punkte z, Null ist, muss sie auf dem Inter-
valle (x; — & - #; _,, ¥;_,) eine und zwar eine einzige Nullstelle besitzen. Wir
bezeichnen sie durch z;_,. Auf dem Intervalle (z;_,, z; + #;) hat sie nur z,
zur Nullstelle. Es ist

, - i -
Tp— e <Xy — e DXy < Xy < < X

So fortfahrend kommt man zu dem Ergebnis, dass jede Funktion y0)(, 4),
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7=0,1,...,¢, auf dem Intervalle (x; — n;, &, + ;) genau eine Nullstelle
x; =+ x, hat. Fir diese Nullstellen gilt:

By — <Xy — N LTy <Xy < < <y
b) Analog beweist man, dass auch im Falle b) auf dem Intervalle (x; — 7,
x; + ;) die Funktionen y®(x, 1), j = 0, 1, ..., 7, genau eine Nullstelle z; =+ x,

haben. Fiir diese gilt:
x1<£i<§i—1<-~<551<§0:<;x1+8“‘7],c/.<701+"];.-,-

¢) Im Falle c¢) ist y(xy, 4) = 0,9 =0,1,...,%, ...,k — 1. Da y®(x, 1) > 0
fur alle x e (x; — 9, @, + ;) ist, sind die Funktionen y¥(a, 1), 7 == 0,1, ...,
..ok — 1, auf den Intervallen (x, — n;, 21), (xy, , + ;) streng monoton.
Man sieht leicht, dass auf K a, eine einzige Nullstelle jeder dieser Funktionen
ist. Da y(xy, 1) == 0, ist z; auch in unserem Sinne eine Nullstelle von y(z, 1).

So haben wir bewiesen, dass zu jedem e [ — ]| < ¢ auf dem Intervalle
(€, — %, ¥, + m;) nur ein einziges x gehort, x = @(4), welches die Nullstelle
der Losung y(z, 1) ist (man respektiert die Verabredung (D)).

Wir beweisen jetzt, dass © = ¢(4) eine auf dem Intervalle |2 — f| << 9 ste-
tige Funktion ist. Es sei 2¢ |4 — B| < d beliegig gewiihlt. Dann ist entweder
%) g(2) + @y, oder B) ¢() = 21 o

a) In diesem Falle ist y(p(4), A) = 0, ¥'(p(4), 1) == 0. Nach einem Satz iiber
implizite Funktionen gibt es zum Punkte (¢(1), 1) eine Umbegung O:
| — @A) <7, |4 — 4] < 6, >0, 6 > 0, auf welcher durch die Gleichung
y(x, ) = 0 genau eine eindeutige, stetige Funktion x = f(1) definiert ist.
Diese hat folgende Eigenschaften: fiir jedes 1 ¢ |2 — | < 6 ist y(f(2), ) = 0,
f(A) = @(4). Da auf dem Bereiche O N {|x — 2| <, | — | < 8} die Funktion
y(, ) fiir jedes 4 e {|A — 4| < 6} 0 {|A — B| < 6} nur eine Nullstelle und zwar
z besitzt, ist f(1) = @(1) fir alle Ae{|A — 2] < 0} N {|2 — ] < 8}. Also ¢(2)
ist in 7 stetig.

8) Es sei p(4) = x,. BEs sei weiter {t;}{1, 7, ¢ |4 — | < 0, eine zu i kon-
vergierende Folge. Die zu dieser Folge zugehorige Folge von Funktionwerten
{p(7;)}7.1 ist begrenzt, da

xl—nk<x1——e+7};Sq)(‘[,¢).§xl+e—7}3<x1+7]k.
Darum kénnen wir aus dieser Folge eine konvergente Teilfolge auswihlen.
Es sei dies die Folge {@(7;;)};; 1. Thren Grenzwert bezeichnen wir durch L. Es
ist klar, dass
xl—"/k<x1_8+77(,)=<5L:<:x1+5_7/z<x1‘lr‘771;-

Aus der Stetigkeit von y(z, 1) in x, 4 folgt, dass y(L, 4) = 0. Da aber y(x, 1)
in dem Intervalle (¥; — 7, @, + n;) nur z; zur Nullstelle hat, ist L = x,, d. h.
lim ¢(7;,) = 2, .

>0

Damit ist bewiesen, dass auch in diesem Falle ¢(4) in 4 stetig ist.



Da nun 1 beliebig aus |2 — f| << 6 ausgewahlt wurde, ist die Stetigkeit von
@(A) fiir 1€ |4 — B| < & bewiesen. Damit ist unser Satz im Falle, dass ¢ gerade
und k ungerade ist, vollkommen bewiesen. Im Falle, dass ¢ ungerade und & ge-
rade ist, filhrt man den Beweis analog.

Satz 2.2. Die Zentraldispersion ¢™(z, 2), v = 0, ist eine stetige Funktion von
A e (Ao, Ay) fir jedes x > x,. Ist i + k eine ungerade Zahl, so ist ¢{™(x, A)
etne stetige Funktion von 2, A € (4o, A,), fiir jedes x € (— o0, o).

Beweis. Wir beweisen zuerst den zweiten Teil des Satzes. HEs sei ¢ + k
eine ungerade Zahl. Iis sei weiter ¢ ¢ (— o0, 00) beliebig fest ausgewéhlt und
y(z, A) eine Losung aus M, fir welche y(¢, 1) = 0 ist. Fiir » = 0 ist die Funk-
tion @{™'(¢, A) = t, also ist sie in 4, A € (4y, 4,), konstant, darum stetig. Es sei
nun » > 0. Es sei 4, € (4, 4,) beliebig ausgewihlt. Dann sind die Zahlen
(p(,.“")(t, M), 7=1,2,...,v, entweder alle von x; verschieden oder es ist eine
gleich x,. Nehmen wir an, dass ¢{?(t, 4;) = x;, 0 < m < ». Dann gibt es nach
dem Hilfsatz 1 solche Zahlen §,, > 0, 5,, > 0, dass auf dem Bereiche

Om: I o IA-”;”II < 0y s K,: |x'—“11i < Nm »

durch die Gleichung y(x, 1) = 0 eine einzige Funktion x = ¢ (1) definiert ist.
Diese ist stetig auf J,, und der Wert von ¢'(1) fiir jedes 4 € J,, ist die einzige
auf dem Intervalle K, sich befindende Nullstelle von y(x, 1). Ist m = 0, so
ist (1) = ¢.

Fir j +m ist ¢§™(t, &) + @, darum ist y(g§™(t, 4), &) = 0, y'(g§(t, Ay),
4;) = 0. Nach einem Satz iiber implizite Funktionen existiert zu jedem Punkt
(@, A1), Ay), 0 < j < », § = m, ein Bereich

O Jyi |d— 2 <65, Kjlo— g™ a) <n;, 6,>0, 5,>0,

auf welchem durch die Gleichung y(x, 1) = 0 eine einzige Funktion ¢ = ¢{"(1)
definiert ist. Diese ist auf J; stetig und erfiillt dort die Gleichung y(¢{"(4), 1) = 0
identisch. Fiir 4 = 4, ist ¢{"(4,) = ¢{"(¢, 4,).

Die Funktion y(z, 4,) hat auf dem Intervalle (¢, ¢{**'(¢, 4,)) die Nullstellen nur
in den Punkten ¢{(t, 4,), 1 =0,1,...,». Auf den Intervallen (¢{*)(t, 4,),
@0t Ay)), 5=0,1,..,» — 1, ist sie von Null verschieden. Dann folgt aus
der Stetigkeit der Funktion y(x, A) in x, A die Existenz eines solchen 6 > 0,
dass auf den Bereichen

B Ay — oM < A< iy + 0, <p§-“°)(t, A) o e < R ) — Miaa s
j=0,1,...,» — 1, die Funktion y(z, 4) = 0 ist. Fiir 6 nehmen wir eine sol-
che Zahl, dass 6V < min {0,, 0, ..., 8,} ist. Ist jetzt A e (4, — 0™, 4, + 6),
so hat die Funktion y(z, 4) die Nullstellen nur auf den Intervallen (¢{*(f, 4,) —
— 5 @t Ay) ), §=0,1,2,...,», und zwar auf jedem genau eine,
némlich ¢{"(1). Also ist dies die j-te hinter ¢ liegende Nullstelle. Darum islt
¢P(2) = @)t 2), § = 0, 1,2, ... Da ¢{"(2) auf dem Intervalle |2 — M| < o
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stetig ist, ist dort auch ¢{™)(¢, 1) stetig. Also ist ¢{")(f, A) in 1, stetig. Da A, be-
liebig aus (4,, 4;) gewédhlt wurde, ist damit der zweite Teil unseres Satzes
bewiesen. (Die Beweismethode ist dhnlich der Bocher’s Methode, [5], S. 303.)

Den ersten Teil unseres Satzes beweist man analog.

3. Die Eigenwertaufgabe

Wir nehmen noch weiter an, dass n = 2k, k = 2 ist. Wir werden uns be-
miihen, die Existenz einer Losung der Differentialgleichung

Yy + Q@ 2)y =0 (a)
2u beweisen, die die Bedingungen

Yo ) =0, j=0,1,..,6—Li+ 1, k—1k+1,..,0—1, ()
0<i<k<Zn-—1,

Y(x) = 0, (i)

Y(x5) = 0, (iid)

erfillt, wo x,, x,, ®; irgend drei Punkte aus dem Intervalle (a,b), — oo < a,
b < oo, sind. Jetzt konnen drei verschiedene Fille eintreten:

xS w, < @, ' (*)

Ty < xS @, B)

Ty <y < Xy ()

Bemerkung 2. Ist #; = «,, so handelt es sich um die Bedingungen
yN(x) =0, §j=0,1,..,k—1k+1,..,n—1,0Zk<n—1,
Y(xg) = 0. (ii")
Bemerkung 3. Ist Q(z, 1) > 0 fir x ¢ (a, b), 1 € (4,, 4,), so hat die Eigen-
wertaufgabe (a), (i)—(iii), wenn x, = x; = z, ist, keine eigentliche Losung,
was aus dem Satze 1.2 leicht ersichtlich ist.
Satz 3.1. Es set Q(x, 1) eine stetige Funktion der Verinderlichen x, A, z € (a, b),

de < Ay, Ay), es sei Q(x, Ay) = 0, Q(x, 1) > 0 fir 4y < A < A, und ze<a,b>

und es sei lim Q(z, AN = oo gleichmdssig fir x € (a, by. Es seien x,, x,, ¥ drei
A=A, —

Punkte aus dem Intervalle {a,by. Dann hat die Eigenwertaufgabe (a), (i)— (iii),
(), wie auch die Eigenwertaufgabe (a), (i)— (iii), (B) unendlich viele einfache re-
elle Eigenwerte, die eine steigende Folge bilden:

Ay < AP < 20 < ... < A4,.

Die Eigenfunktion y(x, A™), die zu dem Eigenwerte ™ gehort, hat auf dem
Intervalle (x,, %3) 9m Falle () und auf dem Intervalle (xs, @5) im Falle (B) genau
(v — 1) Nullstellen, die simtlich einfache Nullstellen sind.
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Beweis. Wir definieren die Funktion Q(z, 1) folgendermassen: @(z, 1) =
= Q(a, ) fir z <a, Q1) = Q(z, 1) fir xzela,b), Q, 1) = Qb,1) fir
x > b. Aus der Stetigkeit der Funktion @(z, 1) auf dem Intervalle <{a, b)>
folgt die Existenz ihres Maximums M ,(A) und Minimums M (1) > 0 auf dem
Intervalle {a, b>, A e (4,, A4,) Aus der Definition der Funktion @(x, 1) sieht
man gleich, dass M,(1) das Maximum und M,(1) das Minimum der Funktion

@(x, ) auf dem Intervalle (— oo, c0) ist. Es gilt also
0 < M) < Qe ) < My(3) e
fir xe(— o, ), Ae(dy 4;). ‘Aus den gemachten Voraussetzungen fiir
Q(x, 1) folgt:

lim My(3) = lim M,(2) = 0, lim My(A) = lim My(2) = oo.  (17)

Aesdy k- A=A+ i—4, - Ay~
Weil 0 < M,(A) < Q(x, A) fiir x ¢ (— 00, ), 4 € (dy, 4,) ist, hat die Differen-
tialgleichung

Y™+ Qx, )y = 0 (a)

lauter oszillatorische Losungen auf (— oo, o), d. h. jede Losung hat unendlich
viele Nullstellen vor irgendeiner Zahl = wie auch nach v und die Menge dieser
Nullstellen ist sowohl nach unten als auch nach oben unbegrenzt. Das bedeutet,
dass fiir die Losungen der Menge M ;, die Sétze der §§ 1 und 2 gelten. Alle Losun-
gen aus M ;. erfiillen die Bedingung (a) und (i). Die Menge der Losungen aus M,
die noch die Bedingung (ii) erfiillen, bezeichnen wir durch M ;(z,). Die Losun-
gen aus M, (x,), die zu demselben Werte des Parameters 4 gehdren, sind nach
dem Satze 1.10 linear abhingig. Es sei y(z, 1) eine Losung aus M ;(z,). Wir
bilden jetzt die Zentraldispersionen ¢{*(x,, 1), »=10,1,2, ... In dem Satze 1.5
(10") ist eine Abschitzung der Entfernung von zwei beliebigen nacheinander-
folgenden Nullstellen von y(z, 1) gegeben. Nach dieser Abschétzung ist

D < gy, 2) — ¢ (2, ) < PRI 5 =1,2,3, .
13,7 Va1,2)
Daraus folgt
v P < gy, 1) — gR(, ) < v Pert (18)
V31,2) V31,(2)

Gehen wir jetzt zur Grenze fiir A — 4, + und fiir A — 4, — iiber und beriick-
sichtigen wir (17), so haben wir
lim {*(x,, ) = 00, lim ¢{™(xy, 2) = @4 (xa, 2) = @, . (19)
A=Ay l—>A, ~
Ist jetzt @, < x5, so folgt aus diesen beiden Resultaten und aus der Stetigkeit
der Zentraldispersion ¢{%*)(x,, 1) in (4,, 4,) die Existenz wenigstens eines solchen

A e (A, Ay), dass ¢l (xy, A™) = x, ist. Das bedeutet aber, dass y(z, A7)
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eine Losung der Gleichung (a) ist, die die Bedingungen (i)— (iii) erfiillt. Sie
ist also eine Eigenfunktion der Eigenwertaufgabe (a), (i)—(iii), («) und A{*
der zugehorige Eigenwert. Aus der Definition der Zentraldispersion ¢[*(z, 4)
folgt, dass die Eigenfunktion y(z, 2™) auf dem Intervalle (v, ;) gerade
(» — 1) Nullstellen hat.

Nehmen wir an, das » = 1 ist. Es ist 4, << A{"™ < 4, ¢,(%y, A{™) = x,. Ge-
miss der Definition der Zentraldispersionen ist g,(x,, A(™) > x,. Aus dieser
Ungleichung, aus der zweiten Gleichung in (19) und aus der Stetigkeit der
Funktion ¢{*)(z,, 1) in der Verinderlichen 1 e (4,, 4;) folgt die Existenz des
Eigenwertes 2,", fiir welchen gy(x,, AY™) = x;, und A% < A¢" gilt. Durch
vollstindige Induktion findet man die steigende Folge von Eigenwerten

Ay < AP < 2 < . < Ay
Jeder Eigenwert A" ist einfach, weil, wie schon oben gesagt wurde, die
Loésungen-Eigenfunktionen aus M ;(x,), die zu demselben Werte des Para-
meters 4 gehoren, linear abhéingig sind. Der Satz ist damit im Falle («) bewiesen.
Den Fall (8) fithrt man durch die Transformation ¢ = z; — x auf den Fall
() zuriick.

Man kann die Bedingungen, die die Funktion @(x, 1) betreffen, folgendermas-
sen abandern:

Satz 3.2. Es sei Q(x, A) eine stetige Funlktion der Verdnderlichen x, A, € {a, b),
e (dy, A7), und es sei fir x e {a, by gleichmissig lim Q(x, 1) = co. Dann hat

A,
die Eigenwertaufgabe (a), (1)—(iil), (z), wie auch die Eigenwertaufgabe (a), (i)
bis (iii), (B) unendlich viele einfache reelle Eigenwerte, die eine steigende Folge
bilden
Ay < AP <2 <. < 4y,
wo vy = 1 eine natirliche Zahl ist. Die Eigenfunktion y(x, A1")), die zu dem
Eigenwerte A, §=0,1,2,..., gehirt, hat auf dem Intervalle (v, ;) bzw.

Vo + 32
(x5, @) genaw (vy + j — 1) Nullstellen, die alle einfach sind.
Beweis. Wie bei dem Beweise des vorigen Satzes nehmen wir die Funktion
Q(x, ) und die Gleichung (a). Aus der Voraussetzung, dass lim Q(z, 1) = o

A A —

gleichmissig fiir x e {a, b) ist, folgt die Existenz eines solchen 4, e (4,, 4,),

dass fiir e (Jy, 4;) und z e (— o0, o0) die Funktion Q(z, 1) positiv ist und

ein Maximum M,(1) und ein positives Minimum M (1) auf dem Intervalle
(— oo, o) besitzt. Es gilt also

0 < My(A) < Qr, 1) < My(h) (20)

fiir v e (— 00, ), A € (A, 4,). Das bedeutet, dass fiir 4 € (1o, 4,) die eigentlichen

Losungen der Gleichung (a) simtlich oszillatorisch sind. Es gelten also die

Sitze der §§ 1 und 2. Aus der Voraussetzung, dass lim Q(z, ) = oo gleich-

A=A, —

miéssig fiir x € (— oo, o0) ist, folgt, dass
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lim M, (4) = lim M,(1) = o© (20)

A—a4, A=A,
ist. Der Grenziibergang in (18) fiir A — 4, — gibt die Relation
lim @)y, A) = 2,, »>1. (21)

T

Auf der andern Seite gibt es zu 4, einen solchen Index v, dass fir alle v > »,

Pnr,1

Ly — Xy = o < PER(xy, Ag) — Xy
V)
ist, oder dass
2y < ¢\(@a ho) s v =, (22)

ist. Aus der Stetigkeit der Funktion ¢,(2,, 1) und aus (21) und (22) folgt dann
die Existenz eines solchen A" e (4, 4,), dass ¢{*(z,, A™) = z, ist, also die
Existenz eines Eigenwertes und dann auch die Existenz einer Eigenfunktion
y(x, A™) € M ;(x,) unserer Eigenwertaufgabe. Bezeichnen wir den zu », ge-
horigen Eigenwert durch A% und die weiteren durch A%, j =1, 2, ... Aus
(21) und aus der Tatsache, dass x; << (™) (x,, A% , ;) ist, folgt leicht, dass

Yo+ v+ d—1
die Eigenwerte lf,:}j)j, j = 1,2, ..., eine steigende Folge

Ay <A = KD < AW <. < 4y

bilden. Die Eigenwerte A%, sind einfach, weil die Losungen aus M ;(,), die
zu demselben Werte des Parameters 1 gehoren, linear abhingig sind (s. Satz
1.10). Aus der Definition der Zentraldispersionen sieht man weiter, dass die
Eigenfunktion y(xz, A7?,), die zu dem Eigenwerte A"); gehort, auf dem Inter-
valle (x,, x3) genau (v, + j — 1) Nullstellen hat, die simtlich einfach sind,
weil jede Losung von (a) nur einfache Nullstellen, niit Ausnahme von =z,
besitzt (s. Satz 1.2). Damit ist der Satz im Falle der Eigenwertaufgabe (a),
(1)—(iii), («) bewiesen.

Durch die Transformation ¢ = 2, — x geht wieder die Eigenwertaufgabe
(a), (i)—(iii), (B) in die Eigenwertaufgabe (a), (i)—(iii), («x) tiber.

Satz 3.3. Seien die Voraussetzungen des Satzes 3.1 erfiillt. Sei 1 + k eine un-

gerade Zahl. Dann hat die Eigenwertaufgabe (a), (i)—(iil), (y) unendlich wviele
etnfache reelle Eigenwerte, die eine steigende Folge bilden

Ay < A < 20 < . < A,

_Die Eigenfunktion y(x, ™), die zum Eigenwert 2™ gehort, hat auf dem Inter-
valle (x4, ;) genaw (v — 1) Nullstellen, die simtliche einfach sind (man respek-
tiert die Verabredung (D)) .

Beweis. Wie im Beweise des Satzes 3.1. nehmen wir statt der Gleichung
(a) die Gleichung (a) und wir benutzen weiter die Grossen M,(3), M,(1), fir
welche die Relationen (16) und (17) gelten. Die Losungen von (a) sind dann
oszillatorisch und fiir die Losungen aus M,; gelten die Satze der §§ 1 und 2.
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Wir bezeichnen wieder durch M ;(%;) die Menge der Losungen aus M, die
(a), (i) und (ii) befriedigen. Nehmen wir jetzt die Zentraldispersion ¢{¥(x,, 1),
» > 0. Es konnen zwei Fille eintreten: 1° Entweder ist v so, dass x, << ¢{™(x,, 1)<
< z, ist. Nach dem Satze 1.5 ist dann

Vo < ‘Pa((x‘z’ A) — By <Y (23)

20 Oder ist » s0, dass @; << @®)(x,,4) ist. Dann existiert sicher ein solches u < 7,
dass ¢/P(xy, 1) < @, < ¢{7)(w,, A) ist. Dann ist aber nach dem Satze 1.5

lu,h_p_ih < w(:k)(x ) — @y < p; Pan-1 ’
VM o(2) Wm
(v — = 1) 22 < gy, ) — gy, 2) < (v — g — 1)L
V31,(7) V31,03
0<a, — (p”k’(x: 1) < p"" 20 (p(“c) (s A) — @) < n_zgﬁz'_‘;’_ .
Y, Varo
Daraus folgt
(v — 1) Pl b, 1) —w, < (v + 1) Prnl 21 2.3 (24)
V31,0 Var, @

Die Vergleichung der Relationen (23) und (24) ergibt, dass die Abschitzung
(24) auch im Falle 1° richtig ist. Mit Riicksicht auf (17) folgt aus (24):
lim ¢{™)(wy, A) = 0, lim ¢{™(2y, 1) = 2,, »> 1. (25)
k—)dn i A=Ay —
Daraus und aus der Stetigkeit der Funktion ¢{**)(x,, 1)inder Veranderlichen 4
auf (4,, 4,) folgt die Existenz wenigstens eines solchen A ¢ (4,, 4,), dass
@) (g, ATM)) = , ist. Also gibt es zu jedem » > 1 einen Eigenwert A%®. Man
beweist analog wie im Beweise des Satzes 3.1, dass die Eigenwerte A",
v = 2,3, ..., so gewahlt werden konnen, dass sie eine steigende Folge bilden

Ao < WP < 2P < . < A

und dass sie einfach sind. Die zu A gehorige Eigenfunktion y(z, A®™) hat die
Eigenschaft, dass sie auf dem Intervalle (x,, x5) genau (v — 1) Nullstellen hat,
was aus der Definition der Zentraldispersionen folgt. Alle diese Nullstellen
sind einfach (dabei respektieren wir die Verabredung (D)), was aus dem Satze
1.2 folgt.

Satz 3.4. Seien die Bedingungen des Satzes 3.2 erfillt. Sei i + k eine ungerade

Zahl. Dann hat die Eigenwertaufgabe (a), (i)—(iii), (v) unendlich viele einfache
reelle Eigenwerte, die eine steigende Folge bilden

Ay < KB <A < .. < Ay, vy 1.
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Die Eigenfunktion y(x, i");), die zu dem Eigenwerte AY); gehért, hat auf dem
Intervalle (x,, x;) genaw (vy + j — 1) Nullstellen, die simtlich einfach sind
(wenn man die Verabredung (D) respektiert).

Man beweist diesen Satz auf gleiche Weise wie den Satz 3.2.

4. Die Eigenwertaufgabe, wenn n ungerade ist

In diesem Paragraphen nehmen wir standig an, das n > 3 eine natiirliche
ungerade Zahl ist. Wir beweisen zuerst den

satz 4.1, Es sei Q(x) = m > 0 fir x e (— o, ), wo m eine Konstante ist.

Dann sind alle Losungen aus M ;. oszillatorisch.

Beweis. Ist n ungerade und @(x) = m > 0, so ist jede eigentliche Losung
der Differentialgleichung (a) entweder oszillatorisch oder sie néhert sich
monoton zu Null, wenn & — oo [4]. Aus dem Trennungssatz itber die Null-
stellen (Satz 1.9) der Losungen aus M, folgt, dass entweder alle Losungen aus
M ;. oszillatorisch sind oder keine. Nehmen wir an, dass keine Losung aus M,
oszillatoriseh ist. Fiir jede Losung y(x) e M ;. gilt also lim y(x) = lim y'(z) = 0.

B> >0

Seien u(x) und v(x) zwei linear unabhingige Losungen aus M, welche die
Relation »/'(x) . v(z) — u(x).v'(x) = A;(x) erfiilllen. Dann ist lim(uw'(z) . v(x) —

&L—>0

— () . v'(w)) = lim 4 ,(x) = 0. Das widerspricht aber dem Satze 1.8d), welche
behauptet, dass A;(x) eine auf dem Intervalle (z,;, c0) steigende positive
Funktion ist. Dieser Widerspruch beweist unseren Satz.

Der Trennungssatz tiber die Nullstellen der Losungen aus M, der auf dem
Intervalle (z,, co) gilt, gibt uns die Moglichkeit den Begriff der Zentraldisper-
sionen einzufiihren. Es ist nicht schwer zu beweisen, dass die Zentraldisper-
sionen mit positiven Indizes auf dem Intervalle (z;, c0) definiert sind und die-
selben. Eigenschaften haben, wie im Falle der geraden Zahl »n: namlich sie sind
stetig, sie haben eine stetige Abteilung nach @ und sie befriedigen die Gleichung
(©). Ist Qz, 2)(= m(}) > 0) eine stetige positive Funktion von x € (— o0, o),
Ae(dy, 4y), so sind beix > x, die betreffenden Zentraldispersionen ebenfalls
stetige Funktionen von 4, % e (4,, 4,). Das bedeutet aber, dass die Siize 3.1
3.2 fur die Eigenwertaufgabe (), (i)— (iii), (o) auch in dem Falle richtig bletben,
wenn n > 3 eine ungerde Zahl ist. Wir beweisen weiter den

Satz 4.2. Es seten fir Q(x, 1) die Bedingungen des Satzes 3.2 erfiillt. Dann-
hat die Eigemwertaufgabe (a), (i)— (iii), (v) unendlich viele reelle einfache Eigen-
werte :

Ay < AW < 389 < < Ay
Die zum Eigenwerte 2{™, v > 1 gehérige Eigenfunktion y(z, ') hat auf dem
Intervalle (xy, x;) (v — 1) Nullstellen, die alle einfach sind.
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Beweis. Statt der Gleichung (a) werden wir wieder die Gleichung (a) unter-
suchen. Fiir Q(z, 1) gilt die Ungleichung (16). Nach dem Satze 4.1 sind also
alle Losungen aus M, oszillatorisch. Wir bezeichnen wieder durch M ;(x,)
die Menge der Losungen aus M, die x, zur Nullstelle haben. Alle Losungen
aus M ;(x,), die zu demselben Werte des Parameters 1 gehoren, sind nach dem
Satze 1.10 linear abhingig. Nehmen wir jetzt eine Losung y(x, 1) aus M ;(x,).
Diese hat auf dem Intervalle (z;, o) unendlich viele Nullstellen, die alle ein-
fach sind. Wir bezeichnen sie der Grosse nach durch

01(4) < p(A) < ... < p,(d) < ... (30)

Die Zahl 2, kann nicht Nullstelle (im Sinne unserer Verabredung (D)) von
y(x, ) sein, denn dann hitte y(x, 1), dem Satze 1.3 gemiss, keine Nullstelle
VOr .

Es gilt jetzt nach dem Satze 1.5:

0 < 0,(A) — @y < Lrnt

Var,@)
,T'Z‘)n"}" < 0 1(A) — Qv(}') < npn,n—1 , v=1,2,3,...
[Ezee) V.
Aus diesen Ungleichungen folgt weiter:
p Pl ) < v+ )Py —0,1,2,.. (31)
Vit Jar,@
Beriicksichtigen wir jetzt (17), so ist
lim g,.y(3) = a;, limg, () =00, »=1,2,... (32)
A—d4, A=A, +

Man beweist die Stetigkeit der Funktionen g,(1) fiir 1€ (4o, 4,) auf gleiche
Weise wie den Satz 2.2.

Da jetzt 2, < x; < oo ist, folgt aus (32) und aus der Stetigkeit der Funktion
0,(4), v =1, 2, ..., dass die Funktion p,(1), v =1, 2, ..., den Wert x, wenig-
stens einmal annimmt. Bezeichnet man den Wert von 2, fiir welchen ¢,(1) = =,
ist, durch 2™ so ist y(z, A(™) der gesuchte Eigenwert, und y(z, A7) e M (x,)
die zu ihm gehorige Eigenfunktion. Es ist evident, dass y(x, A™) in (x;, 23)
genau (v — 1) Nullstellen hat, die alle einfach sind. Da weiter M ;,(x,) fiir ein
festes 4 nur linear abhingige Losungen enthilt, ist die Einfachheit der Eigen-
werte evident. Es ist weiter klar, dass man die Eigenwerte so wahlen kann,
dass sie eine steigende Folge bilden.

Satz 4.3. Es seien fiir Q(x, ) die Bedingungen des Satzes 3.2 erfullt. Dann
hat die Bigenwertaufgabe (a), (1)—(iil), (y) wnendlich viele etnfache reelle Higen-
werte

Ay <A <A < <A, << Ay vg> 1.
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Die zum Eigenwerte A%, § = 0, 1,2, ..., gehorige Eigenfunktion y(x, A;) hat

vyt d
auf dem Intervalle (xy, @3) (vo + j — 1) Nullstellen, die alle einfach sind.
Beweis. Wir untersuchen wieder statt der Gleichung (a) die Gleichung
(a). Wie schon in dem Beweise des Satzes 3.2 gezeigt wurde, gibt es eine solche
Zahl )y e (4o, 4,), dass Q(z, 1) fiir x e (— 00, 0) und e (A, 4,) positiv ist
und dass Zahlen M,(A) > 0, M,(2) existieren, sodass (20') und (20) gilt. Aus
(20”) und aus dem Satze 4.1 folgt, dass die Losungen aus M fir 1 e (4y,4,)
oszillatorisch sind. M ;(x,) bedeute wieder die Menge der Losungen aus M,
die x, zur Nullstelle haben. Ist 4 fest, so sind die Losungen der Menge M ;.(z,)
linear abhéngig (s. Satz 1.10). Sei y(x, 1) eine Losung aus M ;(x,) und seien
e,(A), v=1,2,3, ..., ihre Nullstellen, die grosser als «; sind, der Griosse nach
geordnet. Wie im vorigen Falle ist x, keine Nullstelle von y(x, 1). Es gilt jetzt
(31). Der Grenziibergang fiir 2 — 4, — gibt nach (31) mit Riicksicht auf die
Relation (20): :
lim o, ,,(A) =a,, »=0,1,2 ... (33)
dd,
Da nun y(z, 4) fiir 1 € (4, 4,) oszillatorisch ist, so gibt es einen solchen Index
vy > 1, dass fiir » > v,
Pu(do) = (34)

gilt. Man beweist, wie im Falle des Satzes 4.2, die Stetigkeit der Funktion
0,(4) fiir 2 € {4y, 4;). Aus der Stetigkeit der Funktion g,(4) und aus (34) und
(33) folgt, dass jede Funktion g,(4), v = »,, vy + 1, ..., mindestens einmal den
Wert 2, annimmt. Der betreffende Wert A", fiir welchen g, ,,(A%;) = @,
ist, ist der gesuchte Higenwert unserer Aufgabe und die zu ihm gehorige
Funktion y(x, A(?;) € M ;;(w,) ist die Eigenfunktion. Die Einfachheit der Eigen-
werte beweist man wie in vorigen Sitzen. Die Eigenschaft, dass y(z, A™)) in
(24, z3) genau (vy + j — 1) Nullstellen hat, die alle einfach sind, ist evident.
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Peswome

OB OJIHOU 3AAYE O COBCTBEHHbLIX 3HAYEHUAX
JAUOOEPEHIUAJIBHOI'O YPABHEHUA

Yy + Q, 1) .y =0

MAPKO HIBEIL (MARKO SVE(), Bparucnana.
(Mocrynuio B pegaxuumio 10/V 1955 r.)

B nepsom naparpade paboThl s 3aHNMAIOCh MCCIIEIOBAHUEM CBOMCTB HEKOTO-
PHX pemeHni ypaBHEHHA
Yy + Q) .y =0. (ay)
1, npepuonarato, yro pyHKunsa Q(x) ABIAeTCH HEOTPUIATEIBHON M HeIpPepPHIB-
HOI QyHKIMEH Ha MHTEpBajie (— 00, 00) M Y10 HU HA KAKOM YAaCTHYHOM HHTEp-
Bajle OHa He CTAHOBNTCA TOKAECTBEHHO PaBHOM HYJIO.

Pemenue ypasuenms (a,), KOTopoe B TOYKE &; YHXOBJIETBOPAET YCJIOBHSIM:
yi)(z,), 1 =0, 1, ..., k — 1, umeror MOCTOAHHBIN 3HAK, y®)(z,) =+ 0, yU)(z,) = 0,
j=k+1..,n—10<k < n-— 1 nuMeer B UPOU3BOIBLHOU TOUKE & € (2, 00)
caMoe OosbIIe OAHY N3 NPOM3BOAHBIX yW(E), 7=0,1,...,n — 1, paBHOH
pymo. Ecim y™ (&) =0, 0 < m < n — 1 1o yucna yi(&), j=0,1,...,m —1
HMEIOT OJIMH M TOT K€ 3HAK, a Takike m gmcna yI(&), j=m+1,..,n—1
uMeoT ojuHaKoBHe 3HaKkm. (Teopema 1.2.)

Ecau n — derHoe umeno u ccom pemenue y(x) ypaBHeHus (a,) YZOBIETBO-
psier yeqoBusm: y(x) = 0,5 =0,1,..,¢ — 1L, ¢+ 1,.., k—1,Fk+1,...
oo —1, 07 <k <n—1, ro B mobom uucie e (— oo, ©), &+ x; ca-
Moe OosibIIe OfHA M3 IPOM3BOXHEIX yU)(£), 1= 0,1,...,n — 1, paBHa HYIIO.
Ecnm y(&) =0, 0<m <n—1 u &>, TO cupaBeyiuBO IpeAsIyIICe
YTBepsKIeHue 0 3HaKaX NPOM3BOMHHIX ¥(&), § 4= m. Ec¢au & < x,, To y uncen
yN(E),j=0,1,...,m— 1, rax ke Kak u y unmced yN(&), j =m + 1, ..., n — 1,
3Hakn yepenyiorcd. (Teopema 1.2.)

Ecnu jxe n — HederHoe umesio M ecnm y(x) ecTh pemieHme ypaBHeHHmA (a,)
TaKoe, 4TO BCe ero mpPOM3BOJHEIE 70 mopaAxka (m — 1), 3a WCKIOUYEeHWeM Ipo-
W3BOJHON MOPANKA k, B TOUKEe ¥; PaBHH HYII0, TO y¥(x), 1=0,1,...,n —1
He HMeeT B MHTepBaie (— 00, #,) KOPHA I [lim y(x)| = o0, =0, 1, ..., n — 1).

> — o
(Teopema 1.3.)

To sxe camoe yrBepsk/leHue CIPaBEIIMBO U JJIA TeX WHTETPAJOB ypaBHEHUS
(a;), Bce HPOM3BOIHEIE KOTOPHIX MO TOPANKA 7 — l, 3a HCKIIOYEHHEM ¢-TOH
u k-Toit TPOM3BONHLIX, paBHsl HYMO, 0 < ¢ < k < n — 1 u ausa ¢-1oit n k-rou
IpoM3BOJHOM Oyrer mim a) sgn y(i)(x;) = sgn y®(x,), ecom ¢ + k — uernoe
uymgeso, wian 6) sgn y(x,) == sgn y®(x,), ecan ¢ + k uevyerso. (Teopema 1.3'.)
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B reopeme 1.5 mpuBOIATCH OLEHKM PACCTOAHUI ME:KAY ABYMSA COCEIHOMN
(% %;) KOpHSIMM HEKOTOPHIX WMHTErPAJOB ypaBHeHMA (a;) NPU YCJIOBHH, UTO
0< M, <Qx) <M, st x e (— 00, ).

Hasnec mccmepyercss mHOsKecTBO M), mHTErpasioB ypaBHEHHUs (a,), Bce IPO-
M3BOJIHBIC KOTOPHIX JI0 MOPAIKA 7 — 1, 3a MCKIOYeHUeM ¢-TOH u k-Toi mpous-
poguon, 0 <7 <k <m— 1, paBusl nymo. Ecan u,(x), uy,(x)e M; — nBa
JMPCHHO HEe3aBHCHMBIX HMHTErpajia, TO KajKIbI WHTerpaj ypaBHeHHs (a,),
npuHajuiesami My, MOMKHO UpecTaBUTh B BHE JMHEHHOW KOMOMHAIIMY
MHATErpaioB u,(x) n uy(x). MHOKecTBO ABIAETCS IMHEHHON cMcTeMON peImeHnn
JmHeitHoro Jnd@epeHnuantiporo ypaBHeHusA 2-0ro IOPSIKa

¥y \, Balx)
(Ailr(x)) N Az (x) y=0

riae A,(x) — QYHKIUSA, OHO3HAYHO OIpelesIeHHas cmcreMoit My, a UMCHHO:
eCIM U {(X), uy(X) € Mi,c. — JABa JAWHENHO HEe3aBHCHMBIX WHTerpaia, 1o A;(r) =
= c¢. (uy(x) . up(@) — uy(®) . uy(x)), THE ¢ — Karas-T0 TMocrosHHAA. DYHROUA
A, nmeer B 2, 10uHO (¢ + £ — 1) kparnsiil kopenb. Ecmn n — derHoe 4meto,
10 upu @ < x; Oyaer Ag(x) 4= 0. BuGpaB 1oAX0gANEM cIOCOGOM IOCTOSH-
HYIO ¢, MOKHO JocTHYb TOro, uro A;(x) > 0 mia Bcex x == x; Ha HHTEpBale
(— oo, o0), ccam ¢ + k — HederHoe umcio, u A;(x) =2 0 i v = 2, ecan
i + k werno. Ecan n mederno, 10 4,(x) == 0 nisa @ > x;. 910 ¢BOHCTBO LO3BO-
JIs1eT JOKa3aTh TeopeMy 00 OT[esIeHUH KOPHEeH JIMHEeNHO He3aBUCUMBIX HHTerpa-
0B u3 M, uMeHHO caeyonM o6pasoM: ecim % yeTHO u (¢ + k) — neuerHo,
Ha BceM mHTepBaje (— 00, 00); ecan n u (¢ + k) — dverHBIe umciia, HA MHTEP-
Baje (— 00, x;) U Ha mHTepBaie (¥, 00); eciau 7% — HeueTHOe UHCJ0, TO JNMb
Ha uHTepBaye (¥, ). [Ipu srom x; cumraercs wopmem mHTerpana y(x) e M,
TOJIBKO B TOM ciyuae, eciu y((z,) = 0.

Ecnu m — HedyerHoe umcio, TO CLUPaBEIMBO CJCAYIOIIeC yTBepKACHHE O JIi-
HEHHO ‘He3aBUCHUMBIX HMHTerpaiax u,(r), u,(x)e M, (reopema 1.11): Mexucdy
EaucOuMU 08YyMs COCCOHUMU KODHAMU, MEHDVULUMU "eM Z,, 00HOE0 UHmMezpaia
He Harodumes Hu 00H020 UAU HAXOOUMNCH HeMmHOe “UCA0 KOPHell 0pyaced unme-
epasa (KasK/BII KOpeHb CYUTAETCA 3a CTOJIBKO KOPHEH, CKOJBKNM eMHHIaM
paBHa ero kparnocts). (Teopema 1.12): meacdy rancOwmu oeyms coceOnumu,
MEHVULUMU HeM T,, KOpHamu unmeepasa y(x) e My aexcum newemmoe wucao
ropuell pynryuu Ap(x).

B map. 2 a npexgnonaraio, uto % 4eTHo, n > 4, 4TO ¢ynknusa @(x, 1) aBnsgercsa
HOIPEePHIBHON TIOJOKATEIbHON QyHKIMENn 0T &, A, & € (— 00, ), 4 e (4, 4,),
U TaKoii, 410 Bee pemerus us M, wonebmorca. B MHoskecTBe mnTerpaiios M,
3aTeM BBOJWTCA NOHATHE IEHTPANBHOI fucnepenn ¢ F)(x, A), 1 IPHBONATCS He-
KOTOpHIe ee c¢BoiicTBa. B Teopeme 2.2 JokasaHa HeNpPEPHIBHOCTH IEHTPAJILHOMR
aucuepenn  @{F(x, ), v > 0 no mepemenmoit A Ha wnutepane (4, 4,) maa
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KamRIOT0 & - ;,"a B ¢jlydae, Korjla ¢ + £ — HederHoe 4ucilo, JUlA KaRAOTO
Z € (— 00, 00). ITO CBOMCTBO jie/aeT BO3MOFKHBLIM PEMNUTL KPaeBYIO 3ajady.
KOTOpasl pemaercs B nap 3 u 4:

[Tyers n — wuernoe wmcio. llyern Q(x, 2) —— neupepuisHas GyHKumst , A,
xeda, by, Ae Ay A)), nyers Qx, Ay) == 0, Q(x, A) > 0 mist 4 € (4, 4,) m 1wyersb
lim Q(x, 1) = oo paBHOMepHOo nast @ € <, b>. Torja wpaesas 3ajaua:

A,

?/(71) + Q(xy )')7 Yy = 0 ) (a)

YO(x) =0,)=0,1, ... i —Li-+1, ..k —1k+1...,n—1, (i)
0<i<kb<n—1,

yxy) = 0, (ii)
y(xz) =0, (iii)
JE &y, Ty, Xy —— TOUKKM MHTepBana {a, b), ROTOPBIC MOTYT ObITH YHOPSIOUEHB

TPeMsi CIHIYIONUME cllocobaMu: o) ¥, < Ty < &y, B) @y < @y, < @y, y) Xy <
< &y < @3 IMECT B ¢lIyuae o, 1 ) 6eCKOHEUHO MHOIO HPOCTHIX JIelCTBHTEIBHDIX
cOOCTBCHHBIX 3HAUCHUIT, KOTOpLIC 00PAa3yIOT BO3PACTAIONLYIO IIOCICOBATEb-
noete (AP}, v = 1,2, ... CoGerpennas Qyuwmus y(z, A7), upnmaickamasn
K coberBennomy suadeHnio AYF nmeer B unrepBadie (2, ;) COOTB. (X5, &,) B TOU-
Hoctu (v — 1) KopHeil, Rotopole Bee apasnorest npoerbivu. (Teopema 3.1.) Econ
U + k — mederHoe uMcII0, TO Kpaesasi 3ajlava MMECT TalyKE B B cilydacy) Gec-
KOHCYHO MHOTO HPOCTBIX JICHCTBUTC/ILHBIX COOCTBEHHBIX 3HAYCHUIL, KOTOPBIC
00pasyioT BO3PACTAIOMYIO locheoBaregabnocTh {4,717, CoGerpennan  ¢ymi-
uns y(x, A7), npusajuiemsaman k coberpennomy snavennio AU, ymeer B uH-
TepBaiie (¥, Ty) B TOYHOCTH (v — 1) KOpHEeN, 11pnyeM Bce OHM ITPOCTHIC; X, CUN-
TaeTes KOPHEM TOJBKO B ToM cilydae, eciin y((x,, A7) = 0. (Teopema 3.3.)

Coryuait $) npu sevyerHom n B pabore He pemen. B ciyuae o) u y) cyiecryer
BO3pacTalonas JocleloBaTeJLHOCTh  ITPOCTHIX  JIEHCTBATEIIBHBIX  3HAYEHUIT
(A9}, e v =1, 2, ... B cayuae ), a B cayuae y) v = 2, 3, ... CoGerBennas
$yuruus, otHocsamasncs kK A™ umeer B ciydae o) B unTepsadie (,, ), a B CIy-
vae y) B nurepnase (ry, ¥3) B touHoctn (r — 1) KOpHEH, npuveM Bce OHM ITPOC-
ThIe (BCC cKazanHOe OBIAIe O X, OCTAeTCsA B CUIIC).

Ta e KpaeBas 3a7aua pemeHa 11 B TOM cjyvae, Korja ot Qynkmum @Q(w, A)
rpebyercd, 4To0BI oHA OblTAa HelpepblBHOM QyHkiuen or @, A, xe{a, b), de
€ (4y, 4y), 1 urobsl lim Q(z, 1) = oo paBHoMepHOo st 2 € (@, b). Tomyyenmsie

Ay

pe:xynma'rm NOXOKNn Ha pe:xy.nyra'rm, ]l])l'lli(‘l[(,‘lllil)le- BblIe. ((‘.M()T])H 'I'(‘.()})OMI)[
3.2, 3.4, 4.3
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