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Чехословацкий математический журнал, т . 6 (81) 1956, Прага. 

EINE EIGENWERTAUFGABE DER DIFFERENTIALGLEICHUNG 
yi^ + Q{x, X)y = 0 

MARKO SVEC, Bratislava. 
(Eingelangt am 10. Mai 1955.) 

I n dieser Arbeit untersuche ich vor allem die Eigenschaften der 
Lösungen der Differentialgleichung (а^) y^^^ -{- Q{x) . у = 0 , wo Q{x) 
eine für alle xe (— ш, oo) stetige positive Funktion ist. Besonders 
werden die Eigenschaften solcher Lösungen untersucht, die durch 
die Bedingungen y^^Hxi) = 0 , j = 0, 1, ...^i—- 1, i -\~ l, ...,k — 1, 
к -{- 1, . . . , n-— 1 , bestimmt sind. Ich bezeichne die Menge dieser 
Lösungen mit M^j^. I m Weiteren wird die Eigenwertauf gäbe 

y(^) + Q(x, A) 2/ = 0 , (a) 

уЩх^) ^0,j = 0 , 1 , .,i — l,i+ 1, . . . , * -
0 < i < к ^n — 1 , 

y{x2) = 0 , 

y{x,) = 0 

- l , i fc+ 1, . . . , n — ] , 
(1) 

(2) 

(3) 

gelöst, wo Q{x, Д) eine stetige positive Funkt ion der Veränderlichen 
Ж, A, X € <a, 6>, А € (AQ, AI) ist, noch weitere Voraussetzungen erfüllt, 
die in den betreffenden Sätzen der §§ 3 und 4 jeweils angeführt sind, 
a î, X29 x^ sind irgendwelche Punkte aus dem Intervalle (a,by. 

1. Einige Eigenschaften der Differentialgeichnng y(*̂ ) + Q{x) . y = 0 

Satz 1.1.^5 sei Q(x) eine auf dem Intervalle (— 00, 00) nichtnegative stetige 
Funktion, die auf keinem Teilintervalle identisch verschwindet. Es sei weiter 
x^€ {— 00, 00) und es sei y{x) eine eigentliche Lösung der Differentialgleichung 

y(n) + Q{x) t/ = 0 , (ai) 

die die folgenden Bedingungen erfüllt: die Zahlen y^^^(Xi), '̂ = 0, 1, 2, .,., fe —• 1, 
haben das gleiche Vorzeichen;y(^){Xi) Ф 0; y'^^^x^) = 0, j = h -\- \,k ~\- 2, .,,, 
n •— l,^ ^k ^n -- 1. Dann kann im Punkte | , der ein beliebiger Punkt aus dem 
Intervalle {x-^, со) ist, höchstens eine der Funktionen y'-^^{x), / = 0, 1, 2, ..., n —• 1, 
die Nullstelle haben. Ist t/(̂ >(f) ™ 0, 0 < w ^ n -- 1, so ist уЩ^) Ф 0, ;/ = 
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= о, 1,2, . . . , m — l,m -\- 1, . . . , und es haben sowohl die Zahlen y^^^^ii) niit 
j > m, als auch diejenigen mit j <. m das gleiche Vorzeichen. 

B e m e r k u n g . Für jfc — ^ — 1, m = 0 ist dieser Satz in [1], Hilfsatz 1, be­
wiesen. 

B e w e i s . Wir setzen zuerst voraus, dass 

y^^K^i) ^ Ö j ; = 0, 1,...,Ä;— I , und nicht alle zugleich Null sind, (1) 

уЩх^) = 0, j = k+l,k+2,...,n~~-l. (2) 

Zwei Fälle können jetzt eintreten: a) y(x) ha t keine Nullstelle in dem Intervalle 
(Xi, oo), d. h. est ist infolge der Relationen (1) y(x) > 0 in (xi, oo); b) y(x) ha t 
eine Nullstelle in dem Intervalle {x^, oo). Wir bezeichnen fortan das Inter­
vall (Xi, 00) durch J. 

a) Es gelte also (1) und (2) und es sei y(x) > 0 für alle x € (x^, oo). Weiters 
sei I € J so, dass y^'^'>(^) = 0 ist, 0 < m ^ n -— 1. Aus der Gleichung (a^) folgt 
dann, dass in J у^'^Цх) = — Q{x) y{x) ^ 0 ist. Das bedeutet, dass ?/(**~i)(a;) 
in J nicht zunimmt und wegen (2) y^'^~^){x) < 0 in J ist. Daraus und aus (2) 
folgt weiter, dass in J auch у^'^-^Цх) < 0 ist, und weiter, aus denselben Gründen, 
dass auf J 

у(^-Цх) < 0, . . . , y(^+^)(x) < 0 (3) 

ist. Das bedeutet, dass y^^^(i) < 0, j = n — l, n — 2, ..., к -{- l ist. Es muss 
also Ш ̂ k sein. у^^Цх-^) ist entweder oc) negativ oder ß) positiv. Aus (3) folgt, 
dass y(^)(x) in J abnimmt. Untersuchen wir zuerst den Fall a). 

In diesem Falle ist y(^){x) < 0 auf ganz J , also y^^^>(^) < 0. Das bedeutet, 
dass m <k sein muss. Nehmen wir weiter an, dass y''^~^^(Xi), . . . , ^^^"^^4^i) 
Null sind und y^^^{x^) positiv ist 0 < p < fc. Dann sind die Funktionen y^^^(x), 
j =. к — 1, . . . , ^ + 1, auf J negativ und y(^^(x) n immt auf J vom positiven 
Werte ^^^^(^i) an ab. Daraus folgt dann, dass ш ^p sein muss, y'^^^ix) kann 
nicht auf ganz J positiv bleiben, denn dann wäre wegen (1) y^^){x) > 0,; = 
= f — l,f — 2, . . . , 1,0, was der Voraussetzung widersprechen würde, dass 
l/(»^)(|) = 0, 0 < m ^ p , ist. Es muss also eine solche Zahl YJ^, in J existieren, 
dass уЩг}^) = 0, y(p){x) > 0 in dem Intervalle {x-^, rj^) und < 0 (t]^, oo) ist. 

Dann aber nimmt y('^-'^)(x) in (x^rj^^) von einem nichtnegativen Werte an zu 
und in {rj^, oo) nimmt sie ab. Is t m = p, also | = rj^,, so folgt leicht aus (1), 
dass die Funktionen y^^^{x), j = p -- 1, . . . , I, 0, in {x^, TJ^) positiv und wach­
send sind und dass y^^^{Y}^) j = p ~ l, ..., l, 0, positive Zahlen sind. Is t aber 
m < p, so ergibt sich aus denselben Gründen wie im Falle yW{x) die Existenz 
der Zahlen Ъ-г < Ъ-2 < . . . < ^m = I so, dass У^^КПз) = 0, j = p - l, . . . , 
. . . , w, und уЩос), j = p — 1, ..M ^^, in {^ъ Vi) positiv und in (rjj, oo) negativ 
ist. Weiter sind dann die Funktionen уЩх), j = т. — l, ,.,, 1, 0, positiv und 
wachsend in {xj^, f]m) und darum die Zahlen уЩПш) / = ш — 1, . . . , 1, 0, po-
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sitiv. Dagegen sind die Zahlen y^f]^)^ j = n — 1, . . . , m + 1, negativ, da 
die Funktionen y^^\x) j = n — l, .,,,m -{- l, in {rj^^i, oo) negativ sind. Da­
mit ist unser Satz im Falle oc) bewiesen. 

Im Falle ß) ergibt sich für y^^'~^){x) dieselbe Situation wie im Falle oc) für 
y^^\x). Weitere Erörterungen sind im Falle ß) dieselben wie im Falle oc). 

b) Es sei Q^ die erste hinter x^ liegende Nullstelle von y{x). Wir können die 
Erörterungen des Falles a) für m ==: 0 ohne weiteres durchführen, wenn wir 
das Intervall J durch das Intervall [Xi, QI) ersetzen. Wir erhalten das Resultat, 
dass ^(^i) = 0 ist, alle y^^^gj Ф 0, j = l, 2, ,.., n ~- 1, sind und dasselbe 
Vorzeichen haben. Die Lösung y{x) ha t also in ^^ diejenige Eigenschaft, die 
wir für sie in ж̂  postulierten, wenn к =•• n — l ist. Aus dieser Tatsache ergibt 
sich in analoger Weise: sind Q2 < Q2 < Qv < "• der Reihe nach die weiteren 
Nullstellen von y(x), so sind die Zahlen y^^^ig^) Ф 0, j = 1, 2, . . . , n -- 1, und 
haben dasselbe Vorzeichen. Damit ist unser Satz für m == 0 vollkommen be­
wiesen. 

Nehmen wir jetzt an, dass 0 < m ^ n •— l ist. Die Zahl ^ möge dann im 
Intervalle (x^, Q^), oder im IntexA^alle (^,,, î̂ +i) oder, луепп §д. die letzte Null­
stelle von y{x) ist, im Intervalle {Q^., 00) liegen. In jedem dieser Fälle gelangen 
wir mit ähnlichen Erwägungen wie im Falle a) zu demselben Resultat. 

Wenden wir uns jetzt dem Falle zu, dass 

уЩх^) - 0 , -̂ = 0, 1, . . . , fc --- 1, Ä; + 1, .. „ n - 1 , уЩх,) Ф 0, (2^) 
0 < k<n — l 

ist. Nehmen wir an, dass 2/̂ '̂H î) > ^ ^̂ -̂ Dann ist y(x) > 0 auf J im Falle a) 
und in dem Intervalle {x^, QI) im Falle b). In beiden F ä l b n gibt es ein Intervall 
(XI,T), % < T < Qi, in v/elchem y^^\x) > 0, ;/ == 0, 1, , . . , fe ist. Aus den 
Bedingungen für Q{x) und aus (2') geht weiter hervor, dass auf J (im Falle b) 
in dem Intervalle {x^, q^) y^^^{x) < 0, j •= n ~~ \, .,.,h ~\- 1, ist. Es sei nun 
f ein beliebiger Punk t aus J (aus {x^, Qi)). Nehmen wir an, dass für die Zahlen 
r, s, 0 < r < s < jfc, ^̂ *">(|) = y^-^^(ê) = 0 ist. Berücksichtigen wir die Bedin­
gungen (2') und wenden den Satz von Rolle mehrmals an, so ergibt sich, 
dass 2/̂ ^+^H )̂ auf J (auf {x^, Q^)) wenigstens einmal verschwindet. Das ist aber 
ein Widerspruch. Im Punkte | kann also nur eine einzige von den Funktionen 
?/0)(ж), j = 0, 1, . . . , k, Null sein. Es sei у^'Щ) = 0, 0<ш< к. Da auf J 
(auf (^1, ^i>) die Funktionen y^^^(x), j ==z n — l, .,.,k -{- 1, negativ sind, so 
auch die Zahlen t/(̂ >(f) < 0, j = n — 1, ..., к + l. Nehmen wir an, dass für 
irgenidein i, m < i < k, ?/ '̂>(|) > 0 ist. Dann hat die Funktion y^^^(x) in dem 
Intervalle (ô ,̂ | ) keine oder eine gerade Zahl von Nullstellen. Wäre nun 
y^^^(x) > 0 in (xi, I), so wären die Punktionen y^^\x), j = i — 1, . . . , 1, 0, auf 
(Xi, I) wachsend und positiv. Es wäre also y^'"^^^) ф 0. Die Funktion y^'^^{x) 
muss also in {x^, f) wenigstens zwei Nullstellen besitzen. Berücksichtigt man 
dann ivieder die Bedingungen (2') und wendet mehrmals den Satz von Rolle 
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an, so ergibt sich ein Widerspruch, nämlich, dass y(^'^^^(x) in dem Intervalle 
(Xi, I) verschwindet. Ähnlich kommt man zu demselben Widerspruch, wenn 
man voraussetzt, dass für irgendein i, 0 < i < m, y^^^{i) < 0 ist. Diese Wider­
sprüche beweisen, dass 2/̂ '̂>(|) < 0, к = n — 1, . . . , m + 1, und dass y^^^{S) > 
> 0, ; === m —- 1, . . . , 1, 0, ist. 

Damit ist unser Satz im Falle a) vollkommen bewiesen. Im Falle b) ist er 
für das Intervall (Xj, ^i) bewiesen. Da y{x) in Q^ verschwindet, so ist nach dem 
gerade Bewiesenen ^^^4^i) < 0, ; = 1, 2, . . . , ?г - - 1. In g^ erfüllt die Lösung 
y{x) diejenigen Bedingungen, unter welchen unser Satz in dem ersten Teil 
des Beweises bewiesen wurde. Daraus folgt, dass unser Satz auch in dem In­
tervalle (^1, 00 ) gilt. 

Satz 1.3. Seien die Voraussetzungen des Satzes 1.1 für die Gleichung (а^) er­
füllt. Es sei weiter n eine gerade natürliche Zahl und es sei y{x) eine eigentliche 
Lösung von (ai), die die Bedingungen 

уЩхт) = 0 , / = 0, 1, . . . , i - 1, 1 + 1% .. . , ifc - l,ifc + 1, ...,?г - 1 , 
0 £ г < i ^ ?i — 1 , (4) 

erfüllt. Dann ist in jedem Punkte i € {— oo, oo), f ф x^, höchstens eine der 
Funktionen y^^^{x), j = 0, l, ...,n — l, gleich Null. Ist zum Beispiel у^'^Щ) == 0, 
0 ^ m ^ ^ — l, so ist y^^^Ü) Ф 0, / = 0, 1, . . . , m -— 1, m + I, ...,n — 1, und 
wenn I > ^1 ist, so haben die Zahlen у^^^Ц) für j > m, wie auch die für j < m, 
dasgleiche Vorzeichen] wenn | < x^, so ist sgn «/< )̂(|) Ф sgn^(^'+^)(|) für j ~> ш 
und auch sgn у^^~^Ц^) ф sgn y^^^(i) für j < m. 

B e w e i s . F ü r ^ > x^ beweist die Behauptung der Satz 1.1. Wir beweisen 
die Behauptung für | < ajj. Zu diesem Zwecke führen wir in die Gleichung (a^) 
neue Veränderliche t durch die Transformation x ^= x^ — t ein. Es ist dann 

àx^ " ^ ^' at'- ^^^ 

Die Gleichung (aj) geht dann in die Gleichung 

g + e*W2/ = 0 (af) 

Über, wo Q*(0 = Q{^i — t) ist. Die Anfangsbedingungen (4) gehen in die 
Bedingungen 

z{Q) == z'{0) = . . . = z(i-~^0) = (̂̂  + i)(0) = . . . = : ^(^~i)(0) == ^^+1(0) = . . . (4') 
. . . = z(^-"i)(0) = 0 

über, wo z{t) = y{Xi — t) ist. Es ist weiter Q_^ z=z x^ — t^, v = l, 2, ..., und 
t, > 0 wegen ^^y < a î. Fü r die Lösung z{t) gilt jetzt der Satz 1.1. Wenn wir 
dann die Transformation x = Xj^ — t und die Relation (5) im Betracht ziehen, 
haben wir den Beweis unseres Satzes für i < x^ erbracht. 
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Satz 1.3. Es seien die Bedingungen des Satzes 1.1 für Q(x) erfüllt. Es sei 
weiter n eine ungerade natürliche Zahl und es sei y{x) eine eigentliche Lösung von 
(a^), die die Bedingungen 

уЩх^) =- 0 , ;?' =-- 0, L . . . ,Ä: — 1, & + 1, . . . , ^ — 1, 0 ^ . Ä ; ^ ^ — 1, (6) 

erfüllt. Dann hat y^^'^\x), j == 0, l, ...,n — 1, keiiie Nullstelle vor x-^ und es ist 
|lim y'^^^x)\ ^--- 00, j = 0, 1, 2, . . . , n — 1. Auf dem Intervalle (x^, oo) hat y^^^{x), 

j =z 0, l, ..., n -— l, die im Satz 1.1 angeführten Eigenschaften. 

B e w e i s . Die Behauptung für das Intervall (x^, со) ist evident. Wir beweisen 
zuerst, dass y{x) keine vor x-^ liegende Nullstelle hat . Nehmen wir das Gegen­
teil an. Es sei ^„^ die erste vor x^ liegende Nullstelle von y{x). Durch die 
Transformation x =^ x^ -— t geht die Gleichung (a^) in die Gleichung 

^ - e * ( ^ ) 2 / = 0 • (af) 

Über, wo Q^(t) =• Q{Xi — t) ]>, 0 für ^€ (— oo, oo) ist. Die Bedingungen (6) 
gehen in Folgende über: 

zU)(0) = 0 , *̂ == 0, 1, . . . , ^ — 1, Ä: + 1, . . . , ^ - - 1 , 0£/k<n — I . (6') 

Die Nullstelle Q^^ geht in t^ = x^ -— o^i> 0 über, wo t^ die erste positive 
Nullstelle von z(t) ist. Nehmen wir jetzt an, dass г̂ ^ )(0) > 0 ist. Wäre ^(^)(0) < 0, 
so untersuchten wir die Lösung — z{t). In (0, t^) ist also z{t) > 0 und auch 

d"^ 
^-^ =z Q'^{t) у ^> 0. Wegen der Bedingungen (6') ist dann auf dem Inter\7^alle 

(0, ifi) 2;(^-i)(^) > 0, . . . , z(^+^){t) > 0 und weil г(^)(0) > 0 vorausgesetzt ist, ist 
auch 2:(̂ *̂ )(̂ ) > 0. Dann aber sind wegen (6') auch alle z(^){t) auf dem Intervalle 
(0, t^) j =: к ~- l,k -- 2, ...,1,0, positiv. Es ist also z'{t) > 0 für alle t e (0, t^); 
das bedeutet, dass z(t) auf (0, t^) zunimmt, woraus z(t^) > 0 folgt. Das steht 
aber im Widersx3ruch mit der Voraussetzung z{t-^) = 0. Nehmen wir jetzt an, 
dass ?/̂ '̂ )̂(|) = 0, i < x^, 0 < m ^ ?г —, 1, also dass г("̂ 0(̂ *) = 0, t^ = x^ — ^ 
ist. Da bereits bewiesen wurde, dass z(t) > 0 auf dem Intervalle (0, oo) ist, ist 
dort г(")(^) > 0 und es sind wegen (6') auch alle z^^'>{t), j = n -~ l, ..., l, 0, 
positiv; das bedeutet weiter, dass sie steigende Funktionen sind. x4us dieser 
Tatsache folgt, dass 

0 < z(^+^){a) < z(^'-^^t) für 0 < а <t 

ist, woraus weiter hervorgeht, dass 

z(^+^)(a)(t — a) < z^t) — z(^a) 
und weiter 

l i m z^-^>{t) == (X) , j = 0, l, ...,n -^ l , 

ist. Berücksichtigen wir dann (5), so haben wir |lim (̂̂ •)(a;)l = oo, w. z. b . w : 
Ж - > - CO 
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In analoger Weise beweist man den 
Satzt 1.3'. Es sei n eine natürliche ungerade Zahl und es sei u{x) eine eigen­

tliche Lösung von (ai), die die folgenden Bedingungen erfüllt: ф){х-^) = 0, j = 0, 
l, ,,.,i — l,i -{- l, ..., к — l, Je + l, ,..,n — l, 0 ^ i < к ^n ~— l, und 

a) ist i -\- к eine gerade Zahl, so sei u(^^(x^) Ф 0, u^^^(x-^) Ф 0, sgn u(^^(x^) = 
= sgn u(''''^{xi); 

b) ist i -]- к eine ungerade Zahl, so sei u^^^{xi) Ф 0, и(^^(х-^) Ф 0, sgn u^^^x^) Ф 
Ф sgn uß^(x-^). 

Dann liegt keine Nullstelle von u'^^^)(x), j = 0, l, .,.,n — l, vor x^ und es ist 
|lim u^'^^{x)\ = oo,j = 0, 1, ...,n — l. 

ж — » - CO 

Betrachten wir jetzt die Differentialgleichung 
yin) -^y=0, (b) 

Es sei yjc(x) die Lösung von (b), die durch die Bedingungen 
# ( 0 ) = 0 , j = 0/i,..„k~-l,k+l,...,n^l, (7) 

2/f )(0) ^ 1 , 0 ^ Ä; ^ ^ — 1 , 

bestimmt ist. Wir bezeichnen die erste positive Nullstelle von yjci^) durch 
Рпку die erste negative, wenn 7i gerade ist, durch p^k-

Satz 1.4. Es ist ^ 
Pn,n—1 ^^ Pn,n—2 

< . . . < Pn,0 < 0 < Pn^Q < J9„,^_„2 < Pn,n-.l ( 8 ) 
und 

Pn,jc = — Pn,jc, k = 0,1, ...,n— l . (9) 
Beweis. Für y^ix) gut die Relation yjc(x) = y^Si '^\x). Wenden wir jetzt 

den Satz von Rolle auf Уп-ii^) ^ïid auf weitere Ableitungen von Уп-ii^) ^т^ 
und berücksichtigen die obere Relation, so haben wir (8) (s. [I], Zusatz). Sei 
nun n gerade. Die Transformation x = — t lässt die Gleichung (b) unverän­
dert. Wenn к gerade ist, dann bleiben bei dieser Transformation auch die 
Bedingungen (7) unverändert, wenn dagegen к ungerade ist, so geht die 

—|- = — 1 über, und alle 

übrigen Bedingungen bleiben unverändert. Bezeichnen wir durch Ujc{t) dieje­
nige Lösung der transformierten Gleichung, die durch die transformierten Be­
dingungen bestimmt ist. Es ist jetzt leicht zu sehen, dass im Falle gerader 
к щ(х) = yjci^), im Falle ungerader к щ{х) = — Ук{х) ist. Dabei haben wir 
die Veränderliche t in щ(1) durch x ersetzt. Das beweist die Relation (9). 

Satzt 1.5. Es sei 0 < M^ ^ Q(x) ^ M^ für x e (— oo, oo) und es sei x^ e 
€ (— 0 0 , OO). 

a) Es sei y{x) eine eigentliche Lösung der Gleichung (a^), die die folgenden 
Bedingungen erfüllt: 
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die Zahlen y^^^{xi), / = О, 1, ..., ^ — 1, haben das gleiche Vorzeichen, 
уЩх^) = 0, ; = Ä:+ 1,^ + 2, ..., w — 1. 

Bedeutet Q^ die v-te hinter x^ liegende Nullstelle von y{x), so ist 

^ < 9 . ^ , - Q . < i ^ . v= 1,2,3,... (10) 

ум, ум, 
b) Es sei y(x) eine eigentliche Lösung von (a^), die die Bedingungen 
уЩх,) =.0, / = 0, 1, 2, ..., i "- l , i + 1, ...,/(j ™- l , f c+ 1, . . . ,n — 1 , 

^ ^^i <'k<.n — l , 
erfüllt. Ist n eine ungerade Zahl und bedeutet Q^, V = 1, 2, ..., die v4e hinter 
Ä*i liegende Nullstelle von y(x), so gilt (10) und ausserdem noch 

^<(!,~-^гйР± <^- . (11) 

Ist n eine gerade Zahl und bedeutet o„ die v-te hinter x, (vor x,^ wenn v <, 0 ist) 
liegende Nullstelle von y{x)^ so gilt 

„ ^ < p . + , - e „ < ^ S . = i ,±2,±3,. . . , (10') 

und 

О й 9 г - ^ , й . ^ , Ойх,^о_,£р^. (11') 
Ум, Уж, 

c) Es sei и{х) eine eigentliche Lösung von (a^), die die Bedingungen 
u(^){x,) = 0 , j = 0,1, ...,k — l,k + l, .,.,n — l , O^k^n — l , 

erfüllt. Dann gelten für die Nullstellen von u(x) die Relation (10), (eventuell 
(10'), wenn n gerade ist) und die Relation 

(^<\Р^й.&г-х,йР^(<^^ (12) 

und, wenu n gerade ist noch die Relation 

L~'- <] ~^й^г- о-г £ F^ i< 1 ^ ) . (12') 
тж; у̂ж, yw^ ywj 

Den Beweis dieses Satzes führt man analog wie den der Hilfssätze 2 und 3 in 
[1] durch, nur muss man im Falle der Nullstellen, die vor x^^ liegen, zuerst die 
Transformation t = x^ — x durchführen. 

Wir bezeichnen im Weiteren durch M^j^ die Menge der Lösungen von (aj), 
die die Bedingungen 
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уЩх^) = 0 , :? =-- о, 1, ...,f'- 1 J + 1, . . . Д - 1 Д + 1, . . . , ^ - 1, (13) 
о ^ i < к ^п — I , 

erfüllen. Wir führen jetzt einige Eigenschaften dieser Lösungen ein: 

Satz L6. Seien щ{х), u^ix) zwei linear unabhängige Lösungen aus Mij^. Dann 
lässt sich jede Lösung aus M^^ als eine lineare Kombination von u-^{x) und u^{x) 
darstellen. 

Satz 1.7. Es sei yi{x), y^ix) ein linear unabhängiges Paar von Lösungen aus 
MiT,. Die Funktion Aik{x) = y[{x) . y^{x) — y^{x) . y'<^{x) hat die folgenden Eigen­
schaften: 

a) Ist Ui{x), u^ix) ein linear unabhängiges Paar von Lösungen aus M^j^, so 
ist Ui(x) . u^ix) — щ{^) • '̂ 2̂ '̂ ) = cA^j,,{x), wo с eine von Null verschiedene Kon­
stante ist. 

b) Ist n gerade, so ist Aijc(x) ф 0 für alle x Ф x^. Ist n ungerade, so ist Aij,{x) Ф 
Ф 0 für alle X > Xi. 

c) 1̂1 ist eine (i -\- к — l)~fache Nullstelle von Ацс{х). Man kann es immer so 
einrichten, dass ^a(^) > ^ /^^ ^̂ ^̂  ̂  Ф ^ъ ^e^^ ^ gerade ist und i -{- к ungerade 
ist. Ist n, sowie i -}~ к gerade, so kann man Aijc{x) so bestimmen, dass Aij^(x) ^ 0 
für x^Xy^ ist. Ist n ungerade, so bestimmt man Aijc{x) so, dass Aijc(x) > 0 für 
X ̂  Xi ist. 

d) Ist die Funktion Aij^ix) so bestimmt, wie sub с) gesagt wurde, dann ist sie 
eine stetige steigende positive Funktion für x с {Xi, oo), d. h. A'^j.(x) > 0 für 
X e (Xi, oo). 

Beweis, a) Die Behauptung folgt aus der Tatsache, dass jede Lösung 
aus Mij, sich als eine lineare Kombination von yi{x) und y^i^) schreiben lässt. 

b) Es sei n gerade und es sei für irgendeine Zahl | ф x^, Aij,(i) = 0. Es sei 
weiter Ui(x), u^ix) ein linear unabhängiges Paar von Lösungen aus Mij^. Dann 
ist es möglich aus dem System 

Ci. %(|) Ф Ca . Щ(^) = 0 , 
Cl • %(f ) + 2̂ • %(^) ^ Ö . 

die Konstanten ĉ , Cg so zu bestimmen, dass die Funktion ^ = с^щ + C2U2 
eine eigentliche Lösung aus Ж^̂  ist, die in i eine zweifache Nullstelle hat. Das 
widerspricht aber dem,Satz 1.2. Ist ^ eine ungerade Zahl, so gelangt man nach 
dem Satze 1.1 für jede i > x-^ zum Widerspruch. 

c) Es sei %(a;) e Ж ;̂„ v^^\x^) = 0, v^'^x^) Ф 0, v^ix) € M^j,, v^'^x^) Ф 0. x^^ ist 
also eine Ä -̂fache Nullstelle von Vj^{x) und eine i-fache Nullstelle von v,^{x). 
Offenbar sind Vi{x) und 2̂(0?) linear unabhängig; es ist also v[{x). v^ix) — Vi{x) . 
,V2{x) = с . Aij,(x), wo с eine passende Konstante ist, die von Null verschieden 
ist. Aus den Bedingungen für v^(x) und V2{x) ist leicht zu ersehen, dass x^ 
wenigstens eine {i + к — I)-fache Nullstelle von Aij,{x) ist. Wir zeigen, das 
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x^ nicht mehr als eine (i -{- k — l)-fac}ie Nullstelle von Aik(x) ist. Ist sie zum 
Beispiel eine (i + ^)-faclie Nullstelle von Aij^{x), so existiert ein eigentlicher 

A • (x) Grenzwert lim ; ^^I-JL j^g j^t aber 

und 

(x — x^i)'-^^ {x — Xj^y-^^ 
' ^ 1 Г v[(x) ^ v^jx) _ % И _ ^4(^) 1 

(x — â i) [(a; — x-^f-^ ' {x — XJY {X — x^f ' {x — Xi)*-i J 

lim [ ^ 3 ^ - ^ ^ I ? ( ^ ^i(^) ^2(^) 1 _ 

Das bedeutet aber, dass der Grenzwert 

с .Afjc 
lim 

nicht eigentlich sein kann. Dieser Widerspruch beweist schon unsere Behaup­
tung über die Vielfachheit der Nullstelle x^ von Aijc{x). Die weitere Behauptung 
sub с) ist evident. 

d) Es seien nun u{x) und v(x) zwei solche Lösungen aus M^j^, dass u(x) . 
. v'{x) — %'{x) v{x) = Aij^{x) ist. Die Stetigkeit von Aij^{x) wie auch die von 
A'^^{x) ist evident. Es sei ?̂  > x^ eine Nullstelle von v(x). Da Aij^ix) > 0 für 
X ̂  x-^ ist, so ist Aij^{7]) = u{f]). v'(fj) > 0, also sgn u(rj) = sgn v'(rj). Nach 
dem Satze 1.1 ist dann sgn'?^(r/) = sgnv'{r]) ^- Щ11ю"{г}). Es ist dann aber 
A[j^{r]) = u{7]) v"{ri) > 0. Nun ist aber A'^^^x) > 0 für alle x e {x^, oo). Wäre 
nämlich Д^ (̂т) == 0, wo r irgendeine Zahl aus {x^, oo) ist, so würde in Ж̂ -̂  
eine Lösung y{x) existieren, die in r die Bedingungen y{r) = y"{t) = 0 erfüllen 
würde, was dem Satze 1.1 widerspricht. 

Die unmittelbare Folgerung der Sätze 1.6 und 1.7 ist der 
Satz 1.8, Die Menge M^j^ der Lösungen von (a^) bildet ein lineares System von 

Lösungen einer gewissen linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung und 

zwar 

\Aijc \x)j A^jJ^x) 

wo Bij^(x) =• n[{x) u^^ix) — u^{x) щ(х) und A^tJ^) = u^^x) u^(x) — u^(x) Uc^(x) 
ist. %(л;), u<^(x) sind' linear unabhängige Lösungen aus M^j^, 

Beweis. Man beweist diesen Satz, wenn man die Konstanten ĉ  und Cg aus 
у = CiUi + ^2^2 ^^d. aus den zwei ersten Ableitungen von у eliminiert und 
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bei der Umformung die Definition der Funktion А^^^{х) benutzt. Aus dem Satz 
1.2 folgt, dass Bijc(x) Ф 0 für x e {x-^, oo) ist. 

Wir führen jetzt eine neue Bezeichnung ein und zwar, wir bezeichnen die 

Menge M^j, durch M if,, wenn i -\- h eine ungerade Zahl ist, und durch Ж,^, wenn 
i -\- к eine gerade Zahl ist. Ausserdem treßen wir folgende Verabredung: 

(D) Wir werden nur dann sagen, dass x^ eine Nullstelle der Lösung y{x) aus 
M^j, ist, wenn y^^^(xj) = 0. 

Dann können wir folgenden Satz aussprechen: 

Satz 1.9, a) Es sei n eine gerade Zahl. Für die Lösungen aus Mi^^gilt dann der 

Trennungssatz über die Nullstellen im ganzen Intervalle {— oo, со); für die aus 

M^j, gilt er im Intervalle (— со, Xj) und auch im Intervalle (x^, oo). 
b) Es sei n eine ungerade Zahl. Dann gilt der Trennungssatz über die Null-

stellen für alle Lösungen aus M^j, auf dem- Intervalle {x^, oo). 

c) Ist y{x) € 31 ik ̂ i^ Lösung, die x^ zur Nullstelle hat {im Sinne der Verabredung 
D), so liegt zwischen je zwei nacheinanderfolgenden Nullstellen von y{x) genau 
eine Nullstelle jeder andern von y(x) linear unabhängigen Lösung aus Mijc 

Den Beweis führt man auf Grund der Eigenschaften der Funktion Aijc(x) 

и и 
durch, indem man die Funkt ion -- , eventuell - - , u., щ e М,ч., untersucht. 
Weiter ist leicht zu ersehen: 

Satz 1.10. Es sei ^g e (— oo, oo). Dann sind je zwei Lösungen aus М.^^,, die 
X2 zur Nullstelle haben, linear abhängig. 

Satz 1.11. Es sei n eine ungerade Zahl. Sind Ui(x), u^ix) zwei linear unabhän­
gige Lösungen aus M^j,, so liegt zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Null­
stellen, die kleiner als x^ sind, der einen Lösung keine oder eine gerade Zahl von 
Nullstellen der anderen Lösung; dabei wird jede Nullstelle für soviel Nullstellen 
gezählt, wieviel ihre Vielfachheit beträgt. 

B e w e i s . Es seien ^1 < I2 < ^1 zwei aufeinanderfolgende Nullstellen der 
Lösung щ{х). Wegen der linearen Unabhängigkeit щ und U2 sind l^, I2 keine 
Nullstellen von u^i^). Es liege zwischen l i und Ig ^^^^ ungerade Zahl von 
Nullstellen von U2{x), jede Nullstelle in ihrer Vielfachheit gezählt. Dann ist 

sgn'i^adi) ф s g n % ( l 2 ) . (14) 

Wegen der linearen Unabhängigkeit von Ui{x) und U2{x) kann man solche 
Konstanten Cj, Cg bestimmen, dass v(x) — с^^и^^(х) -\- Cg'iigC )̂, v^^K^i) = ^ î ^-
E s ist dann v(ii) = c^2 (fi)? ^(^2) ~ ^г'̂ аС^г) ^̂ î̂ d mit Berücksichtigung von 
(14) weiter sgn «;(li) Ф sgn ^da). D^s bedeutet, dass v(x) eine Nullstelle zwi­
schen fi ^ïid I2 hat . Das widerspricht aber dem Satze 1.3. Dieser Wider­
spruch beweist unseren Satz. 
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Satz 1Л2. Es sei n eine uftgerade Zahl. Es sei weiter y{x) € M^^. Dann liegt 
zwischen je zwei Nullstellen von y(x), die vor x-^ liegen, eine ungerade Zahl von 
Nullstellen vonÄi]c{x). 

Dieser Satz folgt aus dem Satze 1.11 und aus dem bekannten verallge­
meinerten Trennungssatz der Nullstellen (s. K a m k e , Lösungsmethoden, 17.3). 

2. Die Zentraldispersionen 

In diesem Paragraphen nehmen wir an, dass n eine gerade Zahl ist, n = 2k ~^^ 
^ 4, und Q(x, À) eine in dem. Bereiche {-— со <: x <. CO)(AQ < Я < Zlj) stetige 
positive Funktion der Veränderlichen x, X ist. Weiter nehmen wir an, dass die 
Lösungen aus M^j. sämtlich oszillatorisch sind. Unter diesen Bedingungen 
kann man leicht ersehen, dass B o r u v k a ' s Theorie der Dispersionen ohne 
weiteres auf die Lösungen der Menge Ж,;^ übertragen werden kann [2]. 

Fü r unsereZwecke genügt es, sich mit den Zentraldispersionen zu beschäfti­
gen. Sie sind folgendermassen definiert: 

Definition 2.1. Es sei y{x) e M^j^ eine Lösung, die x zur Nullstelle hat. Der 
Wert der ZentraMispersion (p^;^^\x) des Index v in x ist der v-te nach x liegenden 
Nullstelle der Lösung y{x) gleich (ist v < 0, so handelt es sich um die v4e vor x 
liegende Nullstelle von y(x)). 

Mittels des Trennungssatzes (Satz 1.9) zeigt man folgende Eigenschaften der 
Zentraldispersionen (für n = 2 s. [2], für n = é s. [Щ): 

Satz 2Л. Es sei M^^ = "^ik- Die Zentraldispersion ist steigend und stetig auf 
dem Intervalle (— oo, сю) und hat eine eigentliche stetige erste Abteilung für alle 
X € (—- 00, 00), mit Ausnahm^e von x^, wenn г Ф 0, und mit Ausnahme solcher 
X, für welche (p^^^^(x) = x^, wenn ik Ф Ol, in welchen Fällen diese Ableitung un­
eigentlich sein kann. Dort, wo (pl}^^\x) eigentlich und stetig ist, ist sie durch die 
Formel gegeben: 

wo u(t) irgendeine Lösung aus Mij^ ist, für welche u{x) #= 0 ist. Für die x, welche 
die oben angeführten Ausnahmefälle bilden, ist 

4>'r\^) = lim ^ ^ ^ ^ . " ^ 1 ^ ^ ^ für t -> X, , bzw. für ç.{t) - . x, . (C) 

Es'sei M^j^ =: Mij^. Es sei weiter j eine natürliche Zahl. Dann ist die Zentral­
dispersion cp^!^\x) a) steigend und stetig auf dem Intervalle (— oo, (p^j^\x^)) und 
auf dem Intervalle [x^, ^)] b) abnehmend und stetig auf dem Intervalle 

{9^lV{^i)^ 9^^v + i{xi)), V =^- l, 2, ..., j , c) unstetig {sie macht einen endlichen 
Sprung) in den Punkten (p^^^^x^^), v =^ (),l,2, ...-, j . 

Die Zentraldispersion (p^l^) ist 
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a) steigend und stetig auf dem Intervalle (— oo, â i) und auf dem Intervalle 
(«p':?(^i), да); 

b) abnehmend und stetig auf dem. Intervalle {(p^fî\{xi), ç̂ ^̂ ^H î))? ^ ^ 1,2,,,., ji 
c) unstetig {sie macht einen endlichen Sprung) in den Punkten (p\!'^\xi), v = 

=^0,1,2, ,..,j. 

Dort, wo die Zentraldispersion q)^^^\x) stetig ist, hat sie eine stetige Ableitung, die 
durch die Formel (C) gegeben ist. 

Hilfsate 1, Es seien i und k, {^ <i i <c к ъ. n — l, ztvei solche ganze Zahlen, 
dass i -{- к eine ungerade ganze Zahl ist. Es sei weiter t beliebig aus dem hiter-
valle (— CO, 00) ausgewählt und es sei y{x, X) e Ж -̂̂  eine solche Lösung, dass 
y(t, X) = 0 für alle X e {AQ, A ^ ) . ES sei ß eine solche Zahl, dass die Zentraldisper­
sion (p^j'^\t, ß) = % ist, d. h. dass y^^^^x^, ß) = 0, j ==0, 1, . . . , i ; — 1, Ä: + 1, . . . , 
...,n — 1. Dann existieren die Zahlen ô '> 0, i] > 0 so, dass in dem Bereich 

J: \k~~ ß\<o , K: \x - x^\ < ri 

durch die Gleichung y{x, X) = 0 eine einzige, eindeutige Funktion x = (p{X), 
Я e J, definiert ist, die die folgenden Eigenschaften hat: sie ist auf J stetig] für 
jedes Я e J ist (p{K) eine Nullstelle von y{x, Я) (man respektiert die Verabredung 
(D)) und erfüllt die Relation \(p(À) — x^\ < т]. Für X ^ ß ist (p(X) = (pi^^'\t, ß) = x^. 

B e w e i s . Ans der Stetigkeit der Funktion Q{x, X), x e (— oo, oo), Я e {AQ, A-^), 
folgt die Stetigkeit in x,X,X€. {— oo, x ) , Я с (A^, A^), j e ie r Lösung der Glei­
chung 7/̂ )̂ -h Q{x, X) у -=-•• 0 und ihrer Ableitungen nach x bis zur n-ten Ord­
nung. 

Es sei nun i eine gerade und к eine ungerade Zahl. Es sei weiter y^^%Xi, ß) > 0. 
(Ist уЩх^, ß) < 0, so nehmen wir die Lösung — y{x, X)). Aus der Stetigkeit 
von y(^''>{x, X) folgt die Existenz einer solchen Umgebung 

Ofci Jjc'. \X — ß\< ôj, , K^: \x — .%! < Yjj,, 4 > 0,щ> Q , 

dass уЩх, Я) > О für {x, X) e O^ ist. yi^-^) (x, X) ist also auf dem Kj, eine stei­
gende Funktion der Veränderlichen x für jedes Я € J^. Da nun у^^Ц^х, X) = 0, 
'̂ = г + 1, . . . , yfc -— I, für jedes Я ist, so ergibt sich, dass die Funktionen y^^^{x, X) 

j =: i, i -{- l, ..., к — l, für jedes X e Jj^ des Intervalls (% — rjj^, x^) und 
auch des Intervalls {x-i, x^ + rjjc) streng monotone Funktionen der Verän­
derlichen X sind und dass in dem Intervalle {x^^, Xi -f- TJJC) y^^){x, X) > 0, 
j z=z i -{- l^ ,,,^k — l, und in dem Intervalle {x-^ — щ, x^) y^^\x, X) ^ 0, j = 

\ ist. Da i gerade ist, ist y'^^'^^K^, X) > 0 gerade | 
in dem Intervalle {x^, x^ -j- rjj^) und auch in dem Intervalle (x^ — YJJ^, X^), 
y^^^{x, X) ist also eine auf Kj^ steigende Funktion der Veränderlichen x. Da 
nun y^^\Xi, ß) = 0, j = 0, l, ..., к — 1, ist, so ergibt sich weiter, dass die 
Funktionen y'^^^{x, ß), j = 0, l, ...,k ~~ 1, in dem Intervalle {Xi — ?̂ Й, Xi) und 
auch in dem Intervalle {xj, x^ + f]j,) streng monotone Funktionen der Ver-
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änderlichen x sind und weiter dass in dem Intervalle {Xi, x^ -{- щ>^ y{j){x, ß) > 0, 
j = 0, l, ..., к '— l, und in dem Intervalle (x^ —- rjj^, %) y^^^x, ß) ^ 0 , j = 

, , . fungeradel . , 
= 0, l, ..., к — l, wenn 1 < T • ist. 

[ gerade J 
Es sei s > 0 eine beliebig gewählte kleine Zahl, s <*щ. Dann existiert für 

jede Funktion y^^^{x, Я), j ^ 0, 1, . . . , /i; — 1, eine Umgebung 0\ des Punktes 

O;.: j ; . : \l ~~ ß\ < Ô] , Kf \x - x^ + s\ < ?/, , ö', > 0 , rj] > 0 , 

{un 2ferade ] 
T > ist. 

Analog gibt es für jede Punktion y(^)(x, Я), y* = 0, 1, . . . , fe — 1, eine Umge­
bung 0] des Punktes (x^ + e, ß): 

Of J]: |Я -™ î l < a; , K]: \x - x^ --• E\ < ri] , в] > 0 , r/̂  > 0 , • 

in welcher y^^^{x, Я) > 0 ist. Die Zahlen /y^ r/^ nehmen wir kleiner oder gleich 
r/fc. Setzen wir jetzt 

Ô = min(do, . . . , 4 1, ô'i . . . , ô'i.^, ôk) 

und wählen À e \À ~- ß\ < ô fest. Für /̂̂ ^Н^ь ^) können drei Fälle eintreten: 
a) уЩх^, Я) > О, b) уЩх^, Я) < О, с) уЩх,, Я) : - о. 

а) Da 2/̂ *)(ж, Я) auf /iT̂ . eine steigende Funktion der Veränderlichen x ist 
und in dem Intervalle {x-^ —- s — %, x-^^ — e -{- ri\) negativ ist, ha t sie auf K^ 
genau eine Nullstelle, die wir durch x^ bezeichnen. Diese liegt in dem Inter­
valle {x^ — e 4- f^'.^ x^). Es ist also auf dem. Intervalle (x-, — щ, x^) y'^^x, Я) < 0 
und auf dem Intervalle (i,-, x^ + TJJ,) y^^^{x, Я) > 0. Die Funktion y^'^~^){x, Я) 
n immt auf dem Intervalle {x-^ — щ, x.^ ab und auf dem Intervalle (o;,-, x^ + rjj^) 
nimmt sie zu. Da aber auf dem Intervalle [x^ — s — % i, x^ — s -^ ц^ i), 
(̂̂ •~ )̂(a:., Я) > 0 ist imd da ausserdem t/(̂  ̂ i)(;ri, Я) = 0 ist, muss sie auf dem 

Intervalle (^i — e + ^̂ ^ i? S,) eine und zwar eine einzige Nullstelle haben, 
die wir durch x,^^-^ bezeichnen. Auf dem Intervalle (ж,-, x^ -f ^^) ha t sie ausser 
x^ keine andere Nullstelle. Es ist also ,̂ (̂ "̂ >(.'г, Я) > 0 auf den Intervallen 
(^1 — f̂cj ^г-i)? (^1' ^1 + Цк) und 2/̂ ^~1)(ж, Я) < 0 auf dem Intervalle (S^^i, x^. 
Die Funktion y(^'~'^^{x, Я) nimmt auf den beiden ersten Intervallen zu und nimmt 
auf dem Intervalle {х^__1, x^) ab. Da sie auf dem Intervalle {x^ — e — r][^,2f 
Xi — s + %- 2) negativ und in dem Punkte x^ Null ist, muss sie auf dem Inter­
valle (^Xi -— 8 + ^̂ - _2? ̂ i-i) eine und zwar eine einzige Nullstelle besitzen. Wir 
bezeichnen sie durch i^^g. Auf dem Intervalle (x^_.i, x-̂  + Vu) ha t sie nur x^ 
zur Nullstelle. Es ist 

^̂1 — Щ < ^1 -" г + ^̂ .̂ .̂ 2 й. аг-2 < ^i-l < ^i < % • 
So fortfahrend kommt man zu dem Ergebnis, dass jede Funktion y^'^^{x, Я), 
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*̂ = о, 1, . . . , г, auf dem Intervalle (% •— rjj^, x-^ + Vk) genau eine Nullstelle 
Xj 4= Xi hat . Fü r diese Nullstellen gilt: 

Xi — Щ < Xi — s + r]Q ^_XQ < X:^ < . . . < Xi < X^ . 

b) Analog beAveist man, dass auch im Falle b) auf dem Intervalle (x^ — ?;̂ , 
^1 + VJC) die Funktionen y^^^x, Я), / = 0, 1, . . . , i, genau eine Nullstelle Xj Ф x^ 
haben. Fü r diese gilt: 

^1 < ^i < ^i~l < • ' • < ^1 < ^0 ^ ^1 + ß — ^0 < ^1 + f̂c • 

c) Im Falle c) ist y^^'^x^, Д) = 0, j = o, 1, ,.., i, ...,k — L I>a уЩх, Я) > О 
für alle X e (Xi — 7]j^, Xi + rjj.) ist, sind die Funktionen y^^^(x, Я), j =^ 0, l, ..., 
. . , , fc — 1, auf den Intervallen (x~^ — rjj^, x^), (x^, x^ + rjj^) streng monoton. 
Man sieht leicht, dass auf Kj^ x^ eine einzige Nullstelle jeder dieser Funktionen 
ist. Da y^^^(xi, Я) =^ 0, ist Xi auch in unserem Sinne eine Nullstelle von y(x, Я). 

So haben wir bewiesen, dass zu jedem Я e \À — ß\ < ô auf dem Intervalle 
{Xi ~ f]ic! Xi -\- f]j^) nur ein einziges x gehört, x = (p(À), луеЫгез die Nullstelle 
der Lösung y{x, Я) ist (man respektiert die Verabredung (D)), 

Wir beweisen jetzt, dass x = (p{X) eine auf dem Intervalle \X — ß\ < à ste­
tige Funktion ist. Es sei Я € |Я — /5| < ^ beliegig gewählt. Dann ist entweder 
oc) 99(1) Ф x^, oder ß) (p(X) — %. 

a) In diesem Falle ist y{(p{l), Я) = 0, y'{(pß), Я) ф 0. Nach einem Satz über 
implizite Funktionen gibt es zum Punkte ((p{l), Я) eine Umbegung 0: 
\x — (p(l)\ < f]y |Я — Я| < <5, 7] y> 0, 5 > 0, auf welcher durch die Gleichung 
y(x, À) = 0 genau eine eindeutige, stetige Funktion x = /(Я) definiert ist. 
Diese ha t folgende Eigenschaften: für jedes Я € |Я — Я| < ô ist ^(/(Я), Я) =: О, 
/(Я) = с)(Я). Da auf dem Bereiche О П {\x — x^\ < щ, |Я — ß\ < à} die Funktion 
y{x, Я) für jedes Яе{|Я— Я| < Ъ} (^ {\X — ß\ < è) nur eine Nullstelle und zwar 
X besitzt, ist /(Я) =- (p{X) für alle X e {\X - l\ <Ъ} n {\X ~ ß\ < Ô}. Also (p{X) 
ist in Я stetig. 

ß) Es sei (p(X) = XT,, E S sei weiter { r j j l i , т, с |Я - - |в| < d, eine zu Я kon­
vergierende ï 'olge. Die zu dieser Folge zugehörige Folge von Funktion werten 
{99(т,)},̂ ^1 ist begrenzt, da 

^1 — Щ < % — e + Щ < Фд < ^1 + e — r/o < ^1 + Щ . 
Darum können wir aus dieser Folge eine konvergente Teilfolge auswählen. 

Es sei dies die Folge {99(7,7,)},^^!. Ihren Grenzwert bezeichnen wir durch L, Es 

ist klar, dass 

^1 — '^]k < ^^1 — ^ + Щ ^ L < x^ + e ~- Щ < x^ 4- Щ . 

Aus der Stetigkeit von y{x, X) in x, X folgt, dass y{L, Я) = 0. Da aber y{x, X) 
in dem Intervalle {x^ — щ, x^ + 7]j,) nur x^ zur Nullstelle hat, ist L ^ x^, d,h. 

lim (piti^) = x^ . 

Damit ist bewiesen, dass auch in diesem Falle (p{X) in Я stetig ist. 
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Da nun I beliebig aus |Д — ^| < ^ ausgewählt wurde, ist die Stetigkeit von 
(p{X) für /i € |Д -— ß\ < Ô bewiesen. Damit ist unser Satz im Falle, dass i gerade 
und h ungerade ist, vollkommen bewiesen. Im Falle, dass i ungerade und к ge­
rade ist, führt man den Beweis analog. 

Satz 2.2. Die Zentraldispersion (pl^^\x, A), г̂  ^ 0, ist eine stetige Funktion von 
À, À € (AQ, Ai) für jedes x ^ x^, Ist i -{- к eine ungerade Zahl, so ist (p^f^\x, X) 
eine stetige Funktion von Я, X €. {AQ, A ^ ) , für jedes ж e (-- oo, oo). 

B e w e i s . Wir beweisen zuerst den zweiten Teil des Satzes. Es sei i + ^ 
eine ungerade Zahl. Es sei weiter ^ € (-— oo, oo) beliebig fest ausgew^ählt und 
y{x, X) eine Lösung aus Ж,^, für welche y{t, X) = 0 ist. Für î/ = 0 ist die Funk­
tion (po^\t, X) = t, also ist sie in X, X € {AQ, A ^ ) , konstant, darum stetig. Es sei 
nun V > 0. Es sei Xi e {AQ, A^) beliebig ausgewählt. Dann sind die Zahlen 
(p^j^\t,Xx), j = 1, 2, . . . , î', entweder alle л^оп % verschieden oder es ist eine 
gleich x^. Nehmen wir an, dass (р^'Ч^, Xi) = x^, 0 ^ m < v. Dann gibt es nach 
dem Hilfsatz 1 solche Zahlen ^^ > 0, /̂ m > ö? dass auf dem Bereiche 

От- Jm' 1̂^ — All < 0^ , K„,: \X — X^\ < fj^, , 

durch die Gleichung y(x, Я) = 0 eine einzige Funktion x = (р^ЧХ) definiert ist. 
Diese ist stetig auf J^ und der Wert von (p^^\X) für jedes X e J^ ist die einzige 
auf dem Intervalle K„^ sich befindende Nullstelle von y(x, X). Is t m = 0, so 
iBt(p^J{X) = t. 

Für j Ф m ist (pf\t, X,) Ф x„ darum ist y(cf^'% X,), X^) - 0, y'(cpf\t, X^), 
Xi) Ф 0. Nach einem Satz über implizite Funktionen existiert zu jedem P u n k t 
{(pf^\t, Ai), Ai), 0^j^^v,j+m, ein Bereich 

Of, Jf. \X - All < è,j , К f. \x - q)f\t, Ai)| <f]i, ô^> 0, 7u > 0 , 

auf welchem durch die Gleichung y{x, X) = 0 eine einzige Funktion (p = (pf\X} 
definiert ist. Diese ist auf J^ stetig und erfüllt dort die Gleichung y((pf\X), A) = 0 
identisch. Für A -= Aj ist (pf\X^) = (pf\t, Ai). 

Die Funktion y{x, X^) hat auf dem Intervalle {t, qf^^\t, Ai)) die Nullstellen nur 
in den Punkten (pf\t,X^), j = 0,l,...,v. Auf den Intervallen ((p^p(t, Xi). 
f^jTii^'^ ^i))^ j '= 0, 1, ...,v — 1, ist sie von Null verschieden. Dann folgt aus 
der Stetigkeit der Funktion y{x, A) in x, X die Existenz eines solchen (5(̂ ) > 0, 
dass auf den Bereichen 

5 , : A, - ô''> < X < A, + »'^ , cpf\t, ?.,) + ^, < X < ^f^{t, A,) - t,,+i , 

j :=z O^'l, .. ,^v — l, die Funktion y(x, A) Ф 0 ist. Für (5<̂> nehmen wir eine sol­
che Zahl, dass 0^^^ £ min {^i, 0^, . . . , \} ist. Is t jetzt X e {X^ - ô^^\ X^ + d^'^), 
so ha t die Funktion y{x, X) die Nullstellen nur auf den Intervallen ((p^f^\t, Aj) — 
— 7]^, (pT\t, Ai) Ф 7]j), j = 0, 1, 2, . . . , V, und zwar auf jedem genau eine, 
nämlich (pf\X), Also ist dies die f t e hinter t liegende Nullstelle. Darum ist 
q^-'HX) = ff'\t, A), ? = 0, 1, 2, . . . Da ffK^) auf dem Intervalle |A - Ai| < 0^^^ 
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stetig ist, ist dort auch (p^}^\t, Я) stetig. Also ist (p\''^\t, X) in Я̂  stetig. Da A^ be­
liebig aus {AQ^ AI) gewählt wurde, ist damit der zweite Teil unseres Satzes 
bewiesen. (Die Beweismethode ist ähnlich der Bocher's Methode, [5], S. 303.) 

Den ersten Teil unseres Satzes beweist man analog. 

3. Die Eigenwertaufgabe 

Wir nehmen noch weiter an, dass n = 2k, k^2 ist. Wir werden uns be­
mühen, die Existenz einer Lösung der Differentialgleichung 

2/(̂ > + Q{x, Я) ^ = 0 (a) 
zu beweisen, die die Bedingungen 

уЩх^) = 0, j = 0, l, ,.,,i - l,i + 1, ...,ifc - l , / c + 1, . . . ,n - 1 , (i) 
0 ^ i < к ^n — l , 

y{x^) = 0 , (ii) 
У{Щ) = 0 , (iii) 

erfüllt, wo Xi, X2, x^ irgend drei Punkte aus dem Intervalle {a, b), — 00 < a^ 
è < 00, sind. Jetzt können drei verschiedene Fälle eintreten: 

X-\ Z^^ X^ '*\. bvg 5 \ / 

^ 3 < ^ 2 ^ ^ 1 . (ß) 

X2 < Xi < X^ , {y) 

Bemerkung 2. Ist handelt es sich um die Bedingungen 

уЩх^) = 0 , j = 0,1, ,.,,k — l,k + l, ...,n~~ l, 0£k<n - l , 

y{x^) = 0 . (if) 
Bemerkung 3. Ist Q(x, Д) > 0 für x e (a, b), Я e {AQ, A-^), so hat die Eigen-

ivertaufgabe (a), (i)—(iii), wenn x.^=^x^ Ф â i ist, keine eigentliche Lösung, 
was aus dem Satze 1.2 leicht ersichtlich ist. 

Satz Z,l. Es sei Q(x, Я) eine stetige Funktion der Veränderlichen x, À, xe (a>, 5>, 
le < AQ, A^), es sei Q{x, AQ) = 0, Q(x, À) > 0 für AQ < X < A^ und x e (a, b} 
und es sei lim Q(x, Я̂  = oc gleichmässig für x e (a, 6). Es seien x^, x^, x^ drei 

Punkte aus dem Intervalle (jji, by. Dann hat die Eigenwertauf gäbe (a), (i) —(iii), 
({%), wie auch die Eigenwertaufgabe (a), (i) —(iii), {ß) unendlich viele einfache re­
elle Eigenwerte, die eine steigende Folge bilden: 

/ 1о<ЯР<ЯГ>< . . . < z l i . 
Die Eigenfunktion y(x^ Я̂ *̂ )̂, die zu dem Eigenwerte Я̂*̂^ gehört, hat auf dem 
Intervalle (X2, щ) im Falle (oc) und auf dem Intervalle {x^, ^2) ^^ Falle (ß) genau 
{v — l) Nullstellen, die sämtlich einfache Nullstellen sind. 

61 



B e w e i s . Wir definieren die Punktion ö(x, Я) folgendermassen: Q(x, À) = 
= Qi^a, À) für X < a, Q(x, À) ^ Q(x, À) für x e (a, b}, Q{x, A) = Q(b, À) für 
X > b. Aus der Stetigkeit der Funktion Q(x, Я) auf dem Intervalle <a, b} 
folgt die Existenz ihres Maximums M2ß) und Minimums M^(À) > 0 auf dem 
Intervalle \a, by, À e (AQ, A^) AUS der Definition der Funktion Q{x, À) sieht 
man gleich, dass M^iÀ) das Maximum und Mi{À) das Minimum der Funkt ion 
Q(x, Я) auf dem Intervalle (— oo, oo) ist. Es gilt also 

0 < M,(À) £ Q{x, A) £ M^iÀ) (16) 

für X € (~~ 00, oo), X€(AQ,A^). AUS den gemachten Voraussetzungen für 

Q(x, k) folgt: 

lim Jfi(A) -= lim М^(Х) = 0 , lim M^{K) = lim M^) -= oo . (17) 
Я-> л о + Я-> J о + Я->/1 J -- Я->.zl 1 -̂

Weil О < Jfi(A) <^ ~Q(2!, Я) für а: e (— oo, oo), Я € (Jo. ^x).ist, ha t die Differen­
tialgleichung 

<̂̂ ) + e (^ , A) 2/ - 0 (a) 

lauter oszillatorische Lösungen auf (— oo, oo), d. h. jede Lösung ha t unendlich 
viele Nullstellen vor irgendeiner Zahl r wie auch nach r und die Menge dieser 
Nullstellen ist sowohl nach unten als auch nach oben unbegrenzt. Das bedeutet, 
dass für die Lösungen der Menge M^j, die Sätze der §§ 1 und 2 gelten. Alle Lösun­
gen aus M^jc erfüllen die Bedingung (a) und (i). Die Menge der Lösungen aus Ж,;^, 
die noch die Bedingung (ii) erfüllen, bezeichnen wir durch Mijc{x^. Die Lösun­
gen aus Mif^{x^, die zu demselben Werte des Parameters А gehören, sind nach 
dem Satze 1.10 linear abhängig. Es sei y{x, A) eine Lösung aus ^.^(а^з). Wir 
bilden jetzt die Zentraldispersionen (р1^^\х2, А), )̂  = 0,1,2, . . . In dem Satze 1.5 
(10') ist eine Abschätzung der Entfernung von zwei beliebigen nacheinander-
folgenden Nullstellen von y{x, A) gegeben. Nach dieser Abschätzung ist 

J ^ < ^^ш^^^, Д) _ 9,«_*̂ (a;̂ , Я) < / - ^ , ^ = 1 , 2 , 3 , . . . 

Daraus folgt 

V J ^ < <p'i''\x,, X) ~ <РГ{Х,, Я) < V / ^ . (18) 

УЖ,(Я) Уж,(Я) 
Gehen wir jetzt zur Grenze für Я -> zĴ  ~|- und für Я -^ Zlj — über und berück­
sichtigen wir (17), so haben wir 

lim q>T\x^, Я) = cx) , hm ç)f Ha;̂ , X) = <p't\x^, À) = x, . (19) 
я-">/1ог - ; . -»zi i-

Is t jetzt X.2, < XQ, so folgt aus diesen beiden Resultaten und aus der Stetigkeit 
der Zentraldispersion cplf^x^, A) in (AQ, Zlj) die Existenz wenigstens eines solchen 
Af̂ > e {AQ, zli), dass (pi'^'^lx^, At̂ "̂>) = x^ ist. Das bedeutet aber, dass y{x, Àf^) 
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eine Lösung der Gleichung (a) ist, die die Bedingungen (i) —(iii) erfüllt. Sie 
ist also eine Eigenfunktion der Eigenwertaufgabe (a), (i) —(iii), (a) und X'^^^ 
der zugehörige Eigenwert. Aus der Definition der Zentraldispersion (pf^\x, X) 
folgt, dass die Eigenfunktion y{x, ?Sf'^) auf dem Intervalle {x<^, x^) gerade 
(v — 1) Nullstellen hat . 

Nehmen wir an, das v =^ l ist. Es ist AQ < k^^^ < A^, (pi{x^, X^^'^) = x.^. Ge­
mäss der Definition der Zentraldispersionen ist 9?2(̂ 25 ^i'̂ ^) > ^з- ^ ^ s dieser 
Ungleichung, aus der zweiten Gleichung in (19) und aus der Stetigkeit der 
Funktion (pf'\x2, X) in der Veränderlichen X e (AQ, A^) folgt die Existenz des 
Eigenwertes X^^'K für welchen (p^ix^, X^""^) = x^, und Xf^ < Af > gilt. Durch 
vollständige Induktion findet man die steigende Folge von Eigenwerten 

zlo< AP < Af̂  < ... < zJi. 
Jeder Eigenwert X^f^^ ist einfach, weil, wie schon oben gesagt wurde, die 
Lösungen-Eigenfunktionen aus М.^^х-^), die zu demselben Werte des Para­
meters А gehören, linear abhängig sind. Der Satz ist damit im Falle (a) bewiesen. 
Den Fall {ß) führt man durch die Transformation t = 

1 X auf den Fall 
(a) zurück. 

Man kann die Bedingungen, die die Funktion Q{x,X) betreffen, folgendermas-
sen abändern: 

Satz 3.2. Es sei Q{x, X) eine stetige Funktion der Veränderlichen x, X, e <a, 6) , 
А € (AQ, AJ), und es sei für x e <(a, 6> gleichmässig lim Q{x, A) = oo. Dann hat 
die Eigenwertaufgabe (a), (i) —(iii), (a), wie auch die Eigenwertauf gäbe (a), (i) 
bis (iii), (ß) unendlich viele einfache reelle Eigenwerte, die eine steigende Folge 
bilden 

4 < Alf < А|;^г < . . . < ^ 1 . 

^^^ ^ 0 ^ 1 ^ '̂̂ ^ natürliche Zahl ist. Die Eigenfunktion y{x, X^^'^l^), die zu dem 
Eigenwerte X^filj, ; / = 0, 1, 2, . . . , gehört, hat auf dem Intervalle {x^.x^) bzw. 
{x^, x^) genau- (VQ -\- j — 1) Nullstellen, die alle einfach sind. 

BcAveis. Wie bei dem Beweise des vorigen Satzes nehmen wir die Funktion 
~Q(x, X) und die Gleichung (ä). Aus der Voraussetzmig, dass lim Q{x, A) = oo 

gleichmässig für x e (a, by ist, folgt die Existenz eines solchen XQ e (AQ, A ^ ) , 
dass für X € (XQ, AJ) und x € {— oo, oo) die Funktion Q{x, X) positiv ist und 
ein Maximum M^(X) und ein positives Minimum M^{X) auf dem Intervalle 
(— 00, 00) besitzt. Es gilt also 

0 < Jfi(A) £ Q(x, X) £ M^{X) (20') 

für o; € (— 00, oo), A € <Ao, A^). Das bedeutet, dass für X e <Ao, ^ i ) die eigentlichen 
Lösungen der Gleichung (ä) sämtlich oszillatorisch sind. Es gelten also die 
Sätze der §§ 1 und 2. Aus der Voraussetzung, dass lim Q{x, A) == oo gleich-

mässig für X € (— oo, oo) ist, folgt, dass 



lim I f i(A) = lim M^{À) = oo (20) 

ist. Der Grenzübergang in (18) für Я -> zlj — gibt die Relation 

. Пт(р[!''\х^Л) = х,, v^^l . (21) 

Aiif der andern Seite gibt es zu ?.Q einen solchen Index VQ, dass für alle v ^ VQ 

Рп,г < ç,«*'(^^, Д,) __. ^^ 

ist, oder dass 
Ум,(Я) 

^3 < (pf4^2^ h) , v^vo, (22) 

ist. Aus der Stetigkeit der Funktion (p„(^2^ X) und aus (21) und (22) folgt dann 
die Existenz eine§ solchen л̂ *̂ ^ e <Яо, Aj), dass (pi^^^x^, 4*^ )̂ = л̂д ist, also die 
Existenz eines Eigenwertes und dann auch die Existenz einer Eigenfunktion 
y{x, Â *̂ )̂ e Mij,(x2) unserer Eigenwertaufgabe. Bezeichnen wir den zu VQ ge­
hörigen Eigenwert durch Щ^^ und die weiteren durch Я *̂Д\, ;* = 1, 2, . . . Aus 
(21) und aus der Tatsache, dass x^^ < 9̂ !,fbi(î 2» ^t^f^-^i) ist, folgt leicht, dass 
die Eigenwerte Щ^^^, j = l, 2, ..., eine steigende Folge 

bilden. Die Eigenwerte X^^^'^j sind einfach, weil die Lösungen aus Mijc{x2), die 
zu demselben Werte des Parameters Я gehören, linear abhängig sind (s. Satz 
1.10). Aus der Definition der Zentraldispersionen sieht man weiter, dass die 
Eigenfunktion y(x, X^J^^+j), die zu dem Eigenwerte Я̂ 'Д̂ ^ gehört, auf dem Inter­
valle {X2, ^з) genau (VQ ~\- j -- 1) Nullstellen hat , die sämtlich einfach sind, 
weil jede Lösung von (a) nur einfache Nullstellen, mit Ausnahme von x^, 
besitzt (s. Satz 1.2). Damit ist der Satz im Falle der Eigenwertaufgabe (a), 
(i)-—(iii), (a) bewiesen. 

Durch die Transformation t = Xi — x geht wieder die Eigenwertaufgabe 
(a), (i) —(iii), (ß) in die Eigenwertaufgabe (a), (i)~-(iii), (a) über. 

Satz 3.3. Seien die Voraussetzungen des Satzes 3.1 erfüllt. Sei i ~{- к eine un­
gerade Zahl. Dann hat die Eigenwertauf gäbe (a), (i) —(iii), (y) unendlich viele 
einfache reelle Eigenwerte, die eine steigende Folge bilden 

Л < 4 ' ' ^ < A f ^ < ... < /11. 
Die Eigenfunktion y{x, X^f^^), die zufn Eigenwert Xl'^^ gehört, hat auf dem Inter­
valle (X2, x^^) genau {v — l) Nullstellen, die sämtliche einfach sind {man respek­
tiert die Verabredung (D)) . 

B e w e i s . Wie im Beweise des Satzes 3.1. nehmen wir s ta t t der Gleichung 
(a) die Gleichung (a) und wir benutzen weiter die Grössen M-^{X), M^iX), für 
welche die Relationen (16) und (17) gelten. Die Lösungen von (a) sind dann 
oszillatorisch und für die Lösungen aus Mj^ gelten die Sätze der §§ 1 und 2. 
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Wir bezeichnen wieder durch Mijcix2) die Menge der Lösungen aus M^j,, die 
(a), (i) und (ii) befriedigen. Nehmen wir jetzt die Zentraldispersion (pl^^^\x2, A), 
V > 0. Es können zwei Fälle eintreten: 1° Entweder istfSO,dass X2 < (pl^^^'^x^y Д)< 
< Xi ist. Nach dem Satze 1.5 ist dann 

- ^^'^ - q),{x^, k) -̂ - x^ < V ^ ^ ^ . (23) 
]/M,ß) ^ |/i¥,(I) 

2® Oder ist v so, dass x^ < (pi^^^x^,^) ist. Dann existiert sicher ein solches /u < v, 
dass <p]!^'\x2, A) ;^ 0̂ 1 ̂  9?^M"I(^2? A) ist. Dann ist aber nach dem Satze 1.5 

0 < X, ^ 9>«'(x„ Д) < / - ^ , 0 £ cp^;i\(x„ ?i)-x,< p ^ . 

Daraus folgt 

{v - 1) ^ ^ < ^^^(a;^, Я) -̂ - 1̂̂2 < (^ + 1) n—'-^^ ^ '̂ - - ^̂ ' 2, 3, . . . (24) 

УЩ!) рад 
Die Vergleichung der Relationen (23) und (24) ergibt, dass die Abschätzung 
(24) auch im Falle P richtig ist. Mit Rücksicht auf (17) folgt aus (24): 

lim (p^^^x^, X)= OD , lim (pf^x^, X) = x^, v> l . (25) 

Daraus und aus der Stetigkeit der Funktion cp^^^^x^, Д) in der Veränderlichen X 
auf {AQ, ZÎi) folgt die Existenz wenigstens eines solchen Я̂ ^̂ ^ e {AQ, Л-^), dass 
(p^f'\x2,, X^f'^) ==; x^ ist. Also gibt es zu jedem v :> l einen Eigenwert X^^^\ Man 
beweist analog wie im Beweise des Satzes 3.1, dass die Eigenwerte X^^^\ 
r = 2, 3, . . . , so gewählt werden können, dass sie eine steigende Folge bilden 

und dass sie einfach sind. Die zu Af̂ ^ gehörige Eigenfunktion y{x, 1̂ *̂ )̂ ha t die 
Eigenschaft, dass sie auf dem Intervalle {x^, x^) genau {v -— l) Nullstellen hat , 
was aus der Definition der Zentraldispersionen folgt. Alle diese Nullstellen 
sind einfach (dabei respektieren wir die Verabredung (D)), was aus dem Satze 
1.2 folgt. 

Satz 3,4. Seien die Bedingungen des Satzes 3.2 erfüllt. Sei i ~\~ к eine ungerade 
Zahl. Dann hat die Eigenwertauf gäbe (a), (i)—(iii), (y) unendlich viele einfache 
reelle Eigenwerte, die eine steigende Folge bilden 

Л < Л Г < С ' 1 < - - - < ' ^ о . ''o> 1. 
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Die Eigenfunktion y(x, Af+^̂ ), die zu dem Eigenwerte À\!'^:^j gehört, hat auf dem 
Intervalle (x2, x^) genau {VQ-•{-j ~-~ 1) Nullstellen, die sämtlich einfach sind 
{wenn man die Verabredung (D) respektiert). 

Man beweist diesen Satz auf gleiche Weise wie den Satz 3.2. 

4. Bie Eigenwertaiifgabe, wenn n ungerade ist 

In diesem Paragraphen nehmen wir ständig an, das n _^ 3 eine natürliche 
ungerade Zahl ist. Wir beweisen zuerst den 

Satz 4 ,1 , Es sei Q(x) ^ m > 0 für x e (— со, oo), ivo m eine Konstante ist. 
Dann sind alle Lösungen aus Mij^ oszillatorisch. 
B e w e i s . Ist n ungerade und Q(x) ^ m > 0, so ist jede eigentliche Lösung 

der Differentialgleichung (a) entweder oszillatorisch oder sie nähert sich 
monoton zu Null, wenn ж --> oo [4]. Aus dem Trennungssatz über die Null­
stellen (Satz 1.9) der Lösungen aus M^j^ folgt, dass entweder alle Lösungen aus 
ßfijc oszillatorisch sind oder keine. Nehmen wir an, dass keine Lösung aus M^j^ 
oszillatorisch ist. Für jede Lösung y(x) e Мц, gilt also lim y{x) = lim y'(x) = 0. 

Ж—>co 

Seien u(x) und v{x) zwei linear unabhängige Lösungen aus Ж^^, ivelche die 
Relation гс'(х). v{x) — u{x). v'(x) = Aij,(x) erfüllen. Dann ist lim(u'{x). v(x) — 

— u(x). v'(x)) = lim Aij^{x) = 0. Das widersj)richt aber dem Satze 1.8d), welche 
Ж — > C O 

behauptet , dass Äijc{x) eine auf dem Intervalle (x^, oo) steigende positive 
Funktion ist. Dieser Widerspruch beweist unseren Satz. 

Der Trennungssatz über die Nullstellen der Lösungen aus Mij^, der auf dem 
Intervalle (ж ,̂ oo) gilt, gibt uns die Möglichkeit den Begriff der Zentraldisper­
sionen einzuführen. Es ist nicht schwer zu beweisen, dass die Zentraldisper­
sionen mit positiven Indizes auf dem Intervalle {Xi, oo) definiert sind und die­
selben Eigenschaften haben, wie im Falle der geraden Zahl n: nämlich sie sind 
stetig, sie haben eine stetige Abteüung nach x und sie befriedigen die Gleichung 
(C). Ist Q{x, Я) (^ m(A) > 0) eine stetige positive Funktion von x e {— oo, oo), 
л € (/Jo, ^i)> so sind bei .:c ^ . x^ die betreffenden Zentraldispersionen ebenfalls 
stetige Funktionen von À, ?i € (AQ, A^). Das bedeutet aber, dass die Sätze 3.1 
3.2 für die Eigenwertauf gäbe (a), (i) —(iii), (oc) auch in dem Falle richtig bleiben ̂  
wenn ti ^ 3 eine ungerde Zahl ist. Wir Ьел¥е18еп weiter den 

Satz 4,2« Es seien für Q{x, k) die Bedingungen des Satzes 3.2 erfüllt. Dann­
hat die Eigenwertauf gäbe (a), (i) —(iii), (y) unendlich viele reelle einfache Eigen­
werte 

Zlo<Af> < A f > < . . . < z J i . . 

Die zum. Eigenwerte Aj,**̂  î  > 1 gehörige Eigenfunktion y{x, Я̂ *̂ "̂ ) hat auf dem 
Intervalle (o;-,, Xg) {v — 1) Nullstellen, die alle einfach sind. 
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B e w e i s . S ta t t der Gleichung (a) werden wir wieder die Gleichung (a) unter­
suchen. Für Q(x, À) gilt die Ungleichung (16). Nach dem Satze 4.1 sind also 
alle Lösungen aus Ж^^ oszillatorisch. Wir bezeichnen wieder durch Mij^(x2) 
die Menge der Lösungen aus M^j^, die x^ zur Nullstelle haben. Alle Lösungen 
aus MijJ^x^, die zu demselben Werte des Parameters Я gehören, sind nach dem 
Satze 1.10 linear abhängig. Nehmen wir jetzt eine Lösung y{x, X) aus Mih{x^. 
Diese hat auf dem Intervalle {x-^, со) unendlich viele Nullstellen, die alle ein­
fach sind. Wir bezeichnen sie der Grösse nach durch 

е 1 ( Я ) < М А ) < . . . < е . ( Я ) < . . . (30) 

Die Zahl x^ kann nicht Nullstelle (im Sinne unserer Verabredung (D)) von 
y{x, X) sein, denn dann hä t t e y{x, A), dem Satze 1.3 gemäss, keine Nullstelle 
vor x-^.. 

Es gilt jetzt nach dem Satze 1.5: 

0 < o,{X) -~x,< / ^ , 

J-;^^<Q,.ya)-Q,w<^~^, . = 1,2,3,... 
fM,(X) 1/Ж,(Я) 

Aus diesen Ungleichungen folgt weiter: 

v j ^ < иг.г^ - X, < (̂  + 1) ^ ^ ^ , . ^ 0, 1, 2, . . . (31) 
|/jf2(A) Flfi(A) 

Berücksichtigen wir jetzt (17), so ist 

lim ^^+i(A) = x^ , lim ^^+i(A) = oo , v -= 1,2, ... (32) 

Man beweist die Stetigkeit der Funktionen Q^{X) für X e {AQ, A-^) auf gleiche 
Weise wie den Satz 2.2. 

Da jetzt x^<: x^ < oo ist, folgt aus (32) und aus der Stetigkeit der Punktion 
Qy{X), V = 1, 2, . . . , dass die Funktion Q^(X), V = 1, 2, . . . , den Wert x^ лvenig-
stens einmal annimmt. Bezeichnet man den Wert von Д, für welchen Q^(À) = x^ 
ist, durch X\!^'\ so ist y(x, Aj,*̂ ^̂) der gesuchte Eigenwert, und y(x, Xf'^) € М^^{х^ 
die zu ihm gehörige Eigenfunktion. Es ist evident, dass y{x, Â '̂ *̂ )̂ in {x-^, x^) 
genau {v — l) Nullstellen hat , die alle einfach sind. Da weiter MiT^{x^ für ein 
festes X nur linear abhängige Lösungen enthält, ist die Einfachheit der Eigen­
werte evident. Es ist weiter klar, dass man die Eigenwerte so wählen kann, 
dass sie eine steigende Folge bilden. 

Satz 4.3. Es seien für Q(x, X) die Bedingungen des Satzes 3.2 erfüllt. Dann 
hat die Eigenwertaufgabe (a), (i) —(iii), (y) unendlich viele einfache reelle Eigen­
werte 

Л, < l<f > < Alfii < . . . < A<f̂ . < . . . < /lo •• "0 > 1 • 
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Die zum Eigenwerte X^^IJ, f= О, 1, 2, ..., gehörige Eigenfunktion y{x, Я^^%) hat 
auf dem Intervalle (xi, x^) (VQ -\~ j — 1) Nullstellen, die alle einfach sind. 

Beweis. Wir untersuchen wieder statt der Gleichung (a) die Gleichung 
(ä). Wie schon in dem Beweise des Satzes 3.2 gezeigt wurde, gibt es eine solche 
Zahl До € {AQ, A^), dass ~Q{x, X) für x e (— oo, oo) und X e (AQ, A-^) positiv ist 
und dass Zahlen Mi{X) > 0, M^{X) existieren, sodass (20') und (20) gilt. Aus 
(20') und aus dem Satze 4.1 folgt, class die Lösungen aus Jf̂ ^ für X € <Ao'̂ i) 
oszillatorisch sind. M^J^XQ) bedeute wieder die Menge der Lösungen aus Ж,̂ ., 
die ^2 zur Nullstelle haben. Ist Ifest, so sind die Lösungen der Menge Mij,{x2) 
linear abhängig (s. Satz 1.10). Sei y(x, X) eine Lösung aus Mij^ix^) und seien 
^ДА), 1̂  = 1, 2, 3, ..., ihre Nullstellen, die grösser als x^ sind, der Grösse nach 
geordnet. Wie im vorigen Falle ist x^ keine Nullstelle von y{x, X). Es gilt jetzt 
(31). Der Grenzübergang für X -> A^ — gibt nach (31) mit Rücksicht auf die 
Relation (20): 

iim ßv+i{X) =^ x^ , 1' == 0, 1, 2, ... (33) 

Da nun y{x, X) für X e (X^, A^) oszillatorisch ist, so gibt es einen solchen Index 
>o > 1, dass für V "> VQ 

<PÀW > '^3 (34) 

gut. Man beweist, wie im Falle des Satzes 4.2, die Stetigkeit der Punktion 
g^(X) für X e {XQ, AI). AUS der Stetigkeit der Funktion Q^(X) und aus (34) und 
(33) folgt, dass jede Funktion Q^{X), v = VQ, VQ -\~ 1, ..., mindestens einmal den 
Wert x^ annimmt. Der betreffende Wert ^^j, für welchen Qv.+A^ilX^j) ~ '̂з 
ist, ist der gesuchte Eigenwert unserer Aufgabe und die zu ihm gehörige 
Funktion y(x, X^J'^lj) e M^j^ix^) ist die Eigenfunktion. Die Einfachheit der Eigen­
werte beweist man wie in vorigen Sätzen. Die Eigenschaft, dass y{x, X^^'J^j) in 
{Xi, XQ) genau (% -f- '̂ —- l) Nullstellen hat, die alle einfach sind, ist evident. 
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Резюме 

ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ О СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЯХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ 

yi-) + Q{x,X).y = (} 

МАРКО ШВЕЦ (MARKO SVEC), Братислава. 
(Поступило в редакцию 10/V 1955 г.} 

В первом параграфе работы я занимаюсь исследованием свойств некото­
рых решений уравнения 

2/(«) + Q{x) ,у^0. (ai) 
Я, предполагаю, что функция Q(x) является неотрицательной и непрерыв­
ной функцией на интервале (— оо, оо) и что ни на каком частичном интер­
вале она не становится тождественно равной нулю. 

Решение уравнения (а^), которое в точке х^ удовлетворяет условиям: 
y^^K^df ? = О, I, ..., к — 1, имеют постоянный знак, у^^^{х^) Ф О, у^^^{х^ = О, 
j = ]с -\- 1 , . . . , ^ — 1, 0 < i < ^ — 1, имеет в произвольной точке | € (х^^ оо) 
самое больше одну из производных y^^^(i)y *̂ = О, 1, ..., ti— 1, равной 
нулю. Если у^'^'>{^) = О, О < ш < п — 1 то числа ^^^>(|), f = О, 1, ..., m -— 1 
имеют один и тот же знак, а также и числа y'^^^d), j =• ш -}- 1^ .. .^ п — 1 
имеют одинаковые знаки. (Теорема 1.2.) 

Если п — четное число и если решение у{х) уравнения (а^) удовлетво­
ряет условиям: у(^^(х) = 0 , / = О, 1, ..., г — 1, i + 1, ..., к — 1, к -\- 1, ... 
...уП—1, О < г < к < п — 1, то в любом числе | е (— оо, оо), ^ ф Xj^ са­
мое больше одна из производных уЩе)у ;? = О, 1, ..., ?г —- 1, равна нулю. 
Если у'^'^К^) = 0^ О < ш < п — 1 и S > X, то справедливо предыдущее 
утверждение,о знаках производных ^̂ К̂̂ )? ? Ф '^- Если i < Xj, то у чисел 
у^^){^), j = О, 1, ..., ш — 1, так же как и у чисел y^^^(i)^ j = m -{- 1, ..., w — 1, 
знаки чередуются. (Теорема 1.2.) 

Если же п — нечетное число и если у{х) есть решение уравнения (а^) 
такое, что все его производные до порядка {п — 1), за исключением про­
изводной порядка ку в точке х-^ равны нулю, то у^^^(х), / = О, 1, ..., ^ — 1 
не имеет в интервале (— оо̂  х^) корня и |lim у^^К^М = оо, / = О, 1, ..., п — 1). 

(Теорема 1.3.) 
То же самое утверждение справедливо и для тех интегралов уравнения 

(а^), все производные которых до порядка ?г — 1, за исключением i-той 
и А;-той производных, равны нулю, О < г < к < п — 1и для г-той и А̂ -той 
производной будет или а) sgn у^^^х-^) = sgn у^^^(х^), если i + к — четное 
число, или б) sgny(^)(x^) ф sgn^(^)(^i), если i + к нечетно. (Теорема 1.3'.) 



в теореме 1.5 приводятся оценки расстояний между двумя соседними 
(4= Xi) корнями некоторых интегралов уравнения (ai) при условии, что 
О < J f i < Q(x) < М.^ для X € {—- 00, 00). 

Далее исследуется множество M^j, интегралов уравнения (а^), все про­
изводные которых до порядка п — I, за исключением г-той и 1:-той произ­
водной, О <,_ i <: к ^ п — 1, равны нулю. Если щ(х), U2(x) е М^^^ — два 
линейно независимых интеграла; то каждый интеграл уравнения (а^), 
принадлеяшщий Ж ;̂,, можно представить в виде линейной комбинации 
интегралов и^{х) и ^зС )̂- Множество является линейной системой решений 
линейного дифференциалнього уравнения 2-ого порядка 

у' \' ВЛ^) 

где А^^{х) -^ функция, однозначно определенная системой Ж.-ь а именно: 
если Ui{x), u^ix) € Mi^ — два линейно независимых интеграла, то AiJ^x) = 
= с . (ui{x) . U2{x) — Ui{x) . щ{х)), где с — какая-то постоянная. Функция 

,Aij^, имеет в х^^ точно (г -\- к — 1) кратный корень. Если 7г — четное число, 
то при X Ф ^1 будет Aij^x) Ф 0. Выбрав подходящим способом постоян­
ную с, моя^но достичь того, что Aij^x) > О для всех х Ф '̂i на интервале 
(— 00, оо), если i -\- к — нечетное число, и Aij^(x) ̂  О для ^ ^ ^i если 
i ~\~ к четно. Если п нечетно, то Ai-i,(x) Ф О для х > х^. Это свойство позво­
ляет доказать теорему об отделении корней линейно независимых интегра­
лов из Ж,;,, именно следующим образом: если п четно и {i ф к) — нечетно, 
на всем интервале (— оо, оо); если п ж {i -\- к) — четные числа, на интер­
вале (— 00, Xj) и на интервале (ж ,̂ оо); если п — нечетное число, то лишь 
на интервале (х^, оо). При этом х-^ считается корнем интеграла у{х) е Ж^̂  
только в том случае, если у^^^х^) = 0. 

Если п -— нечетное число, то справедливо следующее утверждение о ли­
нейно независимых интегралах щ{х), u^ix) € Mi^ (теорема 1,11): Между 
каждыми двумя соседними шорнями, меньшими чем х^, одного интеграла 
не находится ни одного или находится четное число корней другого инте­
грала (каждый корень считается за столько корней, СКОЛЬКРГМ единицам 
равна его кратность). (Теорема 1.12): между каждыми двумя соседними, 
меньшими чем х^, корнями интеграла у{х) € М̂ ^̂ , лежит печетное число 
корней функции A^J^x), 

В пар. 2 я предполагаю, что п четно, п > 4, что функция Q{x, X) является 
непрерывной положительной функцией от х, Я, хе{— оо, оо), Х€{Л^, Zlj), 
и такой, что все решения из Ж^̂  колеблются. В множестве интегралов Мц^ 
затем вводится понятие центральной дисперсии (р^^^\х, Я), и приводятся не­
которые ее свойства. В теореме 2.2 доказана непрерывность центральной 
дисперсии (р^^^^{х, Д), ^ > О по переменной Я на интервале (ZIQ, Л^ для 
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каждого X > Xj^, о. в случае, когда i + к — нечетное число, для каждого 
Х€{— 00, оо). Это свойство делает возможным решить к р а е в у ю з а д а ч у , 
которая решается в пар 3 и 4: 

Пусть п — четное число. Пусть Q{x, À) ~~ непрерывная функция х, Я, 
X € (а, by, Я € <Z!o, J J , пусть Q(x, AQ) =•• О, Q{x, Я) > О для Я е (Л^, Л^) и пусть 

lim Q{x, Я) = 00 равномерно для х € <а, 6). Тогда краевая задача: 

yi-) + Q(x, Я), ^ = О , (а) 

уЩх,) = 0,j = О, l,,.,,i^.l,i + h...,k^^-lk+l,...,7i ^ 1 , (i) 
О < i < к < п - 1 , 

у(х^) = о , (ii) 

у{х,,) := О , (iii) 
где х^, х^, .Хз — точки интервала (а, 6), которые могут быть упорядочены 
тремя следующими способами: ос) х^ < Х2 < х^, ß) х.^ < х^^, < г̂-̂ , у) Жд < 
< ^1 < ^3 имеет в случае а, и ß) бесконечно много простых действительных 
собственных значений, ]чоторые образуют возрастающую последователь­
ность {Я|/̂ '̂ }, V = 1, 2, . . . Собственная функция у(х, Àf^)^ принадлежащая 
к собственному значению Я̂ ,'̂ ^ имеет в игггервале (х^, х.^) соотв. {х^, Xg) î  точ­
ности {v — 1) корней, которые все являются простыми. (Теорема 3.1.) Если 
i .j^ /̂  -^ нечетное число, то краевая задача имеет также и в случае у) бес­
конечно много простых действительных собственных значений, которые 
образуют возрастаюн^ую последовательность {Xf'^}^'^- Собственная функ­
ция у{х, ?^^^), принадлежан^ая к собственному значению Я5/"\ имеет в ин­
тервале (̂ 2̂, ^з) ï̂  точности (v — 1) корней, причем все они простые; х^ счи­
тается корнехМ только в том случае, если у^'>{х^, Я[/̂ '̂ ) = 0. (Теорема 3.3.) 

Случай ß) при нечетном п в работе не решен, В случае а) и у) супдествует 
возрастающая последовательность простых действительных значений 
{Я̂ *"̂ }, где 1̂  = 1, 2, . . . в случае ос), а в случае у) ?̂  = 2, 3, . . . Собственная 
функция, относящаяся к X^f'''^ имеет в случае а) в интервале (о̂ з, х^), а в слу­
чае у) в интервале {х^, х^) в точности {v — 1) корней, причем все они прос-
тыг (все сказанное быше о х^ остается в силе). 

Та я^е краевая задача решена и в том случае, когда от функции Q{x, Я) 
требуется, чтобы она была непрерывной функцией от х, X, х е (а, 6), Я € 
€ (Zlo, zli), и чтобы lim Q{x, Я) = оо равномерно для х е (а, 6>. Полученные 

результаты ]К)Х()ЖИ на результаты, нриведеяные выше, (('мотри теоремы 
3.2,\з.4, 4.3.) 
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