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DEFORMATIONS PROJECTIVES DES SURFACES A RESEAU
CONJUGUE DANS &,

ALOIS SVEC, Praha.
(Regu le 30 septembre 1955.)

L’auteur étudie le sens géométrique des conditions — trouvées par

A

M. A. TERRACINI — pour qu’une surface & un seul réseau conjugué
dans S, soit projectivement déformable (déformation de troisiéme
ordre). Ce travail constitue le point de départ d’un autre travail dont
le but sera d’établir le degré de généralité de ces surfaces. En liaison
avec le travail antérieur Déformati- ~s projectives de certaines surfaces
a réseau conjugué le présent travaii Jonne une solution compléte du
probléme principal de la déformation des surfaces considérées.

Le probléme que je résous ici m’a été présenté par M. E. Cech, je
tiens & lui exprimer mes remerciments pour ses conseils nombreux.

1. Dans son excellent travail Nuove ricerche sull’incidenza di piant infinita-
mente vicing (Atti della Reale Accademia delle Scienze di Torino, vol. 73,
1937-38-XVI) M. A. TerraciNi a trouvé des conditions analytiques pour
qu’une surface F dans S; qui représent alors la solution d’une seule équation
de Laplace de type non parabolique et par la n’a qu'un seul réseau conjugusé,
soit projectivement déformable (déformation de troisiéme ordre, c’est-a-dire
C,). Je vais citer son résultat fondamental — qui n’est d’ailleur fondamental
que du point de vue de la déformabilité des surfaces, car ce sont justement ces
surfaces-1a qui ne jouent qu’un role auxiliaire (quoique bien important) dans
les profondes études de M. Terracini concernant la caractérisation géométrique
de certains systémes de plans.

Je considére une surface (y) du type F dans S; comme une surface focale
de la congruence L formée par les droites p = [y, z], ¥y = y(u, v), 2 = 2(u, v);
‘la possibilité d’un tel point de vue étant supposée connue. La congruence L
dans S; peut alors étre déterminée de fagon analytique par le systeme

Yy = M2, 2, =NY, (1)
Yovo = QY + bz + CYy + dzu + OY v + E2yu > (2)
Zuw = Ay + Bz + Cy, + Dz, + vy + 024,
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ou ’on suppose
(y? z} y'l)? zu’ yU’U’ zuu) :qlh: O . (3)

Le systéme (1) 4 (2) détermine, il est vrai, une congruence nonparabolique
quelconque dans S;, or, comme (y) est une surface focale et non pas une
courbe directrice, on a nécessairement

m =+ 0. (4)
Les conditions d’intégrabilité du systeme (1) + (2) sont
d, +eD+b=0,

d+ e, + e =0,
3my,m + 3myn, + mn,, = a, + cmn + o(2mmn + mn,) + 4,
Moy = AM + bu + cm, + OMyy + §B s (5)

3m,n + 2mn, = ¢, + omn + &C',
0y = MN — €T

et les équations (5') qu’on obtient en échangeant mutuellement les parameétres
u, v tout en échangeant respectivement les coefficients du systeme (1) 4 (2).

Le résultat cité de M. Terracini sera alors:

La condition nécessaire et suffisante pour que deux surfaces S = (y) et S = (y)
du type F dans Uespace Sy soient en déformation projective d’ordre 3 (c’est-a-dire
en correspondance C;) est que — si les réseaux conjugués sont formés par les
courbes paramétriques et que les surfaces soient en correspondance w = u,
v = v; les congruences correspondantes L, L étant formées par les droites
YYu, YYu, données par les systémes de la forme (1) + (2) — 4l soit possible de
transformer Uexpression analytique de telle sorte que

m=mn=mnb=>bc=cd=d, o=0¢=c¢, (6)

alors il s’enswivera déja nécessairement des conditions d’intégrabilité que

A=4, C=C, D=D, 71=1, vo=uo. (7)

11 s’ensuit de 1a que si certaines surfaces focales de deux congruences sont

en déformation projective C; leurs k-iémes transformations de Laplace y sont
également (a condition qu’elles existent et qu’elles soient des surfaces).

La condition nécessaire et suffisante pour qu’une surface S = (y) soit projecti-
vement déformable est que

mn —= et , (8)
(log 7;) =0, (9)

donc &2 m = p(v) : p(u); la surface la plus générale qui soit en déformation avec
la surface donnée par (1) 4+ (2) 4 (8) + (9) s’obtient alors comme une surface
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focale d’une nouvelle congruence donnée également par (1) 4+ (2) mais ou Uon
considére au liew des coefficients a et B de mouveaux coefficients a — ky(v),
B+ kp(u) — k étant une constante arbitraire — les autres coefficients restant
inchangés.

2. Mon but principal est d’établir le degré de généralité des surfaces pro-
jectivement déformables de type F. Pendant ces considérations je vais me
borner uniquement aux surfaces qui ont une ,,pseudonormale’, c’est-a-dire
telles que la droite d’intersection des troisiemes espaces osculateur des courbes
du réseau conjuqué existe dans chaque point de la surface mais n’est pas
située dans I’hyperplan osculateur dans ce point.

Peut-étre serait-il possible de procéder par la méthode dont s’est servi K.
CarrTaN en 1920 en établissant le degré de généralité des surfaces R, mais
cette méthode serait trés difficile & employer du point de vue technique; sur-
tout si I'on se rend compte du fait qu’elle exige méme encore plus qu’'une
spécialisation compléte du repére. Le procédé dont je vais me servir sera tout
autre: je détermine le sens géométrique des conditions (8) et (9) et je chercherai
alors le degré de généralité des surfaces jouissant de ces propriétés; or cela
constituera I'objet d’un autre travail.

Considérons la congruence (1) + (2) + (4). La premiére transformation
de Laplace du point y est le point y, = z; je détermine maintenant le point
Y_y = kyy + kyy,. 1l faut qu’on ait

(y—l)u = kluy + kzuy'n + klrnz + k’?(mvz ‘I" m"y) = lly + l2yv )
ou bien
kym 4+ kym, =
De la s’ensuit déja
Yoy = MYy — MY, - (10)

La condition nécessaire et suffisante pour que (1) = (=) soit une surface est
que
n+=0. (11)

De (10) s’ensuit
(12)

Y-1)u = (Myy — mPn) y — MY
(y—l)v - m'vpy —_ ”lyvv .

s ; . : i rface est
La condition nécessaire et suffisante pour que (¥-1) SOit une su

évidemment
m m 0 |
. . 4 mn) * 0,
\ My, — M0 M, 0 | = m(m,m, — mmuo
| My 0 m
ou bien en vertu de (4) (13)

n =+ (log m),, .
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Le plan tangent & la surface (y) est évidemment [y, 2, ¥,], Ihyperplan
osculateur [y, z, ¥,, 2., ¥,»], €nsuite on a

day = (m du3 + & dv';) Zuu (n'lOd ?/- 2, yw zu: y‘t‘v) (14)
de sorte que I'équation des courbes principales de la surface (¥) est
mdud 4+ edv? = 0. (15)

En supposant que (y,) = (z) soit une surface on obtient pour I’équation de
ses courbes principales I’équation

Tdu? + ndv® = 0. (16)

La condition (8) est remplie si et seulement si les courbes principales des
surfaces (y) et (z) se correspondent respectivement; dans ce cas la la congruence
L constitue un certain pendant des congruences W de S et en suivant M. A.
Terracini (Sulla teoria delle congruenze W, Rendiconti Ist. Lombardo, 60,
1927 et Nuove ricerche sulle congruenze W, Atti Ist. Veneto, 87, 1927) je I'ap-
pelerai congruence W. On voit aisément que la congruence formée par les droites
[y, y_1] sera une congruence W également (& condition que (y_,) soit une sur-
face) mais il ne s’ensuit pas de cela que toute surface dont deux congruences
correspondantes sont des congruences W est projectivement déformable — ce
qui reste donc encore a démontrer.

Soit (y,) une surface; le plan tangent a cette surface sera [¥, ¥,, ¥.,], 'hyper-
plan osculateur [¥, ¥y, Yuus Yoow, 2]. Ensuite on a (mod ¥, ¥y, Yo, Youes 2)

Yu = 0 s Yuuw = M2y s Yuyuu = zmuzu + M2yu »
vayvaOa yvm)Edzu _{" szuu:—_":()’
Yo =0 Yuuo = M2, Yuraw = 2MyZy + Moy + M°N2,,

Yovoo = (d, + od + emn) z, + (&, + 0€) Zyu -
De 13 s’ensuit que, en posant y_; = m~ly_, = (log m), ¥ — ¥,, j obtiens

d%_, = [3(log m),, m2, + (log m), (2m,z2, -+ M2u,) —
— (2My?y + My2yy + Mmnz,)] du® — [(d, + od + emn) z, +
+ (&0 + 08) 240 dv?

de sorte que I’équation des courbes principales sur la surface (y_;) est

[(m (log m), — m,) du® — (e, + p¢) dv3]d — [(3m(log m)., +
+ 2m,(log m), — 2m,, — m?*n) dw® — (d, + od -+ emn) dv*] e = 0

ou bien
[md(log m), — m,d — 3em(log m),, — 2em,(log m), +
+ 2em,, + em®n] dud — (e,d — ed, — e2mn) dv® = 0.

La condition nécessaire et suffisante pour que la congruence formée par les
droites [¥, ¥»] soit une congruence W est
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mde, — md,g — EM°n — edm(log m), — sdm, — (17)
— 3etm(log m),, — 2e*m,(log m), + 2e*m,, + etmin = 0 . '
De méme, en vertu de (5s), (5¢) on aura

mde, — md,& = mde, + me(e,, + e,0 + emn — er) =
= MeEyy + emn — e%tm + m’dev - msv(d + &L) =
= MEEy, — MELE, + EMEN — &3Tm .

L’¢quation (17) devient alors

MEEy, — MELE, — ETM — 3e?My, + 3e2m—tm,m, — (18)
— 2e®mm,m, + 2e¥m,, + &m*n = 0 .

En supposant ¢ == 0 on obtient en divisant par me? 'équation

up  Euby  MMuy = Mo 4 (o7 =0,

2

e? m
ou bien encore

(log %) +mn—er=0. (19)

Or, la condition ¢ = 0 est toujours remplie par les surfaces (y) considérées.
Les troisiémes espaces osculateurs de deux courbes du réseau conjugué passant
par le point Y sontb [Y, Yo, Yous Yorw] €6 [¥, 2, Zus Zuul- L’équa'tion (29 lmphque

— Ay — CYy — OYw + Yovo = bz + dzu + E2yu

de sorte que la pseudonormale est [y, bz 4 dz, - €z,,]; si elle n’est pas située
dans I'hyperplan osculateur, on a nécessairement & == 0.

Enfin il est clair que les systémes (8) + (9) et (8) + (19) sont équivalent.

3. On peut énoncer le théoréme évident:

Supposons que les deux transformations de Laplace (y,), (y_,) d’une surface
(y) soient elles-aussi des surfaces. Alors la condition nécessaire et suffisante de
la déformabilité projective d’ordre 3 de la surface (y) est que les deux congruences
formées par les droites [y, y,] et [y, y_,] respectivement soient des congruences W.

Supposons maintenant que la premiére transformation de Laplace (y,)
de la surface (y) soit une courbe, mais la seconde (y_,) une surface. Alors, on
a n = 0, et de (8) s’ensuite que

7=0. (20)

Dans ce cas, les systémes (8) + (9) et (19) + (20) coincident. La congruence
formée par les droites [y, y_,] est alors une congruence W. Il me faut encore
caractériser la condition (20) d’une maniére géométrique, or cela est déja
facile. Le plan tangent & la surface (y) et le plan osculateur de la courbe (¥,)
se trouvent évidemment les deux situés dans I’hyperplan [y, 2, Y., 24, Zuul-
On peut donc énoncer le théoréme suivant:
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Supposons que la transformation de Laplace (yy) de la surface (y) soit une
courbe et que la transformation (y_,) soit une surface. Alors, la condition nécessaire
et suffisante de la déformabilité projective d’ordre 3 de la surface (y) est que la
congruence formée par les droites [y, y_,] soit une congruence W et que le troisiéme
espace osculateur de la courbe (y,) soit situé dans Uhyperplan contenant le plan
osculateur de la méme courbe (au méme point) ainst que le plan tangent & la sur-
face (y) aw point correspondant.

Il nous reste 4 considérer le cas ou toutes les deux transformations de La-
place de la surface (y) sont des courbes. Dans ce cas-la, on a de nouveau
n = 0 mais aussi (log m),, = 0. En vertu de (8) + (9), ou bien de (19) -+ (20)
j obtiens (20) et

(10g €)uy = 0 . (21)

L’hyperplan contenant le plan tangent & la surface (y) et le plan osculateur
de la courbe (y_;) au point correspondant est évidemment & = [y, 2, y,, ¥,.,
dz, + €z,,]. Ensuite on a

(Yr)oww = — du2y, — €424, (mod §).
Maintenant, en vertu de (5,), (5;)
(E(Wr)poe) = & — &d, = &,d + ey + 8,0 + S0, = ee,, — &6, =
= ¢¥(log &)y, -
De la découle immédiatement:

Supposons que les deux transformations de Laplace de la surface (y) soient des
courbes. Alors la condition nécessaire et suffisante de la déformabilité projective
d’ordre 3 de la surface (y) est que le troisiéme espace osculateur de la transfor-
mation de Laplace se trouwve dans Uhyporplane contenant le plan osculatewr (au
méme point) de lo méme courbe et le plan tangent a la surface (y) aw point cor-
respondant.

Pesome

[MPOEKTUBHOE U3I'MBAHUE ITOBEPXHOCTEN
C CONPSIYKEHHON CETBHIO B 8,

AJIONC HIBEILL (ALOIS SVEC), Ilpara.
(ITocrymmito B pegaxiuio 30/I1X 1955 r.)

A. Teppaunmnu B cBoeit paGore Nuove ricerche sull’incidenza di piani infi-
nitamente vicing (Atti della Reale Accademie vol. 73, 1937-38) ycranosui
Heo0Xo[uMble ¥ ROCTATOYHBIE YCIOBUS JJIsl TOrO, YTOOBI HOBEPXHOCTH ( ONHOM
CONPSIKEHHON CeTHI0 U 3-CJI0eM ACHMITOTHUECKUX Y23 B S5 JOIyCKANa MPOEK-
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ruHoe wusrubamue (3-ro mopsnka Cj). ITuM YCJIOBHSAM MOKHO JIATH IPOCTOE
TCOMETPUYECKOEe MCTOIIKOBAHUE. '

B cuyuae, xorma o6a upeobpasosanmsa Jlammaca (y;), (¥_,) HPOGRTHBHO
nsrnbaemMoii MOBePXHOCTH (¥) ABIAIOTCHA TAKIKE IIOBCPXHOCTAMHA, KOHTDYIHIUI
[yy.1), [yy_,] 6ynyT wourpysunusvmu W u mraoGopor. Ilpurom nox koErpysunmeii
W mbr nonumaem B cmeiciie A. Teppaunmun (Sulle teoria delle congruenze W,
Rendic. Ist. Lomb. 60, 1927 n Nuove ricerche sulle congruenze W, Atti Ist.
Veneto 87, 1927) xourpysunun B S; Ha QOKAIBHBIX HOBEPXHOCTSIX KOTOPBIX
COOTBETCTBYIOT APYT APYI'Y aCUMITOTHYCCKUE Vo5 Ecim sxe, pantee, Hamp. (y,)
ABIISICTCA KPUBOM, TO ¢e Tperbe COUPHKACAIONCeCS IIPOCTPAHCTBO JICIKAT B I'-
HEePIJIOCKOCTH, cOJepsRanieil cONPUKACAIOMYIOCH TIIIOCKOCTh TOH jKe KPHBOH
(B TOIf Ke TOUKE) M KacaTelabHYIO IJIOCKOCTh K MOBEPXHOCTH (¥) B TOUKE, KOTO-
POil COOTBETCTBYET ¥,; HaKOHeIl, eciu (y¥_,) — KpuBasfg, TO JJIA Hee HACTYHHT
aHaJIOTUYHOe II0JIO}KeHNe Bellell; ecim jke OHa —-— HOBEPXHOCTH, TO [yy_,]
npejicraBisier ¢G0oil KourpysHmuo W.

Feomerpuzamusa  yeaosuit Teppaumnu no3BoJuT MHe IpousBecTH ofmiee
uccaefoBanne IPOEKTUBHO M3rHOaeMpix (M3rmbanme 3-ro HOpPsijKa) IOBEPX-
HOCTEH ¢ CONUPSIFREHHOIT ceThio B S5, ueMy Gyiler HOCBsILIeHa OHA 13 HOCIeLy0-
mux pabor.
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