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YexocaoBanknii MaTeMaTHieckmii mypHax, T. 7 (82) 1957, Ipara

UBER DIE LOKALEN SPEZIALISIERUNGEN DES SATZES
VOM VOLLSTANDIGEN VIERECK UND DES KLEINEN
DESARGUESSCHEN SATZES

VACLAV HAVEL, Praha.
(Eingelangt am 6. April 1956.)

In dieser Arbeit werden die Implikationsrelationen zwischen sol-
chen Spezialisierungen des Satzes vom vollstdndigen Viereck und
des kleinen Desarguesschen Satzes untersucht, bei denen das harmo-
nische Quadrupel, bzw. das Zentrum der Perspektivitit und die
Schnittpunkte einander zugeordneten Seiten fest sind.

Einleitung. Das Streben dieser Arbeit ist es, zu den Ergebnissen der Absitze
7.1—7.2 des Buches [6] einen bescheidenen Beitrag zu bringen. Die Termino-
logie wird aus [6] iibernommen, so dass die Formulation mancher Begriffe
nach zitierten Stellen zu suchen ist.

Es wird eine solche projektive Ebene untersucht, die kein vollstindiges
Viereck mit kollinearen Diagonaleckpunkten enthélt. In § 1 werden folgende
Schliessungssiatze formuliert: Der Satz vom vollstindigen Viereck mit fiinf
von seinen Spezialisierungen, weiter der kleine Satz von Desargues und
schliesslich die sog. lokalen Speziali-
sierungen des Satzes vom vollstin-
digen Viereck und des kleinen Des-
arguesschen Satzes. In § 2 werden
dann einige Ergebnisse gegeben, die 4
die gegenseitigen Implikationsbezie-
hungen zwischen den Punktquadru-
peln und den Spezialisierungen des
Satzes vom vollstandigen Viereck,
bzw. des kleinen Desarguesschen A b B
Satzes betreffen. Abb. 1.

1. Der Gegenstand der Unter-
suchung ist die projektive Ebene ([6], S. 7), die kein Viereck mit kollinearen
Diagonaleckpunkten enthilt. Man bezeichnet mit A B die Gerade, auf der beide
Punkte A + B liegen. Das Symbol (4, B, C) bezeichnet kollineare und unter-
einander verschiedene Punkte 4, B, C.

O-hA,B,C, W, v
BACV
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Jetzt ordnet man zu den Punkten 4, B,C, W,V, die die Bedingungen
(4, B,C), (4, W,V), AB + WYV erfiillen, immer den Punkt ﬁ(A, B,C,W,V)=
= AB n W(A(CV n BW) n BV) zu; das geordnete Quadrupel A4, B,C,h
(4, B,C, W, V) wird als das harmonische Quadrupel mit Hilfspunkten W,V
bezeichnet. — Abb. 1.

Abb. 4. Abb. 5.

Den Begriff des Schliessungssatzes findet man in [6], S. 26. Die folgenden
Schliessungssitze @ — @5 sind die Spezialisierungen des Schliessungssatzes
Q (des Satzes vom vollstiindigen Viereck).

In den Schliessungssitzen Q,—Q; werden A4, B, C, D feste Punkte sein,
die ein harmonisches Quadrupel bilden und W,, ¥, werden beliebige (variable)
Hilfspunkte dieses Quadrupels sein.

Q,. Fir jeden auf CW, liegenden und won C verschiedenen Punkt W gilt
D=n4,B,C, W,0V,n AW). — Abb. 2. : '
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Q.. Fir jeden die Relation (A, W, V) erfullenden Punkt V gilt D —

— h(A4, B, C, W,, V). — Abb. 3.

Qs. Fir jeden die Relation (A, W, V) erfullenden Punkt W gilt D =

— WA, B,C, W,V,). — Abb. 4.

Q4. Fir jeden die Relation
(D, W,, W) erfillenden Punkt
Wit D="hA4,B,C,CW,n

o AW). — Abb. 5.

Q5. Fir jeden auf AW,
liegenden, und von A ver-
schiedenen Punkt W gilt

D =h(4, B,C, BADW, n
o BV,) o DW) n AW). —
Abb. 6.

Im Schliessungssatz Q
werden A4, B, C, D variable
Punkte sein, die immer ein
harmonisches Quadrupel
bilden:

Q. Fir jeden nicht auf AB
liegenden Punkt W und far
jeden die Relation (4, W, V)
erfullenden Punkt V qilt
D = nAd, B, C, W, V). —
Abb. 7.

Die Spezialisierung des
Schliessungssatzes Q, bei
der die Punkte 4, B,C,D
eine feste (uneigentliche)
Gerade durchlaufen, bzw.
bei der die Punkte A, B,
C, D fixiert werden, nennt
man eine affine, bzw- lokale
Spezialisierung.

24
W
N
1] B
Abb. 6.

Abb. 7.

Im Schliessungssatz d,, bzw. d, (dem sog. direkten, bzw. indirekten kleinen
Satz von Desargues) werden 4;, B;, C; (1 = 0, 1, 2), S beliebige (variable) Punk-
te sein, die die folgenden Bedingungen erfiillen: Das Tripel 4;, B;, C; (¢ = 1, 2)
enthilt nichtkollineare Punkte; A4,B, + A,B,, 4,0, + A,C,, B,C; * B,C,;
(4o, B;, C), (4;, By, Cy), (A, B, Cy) (1 = 1,2); Ay + 4,, By + B,, C; % Oy
4,4, + BB, + C,C, + A,A4,; der Punkt S = 4,4, n BB, ist von den
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Punkten 4;, B;, C; (i = 1, 2) verschieden und liegt auf 4,B,. ([6], S. 79 u.
S. 87.)
d;. Ist S € C,C,, so ist auch Cy e AyB,.
dy. Ist Cy e AyB,, so ist auch S € C,C,.

— Abb. 8.

D=h{A,8,C, W, )

D:h(B,A.C.%,V! )

C=h(A,B, D,M,V,)

C=h{B,A,D, WY,
N2

Man bezeichnet als affine Spezialisierung des Schliessungssatzes d,, bzw.
d, eine solche Spezialisierung, bei der die Gerade 4,B, fest (uneigentlich) wird.
Unter der lokalen Spezialisierung des Schliessungssatzes d; versteht man eine
solche Spezialisierung, bei der S ein Festpunkt ist und die Punkte 4,, B,
A,B, n A,B, eine gegebene dreipunktige Menge durchlaufen. Endlich bezeich-
net man als lokale Spezialierung des Schliessungssatzes d, eine solche Spe-
zialisierung, bei der S ein Festpunkt ist und 4,, By, C, eine gegebene drei-
punktige Menge durchlaufen.
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9. Lehrsatz 1. Ist A, B, C, D ein harmonisches Quadrupel, so ist auch
B, A4,C, D, baw. A, B, D, C ein solches.

Beweis. Sei D = h(4,B,C, W,V); dann D = i(B, 4, C, W, BW n CV),
C =MnA,B,D,V,W). — Abb. 9.

/ B=C,
Sts CYABAAR=S, ;

Abb. 11.

Lehrsatz 2. Aus Q,, Qq, Qs, bzw. aus Q,, Q,, Q; folgt die lokale Spezialisierung
von Q.

Der Beweis ist einfach.

Man bemerkt, dass Q, und Q; miteinander dquivalent sind ([5], § 1, Abt.
16, bzw. Abt. 1b).

Satz 1. Die lokalen Spezialisierungen von d, und d, sind miteinander gleich-
wertig.

Beweis. a) Setzt man voraus, dass die lokale Spezialisierung von d, mit
Fixpunkt 8 = S* und mit Punkten 4,, B,, 4,8, n 4,B,, die eine gegebene
dreipunktige Menge M durchlaufen, giltig ist. Seien die Voraussetzungen fiir
d, erfiillt, wobei die Bezeichnung bis auf Sternchen gleich bleibe wie bei der
Formulation von d,; weiter soll selbstverstindlich A7, By, Oy € M. — Abb. 10. —
Sind 8%, ¥, C5 nicht kollinear, so ist CF + S*CF n AFCF. Wendet man d, fiir
A, =CFf, Ay = 8*Cf n Ai0%, B; = B}, C; = A¥ (i = 1, 2) an; das ist moglich,
weil ausser den gewohnlichen Bedingungen auch S = S*, 4, = Cy, B, = By und
AyBy 0 A;B; = A gilt. Nach d, ist also C, € 4,B,. Auf der anderen Seite ist
aber Of + S*C¥ n A¥0F, also auch O, non e 4,B,. Das ist ein Widerspruch,
so dass die Punkte kollinear sind und die Richtigkeit der lokalen Spezialisierung
von d, bewiesen ist.
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b) Sei nun die Richtigkeit der lokalen Spezialisierung von d, vorausgesetzt
fiir den Festpunkt § = §* und fiir die Punkte A4,, B,, C,, die eine gegebene
dreipunktige Menge M durchlaufen. — Abb. 11. — Seien die Voraussetzungen
von d, erfiillt; die Bezeichnung wéahlt man bis auf das Sternchen gleich wie bei
der Formulierung von dg;
weiter setzt man voraus, dass
Ay, By, A¥By 0 AYBf ¢ M,
S*eC¥O¥ . Ist Cynone AEBY,
dann T = (A¥Bf n A¥BY).
. Ay 0 B O5 non e S* Bf.
Man wendet d, an, und zwar
fir 4, = A*,B,=CF (i =
=1,2), C,=B{, C,=T;
das ist moglich, weil ausser
den gewohnlichen Bedin-
gungen auch S8 = S* 4, =
_ A% B, — A*B¥ o A¥BY,
Cy, = By gilt. Nach d, ist
(S, 04, C,), oder mit anderen
Worten (S*,T, Bf). Anderer-
seits ist aber T' non ¢ S*B; .
Man bekommt den gesuch-
ten Widerspruch; die Vor-
aussetzung Oy non ¢ AFBg
ist also falsch wund die
Richtigkeit der lokalen Spe-
zialisation von d, ist be-
wiesen.

Lehrsatz 3. Set A, B, C,
D ein festes harmonisches
Punktquadrupel und seien die
lokalen Spezialisierungen von

Abb. 13. ' d, fir 8 =0, M = {A, B, D}
giltig. Dann gilt auch Q.

Beweis. — Abb. 12. — Seien W, V, beleibige Hilfspunkte des Quadrupels
A,B,C,D. Sei W, der beliebige Punkt, der der Bedingung (W,, W,, C) ge-
niigt. Man bestimmt die Punkte V, = AW, n OV, R, = BV, n DW,, T, =
=AR;, 0 BW,(t =1,2),legt A;= W, B; =V, C; = R, (1 = 1, 2) und wen-
det d, an; das ist moglich, weil ausser den gew6hnlichen Bedingungen auch
§=0C, 4=B, By,=D, C, = A gilt. Nach d, bekommt man (8, C,, C,),
oder anders ausgedriickt: (C, R, R,). Weiter setzt man 4; = W,, B; = R,,
C; =T, (i=1,2) und gebraucht wieder d,; das ist wieder méglich, da ja
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ausser den gewdhnlichen Bedingungen auch die Gleichungen S = C, 4, = 4,
B, = B, C, = D erfiillt sind. Nach d, ist dann (S, C,, C,) oder anders (C, T'y,
T,). Also T, = CV, n AR, n BW,. Aus dieser Gleichung geht D = h(4, B,
C, W,, V,) hervor, womit Q, bewiesen ist.

Lehrsatz 4. Set A, B, C, D ein festes harmonisches Punktquadrupel und gelte
die lokale Spezialisterung von d, fir S = A, M = {B, C, D}. Dann gilt auch Q.

Beweis. Seien W, V, beliebige Hilfspunkte des harmonischen Quadrupels
A,B,C,D. — Abb. 13. — Sei W, ein beliebiger, die Bedingung (W, W,, 4)
erfilllender Punkt. Man leitet die Punkte B, = DW, n BV,, B, = DW, n AR,,
Vo=AW,n BR,, P,=DW,nCV,, T, =BW,;n CV,; (¢t =1, 2) her, legt
A, =V, B;=R, C; =P, (1t =1,2) und wendet d, an; das ist moglich,
weil die gewohnlichen Bedin-
gungen und auch die Gleichun- ABNAB,
gen S=A4, 4, =D, B,=C,
C, = B gelten. Nach d, ist
dann (8, Cy, C,), oder anders:
(4, P,, P,). Setzt man weiter
A;,=P;, B, =W, C, =T,
(¢ =1, 2) und wendet d, an;
das ist wieder moglich, weil
ausser den gewohnlichen Be-
dingungenauch S =4, 4,= B, e
B, = C, Oy — D gilt. Nach d, 5 : &G
ist dann (S, C,, C,), oder an- Abb. 14.
ders: (4,7,,T,), woraus sich
T,= AR, n BW, n CV, ergibt. Also gilt D = h(4,B,C, W,,V,) und der
Lehrsatz ist bewiesen.

Lehrsatz 5. Sei A, B, C, D ein festes harmonisches Punktquadrupel und seien
W, V. beliebige (variable) Hilfspunkte dieses Quadrupels.

a) Gilt eine solche Spezialisierung von d,, bei der S = A, C, =C, O, = B
Fixpunkte sind und die Bedingungen B, =7V, A¢B, 0 A;B, = W, erfillt
sind, so gilt auch Q..

b) Gilt eine solche Spezialisierung von d,, bet der die Punkte S = A, B, = D,
B, = B fest sind und die Bedingungen A, = W,, By =V, erfillt sind, so gili
auch Q,.

Beweis. a) Sei V, ein beliebiger, der Relation (4, V,, V,) gentigender Punkt.
— Abb. 14, — Setzt man A, = BW,nn CV,, B,=BW,n CV,, C, = C,
A,=DW, n BV, B, = BV, n AB,, C, = B und wendet d, an; das ist mog-
lich, weil ausser den gewohnlichen Bedingungen auch die Gleichungen S = 4,
C,=0C,0,=B,By=V,, A,B, n A,B, = W, gelten. Nach d, ist dann C; =
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= A,B, n A,B, € A)B,, also auch B, = AB, n BV, n DW,, D = k(4, B, C,
W, W,). Teil a) ist bewiesen.

b) Sei W, ein beliebiger, den Bedingungen (4, W,, W,), W, + V, geniigen-
der Punkt. — Abb. 15. — Setzt man 4, = CV, n BW,, B,= B, C, = CV, n
n BW,, A, = AA, n BV,, B, = D, C;, = AC, n BV, und wendet d, an; das
ist moglich, weil ausser den ge-
wohnlichen Bedingungen auch die
Gleichungen 8 = 4, B, = D,
B,=B,A4,= W,, B, =7V, gelten.
Nach d, ist dann Cy = 4,B; n
n A,Bye AyB,, so dass W, =
=AW, n D4, n B4, und D =
= h(4, B, C, W,, V,). Teil b) ist
damit bewiesen.

Aus den Lehrsitzen 3 und 5
ergibt sich nach Satz 1 und nach
dem ersten Teil des Lehrsatzes 2
ein schon von R. Moura~NG her-
geleitetes Ergebnis ([6], Satz 6,
S. 191, bzw. Satz 1, S. 187):

Aus d; folgt Q (1 = 1,2). (*)

Satz 2. Ses A, B, C, D ein festes
harmonisches Punktquadrupel. Gilt
die lokale Spezialisierung von d,
fir 8 =C, M = {4, B, D}, bzw.
fir S=A4A, M = {B, C, D}, so st
auch C, D, A, B ein harmonisches
Quadrupel.

Beweis. Seien W, V, beliebige
Hilfspunkte des Quadrupels 4, B,

Abb. 16. C,D. — Abb. 16. — Man be-

stimmt Wo,= BV, n CW,, V, =

=W,B =DW,0BV,,R,=DW,n AV, Wird 4, =W, C; =R, (1 =1, 2),

. B, =BV,n AR,, B, =V, gesetzt und der Schliessungssatz d, angewandt

(was moglich ist, weil ausser den gewdhnlichen Relationen auch S = C,

A, =A4, B, =D, C, = B gilt), so ergibt sich als Ergebnis (S, C,, C,), was

man (C, R,, R,) iiberschreiben kann. Also B = i(C, D, A, W,, V,). Der erste
Teil der Behauptung ist damit bewiesen.

Weiter setzt man A, = W, B, =CV, n BW,,C;, =CW,n DB, 4,=7,,
B, = BV, n AB,, C, = DW, n CV, und wendet d, an, was wieder mdoglich
ist aus den immer &hnlichen Griinden: ausser den gewohnlichen Bedingungen
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gilt auch § = 4, 4, = D, By=C, C, = B. — Abb. 17. Nach d, ist dann
(8,Cy, Cy). Also B = hn(C, D, A, CW, n D(CV; n BW,), W;). Damit ist Satz
2 bewiesen.

Satz 2 verallgemeinert die Resultate von [4], bzw. [3], Theorem 1. Vergleiche
auch [1], Kap. VII, § 17, bzw. (6), Satz 9, S. 193.

Abb. 17.

Folgerung des Satzes 2: Wenn ausser den Voraussetzungen des Satzes
2 auch die lokale Spezialisierung von Q fiir ein festes harmonisches Punkt-
quadrupel 4, B, 0, D gilt, so gilt auch die lokale Spezialisierung von Q fiir
das feste Quadrupel C, D, 4, B.

Satz 3. Gilt die lokale Spezialisierung von Q fir ein festes harmonisches Punkt-
quadrupel A, B, C, D, so gilt auch die lokale Spezialisierung von d, fir S = C,
M = {4, B, D}.

Beweis. — Abb. 18. — Man wihlt zum gegebenen Quadrupel zwei Paare
der Hilfspunkte W, V; (¢ = 1, 2), und zwar so, dass die Relationen (W, W,, C),
(V1, Vs, O) gelten. Zuerst bestimmt man die Punkte 7', = BW, n CV,, R; =
=BV; nAT, 1t =1,2). Wird 4, =W, B;=V, C; = R,, S = C gesetzt,
dann ist offenbar (S, 4,, 4,), (S, B, B,). Weiter bestimmt man die Punkte
M =AW, n BW,, N = AR, n BR,, Q = AR, n BR,. Es gilt D = h(4, B,
C,M,W,) =4, B,C,N,R,), so dass die Punkte 3, N, @, D kollinear
sind. Wegen D = k(4, B,C, N, R,) ist (C, B, R,), oder anders (S, C,, C.,).
Der Beweis ist somit beendet.

Vergleicht man den Satz 3 mit der bekannten Behauptung ([6], Satz 7,
S. 191):

Aus Q folgtd, (1 =1,2). (**)

Satz 3 bietet einerseits ein stirkeres Ergebnis (fiir die lokalen Spezialisie-
rungen), aber andererseits bleibt die Frage offen, ob sich aus Satz 3 die Be-
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hauptung (**) einfach ergibt. Der originelle Beweis der Behauptung (**)
stammt von R. Moufang ([6], S. 191-2), er ist aber unangenehm lang. Die
Frage nach einem einfacheren Beweis der Behauptung (**) hat also ihren
Grund. Weiter ist auch folgendes Problem offen:

Nach welchen nachtriglichen Bedingungen folgt aus der affinen Speziali-
sierung von Q die affine Spezialisierung von d; (¢ = 1, 2)?

Abb. 19. Abb. 20.

Schliesslich fithrt man einige Folgerungen der Satze 2,3, bzw. des Satzes
2 an:

1. Gilt die lokale Spezialisierung von Q fiir das feste harmonische Punkt-
quadrupel 4, B, C, D, dann a) ist auch das Quadrupel C, D, 4, B harmo-
nisch; b) gilt die lokale Spezialisierung von Q fiir das feste Quadrupel C, D, 4,
B. (Teil a) ist eine Verschirferung des Satzes 9, S. 193, [6].)

2. Gilt Q, so gilt auch eine solche Spezialisierung von d,, bei der S, 4,, By, C,
immer ein (variables) harmonisches Quadrupel bilden.

Satz 4. Setzt man voraus, dass zwei folgende Bedingungen erfillt sind: (I) 4,
B, C, D ist ein festes harmonisches Punktquadrupel, die lokale Spezialisierung
von dy gilt fir S = A, M = {B, C, D}. (II) Wahilt man B, A als uneigentliche
Punkte der Koordinatenachsen z,y und D als uneigentlichen Punkt der Geraden
(y = z) ([6], S. 31/9), dann g¢ilt in jedem zugeordneten Koordinatenterndrkorper
T die Qleichung (— 1) u = — u fir jedes weT.

Der Schluss des Satzes: Dann gilt die lokale Spezialisierung von Q fir das feste
Quadrupel A, B, C, D.

Beweis. Aus (I) ergibt sich nach Lehrsatz 4 der Schliessungssatz Q;. Es
wird bewiesen werden, dass aus (I), (IT) auch Q, und Q, folgt, so dass nach
dem zweiten Teil des Lehrsatzes 2 auch die Geltung der lokalen Spezialisierung
von Q ausgehen wird.
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Hilfssatz. Gilt (I) und (II), so ist C der umeigentliche Punkt der Geraden
(y = — z) und in jedem T gilt die spezielle Zerlegungsbedingung ([6], For-
mel (46), S. 38) T'(— 1,u,v) = —u + v fir alle u,veT.

Beweis des Hilfssatzes: — Abb. 19. — Sei €' der uneigentliche Punk* der
Geraden (y = kx). Setzt man B, = (u, T(k, w,v)), B, = (u, ku), A4, = (ku,
ku + v), A, = (ku, ku), C, = (0, v), C; = (0, 0) und wendet d, an, was mog-

A

t-a, al

{-a,-a) /

Abb. 21.

lich ist, weil ausser den gewéhnlichen Bedingungen auch die Gleichungen
S=A4, A,=B, By=D, 4,B,n A,B, = C gelten. (Bemerkt man noch,
~ dass wegen des Satzes 1 die lokalen Spezialisierungen von d, und d, gleich-
wertig sind.) Nach d; folgt also Cy, = 4,B, n 4,B, ¢ 4,B,, das heisst:
(C, (w, T'(k, u, v), (ku, ku + v)). Also gilt T'(k, u, v) = ku + v identisch in w, v.

Der Punkt C ist gewiss der uneigentliche Punkt der Geraden (1, 0)(0, 1),
denn A(1,0) n B(0,1) = (1,1) € (0, 0) D. — Abb. 20. — Die Gerade (y =
= kx + q) enthilt die Punkte (1,0), (0, 1) gerade dann, wenn ¢ = 1,k = — 1.
Nach Voraussetzung gilt aber (— 1) v = — u,sodass T (— 1, u,v) = — u + ».
Der Hilfssatz ist bewiesen.

Setzt man wieder die Giiltigkeit von (I) und (II) voraus. — Abb. 21. — Die
Gerade (a, 0)(0, @) mit a €7 hat die Gleichung y = — x + a, so dass C der
uneigentliche Punkt dieser Geraden ist. Aus (C, (a,0), (0, a)) folgt D = (4, B, C,
(0, 0), (0, a)). Also gilt Q,. Fiir alle @ € T ist ((— a, 0), (— @, a), A) und weiter
auch (a,a) = (—a,a)B n (a, —a)A, so dass D= h(4, B, C, (— a, — a),
(— a, a)). Also gilt auch Q,. Der Beweis des Satzes 4 ist damit beendet.

- Als Folgerung des Satzes 4 ergibt sich (*). Es ist ndmlich bekannt, dass jeder
Koordinatenternirkorper der projektiven Ebene, in der d, giiltig ist, ein
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Alternativkorper der Charakteristik + 2 ist ([6], Satz 51 VII, S. 108, bzw.
Satz 1, S. 157); der Beweis der vorigen Behauptung kann nur auf dem Schlies-
sungssatz d, begriindet werden. Die Bedingung (II) ist also erfiillt und (*) folgt
nun augenblicklich aus Satz 4.

Die Bedingung (II) aus Satz 4 ist wesentlich. Das ergibt sich aus den Eigen-
schaften des Systems U+, das mit dem Hallschen System U (Zusatz II, [2])
invers isomorph ansichtlich der Multiplikation ist. Das System U+ ist ein
Quasikorper ([6], S. 92), in dem die Gleichung (— 1) v = — u keine Identitit
ist. Der Quasikérper U+ ist der Koordinatenternirkérper einer projektiven
Ebene, in der die affine Spezialisierung von d, gilt, aber nicht die affine Spe-
zialisierung von Q (was man mit Hilfe des Elementes u, e U+ mit (— 1) u, =+
+ — u, erkennt).
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PesoMme

O JIOKAJIbHBIX CIIEIMAJUN3ALNUAX TEOPEMBI O ITIOJIHOM
YETBHIPEXVYIOJIBHUKE U MAJIOI TEOPEMEI JE3APTA

BAIIJIAB TABEJI (Véclav Havel), IIpara.
(ITocrynuo B pegaxuuio 6/IV 1956 r.)

B crarbe maydaercda HpOeKTHBHAsA INIOCKOCTh, Hecojepykamas HHUKAKOTO
IIOJHOTO YeTHPeXYroJbHUKA ¢ KOJMHeapHBIMU AMAaroHAJbHEIMM BepPMIXHAMI.
BBogurca moHATHE JTOKANBHON CHENUAIM3aLEA TEOPEMHl O TOJIHOM YeThHIpex-
yroasHuKe (Q), coors., Mazuoii Teopemsl [{ezapra (d); npu sTuxX cnenumaimsanm-
AX (UKCHpYeTcA OCHOBHasg rapMOHMYHAsA YeTBePKa TOYEK, COOTB., IEHTP TOY-
KHI TlepeceYeHUs COOTBETCTBEHHBIX CTOPOH.
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FnaBHBIM pe3yibraToM sBJAETCs AHAJIOr TeOpPeMbl 00 BSKBHBAJIEHTHOCT I
Q 1 d B cirydae JIOKAIBHOI cleNAaIN3aUN: U3 JIOKAJIbHO clIeNUaIn3NPOBAHHOM
TeopeMsl Q ciemyer JoKaibHO clenuajumsupoBanHasg teopema d (Teopema 3);
ecqy cIpaBejINBa JOKaJIbHAsA clenuaansanus reopems! d s (IKCHPOBaHHBIX
TOUeK, 00pasyomuXx TrapMOHHYHYI0 YeTBEPKY, TO cHpaBelIuBa I JOKAaJIbHASA
cTenuaIn3amist TeopeMsl @, eciim BHIIONHsETCsA JajibHelimee CymecTBeHHOe
yCJIOBHe, 8 MMEHHO, eCJIM IMeeT MeCTO TOKIecTBO (— 1) £ = — x B HEKOTOPHIX
KOOPAMHATHEIX TePHAPHBIX TeJlaX HaHHOU INIOCKOCTH (Teopema 4).

Hasiee B crarbe cofepskurcesi TeopeMa 00 SKBMBAJIEHTHOCTU JOKAJIBHBIX cIIe-
nuajusanuii npsaMoil u obparHOil MaamnXx Teopem lesapra (teopema 1) m reo-
pema o 3aMeHe 00enX Iap TOYEK OJHON M TOH jKe TapMOHHYHOU YeTBEePKHA TOYEK
(Teopema 2).
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