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Чехословацкий математический журнал, т. 8 (8о) 1958, Прага 

О МИНИМУМЕ ОДНОЙ Л И Н Е Й Н О Й ФОРМЫ 

КАРЕЛ ДРБОГЛАВ (Karel Drbohlav), Прага 
(Поступило в редакцию 27/Х 1957 г.)*) 

Работа посвящена отысканию минимума функции / ( . . . х1з ...) = 
m n 

= 2 2 ^ijxi3 ПРИ условии, что переменные а^ неотрицательны и что 

составленные из них матрицы А7 = (ж )̂ обладают предписанными 
постоянными суммами в отдельных строках и столбцах. 

1. Во всей работе, поскольку не будет оговорок, большие латинские 
буквы обозначают действительные матрицы типа m, п. Пусть А == (а^). 
Если а^ ^ 0 для всех г = 1, 2, . . . , m, ?" = 1, 2, . . . , тг, то мы будем писать 

п п 

А ^0, Далее, если U = ( Î % ) , F = (г;^), 2 w « ^ 2 ^ ' (* = *> ^, . . . , т )> 
> = i i = i 

m m 
2^« ^ 2v^' (J' = *» ^, . . . , w ) , Т 0 напишем С/ ~ F. Итак, U ~0 означает, 

что строчные и столбцевые суммы матрицы U равны нулю. Наконец, выра
жение (U, V) определяется соотношением 

m n . 

(17, V) = 2 2 ^ « • 

Пусть К = (kfj), А = (aw), 4 ^ 0 . Если (Я", 4 ) ^ (J5T, X) для всех X, 
удовлетворяющих соотношениям X ^ 0, X ~ А, то мы скажем, что матри
ца 4 if-минимальна. 

На практике встречается следующая задача; 
Дана матрица К и матрица В >̂ О,1) и требуется среди всех матриц X, 

удовлетворяющих соотношениям X >̂ 0, X ~ В, отыскать хоть одну 
if-минимальную матрицу.2) 

2. Пусть J7 = (i%), F == (%). Мы будем писать U -? F, если для любого 
г = 1, 2, . . . , m и любого / = 1, 2, . . . , п имеют место импликации vti 2^ 0 •=> 

*) Основные результаты этой работы были сообщены на IV^M съезде чехословацких 
математиков в Праге в сентябре 1955 г. 

*) Чаще бывают даны ее строчные и столбцевые суммы. 
2) См., например, [1]. 
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=> v,Lj ^ %,• >̂ 0, v^ fg 0 => Vij ^ ин ^ 0. Очевидно, справедливо утвер
ждение: если U -*? F, то и F — U -<? F. 

Пусть (5 — совокупность всех целочисленных матриц С,, для которых 
О ~ О. Целочисленную матрицу D мы назовем разложимой, если суще
ствует С € (£ такая, что С ^ Д О Ф С Ф D. В противном случае D нераз
ложима. Очевидно, справедлива 

Лемма 2 ,1 . Любую целочисленную матрицу D можно записать в виде 
I) — С + Dj, где С -^> D, С е (5, D± -^ D и D1 неразложима. 

Лемма 2,2. Всякую ненулевую матрицу С е ß можно записать в виде 
г 

С ~ 2 ^fc' г<^е С7с е 2 , О Ф Ск -^ С и Ск неразложимы (к = 1, 2, . . . , г). 

Теорема 2,1. Пусть F ~ О, F + О. Тогда существует разложение 
г 

F = 2 ^ААО где £fc > 0, О Ф CÄ € S, £>fcCfc -=? JP гг С/, неразложимы (к = 
- 1, 2, . . . , r ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть î 7 = (/г7). Из условий F <~^ О, F ^= О нетрудно 
составить последовательность /г-л, /г-л, / < л , ДУ а , . . . , AVa__x, / V a , . . . такую, что 
f*a*a-l < 0 } ^Va > ° (* = *' 2 ' 3 ' • • ' ) • С Р е Д И ИНДвКСОВ j a (<Х = 0, 1, 2 , . . .) 
можно найти два равных друг другу jP = j q , p < g, и пусть при этом 
ia + ?V (P = а = ?» р < ß < q, oc + ß). Обозначим символом Еи матрицу, 
в которой на месте (г, j) стоит число 1, а на всех остальных местах — нули, 
и положим 

Q 

o-i = Min {..., |/г- , I, |Д. , I, . . .} . 

Очевидно, будет о^ > 0, o^Z^ -§ F. Так как строчные суммы каждого члена 
суммы (2,1) равны нулю, то равны нулю и строчные суммы матрицы Dv 

Запишем Вг еще в виде 
< 7 - 1 

D, = У (—Е • 4- Е 4 ) 4- Е • —-Е • 
а=2>+1 

откуда следует, что и столбцовые суммы Dx равны нулю. Итак, О Ф Д е ё . 
Если теперь образовать разложение F = o1D1 + -Уц то получим i ^ ~ О, 

J \ -? JP. Далее ясно, что число нулевых элементов F± хоть на единицу 
превышает число нулевых элементов F. Если Fx + О, процесс можно по
вторить несколько раз, и в результате конечного числа шагов получим 

s 

разложение F = ^агВи где огг > О, О ф А е g, стг1>г -<? JP (Z = 1, 2, . . . , s). 

Применяя теперь к каждой матрице Dz лемму 2,2, получаем искомое раз
ложение. 
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Замечание. Если в теореме 2,1 положить F е & и если F неразложима, 
то обязательно будет F = Dv Тогда каждый ненулевой столбец матрицы 

F содержит в точности два отличных от нуля элемента, один — равный 
I, другой же — 1. Тем же свойством обладает, конечно, и транспониро

ванная матрица F', которая также неразложима. Отсюда легко следует 

Следствие 2Д. Пусть С е € , С Ф О. С неразложима тогда и только 
тогда, если ее можно записать в виде 

С ==: 2 С - Eia*a-1 + Е*аО> 

где Jo = h, jot * U (° ^ <* < Ъ 0 < ß < #> & * /3), *« * V (х = а = 2> 
1 ^ / ? ^ д , * ф £ ) . 

3. Пусть А ^ 0. Обозначим символом €^ множество всех неразложимых 
матриц С € S таких, что 4̂ -f- ^0 ^ 0 хоть для одного g > 0. 

Теорема ЗД. Пусть К, А — матрицы, ^ 4 ^ 0 . Тогда А. будет К-мини-
мальной в том и только в том случае, если (if, С) ^ О для всех С е (£^. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть (if, С) ^ О для всех С е ß 4 . Пусть X >̂ О, 
X ~ 4 Д ф А Докажем неравенство (if, ,4) <̂  (if, X) . Так как О ф 1 -

г 

— 4̂ ~ О, по теореме 2,1 можно писать X — J. — Y cÄCfc, где ofc > О, 
JsTl 

Cfc € ß , QkCk-$X— -4 и матрицы С/с неразложимы (& — 1, 2, . . . , г). Из 
условий А ^ 0, ,4 + (-Ï — ^ ) = X ^ 0 и £ 7 А -5 X — А следует А + 
+ £/А- ^ 0, так что С]с € &А и, по условию теоремы, (К, Ск) ^ 0 (к = 
= 1, 2, . . . , г). Итак, получаем (Ж, X) = (if, .4) + (if, X — А) = (If, Л) + 

г 

+ У@к(К, Ск) s= (-^1 ^ ) и ^5 является if-минимальной. 

Наоборот, пусть (if, С) < 0 для какого-либо С € &Аи пусть A -f- gC ^ О, 
р > 0. Тогда имеем .4 + дС~А, и, далее (if, .4 + дС) = (if, .4) + д(К, С) < 
< (if, A), так что 4̂ не является if-минимальной. Теорема доказана. 

Пусть г, s — два любых индекса, обозначающие столбцы, г Ф s. Пусть 
S ( r 's) — множество всех целочисленных матриц С таких, что С ~ — Elr -f-
+ Eu-

Пусть А >̂ 0. Обозначим символом (S^'s) множество всех неразложимых 
матриц С € <2(r>s) таких, что А + дС ^ 0 хотя бы для одного о > 0. 

Теорема 3,2. Пусть А — некоторая К-минимальная матрица. Пусть 
С € (Ü{A'S\ g > О, А + дС ^ 0. Матрица А + £>С является К-минималь-
ной тогда и только тогда, если (if, С) ^ (Ж, D) д./гя всех D е @^'s). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть (К, С) ^ (К, D) для всех D e ^ ' s ) . Пусть 
X ^ О, X ~ J. -f QC. Докажем неравенство (if, X) ^ (К, А + qC). Поло-
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жим X — А = F; имеем О Ф i ^ ^ дС. Присоединим к F дальнейшую стро
ку: fm+ij = 0 (j== 1, 2, . . . , m; j ф г, ? =М), /™+1зГ =* £, / т + м = — g и по
лучим матрицу F типа m + 1, п. Пусть О и S имеют в множестве матриц 
типа ж + 1? ft аналогичное значение, как О и Е в множестве матриц типа 

Q 

т, п. Имеем О Ф F ~ О, так что по теореме 2,1 можно написать F = ^ дкСк, 
к = 1 

где £fc > О, О ф (4 € ß, дкСк -«? F и СА неразложимы (ifc = 1, 2, . . . , g). Отбра-
Q 

сывая добавленную строку, получим F = V ^С7с, причем эту сумму можно 

записать в таком порядке, чтобы было Ск поп e (S для I ^ к ^ р ж Ске (i 
для р <С к ^ q. 

Применяя к Ск следствие 2,1, нетрудно получить для 1 ^ & ̂  р соотно
шение Ск € ß(r>s). Далее, X = А + F ^ О, а так как £7{;С/{. -^ J7, получим А + 
+ £/<Ас ^ 0, откуда, ввиду неразложимости матриц С ь следует (77, € ß^ , s ) 

(I ^_ к ^ р). По условию теоремы имеем, следовательно, (К, С) ^ (i£, Ск) 

(1 <J /с ^ р). Далее имеют место равенства g = /m+i.r — 2 ^fc* 

Для p < к ^ q будет, очевидно, Ck e S^, так как £fc07(. -^ F и J. + -F ^ 0, 
a, значит, и А + gkCk ^ 0. По теореме 3,1 {К, Ск) 2> 0 (p < к ^ g). 

Ясно, что (z, x - ^) = (К, F) = 2 a(Z, c\) ̂  | е,(я, с») ̂  i е*(ВД -
fc - 1 к « i fc - 1 

== £(if, (7) = (Z, pC) и, следовательно, (i£, X) ^ (2Г, A + QC). 

Пусть, наоборот, (К, С) > (К, D) для некоторой матрицы D e (£^'s). 
Пусть о > 0 такое, что 4̂ + crD ^ 0. 

Если g ^ er, то А + £J9 ^ 0 и имеют место соотношения 4̂ + {?С ̂  4̂ + 
+ ^ Д (К, А + QC) > (К, А + QD). 

Если а < д, то J. + аТ> + {д — а) С ^ О3) и ,4 + aD + (д — в)С~А + 
+ е С, (Z, 4 + crJ9 + (g - er) С) = (Z, i ) + <x(Z, D) + {Q- O)(K, С) < 
< (К, А) + а(К, С) + (д - о)(К, С) = (К,А + дС). 

Ни в одном из этих двух случаев матрица А + дО не является jßT-мини-
мальной. 

4. Можно эффективно найти матрицу С e S^ ,s) из теоремы 3,2 такую, что 
справедливо (К, С) ^ (К, D) для всех D e ß^'s ): 

m 

Пусть А — некоторая ^-минимальная матрица. Обозначим 2а*'?' === сз 

(j = 1, 2, . . . , ?г). Для любых двух индексов и, v = 1, 2, . . . , тг таких, что 
3) Элементы матрицы имеют вид #̂ - = аг̂  + сгс?г-̂  + (̂  — а) с^, где |d^-| ä l, 

|с/5-| ^ 1. Если с^ à 0, то будет хи ^ а^ + odtj ^ 0. Если с^ = — 1, то будет 
Хц ^ o>ij — о — (# — or) = a-j + ßĉ - ^ 0. 
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Си > 0, определим последовательность е(и, v, ос) (ос == 1, 2, . . .) при помощи 
соотношений 

е(и, v, 1) = Min [Jciv — lciu] , (4,1) 
аш>0 

e(^, v, sc + 1) = Min [е(ад, ?, 1) + e(j, v, а)] (ос = 1, 2, . . .) . (4,2) 

Так как е(ад, v, а + 1) ^ e(it, w, 1) + е(и, v, ос), то 

е(и, v, ос + 1) ^ е(м, v, а) (а = 1 , 2 , . . . ) . (4,3) 

Возьмем теперь г, «, г Ф 5, и пусть сг > 0. Найдем С е (5^,s) такое, что 
(К, С) < (К, D) (D € &У}). Пусть р = Min[m, n — 1]. 

На основании (4,2) можно написать e(r,s,p) = 2e0"a-i» /a? 1)» гДе /о = г> 

jj, = 5 и 71? . . . , ̂ _ ! суть подходящие индексы столбцов. Согласно (4,1) вы
разим е(/а_3, ?а, 1) в виде e(jamml, j a , 1) = &г-а,а — fc<e/a^1 с подходящими ин
дексами строк ia (ос = 1, 2, . . . , £>). Притом 

* W . i > ° ( л = 1 , 2 , . . . , р ) . (4,1) 

Обозначим теперь С/ = Т (—^t a j a_i + ^ v J ) т а к ч т о имеет место pa
ct̂  1 

венство e(r, s, р) = (К, U). Далее имеем U е (5(r,s). Произведем теперь на 

основании лемм 2,1 и 2,3 разложение С/ = С + 2 ^ ь где С -$U, Uk -? С/, 

£7fe е <£, а С и C7Ä неразложимы (& = 1, 2, . . . , g). Из соотношения Uk-$ U 
ж из (4,4) следует Uk е @л, а согласно теореме 3,1 (К, Uk) ^0(к = 1,2,. . . , q). 
Итак, имеем 

[К, U) ^ (К, С) . (4,5) 

Из соотношения С -? С/ и из (4,4) вытекает, конечно, и С е <S(J['S). 
Пусть теперь D е Ê^'s). Присоединив к D строку dm+1>j = 0 (? = 1, 2, . . . , п\ 

j ф г, | ф 5), dm+lr = 1, dw+lfS = — 1, мы получим D е (L Вместе с D будет 
неразложимой и D, так что, ввиду следствия 2,1, можно написать D = 

Q 

= — Em+lt8 + Em+1>r + 2 (— ^ Ä j - i + Д ^ Р > гД е индексы (1 ^ ) Ä0, hv . . . , 

...;hQ(^n) отличны друг от друга, индексы (1 <^) gv g2, . . . , gre (<^ m) 
отличны друг от друга и h0 = г, Aff = 5. Теперь имеем (К, D) = 

Q Q 

= (А- 2 (— ^ ^ - 1 + ^ W ) = 2 ( * ^ ~~ hHH-^-Так как 4 + QD = ° д л я 

какого-либо с > 0, должно быть ^(Jßhß_x > 0 (/3 = 1, 2, ...,q) и, следова-
<z 

тельно, (if, D) ̂  2 e ( ^ - i ' ^ ' *) — e ( r ' s> У}' ^° т а к к а к ? — Р» т о с о г л а с н о 

1 
(4,3) будет (Z, D) ^ е(г, 5, р) = ( # , Ï7), а согласно (4,5) (К, D) > (К, С). 
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5. Теоремы 3,1 и 3,2 приводят к двум параллельным методам отыскания 
ÜT-минимальной матрицы. Воспользуемся методом, опирающимся на тео
рему 3,2. 

Пусть К, В — матрицы, В ^; 0. Мы будем искать ^-минимальную ма
трицу А, для которой A r^j В. Пусть h{ (i = 1, 2, . , . , m) и cj (j = 1, 2, . . . , n) 
суть, соответственно строчные и столбцевые суммы матрицы В. В г-той 
строке (i = 1, 2., . . . , m) матрицы i£ возьмем каждый раз минимальный эле
мент &г7.; таким образом &w = Min k{j (i = 1, 2, . . . , m). 

m n 

Образуем матрицу U = 2 & г - ^ — (u^). Имеем £ 7 ^ 0 , 2 ^ - = ^' (* ^ 
г Л j = l 

= 1, 2, . . . , m). Очевидно, что U является К -минимальной. 
m 

Обозначим Uj = 2 ^ w (j = 1 , 2 , . . . , тг). Если wr > cr для какого-либо 

г = 1, 2 , . . . , п, то обязательно будет иг > 0, и для подходящего s = 1, 2, . . . , п 
п п 

должно быть cs > us, так как Y г^ == 2 с г Возьмем фиксированные г, s и 
? = i i l 

согласно п. 4 найдем С1 с (£^'S; так,, что (i£, 6\) ^ (i£, D) для D е (S$'s). 
Пусть ^ — максимальное положительное число, удовлетворяющее усло

виям U -f- ßiC'i ^ 0, @г ^ иг — сг, ^х ^ cs — us. Согласно теореме 3,2 ма
трица Г/ + ^ î^ i = иг будет Х-минимальной. Если столбцевые суммы 
иг все еще не равны данным числам cj (j = 1, 2, ...,тг), то весь процесс 
повторяем применительно к матрице Z7X, a если нужно, и применительно 
к дальнейшим последовательно возникающим матрицам. Таким образом 
получаем последовательность 

U,UvUt,UB,... (5,1) 

^-минимальных матриц. 

Па практике встречается, конечно, лишь тот случай, когда В — рацио
нальная матрица. Тогда числа bi\\ci (i = 1, 2, . . . , ж; j = 1, 2, . . . , n) можно 
записать в виде дробей с общим знаменателем d > 0, d — натуральное 
число. Элементы матриц (5,1) будут тогда рациональными неотрицательны-

с 
ми числами вида -у , где с — целое число. При каждом переходе от Un_l а 
к Un = Un_1 -{- QnCn для соответствующего qn всегда имеет место неравенс-

1 
тво дп ^ —. Отсюда следует, что указанный процесс является конечным. 

et 

Теорема 5Д. Пусть К, В — матрицы, В ^ 0, В — рациональная ма
трица. Тогда в последовательности (5,1) К-минимальных матриц содер
жится матрица Uk такая, что Uk <—' В. 
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Z u s a m m e n f a s s u n g 

Ü B E R DAS MINIMUM E I N E R GEWISSEN LINEARFORM 

K A R E L DRBOHLAV, Praha 

(Eingelangt am 27. Oktober 1957) 

In der vorliegenden Arbeit werden reelle Matrizen (mit A, K, X, . . . bezeich
net) mit m Zeilen und n Spalten in Verbindung mit einem gewissen Minimal
problem untersucht. Zu gegebener К = (ktj) soll A = (a{j) als К-minimale 
Matrix bezeichnet werden, wenn folgende Bedingungen erfüllt sind: 

1. A ^ 0. 
n n 

2. Is t X — (xi:j), X ^ 0 und gilt 2*T^' = 2 a^ ^ u r 3e<^es ^ — 1, 2, . . . , m und 
j = i j - 1 

m m m n m n 

2 ^ = 2a^-für J e d e s
 J

 = x > 2 > • • * ' 9 г > s o ist 2 ^ifla < 2 2^Ä.-. 
г - 1 г = 1 г 1 j » 1 i 1 j = 1 

Das erwähnte Minimalproblem besteht, bei gegebener if, in der Konstruk
tion von mindestens einer if-minimalen Matrix A, in der die Summen der 
Elemente in den einzelnen Zeilen und Spalten gleich vorgeschriebenen Kon
stanten sind. Falls diese Konstanten rationale Zahlen sind, so lässt sich ein 
endliches Verfahren zur Bestimmung von A auffinden, das auf einer schritt
weise gebildeten Folge (5,1) von К -minimalen Matrizen beruht (Satz 5,1). 
Dieses Verfahren wird in §§2 — 4 und insbesondere im Satz 3,2 vorbereitet. 

196 

ц» 


		webmaster@dml.cz
	2020-07-02T18:00:51+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




