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Чехословацкий математический журнал, т . 8 (83) 1958, Прага 

ÜBER LINEARE PERTUBATIONEN 
EINES SYSTEMS VON LINEAREN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 

MILOg RÄB, Brno 

(Eingelangt am 14. Mai 1957) 

In der Arbeit wird eine hinreichende Bedingung für die asymptoti­
sche Gleichheit der Lösungen eines Systems von linearen Differential­
gleichungen und eines perturbierten Systems abgeleitet. Das Resultat 
wird zur Untersuchung der asymptotischen Formeln von Lösungen 
linearer Differentialgleichungen 2. und 3. Ordnung benützt. 

Es seien A(t) und B(t) zwei quadratische Matrizen vom Grad n; die Elemente 
a>ij(t) der Matrix Alt) seien im Intervall (t0; oo) stetig. Wir bezeichnen mit yl9 ..., 

dy 
yn die Komponenten des Spaltenvektors у und y' = - ~ , wo t eine reelle Ver­
änderliche ist. E sei die Einheitsmatrix. 

Betrachten wir das System 

y' = A(t)y (1) 

und das perturbierte System 

z' = {A(t) + 8(0} z . (2) 

Wir werden uns mit der Frage beschäftigen, wann sich die Lösungen des 
Systems (2) asymptotisch gleich wie die des Systems (1) benehmen, genauer, 
wann die Lösungen z(t) des Systems (2) die Form 

z(t) = Y(t)[c + o(l)] (3) 

haben, wobei Y(t) die Matrix des Hauptsystems von Lösungen des Systems (1) 
und с einen konstanten, von Null verschiedenen Vektor bezeichnet. 

In der Literatur wurde bisher die größte Aufmerksamheit dem Fall gewid­
met, wenn die Elemente der Matrix A Konstanten sind. Besonders einfach ist 
der Fall, wenn die charakteristische Gleichung \A — AE| = 0 nur einfache 
Wurzeln besitzt; es wurde aber die asymptotische Gestalt der Lösungen auch 
in dem Fall, wenn die Wurzeln der charakteristischen Gleichung mehrfach sind 
(FAEDO [1], LEVI [2]), vollinhaltlich beschrieben. 
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Für den allgemeinen Fall, dass die Elemente der Matrix A(t) im Intervall 
<£0, oo) stetige Funktionen sind, hat W I N T N E R [3] folgenden Satz bewiesen: 

t n 

Wenn alle Lösungen des Systems (1) beschränkt sind, lim inf / 2 au(x) &x > 
t->ao t0 г = 1 

> — oo und 
, ' oo 

/ | |ß(0| | d£ < oo (4) 

gilt, dann existiert zu jeder Lösung z(t) des Systems (2) eine solche Lösung y(t) 
des Systems (1), daß z(t) — y(t) -> 0 für t -> oo gilt. 

In dieser Arbeit werden wir eine hinreichende Bedingung für die asymptoti­
sche Gleichheit der Lösungen des Systems (1) und der des perturbierten Systems 
ableiten, die viel allgemeiner als die von Wintner ist. Es wird sich zeigen, daß 
(3) immer gilt, wenn nur die Perturbation „genug klein" ist und daß die, ,Größe" 
der Perturbation, welche das System zuläßt, nur davon abhängt, wie sich die 
Norm ||Vr~1(̂ ) B(t) Y(t)\\ für große Werte von t benimmt. 

Das Resultat wird zur Untersuchung der Eigenschaften von Lösungen der 
Differentialgleichung n-ter speziell 2. und 3. Ordnung benützt. 

Satz 1. Es sei das System von linearen Differentialgleichungen z' = {A(t) .+ 
-f- B(t)} z gegeben. Die Elemente a{j(t) der Matrix A(t) seien stetige Funktionen 
im Intervall (tQ, oo). Es sei 

I У а» Уi2> •••> У m 
I У21> УГ22? *••? Уъп 

г - \ 
\Уп1> УпЪ •••? Упп I 

das Fundamentalsystem von Lösungen des Systems y' = A(t) y. 

Wenn 
00 

f\\Y~i(t) B(t) Y(t)\\ dt < oo (5) 

gilt, haben die Lösungen z(t) des perturbierten Systems die Gestalt 

z(t) = Y(t)[c + o(l)] . (6) 

B e w e i s . Suchen wir die Lösung des Systems (2) in der Gestalt 

z = Yu . (7) 

Für die Komponenten des Spaltenvektors и bekommen wir das System 

u' = Y^BYu . (8) 
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Wir werden zeigen, daß mit Bezug auf die Voraussetzung (5) eine solche Lösung 
des Systems (8) existiert, die die Anfangsbedingungen 

lim u(t) = с (9) 
t~»oo 

erfüllt, wobei с einen beliebigen konstanten und von Null verschiedenen Vektor 
bezeichnet (dies folgt aus einem allgemeineren Resultat von Wintner [3] s. 197). 

Das System (8) mit den Anfangsbedingungen (9) ist mit dem System der 
Volterraschen Integralgleichungen 

•t 

u(0 = с + jY~1(x) B(x) Y(x) u(x) dx (10) 
OD 

equivalent. Die Existenz der Lösung des Systems (10) werden wir durch die 
Methode der schrittweisen Näherung beweisen. 

Nehmen wir 
t 

u0 = с , un = (У'-Цх) B(x) Y(x) un_x(x) dx 
CO 

00 

an. Wir werden zeigen, daß die Reihe u0 -f ^un im Intervall (a, oo) {a bezeich­
n e 

net eine passende Zahl I> t0} gleichmäßig konvergent ist. 
00 

Wegen (5) existiert zu jedem s > 0 eine solche Zahl a, daß /||У_1(х) В(х) . 
а 

. Y(x) || dx < £ gilt. Für t >̂ a ist 

*iv < / ЦУ-̂ я?) В(ж) У(ж)|| ||c|| dx < Mf ЦУ-ЧЩ dx < Me , 

wenn ||c|| < M gilt. Durch vollständige Induktion kann man leicht beweisen, 
daß ||un(£)|| < Men ist. Wenn wir die Zahl a so groß wählen, daß e < 1 gilt, so 

00 OO 

ist die Reihe 2 Men eine konvergente Majorante der Reihe 2 un(t)> sodaß die 
n = 1 w = 1 

00 

Reihe Z,un(t) im Intervall (a, oo) gleichmäßig konvergent ist und offenbar 

oo oo 

lim 2 ün(0 == 0 gut, sodaß 2 M O -> с für £ -> oo ist. 
£->oo n - 1 n — 0 

oo 

Die Funktion 2 ün(0 ist eine Lösung des Systems (10), denn es gilt 

00 t 

2 / 
n = 1 oo 

2 11,(0 = с + 2 /У-1И В И Y(x) ип-Л*) dx 
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und wegen der gleichmäßigen Konvergenz der Reihe ]T ü«(0 ^ der letzte Aus-
n =1 

£ со 

druck gleich с + / У~г(х) B(x) Y(x) 2 un(^) àx. Die Lösung des Systems (2) hat 
со п = 0 

wegen (7) die Form 
CO 

z = Y]>>„(0 = Y [c+o( l ) ] . 
n = 0 

Damit ist unser Satz bewiesen. 
Wenden wir jetzt den Satz auf die Differentialgleichung 

*<»> + [Px(0 + &(*)] z^) + ... + [Pn(0 + Ön(01 « = о (ii) 
an, die mit dem System 

Zj — 22? ^2 = = ^3? *••? Zn~l = = ^n> ^n = = (•* 1 П - V i ) ^n • • • (* n 1 У п ) ^1 ' 

equivalent ist. Wenn wir mit y1} y2, ..., yn das Hauptsystem von Lösungen der 
Differentialgleichung 

yW + Px(t) 2/C-D + ... + Pn(t) у = 0 (12) 
und mit TF ihre Wronskische Determinante bezeichnen, erhalten wir 

/у11, 2/2\ ..., 2/rel\ / 0, 0, ..., 0 
_ l / у12, г/22, ..., Г М | 0, 0, ..., 0 
Pf 

/ * / i , 2/2? - , 2/n 
2/i, 2/L •-., Уп 

,lJ\ 5 i/2 ? •••> Уп 

/Qnynlvi + Qn-iynly'i + ...+ Q1ynlyir1), 
= __ J_ / eK2/n22/i + e„-!2/M22/i + ••• + 0^"Vi"_ 1 > . 

Pf 1 
\в«!ГУ1 + Q- i îT"^ + ... + Qxy

nny(î~x\ 

Qnynly2 + ••• + О Л Г 1 ' . .... О Л . + ••• + ^ГЧ"'1^ 
eBr22/3 +... + яагугл..., е , л « + ••• + Qar*&-1) 

Qnynny2 + ••• + Qxynny(z'x\ ••-, Qnynnyn + ••• + С1УЫ""4 / 
Wir bekommen so für die Differentialgleichung (11) den folgenden 

Satz 2. Die Koeffizienten der Differentialgleichung (12) вегеи г'т Intervall 
<(0, 00) ste%. lFe?m /tir «йе i, k — l, 2, ...,n 

/I W,(0 
PT(<) l««(0y* (0 + Qn-At)y'k(t) + •••+ Q&) г /Г 1 '«! dt < 00 
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gilt, wobei Wi(t) das Komplement des Elements y^'^ in der Wronskischen Deter­
minante W(t) bezeichnet, besitzt die perturbierte Differentialgleichung (11) das 
Hauptintegral von der Form, 

m = 2УШЪ + o(\)] 
г 1 

und seine Ableitungen sind durch die Formel 

*km = 1У?ШС< + o(i)] 

für к = 1, 2, . . . , n — 1 gegeben. 

II 

In diesem Absatz wenden wir die oben angeführten Resultate zur Ableitung 
der asymptotischen Formeln für die Lösungen der Differentialgleichung 2. und 
3. Ordnung an. 

Der Ausgangspunkt ist ein Satz, den ZLÂMAL [5] abgeleitet hat: 

Es sei A'(t) eine im Intervall (t0, со) stetige Funktion und es möge 1 
A(t) ^ s > 0, A 4(t) konvex sein. J 

Dann ist das Hauptsystem der Differentialgleichung 

y'+A(t)y = 0 (14) 
von der Form: 

Vi - 4 0 i n 1УА(и) du + o(l)] , y2 = r z z i [c o s / V ^ M du + °( r)] » 
УЖО to ]/A(t) u 

4 £ 4 t 

y[ = y i ( Ö [cos f\/1(u) du +o(l)], y't = - УЩ [sin fyjinjdu + o(l)]. 

(15) 
Durch Applikation des 2. Satzes auf die Differentialgleichung 

z" + Öi(0 *' + [A(t) + QS)l z = 0 (16) 
bekommen wir leicht folgende B e h a u p t u n g : 

Wenn A(t) die Voraussetzungen (13) erfüllt und 
00 

/{ 
Q^)\+\Ql(t)\]dt<ao 

\]/A(t)\ 
to 

gilt, hat die Differentialgleichung (16) ein Hauptsystem von der Form (15). 

Es sei jetzt eine Differentialgleichung dritter Ordnung gegeben 

z'" + éA(t) z' + B(t) z = 0 , (17) 
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wobei A'(t) und B(t) im Intervall <£0, GO) stetig sind. Wenn wir œ(t) = !?(£) — 
— 2A'(t) bezeichnen, können wir die Differentialgleichung (17) in der Form 

T!" + 4A(t) z' + [2A'(t) + co(t)] z = 0 (18) 

schreiben. Wir werden (18) mit der Differentialgleichung 

v!" + 4A(t) u' + 2A'{t) и = 0 (19) 

vergleichen. Wir können die Differentialgleichung (18) als einen speziellen Fall 
der perturbierten Differentialgleichung 

z'" + Qx(t) z" + [4A(t) + QS)] z' + \2A\t) + Q3(t)] z = 0 (20) 

ansehen. Für diese Differentialgleichung beweisen wir folgenden Satz: 

Satz 3 . Die Funktion A(t) erfülle die Voraussetzungen (13) und 

Q2(t) Я \A(t) + ]/A(t) 
+ \Q1(t)\\àt<co (21) 

Dann hat die Differentialgleichung (20) ein Haupt system von Lösungen 

1 + 0 ( 1 ) 1_ \m 
z[ = 0(1) 

4 = 0(1) 

, Z f) 

Z, = 

Y t 
— = [sin 2f]/A(u) du + o(l)] 
\/A(t) и 

t 

2[cos 2/]/Z(^yd^ + o(l)] , 

- 4yZ[T) [sin 2/l/3T(^]d^ +o(l)] 
U 

t . 1 
[cos 2fyA{u) du + o ( l ) ] , 

z* = 2 [sin 2$]JJi(u)du + o ( l ) ] , 

t 

4 ]/Z(I) [cos 2/|/j.(w) du + o(l)] . 

(22) 

B e w e i s . Über die selbstadjungierte Differentialgleichung (19) ist bekannt 
[4], daß ihr Hauptsystem von Lösungen in der Form 

(23) h = У\9 Щ = У1У2 > Щ = y\ 

herausgegriffen werden kann, wobei y± und y2 zwei unabhängige Lösungen der 
Differentialgleichung (14) mit den Anfangsbedingungen 

УМ = ! , y'iih) = ° » У M = 0 » Уа(*о) = х 

sind. Die Wronskische Determinante IF des Hauptsystems (23) hat konstanten 
Wert und die Komplemente der letzten Zeile sind Wx(t) = £/!(£), Иг

2(^) -— 
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= - 2yt(t) y2(t), WS) = yt{t)- Wegen (15) hat die Differentialgleichung (19) 
das Hauptsystem 

Щ = Ух ]/A(t) 
[sin» f]/A(u) du + o( l)] , 

l * 
щ = 2ухУг = —== [sin 2j]/A(u) du + o(l)] , 

]/A(t) („ 
x * 

Щ = 2/1 = | T = [cos2 j]/A(u) du + o(l)] . 

S ta t t des Systems (24) können wir das System 

1 + o(l) 

L (24) 

щ = U3 + % 
V-4(0 

= ü2 = . [sin 2/УЛ(%) dw + o( l ) ] , L 

66o обо 66 = 1 [ c o s 2J]/A(u) du + o(l)] 
Улил t* J 

(25) 

У^(0 
wählen. 

Durch Differentiation der vorhergehenden Beziehungen und durch Anwen­
dung der Formeln (15) kann man leicht beweisen, daß das Hauptsystem der 
Differentialgleichung (19) die Form (22) hat. Ferner gilt für p, q = 1 ,2 , 
i - 1, 2, 3 

CO 

/ 

Wt(x)\ 

W(x) J 

< M 

yvyqQs + (y'jy* + y9yQ) Q-2 + 4vWa ~ АУ*У«) Oil <ь ^ 
0 0 

+ \Q2(x)\ + \]/A(x)Q1(x)\\dx, (26) 

wobei M eine passende Konstante ist. Wegen (21) ist das letzte Integral kon-
3 

vergent, sodaß die Differentialgleichung (20) das Hauptsystem zt = 2 ^ [ С ^ + 
г = 1 

+ o(l)] besitzt und daraus folgt leicht die Behauptung des Satzes. 

LITERATURVERZEICHNIS 

fl] S. Faedo: Proprietà asintotiche delle soluzioni dei sistemi differenziali lineari omo-
genei. Ann. Mat. Рига Appl. (4) 26 (1947), 2 0 7 - 2 1 5 . 

[2] E. Levi: Sul comportamento asintotico delle soluzioni dei sistemi di equazioni diffe­
renziali lineari omogenee. Atti Accad. dei Lincei (8) 8 (1950), 465—570, (8) 9 (1950), 
2 6 - 3 1 . 

[3] A. Wintner: Linear variations of constants. Amer. Jour. Math. 68 (1946), 185 — 213. 

228 



[4] G. Sansone: Equazioni differenziali nel campo reale I, I I , Bologna 1947. 
[5] M. Zlâmal: Über asymptotische Eigenschaften der Lösungen der linearen Differential­

gleichung zweiter Ordnung. Чех. мат. журнал. 6 (1956), 75 — 93. 

Резюме 

О ЛИНЕЙНЫХ ВОЗМУЩЕНИЯХ 
СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

МИЛОШ РАБ (Milos Râb), Брно. 
(Поступило в редакцию 14/V 1957 г.) 

В работе исследуются асимптотические свойства решений возмущенной 
системы линейных дифференциальных уравнений 

z' = {A(t) + B(t)} z (1) 
в связи с решениями системы 

У' = A(t) y . (2) 
Выводится достаточное условие для асимптотического равенства решений 
системы (1) и системы (2): 

Пусть элементы a{j(t) матрицы A(t) являются непрерывными функция­
ми в интервале <£0, оо). Пусть 

У m У vu ••> У щ 
У2,11 У221 - • •» У2п 

\ У nil Уп2ч ' ' ••> Упп I 

есть фундаментальная система решений системы уравнений (2). 
Если 

оо 

/||Y-i(Q B(t) Y(t)\\ dt<œ, 

то общее решение системы (1) имеет вид 
ж(*) = У(*)[е+-о(1)]. 

Результат используется для доказательства теоремы: 
Пусть A'(t) — непрерывная в интервале <£0, оо) функция, A(t) |> в > О, 

A 4{t) выпукло и 

Л 13,(0 
Ш) 

Qt(t) |Qi(*)|\dt< со 

Тогда фундаментальная система решений дифференциального уравнения 
z'" + Q±(t) z" + \±A{t) + QS)] *' + &A'(t) + Qz(t)] z = 0 

имеет вид (22) (см. текст статьи). 
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