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UBER LINEARE PERTURBATIONEN
EINES SYSTEMS VON LINEAREN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

MILOS RAB, Brno
(Eingelangt am 14. Mai 1957)

In der Arbeit wird eine hinreichende Bedingung fiir die asymptoti-
sche Gleichheit der Losungen eines Systems von linearen Differential-
gleichungen und eines perturbierten Systems abgeleitet. Das Resultat
wird zur Untersuchung der asymptotischen Formeln von Lésungen
linearer Differentialgleichungen 2. und 3. Ordnung kentitzt.

Es seien A(t) und B(t) zwei quadratische Matrizen vom Grad »; die Elemente
a;(t) der Matrix A(t) seien im Intervall (¢,; co0) stetig. Wir bezeichnen mit y,, ...,

vy, die Komponenten des Spaltenvektors y und y’ = %lt' , wo ¢ eine reelle Ver-
anderliche ist. E sei die Einheitsmatrix. v

Betrachten wir das System
y — A@)y (1)
und das perturbierte System '
z — {A() + B(0)} . (2)

Wir werden uns mit der Frage beschiftigen, wann sich die Losungen des
Systems (2) asymptotisch gleich wie die des Systems (1) benehmen, genauer,
wann die Losungen z(t) des Systems (2) die Form

z(t) = Y(t)[e + o(1)] 3)

haben, wobei Y(t) die Matrix des Hauptsystems von Losungen des Systems (1)
und c éinen konstanten, von Null verschiedenen Vektor bezeichnet.

In der Literatur wurde bisher die grote Aufmerksamheit dem Fall gewid-
met, wenn die Elemente der Matrix A Konstanten sind. Besonders einfach ist
der Fall, wenn die charakteristische Gleichung |[A — AE| = 0 nur einfache
Wurzeln besitzt; es wurde aber die asymptotische Gestalt der Losungen auch
in dem Fall, wenn die Wurzeln der charakteristischen Gleichung mehrfach sind
(Faepo [1], LEvI [2]), vollinhaltlich beschrieben.
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Fiir den allgemeinen Fall, dass die Elemente der Matrix A(f) im Intervall
{t,, ) stetige Funktionen sind, hat WinT~ER [3] folgenden Satz bewiesen:

t n
Wenn alle Losungen des Systems (1) beschrinkt sind, lim inf [ 2 a;(x) do >
t—>0 t, i=1
> — o0 und
[IIB@)|| dt < oo (4)
ty

gilt, dann existiert zu jeder Losung z(f) des Systems (2) eine solche Losung y(t)
des Systems (1), dal} z(¢) — y(t) — 0 fir ¢ — oo gilt.

In dieser Arbeit werden wir eine hinreichende Bedingung fiir die asymptoti-
sche Gleichheit der Lsungen des Systems (1) und der des perturbierten Systems
ableiten, die viel allgemeiner als die von Wintner ist. Es wird sich zeigen, daf}
(3) immer gilt, wenn nur die Perturbation ,,genug klein‘ ist und daf die ,,GroBe‘
der Perturbation, welche das System zuldt, nur davon abhéngt, wie sich die
Norm ||Y=1(¢) B(f) Y(t)|| tiir groBe Werte von ¢ benimmt.

Das Resultat wird zur Untersuchung der Eigenschaften von Losungen der
Differentialgleichung n-ter speziell 2. und 3. Ordnung beniitzt.

I

Satz 1. Es sei das System von linearen Differentialgleichungen z' = {A(t) +
-+ B(!)} z gegeben. Die Elemente a,i(t) der Matrixz A(t) seien stetige Funktionen
am Intervall (t,, o). Es set

Yo Y125 -+ Yin
Yo1> Yoo -5 Yon

Yn1> Yn2s «+s Yun
das Fundamentalsystem von Losungen des Systems y' = A(f) y.

Wenn
f”Y‘l(t) B(t) Y(£)|| dt < o0 (5)
qilt, haben die Losungen z(t) des perturbierten Systems die Gestalt
z(t) = Y()[e + o(1)] . (6)
Beweis. Suchen wir die Losung des Systems (2) in der Gestalt
z="VYu. (7)

Fiir die Komponenten des Spaltenvektors u bekommen wir das System

u' = YBYu. (8)
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Wir werden zeigen, dafl mit Bezug auf die Voraussetzung (5) eine solche Liosung
des Systems (8) existiert, die die Anfangsbedingungen

lim u(t) = ¢ 9)

t—o

erfiillt, wobei ¢ einen beliebigen konstanten und von Null verschiedenen Vektor
bezeichnet (dies folgt aus einem allgemeineren Resultat von Wintner [3] s. 197).

Das System (8) mit den Anfangsbedingungen (9) ist mit dem System der
Volterraschen Integralgleichungen

t
u(t) = ¢ + [Y(x) B(z) Y(x) u(z) d (10)
equivalent. Die Existenz der Losung des Systems (10) werden wir durch die

Methode der schrittweisen Néherung beweisen.

Nehmen wir

U,=c¢, u,= ftY'l(x) B(x) Y(x) u,_,(x) dz

0
an. Wir werden zeigen, daf} die Reihe u, + > u, im Intervall (a, ) {a bezeich-
n=1

net eine passende Zahl 2> #,} gleichmaflig konvergent ist.

Wegen (5) existiert zu jedem ¢ > 0 eine solche Zahl a, da [||Y~'(x) B(x) .

Y(x) || de < e gilt. Fir ¢ = a ist
@] = 1) B Yo e o = 1 I¥-1BY) e < M
12

wenn |ic|| << M gilt. Durch vollstindige Induktion kann man leicht beweisen,
daB l|u,(t)]| << Mem ist. Wenn wir die Zahl a so grol wéhlen, dafl ¢ < 1 gilt, so

@0 o0

ist die Reihe > Me" eine konvergente Majorante der Reihe > u,(f), sodaB die
n=1 n=1

Reihe > u,(t) im Intervall (a, o) gleichmiBig konvergent ist und offenbar

n=1

lim Z u,(t) = 0 gilt, sodal3 Z u,(t) - c fir ¢ > oo ist.

t—oon=1

Die Funktion > u,(f) ist eine Losung des Systems (10), denn es gilt

n=0
© =)

et S V) B@) ¥(a) uya(a) da

n=0 n=1wm
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und wegen der gleichméBigen Konvergenz der Reihe > u,(t) ist der letzte Aus-
n=1

t =)
druck gleich ¢ + [Y(z) B(z) Y(x) 2 u,(z) de. Die Losung des Systems (2) hat
@ n=90
wegen (7) die Form

z= Yiun(t) = Y[c 4+ o(1)] .

Damit ist unser Satz bewiesen.
Wenden wir jetzt den Satz auf die Differentialgleichung
2 + [Py(t) + @] 2™ 4 ... + [P,(t) + Qu(t)] 2= 0 (11)
an, die mit dem System

’ ’
2y = 2y, 212: 23y cevy Bp_1 T Zpy By = T (Pl %ﬁ Ql)zn T T (Pn +Qn)z1

equivalent ist. Wenn wir mit Y1 Yo - Yn das Hauptsystem von Losungen der

Differentialgleichung

Yy 4+ Py L+ Pty =0 (12)
und mit W ihre Wronskische Determinante bezeichnen, erhalten wir
/yII’ :l/21’ e y"l 0} 07 M 0
1 2 22 L y™ |- 0 0 ... 0
Y—lBY —_ y ’ y H B y ) ) )
Wi o N
?/1”7 an, RS 3/"" * Qn: - Qn—la ceey T Ql
/yy 1?7 AT yn
yl’ Y RS yn

y "y,
Quy" Y, + Q@ yyy + ... Qs
1@y - Quay™yn o+ QY

Quy"Yy + Queyy™yy + o + Quymry Y,
(n-1)

Q.Y + ...+ Quyy" 1’, o QY+ QY )
Quy"yy + ... + QS L Quyrty, - QY

Qy""ys + ... + Ql?/""?/szn_l), oo @YY o+ Qly"”yﬁf‘l)
Wir bekommen so fiir die Differentialgleichung (11) den folgenden

Satz 2. Die Koeffizienten der Differentialgleichung (12) seien wm Intervall
{ty, o0) stetig. Wenn fir alle i,k =1,2,...,n

f J v;’((:)) | 1Qu®) i (1) + Quaa (B 10) + .. + Qu(O) yr->()] dE < 0

225



gilt, wobei W ,(t) das Komplement des Elements y\" =" in der Wronskischen Deter-
minante W (t) bezeichnet, besitzt die perturbierte Differentialgleichung (11) das

Hauptintegral von der Form
2(t) = 2 y(t)[C: + o(1)]
71

und seine Ableitungen sind durch die Formel

n

20(t) = >y (10 + o(1)]

i=1

fir k=1,2,...,n — 1 gegeben.

11

In diesem Absatz wenden wir die oben angefiihrten Resultate zur Ableitung
der asymptotischen Formeln fiir die Losungen der Differentialgleichung 2. und
3. Ordnung an.

Der Ausgangspunkt ist ein Satz, den ZLAMAL [5] abgeleitet hat:

Es sei 4'(t) eine: im Intervall <t,, o) stetige Funktion und es moge } (13)
A() = ¢ > 0, A™ (t) konvex sein.

Dann ist das Hauptsystem der Differentialgleichung

Y + Aty =0 (14)
von der Form:
Y= —— [sin [JA(@@) du + o(1)], y, =+ [cos [ A@u) du + o(1)],
V4w * V4@ "
94 = VAW [cos [VA@) du +o(1)], w3 = — J4() [sin [ A(w) du + o(1)].
(15)

Durch Applikation des 2. Satzes auf die Differentialgleichung
_ 2" 4+ Qi) 2" + [A(t) + @,(1)]z =0 (16)
bekommen wir leicht folgende Behauptung:
Wenn A(t) die Voraussetzungen (13) erfillt und -

©

@s(t)
= Q.0 dE <
f{ (16} ()l} OO

gilt, hat die Differentialgleichung (16) ein Hawptsystem von der Form (15).

. to

Es sei jetzt eine Differentialgleichung dritter Ordnung gegeben

2"+ 4A(t) 2 + B()z =0, (17)
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wobei A’(¢) und B(t) im Intervall (t,, o) stetig sind. Wenn wir w(t) = B(t) —
— 2A4’(t) bezeichnen, kénnen wir die Differentialgleichung (17) in der Form

2" - 4A(t) 2 + [24°(1) + o)z =0 (18)
schreiben. Wir werden (18) mit der Differentialgleichung
w4 AW w4+ 24" (1) u = 0 (19)

vergleichen. Wir kénnen die Differentialgleichung (18) als einen speziellen Fall
der perturbierten Differentialgleichung

27 F Q) 2" + [44() + Qu(1)] 2 + [24°(F) + @Q5(D)] 2 = 0 (20)
ansehen. Fiir diese Differentialgleichung beweisen wir folgenden Satz:
Satz 3. Die Funktion A(t) erfille die Voraussetzungen (13) und

[{1%]+ I

to

t !Ql(m} <. (21)

Dann hat die Differentialgleichung (20) ein Hauptsystem von Liosungen

zlzlﬁ%n, 2z = V*[sm 2fVA (w) du + o(1)],

2 =o(l) , z= 2[cos ZIVZMdu +o(1)],

A=o(l) , z=—4fA() [sin 2fVA ) du + o(1)],
2y = Vﬁ‘ [cos 2 f VA) du + o(1)],
2 = — 2 [sin %f VA () du + o(1)7], (22)
2y = — 4 JJA(t) [cos zjvzay du + o(1)] . |

Beweis. Uber die selbstadjungierte Differentialgleichung (19) ist bekannt,
[4], daB ihr Hauptsystem von Losungen in der Form

Uy = ?/i s Uy = Y1Ya, Uz = Z/g (23)

herausgegriffen werden kann, wobei y, und y, zwei unabhéngige Losungen der
Differentialgleichung (14) mit den Anfangsbedingungen

nlte) = 1, w1ty = 0, wylty) =0, wyalt) =1

sind. Die Wronskische Determinante W des Hauptsystems (23) hat konstanten
Wert und die Komplemente der letzten Zeile sind W,(t) = y3(t), W,(t) =
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= — 2y,(t) ya(t), W4(t) = yi(t). Wegen (15) hat die Differentialgleichung (19)
das Hauptsystem

iy =y = Vf% fsine [} () du + o(1)],

R Uy = 20 1Yy = ﬁﬁ [sin Zt{vm du + o(1)], i (24)
@y =y} — V_z“l(—n feost [}/ du + o(1)]. |
Statt des Systems (24) konnen wir das System
- = 1+ 0(1)
Uy = Uz + Uy V:‘lv) > l
Wy — iy — V?Tlﬂ [sin 2/} () du + o1, | (25)
Uy = Uy — Uy = Vﬁ [cos 2 tf“VZ(u—) du + o(1)] !

wahlen.

Durch Differentiation der vorhergehenden Beziehungen und durch Anwen-
dung der Formeln (15) kann man leicht beweisen, dall das Hauptsystem der
Differentialgleichung (19) die Form (22) hat. Ferner gilt fir p,q =1, 2,
1=1,2,3

@

[ i

- wpyaQs + W + Yuyy) @2 + 2(y5y, — Ayyy,) @) do =

= VA {WZM) @) -+ V4@ Qm} (26)

wobei M eine passende Konstante ist. Wegen (21) ist das letzte Integral kon-
3

vergent, sodaB die Differentialgleichung (20) das Hauptsystem z, = > u,[C; +
i—1

=+ 0(1)] besitzt und daraus folgt leicht die Behauptung des Satzes.
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Pesowme

O JJMHEAHBIX BO3MYIIEHUIX
CUCTEMBI JJUHENHBIX JIUOOEPEHIIMAJILHBIX YPABHEHUN

MUIJIOLI PAB (Milo§ Réb), Bpso.
(Tlocrymuao B pepaxiuio 14/V 1957 r.)

B paote mecieyoTesa acuMOTOTMYECKIE CBOHCTBA PEImIEHMII BO3MYIIEHHOI
cucTeMbl NUHEHHBIX HudepeHnyatbHBIX ypaBHeHMIT

7 — (A(t) + B(t)} z (1)
B CBA3K ¢ peHlBHI’IHMH CUCTCMbL
y = At)y. (2)

BriBonurest gocraTouHoe yciioBue fisi aCHMITOTHYECKOTO PaBEHCTBA PeNIeHUIT
cmeremst (1) m cueremst (2):

ITycmov saemenmor a;;(t) mampuyor A(t) seasiomes HenpepuierslMu GYHEYUI-
mu ¢ unmepsaae {t,, o). Iycmo

Yo Y120 oo Y1
Y __ y217 y227 RS yZn

ynh yn27 Ty yrm
ecmv PyHOAMERMAALHAL CUCTREMA DewleHUll cucmemvl ypasruenui (2).
Econ
@0
JIY-26) B@) Yol dt < oo,
To obliee pemenue cucremsl (1) mmeer Bux
z(t) = Y(t)[e + o(1)] .
Pesynbrar wmcnosmpsyercs Juis JOKa3aTeibCTBA TEOPEMBI:
Q,(t)

ITyemo A'(t) — uenpepwisnas ¢ unmepsane {t,, ) ¢yrnryus, A(t) = ¢ > 0,
_\ + [Ql(t)\} dt < 0.

Qs(t)
A

__1,_

ATi(t) eunyrao u
f{ V40

Toeda Pyndamenmanvhan cucmema peuteruili Ouggepernyuanvrnozo ypasueHus
2"+ Qi(t) 2" A+ [44(1) + Q)] 2" 4 [24'(1) + @y(t)] 2 = 0

umeem 6ud (22) (cM. TEKCT CTATHU).
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