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YexocaoBankuii MaTeMaTHUeCKHil mypuaa, T. 9 (84) 1959, Ilpara

LES SURFACES R DANS LES ESPACES PROJECTIFS
DE DIMENSION IMPAIRE

ALOIS SVEC, Praha
(Recu le 28 avril 1958)

Dans le présent Mémoire on étudie les surfaces & réseau conjugué
dans un espace projectif S, _,, admettant une déformation projective
C, .;- Dans la seconde partie de ce travail on établit les fondements de
la théorie des congruences de droites dans Sy, ;.

1. Soit donnée dans un espace projectif S,,+; de dimension impaire 2n + 1
(n = 2) une surface & y = y(u, v) sur laquelle les courbes paramétriques du dv =
= 0 forment un réseau conjugué. Les coordonnées des points de la surface

x vérifient alors ’équation
Yoo = Yu + BYs + 7Y . (1)
Les invariants de Darboux

h=o,—ofp —y, k=pF—of—y (2)
sont invariants par rapport a la transformation y = Ay’. A également lieu
I’énoncé que voici: Soit donnée I’équation (1) et une autre équation

Yuo = &Y + By, + ¥y (3)
et supposons que nous ayons
h="4, k=1Fk, (4)

il existe alors 1 = A(u, v) tel que la transformation y = Ay’ fait changer (1)
en (3). Pour la démonstration voir p. ex. G. TzirzEICA, Géométrie différentielle
projective des réseauxr (1924, Bucarest-Paris), p. 57 sqq.

On peut associer a la surface & toute une suite de transformées de Laplace.
Soit z = 2(u, v) une de deux transformées de Laplace de la surface x, il est
possible alors de considérer la surface (y) comme surface focale de la congruence
L formée par les droites [yz]. Je signale que, partout dans ce qui suit, je suppo-

serai, sauf avis contraire, que les transformées de Laplace de la surface & con-
sidérées ne dégénerent pas.
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Dans la congruence L, les surfaces du dv = 0 sont nécessairement dévelop-
pables; il est possible de choisir la normalisation des points arithmétiques
y et z de telle facon que l'on ait

Yu = K2, 2y = ﬁZ/ . (5)

Il est évident que le k-ieme (k = 0, 1, ...) espace osculateur de la surface
focale (y) ou (z) respectivement est

[y, 2, yO1, 210, 902, 220, 90k-1 =10 40k]
ou (6)

[% z, YO, 20, yo,z, 220, ., yO,I.t—l’ ZE=10, 21,0
respectivement.
J’adopte ici la notation courante

fr,s —_— . (7)

J’appelle k-ieme espace osculateur de la congruence L le long de la droite
p = [yz] I'union linéaire des k-émes espaces osculateurs des surfaces focales
(y) et (z) aux foyers situés sur p, c’est-a-dire 1’espace
[y, 2, ?/0,1, 21,0’ y0,2’ z‘l,O’ e :I/O,k’ zk,O] . (8)

L’indice v de la congruence L soit alors le nombre, pour lequel I't-éme espace
osculateur le long de n’importe quelle droite de la congruence L est de dimen-
sion 2¢ + 1, mais le (¢ + 1)-éme espace osculateur le long de chaque droite
est de dimension plus petite que 2¢ + 3. On a évidemmnet ¢ < n; dans ce
qui suit, je m’occuperai exclusivement des congruences d’indice maximum
1= n.

2. La surface (y) dans S,,+, peut étre déterminée par le systéme d’équations
aux dérivées partielles

n n
yl,O = az, 201 — ,33/ , yO,n+1 — z aiyo,f, + Z bizi,o ,
i-0 i=0
" n )
L0 Z c{yo,z -+ Z el-Zi’O X
i-0 i=0

Je trouve les conditions d’intégrabilité en comparant les coefficients aupres
de %%, 250 (4 = 0, ..., n) dans les équations

P, 10
. (k= 1, ..., 4) étant le second membre de 1’équation (1,).

Dans la suite, je me servirai souvent de la relation

ke i-1 k-1 k
SA,5 B0, =580, on S,= 5 AB, (11)
. j-1 r-0 t=0 s=t+1

qui peut étre vérifiée en développant directement ses deux membres.
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Soit & = 1, alors
k

] k
yrr = (o) = Z,(") B +Z( \)oc‘”f 200
Or on a
i-1
i (e = 3 (1 s =) (12)
=0

de sorte qu’il vient pour £ =1

Yo = aOkz z ( )oc" ki z (z - 1) Boi=i=10,3
—\
im
et enfin
k-1

yoE = a0k £ Syt (k= 1),
t=0

k (13)
k —1 )
Yir = Z ( )(s ) xOF=sf0s—t=1 (b > 1;6=0,...,k — 1).
S t
g=t+1\
On a donc spécialement’
n ntl 1
.7'[(1)’“+1 = nOntl 2 '{”' Z Vn+1,t?/0't s Vnt1,t = Z (n + )( ) (Ontl= 31309 L
t-0 s=t4+1
Ensuite
Za“’ 4 Zb“’ M agyt +§az(a°1z+27,z1/°‘ +
+ Z bz‘lzi’o + b'n(z czyo t 4 Z ez 0)
i i=0 i=0
Si j’écris
n n-—-1 n
Z Z Yyt = Z eyt ot & == Z AsY st (14)
s t+1
_je trouve enfin
a5’ = (ag” + bucy + €0) y - (be"+ D a4 byeq) 2+
i--0
n—-1 n (15)

+2 (o ;" + b,o; + &) Yl + (ay” +bye,) y" " 20 by o bye) 20

En comparant (14) et (15) j’obtiens une partie des conditions d’intégrabilité
sous Ja forme de

C by + &0 = Yutio > (16)
n

b:!,o f (100‘ "{- Z ai“o’i + bne() - ‘XO"HJ ’ (17)
i1

v
=
St



a%,() 'Jf‘ bnci ”f“ & = Vn+],i (i = l’ e 1) ’ (18)
a/:n,,o "{“ bncn = VYntim (19)
b by b, =0 (G=1,...,m). (20)

En appliquant aux équations (9) la substitution

(yzuvzx/ffa,,;b,-ci ei)

21
2y vuf xe ¢ b oa; (21)

le systéme (9) reste inchangé, tandis que (10,) change en (10,), de sorte que

les conditions d’intégrabilité se complétent par les équations qui proviennent
de (16)—(20) lors de la substitution (21). Si je pose

k
e S e o

s=t4+1
£ = D e (23)
sot41
ces équations seront

eg’l + Cnbo + ‘L(,) = 7; +1,0 3 (24)
Cg’l + e + Z €;fP0 + c,ay = priio, (25)

i=1
e?‘l + can‘ —{_ b: - V;H 1,7 (7/ = 13 LR} n — 1) ’ (26)
62,1 + bncn = )’;4.1,1; ’ (27)
Gt i e =0 (=1,..,n). (28)

Les conditions d’intégrabilité du systéme (9) sont donc (16)—(20), (24)—(28),
O Vits €45 Vio €5 SONE déterminés par (13), (14), (22) et (23).
3. Pour la surface (y) qui est une surface focale de la congruence [yz] d’indice
n, les points
Y, yl,C, yO,l’ y2,0’ yﬂ,‘l’ vy yn,O’ ?/(),n (29)
sont linéairement indépendants. J’élimine le cas ot les points y»+1.0 et yor+! dé-

pendent linéairement des points (29); la surface (y) pourra alors étre détermi-
née aussi par le systéme '

yut = oyt 4 pyt + vy, ]
n n . (3())
y(l,'rH-] = my + z %i?/i'" + z piyo,z 4 qyn+1,o , J
-1 i=1

on a ¢ + 0. Il est difficile de calculer les conditions d’intégrabilité du systeme
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(30), pour les besoins de ce qui suit je me borne a trouver les conditions d’in-
tégrabilité du systéme

y1,1 =0, yo,n+1 = my + z n;y""’ + Z pi?/o’i + qyn+1,0 (31)
i-1 i1

qui détermine les surfaces a réseau conjugué dont toutes les deux transformées
de Laplace dégénérent. On trouve ces conditions d’intégrabilité en différen-
tiant (31,) d’apres u et ensuite d’aprés ». En comparant alors les coefficients

aupres de y, yl.¢, y®1 yio y0i (¢ =2, .. n) et y*t1.0 jobtiens (on posant
&= q7'¢,)

mLt |- p};o —emtd = 0, (32)

mot -+ npt 4+ pr'n, — em — eny® = 0. (33)

mb0 4 prt 4 ppy — epy® =0, (34)

npt ol A phn, — et — e =0 (1= 2,....m), (35)

PP e — e =0 (=2, ), (36)

my 4 ' gt — en, — eqht = 0. (37)

4. Supposons que la surface (y), et donc aussi la congruence L qui y est
associée, soit donnée par le systeme (9). Les quasiasymptotiques y, ;+, de la
surface (y) sont alors données, en vertu du fait que I’espace n-osculateur de
la surface (y) est déterminé dans (6,) pour k = n, par I’équation

[y, yO1, ..., y0n, 2, 200, ..., 210 dntly] = 0
¢’est-a-dire
x durtt 4- b, dontl = 0. (38)

\

La substitution (21) appliquée & (38) détermine les quasiasymptotiques
Yn,n+1 de la surface (z) par I’équation
¢, durtl g dontt =0 . (39)

La condition mécessaire et suffisante pour que la congruence [yz] soit W aw sens
de M. A. TERRRACINI (voir Sulla teoria delle congruenze W, Rend. del R. Inst.
Lombardo, vol. LX, 1927), c¢’est-a-dire pour que, sur les surfaces focales (y)
et (z) les quasiasymptotiques v, ,., se correspondent respectivement, est que
Pon aat

aff — bye, = 0. (40)

La surface (y) a pour ses transformées de Laplace les surfaces (z) et (x) ot

X
x o=y, — -y, 41
T =Y, Y (41)

Je vais trouver maintenant les quasiasymptotiques de la surface (x). La surface
(x) a I’espace n-osculateur

72— Iy’ y(),l’ ey ,7/0'", 2, 21>0, ce Zu—z,(), yO_lH—l] s (4_))



les quasiasymptotiques considérées sont donc données par 1’équation diffé-
rentielle
[V drtlx] = [P(antho durtt 20+t dontl)] = 0. (43)

Dans ce qui suit, w, = w, doit signifier w;, = w, (mod ¥). A partir de (41)
nous trouvons que

n41

. n—i+1,0
gL = gl E (n ‘}' 1)(“1}) Yo
2 o4

i=0
ensuite nous avons
YO = ()t = () - (),
(CX,,)Z)"'O = n“uvzn»—l,o _+_ “vzn,o , (“ﬂy)n,o = “ﬂyn,o — (Xﬂ((XZ)"']'O == 0‘2/%"—1,0 ,

yn,0 J— ((xz)n—l,o = g0 , yn+],0 — (“Z)n,o = xz"0 + n(xuzn—l,o ,

c’est-a-dire

[6.2
2n+L0 — n(xm’znvl,o -+ (szn'o -+ (xzﬁzn—l,o - (n 4 l) (‘Ofi) xzn=1,0 __ 1
u

(44)
iy (az n muzm,o) _ (9‘_1 P Mﬂ) — l
& 104
Ensuite ‘
n-—1 .
n + 1 &« 0,n—%i+1 )
Ontl — g0n+2 2o 0, = o0,n+2
g S ()T e
c’est-a-dire
2041 = (bﬁ’fl + oc/:)'(),,,,)zn"l’o—{— b?;lz"ﬁ . (45)

Il s’ensuit de (43)—(45) que les quasiasymptotiques v, ,+; de la surface (x)
vérifient 1’équation

(9‘1‘3‘2 — oy oﬁ,f;) b, dur 4 (b, 001, — bOAb, - afb2) dontl = 0. (46)

o4

La réunion des équations (38) et (46) est caractérisée par la relation

01 0
Sy — Oun®  bubity — Optby—y

2 2
o b2

=0. (47)
De (20,) jobtiens
by b,y b be, = 0, byt b2 e, £ bt =0
c¢’est-a-dire
bty — bytb,—y = byt — by'h, — blew' .
De (27) jobtiens ey' = xff — b,c, de sorte que (47) se transforme en

MuoX — Xy bty — b0y

2 2
o4 0,

+ af -~ b, =0.
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La condition nécessaire et suffisante pour que la congruence [yx] soit W est que

(log gi) L af —bye, = 0. (48)

Une surface & réseau conjugué dans S,,+, sera appelée surface R si les quasi-
asymptotiques de cette surface et de ses deux transformées de Laplace se
correspondent. La condition nécessaire et suffisante pour que la surface (y)
donnée par le systéme (9) soit une surface R, est que U'on ait (40) -+ (48), c’est-
a-dire

af — bye, =0, (1ogbﬁ) —0. (49)

5. Le changement le plus général des facteurs d’homogénéité des points
y et z qui laisse inchangée la forme des équations (9), est le suivant
y=uy, z=1rz; pu=u), r=r1ru). (50)
On a alors
X=ulx, B=wf, b,=pM,, c,=urlc, (51)
et les équations {38) et (39) substistent méme apres (50). Lors du changement

des parametres suivant
u=u(u), v=n0o) (52)

ces équations deviennent

n+1 n+1
x (du) dur+1 -+ b" (dﬁ) dontl — ,

dZ n+1 jv n+1 (53)
l nn+1_1 __Qi o+l
c, (dﬂ) dw B G dv 0.

Je dirai d’une surface & réseau conjugué dans S,,+; qu’elle est isothermo-
asymptotique, s’il est possible de choisir sur elle les parametres u, v (du dv = 0
étant le réseau conjugué) de telle sorte que 1’équation des quasiasymptotiques
Vumtq SOIt durtl — dontl = 0.

On voit d’aprés (53;) qu'une surface (y) est isothermo-asymptotique si et
seulement st Uon peut écrire

x — U T — [7(s — 5
IR U=Uwu), V=7V (54)
c’est-a-dire
x ~
(bg b) - o

La condition nécessaire et suffisante pour que les surfaces (y) et (z) soient
isothermo-asymptotiques, est (49). Si deux surfaces qui se succeédent dans la
suite des transformées de Laplace sont isothermo-asymptotiques, alors elles
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sont toutes les deux des surfaces R. Si une surface donnée est R, alors elle est
isothermo-asymptotique avec ses deux transformées de Laplace. En combinant
ces résultats j’obtiens ce qui suit:

Considérons dans S,,+, une suite de Laplace de surfaces et de congruences qui
les réunissent. St une surface de cette suite est une surface R, alors toutes les autres
sont des surfaces R également (je parle alors d’une swite R). St deux surfaces
qui se succédent dans la suite sont isothermo-asymptotiques, alors la suite considé-
rée est une suite R.

6. On connait bien le role important joué par les surfaces R de l'espace
a trois dimensions (et dont la définition et les porpriété s’accordent avec
celles des surfaces R dans les espaces a plusieurs dimensions) & ’étude de la
déformation projective. Je vais montrer qu’un role analogue est joué par les
surfaces R dans S,,4, si P'on étudie la déformation projective d’ordre n -}- 1
(donc C,4,) des surfaces a réseau conjugué.

Soit donnée dans S,,+, une autre surface (y) & réseau conjugué, déterminée

par le systéme

n n
Yo = 5z, 201 = /}g , Yol = z a0 4 z 5{21’,0 ,
;=0 ;0
' ' (56)

n n
Zn+1,0 — z c % 4 z ¢,200
i-0 i

et qui est avec la surface (y) en correspondance donnée par légalité des
parameétres. Supposons que les surfaces (y) et (y) soient en déformation ', alors
pour chaque couple de points correspondant I'un a I'autre il existe une homo-

graphie K pour laquelle

Ky = ?_/ s ]
Ky, =9, + MY, Kyuw = Vuu + 247, + 29,
KYuus = Y + 30Yuu + 324w + 2 (57)

Kyv = g’v + ‘uly ’ Kymr = yvv _4_ 2#’1?17 + 1“2? ’
Kyvvv = :’?vw + 3/"15% -+ 3;“2?71) + /"ﬁ/—

et
Ky=vy, Kdy=dy + oy, Kd% = d% 4+ 20,dy + o,y ,1 B
K &Py = d% + 3w, d2%y + 3w, dy + w,y . %)
Pour les surfaces (y) et (y) on a, bien entendu,
Y= Ay, + By, A =" B=up, l
X (59)
yuvzzgu_‘_ﬁy: /{'_—_“:"Ea B:&/;
On trouve aisément que
w; = Aydu + p, do, (60)
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en substituant en (58;) et en comparant les coefficients auprés de 7, ¥,, ¥, on
obtient

M=0, uyy=4—A4, (61)
wy = Ay du? + 2(B — By du dv + pu, dv? + (4 — A) d2v . (62)
En comparant les coefficients aupres de du dv?y, et du? dvy,, en (58,) je trouve
A,=A4,, B=1B, (63)
il en vient alors pour les invariants de Darboux
h=h=—-B+A4,, k=k=—B. (64)
Le lecteur vérifiera lui-méme aisément le théoréme général que voici:

Si deux surfaces a réseaw conjugué dans S, (m = 4) sont en déformation
C,, il est possible de modifier leurs expressions analytiques de telle maniére qu’-
elles vérifient toutes les deux a méme équation de Laplace.

On trouve en particulier que si les surfaces (y) et (y) données par les systémes
(9) et (56) sont en déformation C; on peut écrire leurs expressions analytiques
de telle fagon que 'on ait

x=x, B=H. (65)

7. Soient données dans §,, (m = 4) deux surfaces (y) et (¥) & reseau conjugué
vérifiant toutes les deux une seule équation de Laplace

all = Ax10 + Badl | Ox (66)

et supposons qu’elles soient en déformation C, (p = 3). Alors il existe des
homographies p-osculatrices pour lesquelles on a

Ky=g, Kyo =3 (agon, K= 3 (e

i=0 i=0
A=u=1; t=1,..,p.
Alors nécessairement
Kdiy:Z(z.)w,.df—@, wo=1i=0,..,p. (68)
iV
D’une fagon évidente on aura
Kdy =dy + (4, du + u,dv)y c’est-a-dire o, = A;du + u, dv, (69)
il vient de (68,) que I'on a (mod ¥)
uw + 2047) duz + 2(AY, + Bijy) du dv + oy + 2u070) dv* + 7, d2u +
+ ?’U dzv = glt" du2 + 2(Ag!t + B:’_/’U) (‘11L dln + ng dv2 + LI—/u d?au + ?71’ dzv +
+ 2(4, du + u, do)(y, du + y, dv) .



En comparant les coefficients aupres de y, du dv et y, du dv on trouve

Ay =1, =0. (70)
Supposons que nous ayons
Aj=u; =0 pour j=1,..,¢9=p—2. (71)
Alors nous aurons
Ky =y,

Ky g0, Ky g0, Kyno = o0, Kyets — oo 2,0, | o
]{Z/O,l j— :;/'0,1 , A’yo_z — :T/U.Z, e Kyo,q — :7/0,(1 N K?/O,q+l — ?‘/O,q+1 + /’L(I+1?]
et évidemment aussi

Ky=9,..,Kdy=dy, Kdy=dy + (g4 dut*t + p,4, dottl)y

(73)
Ensuite nous avons
qu+2'0 = '?‘/q-{—Z,O _-i_ (q + 2) }'q’,'l?/l’o _|_ }‘ll"'2y B (74)
Ky®ot? = yout2 + (g + 2) pony™' + progsy
et
K dovey — dooy + (g + 2)(Agey dustt - prq, dottl) . )
5]

(0 du + yor dv) + ey -
En substituant (72) en (75) nous trouvons, en comparant les coefficients aupres
de y1.0 et o1
(7 + 2) 2oy dur = (g 4 2)(200 dust 4 gy dort) du,
(g + 2) pgsy dvr+? = (q -+ 2)(Ag4y duttt 4 gy dottt) do
¢’est-a-dire
Y — (76)
Je viens donc de démontrer I’énoncé suivant:

Soient données dans S,, (m = 4) deux surfaces y = y(u, v) et y = y(u, v)

veriftant la méme équation de Laplace et qui sont en déformation C, (p = 3).
Alors pour les homographies p-osculalrices on a nécessavrement

Ky =1y, Ky =y Kyri=y%" @G=1,...,p—1). (77)
8. Supposons que deux surfaces (y) et (y), données par les systémes (9) et
(56) soient en déformation (', ;. Il est possible alors de modifier leurs expres-
sions analytiques de telle fagon que l'on ait (65); pour les homographies
(n - 1)-osculatrices on a d’aprés ce qui précede
Ky=7, Ky®=gw, Kysi=ip (i=1,...,n). (78)
A partir des équations Ky® = y° on obtient deja aisément

Ke=7%, Kz =730 (i=1,..n—1). (79)

[




Ensuite, il vient nécessairement

Kyn+1,0 — gn+1,0 __}_ l? s Ky0,71+1 — _y‘o,n+1 + /’L:T/ . (80)
De la premiere équation découle
Kzn0 = 2m0 vy . (81)

De (80,) j’obtiens
a;=a;, (G=1,..,m), b,=>5b, (1=0,...n). (82)
Pour les surfaces (y) et (y) on a évidemment
Veo = Vies Vie= Vig» & =&, £ =¢. (83)

Par soustraction des équations (18), (18), ou (19), (19), ou (20), (20), ou bien
encore (28), (28) on obtient respectivement b,(c; —¢;) = 0 pour 7 =1, ...,
..., — 1, ou bien b,(c, —¢,) = 0, ou b,(e; —e;) = 0 pour ¢ = 1,...,n, ou

encore cPt— cdl - ¢y — ¢, = 0, c’est-a-dire

|

c;,=¢ (1=0,..,n), e =¢ (@F=1...,n). (84)

Maintenant on voit déja aisément:

La condition nécessaire et suffisante pour que deux surfaces (y), (y) dans
Sy,+1 sotent en déformation projective C, ., est qu’il soit possible de modifier
leurs expressions analytique de telle maniére qu’elles ne différent qu’en coefficients
a, el eq. St deux surfaces (y) et (y) sont en déformation projective C, .y, alors les
r-emes tramsformées de Laplace (r = ..., —2, —1,0,1,2,...) de ces deux sur-
faces sont en déformation C, ., également.

Si la surface (y) est projectivement déformable, le systéme (16)—(20),
(24)—(28) est vérifié pour les fonctions a,, ¢, et pour d’autres fonctions a,, e,
encore, sans que l’on ait ¢, — @, = ¢, — ¢, = 0. Par soustraction des équations
(17), (17), ou bien (25), (25), j'obtients respectivement

x(ag — @) + byleg — €) = 0, ¢, (ag — @g) + Pleg — ) = 0, (85)

il faut donc que l'on ait

xff — b,c, = 0. (86)
Par soustraction des équations (16), (16), ou bien (24), (24) je trouve ab® =
= ay® ou bien €' = el respectivement, on doit done avoir
ay=ay +V, e =2¢,+U; U=U@), V=»V. (87)
A partir de (85,) jobtiens xV + 0,U == 0, ¢’est-a-dire
(log ]:)'— 0. (38)

Pour toute surface projectivement déformable on a nécessairement (86) et
(88); le lecteur vérifiera lui-méme aisément que ces conditions-la sont aussi
suffisantes.
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S’il est donné une surface projectivement déformable (y), alors on a (88) et
donc « : b, = p(u) : p(v). En exploitant cette relation on trouve en substituant
(87)en (85)) que pV -+ U = 0, c’est-a-dire V = ke, U = — ky, ou k = const.
Si la surface (y), donnée par le systéme (9), est projectivement déformable, alors
toutes ses déformations sont déterminées par le méme systéme o Uon écrit toutefois
ay + ko(v) et e — kyp(u) au liew de a, et e,. En conclusion j’obtiens:

Les seules surfaces a réseaw conjugué dans S,,+, qui admettent des déformations
projectives O, sont les surfaces R. Une surface R est déformable d’une infinité
(oot) de fagons.

9. Il est possible d’établir des résultats concernant méme les surfaces pro-
jectivement déformables a réseau conjugué dans S,,+,, dont toutes les deux
transformées de Laplace dégéneérent. Une surface de ce type est donnée par
le systéme (30) avec les conditions d’intégrabilité (32)—(37). Si cette surface
est en déformation projective C,; avec une autre surface

n n
yRL =0, PO =y o+ 2 0GR+ 2t aye (89)
i-1 i=1

on aura, d’apres ce qui précede, pour I’homographie (n -+ 1)-osculatrice
Ky=y, Kdy=dy,..., Kdy=dwy, Kdwy=dy + oy, (90)

c’est-a-dire Ky?+10 = y»+1.0 (mod y) et

Par 1a le probléeme de trouver les surfaces projectivement déformables du
type considéré (on les appelle surfaces R°) est réduit au suivant probléme
analytique: Il faut trouver le systeme de fonctions n;, p; (¢ = 1, ..., n), ¢ pour
lesquelles il existe au moins deux fonctions différentes m et m qui vérifient
avec n;, p; et q le systéme (32)—(37).

J’écris les équations (32)—(34) sous la forme de

mbl — eml® 4 p’m =0, mOl —em +A =0, mO+B=0. (92)
A =mt Py —eny®, B=p' 4 pi’p — epr’ (93)
A partir de (92,3;), (92,,3), (92;) j obtiens

mht = — eB — pp'm, mb! = elom — eB — AL0, mbl = — Bo1

donc
(20 + py°)m — A% =0, py°m + eB — B% = 0. (94)

“Alors deux cas peuvent se présenter:

I. Les équations (94) ne sont pas vérifiées identiquement en m, alors la
surface est non-déformable.
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II. Les équations (94) sont vérifiées identiquement en m. Alors pour la
surface donnée les équations (92) sont complétement intégrables (par rapport
a m) et la fonction m qui est ainsi déterminée dépend d’une constante. J’ai
alors:

Une surface RO est caractérisée par les équations

e =0, p’=0, AW =0, eB— B =0 (95)
et déformable de co! de fagons.
Pour trouver les surfaces R° il faut résoudre le systéme (32)—(37), (95).

Dans ce qui suit U ou bien U, (V ou bien V;) dénote une fonction de la variable
u (v). J’obtiens alors & partir de (95,)

q=UV +0 (96)
de sorte que ¢ = V-1V’, ensuite, il découle de (95,)
Pp=V,. (97)
A partir des équations (36) pour ¢ = =, ..., 2 on trouve successivement
p=V, ¢=1,..,n—1). (98)

n

[’équation (37) se réduit & nd' — en, = 0, c’est-a-dire (_) = 0, ou bien
n

encore
n, = U,V . (99)
A partir des équations (37) pour ¢ = n, ..., 2 on trouve successivement
n,=UV (@=1,...,n—1). (100)
Les équations (33), (34) se réduisent & m, — V-1V'm = m, = 0 avec la so-
lution
m =kV, k= const. (101)

Le systéme de fonctions (96)—(101) vérifie tout le systeme (32)—(37), (95)
et représente donc la solution générale.

La surface (30) est une surface R° si et selement si les fonctions m, ..., q
sont de la forme (96)—(101); on obtient ses déformations en changeant le
nombre k. Par un choix convenable des parameétres u, v il est possible d’obtenir

U=V =1 (102)

de sorte que la surface R générale est donnée par le systéme
n n
y1,1 =0, yO,n-}—l — ]cy + z Uiyi,o +Z Viyo,z‘ + yn+1,0 (103)
i-1 i-1

et dépend de 2n fonctions d’une variable. Par 1 je corrige I'erreur que j’ai com-
mise dans mon travail antérieur Déformations projectives de certaines surfaces
a réseau conjugué (Czech. Math. Journal § (80), 1955, 559—572) ou j affir-
mais qu’une surface B° dans §; dépend de six fonctions d’une variable.
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On peut écrire la surface (103) sous la forme de
y = X(u) + Y(v) (104)

oul'on a

YO = k(X +Y) + 3 UXO 4 3 VY0 f X, (105)
i-1 i1

il en vient par différentiation d’apres u, ou v respectivement
X0 | UX0 3 (Uyy + U XO 4 (U] + )X =0
i=2
YO — P Y0 — 5 (Vo 4 V) YO — (V) £ Y = 0.

i-2

(106)

Comme les transformées de Laplace de la surface (y) sont formées par les cour-
bes X'(u) et Y'(v), on voit que chaque transformée de Laplace de la surface RO est
situde dans un sous-espace & n dimensions. Ensuite on voit aisément de (106)
que les courbes d’une couche du réseau conjugué de la surface R° sont projectives
mutuellement et que chacune d’elles est située dams un sous-espace a n -+ 1
dimensions qui passe par un des espaces dans lequel sont situées les transformées
de Laplace de la surface considérée.

Supposons que X(uy) + Y (v), X(u;) + Y (v) soient deux courbes du réseau
conjugué de la surface R°, alors elles sont toutes les deux situées sur un cone
ayant le point X(u,) — X(u,;) pour son sommet. En procédant au développe-
ment en série de Taylor nous trouvons immédiatement que ce point est situé
dans Pespace déterminé par les points X', ..., X)) et contenant donc aussi
la transformée de Laplace X'(u). En combinant ces résultats jobtiens ce qui
suit:

Une surface R® provient de la construction suivante: Supposons qu’il soit
donmé, dans Uespace S, +,, des espaces S,, Spy Spt1, Snigs Sn C Sptrs Sp € Spies
soit O € S,4; 0 S, el soient ¢, ¢’ deux courbes pour lesquelles O ec C 8,44,
Oec' c S, ;. Soit Ple point variable de la courbe ¢’, Qp = OP n S, cp soit la
projection de la courbe ¢ du point Qp sur Uespace (S,+1)p = (S,, P). La surface
en question est alors engendrée justement par les courbes cp, P ec'.

Cette construction représente une généralisation de la construction des
réseau R & transformées de Laplace dégénérées, dans S;, doanée par M. B.
SEGRE dans Intorno alla teoria delle superficie proiettivamente deformabili e alle
equaziont differenziali ad esse collegate (Mem. della Ace. Italia, Vol. 11, No 3,
1931).

10. Dans toutes les considérations précédentes il y a une lacune désagréable:
on ignore si les surfaces R existent en général. Dans ce qui va suivre, je veux
m’occuper plus en détail des questions d’existence et, en connexion avec cela,
développer les commencements d’une théorie systématique des congruences
de droites dans les espaces de dimension impaire.
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Je vais procéder par les méthodes de Cartan. Soit py = [%eyo], Zo = x(uy, ),
Yo = Y(uy, vy), une droite arbitraire d’'une congruence L de droites dans
Sonts (0 = 1), x,, y, étant les foyers. Chacune des courbes x = x(u,, v), y =
= y(u, v,) est découpé sur la surface focale par une surface développable de la
congruence et son n-eme espace osculateur est de dimension n. Je choisis le
repére correspondant & la droite p, de telle maniére que les points A4,, 4, ...,
cery Agptq (B =0, ..., n) solent situés dans le k-éme espace osculateur de la
courbe x = x(u,, v) et que les points A,, A,, ..., Ay+s (K =0, ..., n) soient
situés dans le k-éme espace osculateur de la courbe y = y(u, v,). Il est alors
aisé de voir qu’en normalisant d’'une fagon convenable les points du repére
on peut obtenir

[Al’ Aza A37 A4y (XY} A2n+1’ *42n+2] =1 (107)
les équations fondamentales étant
2a 2a
dd,,-, = Z Wyq—1,:4; + 0 Aggry, dAg = Z wza,iAi + 0345042,
i-1 i-1
(a=1,...,n), (108)
2n 42 2n 42

dd,,+ = Z w2n+1,iAi , 0dguiy = z w2n+2,iAi
i=1 i1
ot 'on pose pour des raisons de simplicité
Wy3 = Wy, Wag == Wy (109)
et évidemment [w,w,] #+ 0.

Les considérations qui vont suivre auront donc pour point de départ les

équations
4 Wou—1,20+2 = Woagat1 = 0 (@ =1,...,n) (110)

et dans le cas de n = 2 les équations
Wog1p = Waepy =0 (a=1,..,n—1;b=2a+3,...,2n +2), (111)
Oga+1,20+3 = W13, Wggtgeata = Weq (@ =1,..,n —1). (112)
11 vient de ces équations si 'on emploie la notation habituelle de Cartan
Cormtp = Coap =0 (a=1,..,mb=2a+1,..,2n +2). (kI3
Par différentiation extérieure des équations (110) on obtient
[@a4-1,2005] + [0109541,5042] = O,

(a=1,...,n). (114)

[U)za,za—-1w1] -+ [w2“’2a+2,2u+1] =0,

Sin = 2, les équations (111) sont complétement intégrables et la différentiation
extérieure des équations (112) donne

(@=1,..,n—1).
[w2(w2u+4,2a+4 — Wag+g, 2q+2 + Wy — 6()44)] =0,

[1(@aq+3, 2043 — @pat1, 201 T W11 — W33)] = 0, 1
J (115)

o
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De (114) découle Vexistence de ugy, 74, 045 0, (@ = 1, ..., n 4 1) tels que

Woq—1,2¢ = Ma®1 ”+’ VaWg , Waq 9a—1 — OTqWy + PPy » ((I/ == 1’ (] _I" 1)

en resubstituant on trouve u, + V443 = 04 + 0oy = 0 (@ = 1, ..., n). Je pose

Yy = &1y Vatr = T Mo = Ketr1 s T Matr T Xptes
(a=1,...,n)

0y = /31 s Ogt1p = — Qa = ﬁm‘l P U ﬁn+2 ’
et, j’obtiens enfin

Woq—1,2¢ = — Ka+1W1 + a0y,
(a=1,..,mn +1). (116)

Wy, 20—1 = By — Par10

Pour n = 2 il s’ensuit de (115) en vertu du lemme de Cartan

Dgq+3,2a+3 — Wza+1,2a+1 T P11 — Vg3 = Yy,
(@=1,..,n—1). (117)

Wog+y,2a+a — Wagte,2a+e T Weg — Wgg = Wy,

En différentiant I'équation (107) on obtient I’équation complétement inté-

grable

2n +2

z w;; = 0. (118)
i=1

Je vais modifier les équations (117). Soit 1 =< b =< n — 1; en sommant les b pre-
mieres équations (117;) ou (117,) j’obtiens respectivement

b
Oapta, ety — Wz 1 Doy — 0y3) = z Va1 5
a=1

Eq - Wy,

Mopia,20+4 — Wga + b(wyy — wyy) =
1

M=

de sorte que les équations (117) peuvent étre remplacées par les équations

Woa+3, 20+3 — (@ + 1) wgg — awyy + @o;, 1
(a=1,...,n—1). J (119)

Woai1,00+a = (@ 4 1) wgq — Awyy + Wuo, ,
Or (116) et (119) implique
(a=1,...,n + 1) (120)

e2u"1, 20 T eza, 201 — 0
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et pour n = 2

€sa+2,20+3 = (@ + 1) €33 — aeyy, ]
(a=1,...,n —1). (121)

€oa+4,20+4 = (@ + 1) ey — aey,, J

Il ’ensuit de (118) que I'on a

2n +2
> ei=0. (122)
i=1

-

Le systéme (113) se compose de 2n(n + 1) équations, le systéme (120) de
de 2(n + 1) équations et le systéme (121) de 2(n — 1) équations, les équations
(113), (120)—(122) sont linéairement indépendantes de sorte que le repére
associé de la fagon signalée ci-dessus & chaque droite de la congruence, dépend
encore de 2n? + 2n 4 3 parametres secondaires.
Si je pose
W1g = Wy, —1 = Wopnts,ants = Wapta,2nts = 0 (123)

je trouve en différentiant extérieurement (116) les équations

—_ — PN

[wy(dog+y + Ka+1®W3a, 20 — Da-1,20—1 — W3z + V13 — wzaﬂ.za)] -

— [wy(dotg + XaWsa,20 — Dza—1,00—1 — Dag + Dgp — WDga—1,20-2)] = 0,

124
[(01(d/3a + ﬁuwzaﬂ,zaﬂ — Wyq,90 — W33 + Wy — “’2:1-,2(1*3)] - ( )
— [wz(dlgaﬂ + /ga+1(‘)2a*1,2a‘] — Wyq,2¢ — Wyg + w2/2 — w2a+2,2a*1)] =0
(a=1,....,n +1).
On a done
60‘a == o‘aﬂa + €20—1,2a—2 >
(a=1,...,n + 2) (125)

6ﬂa = ﬁa'ﬂ: + €s0.20-3 5

ot les formes de Pfaff 9,, 9 ne m’intéressent pas; les formes €y, 20—3, €34, 203

(@ = 2,...,mn -+ 1) étant lindairement indépendantes il est possible de choisir
le repére de sorte que I'on ait
My =Pa=0 (@=2,..,n+1). (126)
On a alors
€30-1,20—2 = €a0,20-3 = 0 (@ =2,...,n + 1) (127)

et les repéres ainsi spécialisés dépendent encore de 2n% -+ 3 parametres se-
condaires. Les équations (116) deviennent

Wyg = KWy, Wapty,ante = — &KptaWy (128)
Wy = Py, Wop+g, on+1 — ,Bn+2w2

et pour n = 2
w2a—1.2a = wza, 2a—1 — 0 (a == 2; sy n) (129)
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avec les conséquences différentielles

[wyw5,] + [w4(dx; + “1§@2:70—11_“_w:1)} =0,

[w1(day+e 4 Kpra®onta, anta — Wapty, ant1 — W3 + ©11)] +

+ [w2w2n+1,2n] =0 >

(130)
[wi(dBy + B1201 — ®y — 033)] + [w0yy] = 0,
[0105n+2, 2n—1] + ‘
+ [wy(dBr+e + ﬂn+2w2n+1,;n+1 — Wanta,antz — Wgq T Wge)] = 0
et pour n = 2
[01050+1, 20] — [@3®00—1,20—2] = 0,
(@ =2,...,n). (131)

[010324,20—3] — [WeW3042,20-1] = 0 .
Les grandeurs oy, x,+s, 1, fn+e Sont des invariants relatifs, il s’ensuit des
équations précédents que
Oy = oty(eqy + €qq — 2€55) ,

00ty = Opig(N + legg — Meyy — ey + 0 — legy),

132
5/?Lif31(322 + €33 — 2e4), ( )
OBn+s = Pntan + legyy — mey3 — megy +n — leyy) .
Ensuite on trouve facilement
0wy = (€17 — €33) W1, Owy = (€35 — €49) Wy ; (133)

en aditionnant les équations (121) on obtient en vertu de (122)
n(egz + €40) = (0 — 2)(€y + €30) - (134)
On vérifie aisément le résultat que voici:

Les formes suivantes sont les formes invariantes fondamentales d’ume con-
gruence de droites dans Uespace S,,+1: la forme ponctuelle

P = 10,0, , (135)
la forme hyperplanaire
PF = Xptofinta010s (136)

les formes focales de premiére et de seconde espéce

w3+ wpt?
Fy = — o;fn+s w0 Fy= — B10t+s T (137)
Wy Wy

les formes quasiasymptotiques de premiére et de seconde espéce (en supposant le
cas général de «,15f,+5 + 0)

ottt w?+l
o= Mg P " (138)
K49y ﬂn+2w2
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L’expression

P =iy +¢* + F, + F,y) =

(“1w'2lfrlvf P‘ifzf{ﬁ“)(ﬁl@zﬂ — ﬂnfr_zwyzlﬂ)

Nepn
40wy

(139)
sera appelée élément linéaire projectif de la congruence de droites considérée,
dans le cas de n = 1 on obtient I’élément d’une congruence de droites en S,
introduit par M. A. TERRACINT; voir aussi M. E. Crcr, Transformations dévelop-
pables des congruences de droites (Czech. Math. Journal 6 (81), 1956, 260—286).
L’expression suivante est une généralisation de linvariant de Wilsch:

=292 _ %14 )

P* Kntofnta
Je signale enfin qu’il est possible d’orienter les congruences de droites de la
fagon bien connue; la notation pour les formes focales et quasiasymptotiques

est choisi sous ’hypothese que (4,) est la premiére surface focale.

(140)

11. La congruence de droites considérée est donnée par les équations li-
néaires (110)—(112), (118), (128), (129) qui se ferment par les équations
quadratiques (115), (130), (131). Il n’est pas difficile de vérifier que I'on a dans
la notation habituelle p = 2, ¢ = 4n + 2, s, = 4n, s, = 2, N = 4n | 4, ce
qui ne donne, bien entendu, rien d’autre que le résultat connu: une congruence
de droites en S,,4+, dépend de deux fonctions de deux variables.

Je vais trouver encore le degré de généralité des congruences dont les formes
(135)—(138) sont lices par deux relations indépendantes, pouvant d’aillewrs
dépendre de u el v. Je peux poser

w,=du, w,=dv, (141)

d’ol j'obtiens par différentiation extérieure
[du(ws; — wyy)] = 0, [dv(wy — 0g)] =0, (142)
Wg3 — Wy =T AU, @4 — Wy, = rydv . (143)

Les relations citées peuvent évidemment étre écrites sous la forme de

ft(alﬂly 0‘;14-2/3114'2’ (xlﬂn*'z? ﬁl(xn‘*‘z: u, 7'7) =0 (t = 1$ 2) (144)

d’olt j’obtiens par différentiation les relations linéairement indépendantes de
la, forme

fre d(xfy) + far d(&profuse) + far Ad(xifuss) +

145
F Lae d(Bions) | for e+ fodo =0 (t=1,2). (145)

En vertu de
d(x;py) = 1 Aoy + oy APy + oyfy(ry dw + 1y do)
A(0ptofnte) = Pute Adyiy + Xpip APrsy + dpiafnte(ry du + 7, dv)
Aoy fpva) = Prae Aoy + g APy — B (‘7’;:7‘41 7:";; du "“'/:’n—:ip(;ﬂi‘kz)}z dv),
A(Bro6n12) = Py Ay + Gy Ay + Prosya(@a + (0 2) 7y dw — y,my + nry dr)
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Aoy = doy + 53(209y — 017 — @44) ,
Aoxyig = Aoty + Xpta(@onta, anta — Dantr, 2ntr — D35 + O11) 5
ABy = dfy + B1(2wyy — @gp — w3s)

AP s = dfpss + Bute(®an+1, mt1 — Danto, ante — Daq T+ Way)

il est possible d’écrire (145) sous la forme de

P Ay A= pray Ayig 4 prge APy oy APuta + p5 du +

45
b g dy =0 (t=1,2). (143)

La différentiation extérieure de (145) conduit & des identités.

Si je considére maintenant le systéme (110)—(112), (118), (128), (129), (145)
qui se ferme par les équadtios (115), (130), (131), il n’est plus difficile de trouver
p=2,q=4n + 2,8 = 4n + 2,8, = 0, N = 4n -+ 2, ce qui donne le suivant.

Théoréme généralisé de Cartan-Cech. Les congruences de droites dans
Uespace projectif Sy,+q (n = 1) dont les formes (135)—(138) vérifient deux rela-
tions indépendantes existent et dépendent de 4n - 2 fonctions d’une wvariable.

Ce théoréme résout le probléme d’existence des surfaces R, car on trouve
aisément que les quasiasymptotiques des surfaces (4,) et (4,) sont données
par les équations

noi1 i w1 1 .
iyt Ky T =0, Bio] T — Buaawy T =0, (146)

en raison de (141) la condition que les surfaces (4,) et (4,) doivent étre iso-
thermo-asymptotiques est équivalente a

Xy — Oty =0, P — Brra=0. (147)
J’en obtiens:

Les surfaces R dans Uespace S,,+, dépendent de 4n -+ 2 fonctions d’une va-
riable.

Remarque. Dans ce qui précéde, je viens également de poser les fonde-
ments de la théorie des congruences de droites dans les espaces de dimension
impaire; j’ai étudié les congruences de droites dans les espaces de dimension
paire dans mon travail antérieur Congruences de droites dans les espaces
projectifs & dimension paire, Czech. Math. Journ. 8 (83), 1958, 274--284.

E. CarTAX a trouvé que les surfaces R (et donc aussi les congruences R) dans
S, dépendent de six fonctions d’une variable, M. E. Cecu (Transformations
développables des congruences de droites, Czech. Math. Journal, 6 (81), 1956,
260—286) a trouvé un théoreme général qui est un cas spécial (n = 1) du
théoréme généralisé de Cartan-Cech cité ci-dessus.
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Pesome

ITOBEPXHOCTU R B MPOEHTUBHBLIX IIPOCTPAHCTBAX
HEYETHOU PA3BMEPHOCTHN

AJIONC TBEI[ (Alois Svec), Ilpara
(ITocrynmito B pefarimio 28/IV 1958 r.)

Ha moBepxHocTH ¢ cONPsizREHHON ceThio B S,,+ (7 = 1) cymecrByer (n + 1)-
¢IIof KBazmacuMiroTniyeckux Jwunit. Ilyers ..., 7y, @, 7y, ... — Jamiacosa
OCIIeIOBATE/ILHOCTE ITOBEPXHOCTEH ¢ CONPSKCHHOI CeThio; IPAMOINHEAHYIO
KOHPPYOHIMIO ¢ (OKAJIBHBIMU LHOBCPXHOCTSIMU 7Ty, 4 ODO3HAUMM  Uepes
{7;, Ti1qp. HloBepxBocTh 7 HasoBeM 1OBepXHOCTLIO R, eciuI KOHIPYIHININ
{m—y, w} m {o, m,} upunamreskar tuny W, 7. e. ecim Ha MOBCPXHOCTAX -y, T, 7y
KBABUACUMITOTUYCCRUE Yy p+1 COOTBETCTBYIOT APYT JIpyry. lloBepxuocers 7 Mbt
HA30BEM M30TEPMO-KBA3MACHMIITOTUYCCKOM, €CJIM Ha Hel MOMKHO 101o0paTh
napaMerpsl %, v rark, 4ro0ul du dv == 0 GblIa CONPSIIKEHNONR CCTHIO W KBABUCHM-
HTOTUYCCKUE JIMHUN Y, ,+; Oblmu Janbl ypapmenuem durt! — dentl = 0. M
1HoJIyuaeM CJefYIONe pPe3yabTaTh:

1. Ecau noseprmocmv m  paccmampueaemoi Aaniacocoi nocaedosamens-
nocmu geasemes noseprrocmovio B, mo u ¢ce noseprnocmu nocaedosameabHocmu
agagiomes noseprrocmamu R.

2. IHosepxrwocms R ssasemcs u30mepmo-rk6a3uacumMnimomuteckol.

3. Ecau dse caedyrowue opye 3a Opyzom nogeprHOCMU PACCMAMPUBACMOL 1A~
NAACOBOIL NOCACTOBAMEALHOCINU ABASNIOMCA USOINEPMO-KEAZUACUMNINOMUNCCKUMU
Mo 6CA NOCACAOBAMEABHOCL COCMOUMb U3 noseprrocmeil k.

4. Hogeprrocmv R ¢ S,,+, 3asucum om 4n + 2 Pynkyuit 00noi nepemenno.

5. Hoseprnocmu ¢ Syp+,, donyckaiowue npoekmusnve uszeubanus NopLokra
n—+ 1(m.e. Cpyy), U MoabKo onu, g6a10mes nogepruocmamu k.

6. Iogeprrnocmv R ¢ Sy,1q (n = 2) donyckaem ¢ mounocmu. o0l npoekmMusvlr
uzeubanuii C,y,.

Hazosem nosepxHoctbio B° 1y HOBEPXHOCTH B Syp+q, 00a npeodpasonanis
Jlanraca KOTOPOIT BRIPOIKIAIOTCS M KOTOPAst JOIYCKACT HPOCKTHBHBIC H3ruba-
wust O, 1y ILast nosepxuocreii RO B Sy,4; aBTOPOM 10JIYUCHBL ¢IIC;(VIONHC Pe-
3VIILTATDI

[

1. B obwem caynae noseprnocms RO noanwocmoio dana unmeepupyemoil cucme-

Mot (103) u 3asucum om 2n @yuryui 0010l NEPeMCHHOL.

8. Jlwboe us npeobpasosanuit Jlantaca nocepriocmu RO excum ¢ n-seprod
npocmpancmee.



9. Kpuevie o0nozo caost conpsowcennoii cemu noseprrocmu RO npoekmuerb
dpye dpyey u kamcdas uz nux aemwcum 6 (n -+ 1)-meprom npocmparncmee.

10. Iogepxrocmv R® donyckaem oo npoekmusnuix uzeubanuti C,,.

11. Ilosepxrnocmv R° momcno nocmpoumdv caedyrowum obpazom: Ilycmo
6 Synty Oanvt npocmpancmea S,, S, Spt1, Si41; nyemov S, ¢ Sptq, Sy c Sy,
nyemv O € Sy4q 0 S,y u nyemy ¢, ¢’ — dee kpusvie, das komopuxr O € ¢ ¢ Sy,
Occ' c S,y IIycmov, daace, P — mekywas mouka xpusoii ¢', Qp = OP n S,
cp — Npoekmyus Kpugoil ¢ uz mouku Qp na npocmparcmso (Sp+1)p = (S,, P);
mozda paccmMampusaemas nNOBEPrHocms 00pasyemcs kKak pas KEPUSLMU Cp,
Pec'.

Haxonern, B paGore 1monoskeHbl OCHOBAHMSA TEOPUN LUPSAMOJLIHEHHBIX KOHTPY-
SHIMIA B NPOEKTUBHBIX LPocTpaHeTBax, veM obobuiaercs teopus 9. Yexa (r.
e. n = 1). llpuBomsTcs ciegyonime pesyiabraThL

12. Ecau cneyuaauzuposamv penep NPAMOAUHCHHOU KOHeDYIHGUL 6 Syptq
mak, “mobvt umeau mecmo coomuowenus (110) — (112), (118), (128) u (129),
mo gopmvr (135)—(138) unsapuarmrmul.

13. Bupascenue (139) ungapuanmmuo, 0as n = 1 noayuaem usgecmmviic npo-
CRMUBHBIL AUNCUHLIL dAeMEHM NPAMOAUHCIHOT Konepyanyuu ¢ S,.

14. IIpamosuneiinvie KoHepyswyuu 6 NPOCKIMUBHOM RPOCMPAHCIGE Sgpiq
(n = 1), gopmor kKomopox (135)—(138), ydogaemeopsiom 06ym HE3ABUCUMBIM
COOMHOWEHUAM (KOMOpble MO2YM 3ABUCEMb U OM NAPAMEMPOS U, U NPAMbLL
KOMeDYIHYUW), cywecmeyrom u 3asucam om 4n -+ 2 @ynkyuii 00Hoil nepemen-
noit. B wacmuom cayuae noayuaem ymeepymcenue 4.
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