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GEOMETRIE DIFFERENTIELLE AFFINE DES COURBES PLANES

TIBERIU MIHAILESCU, Cluj, Roumanie
(Regu le 15 mai 1958)

L’article présente les éléments de géométrie différentielle des
courbes planes dans le cadre du groupe affine général en employant
la méthode du repére mobile.

A Taide du repére local de classe zéro associé aux points d’une
courbe on étudie les courbes de courbure affine constante auxquelles
on associe un point remarquable — le centre affine de la courbe — on
définit un invariant global — le rapport de trois points d’une courbe —
et on considére la dévéloppée affine et les courbes affines paralléles.

Dans la plupart des travaux concernant les propriétés différentielles affines
des courbes planes on trouve seulement ’étude de celles de ces propriétés qui
sont invariantes par rapport & quelque sous-groupe du groupe affine général
du plan.

Ainsi, O. MAYER et ArL. MYLLER, dans [1], s’occupent exclusivement de la
géométrie différentielle des courbes planes dans le cadre du sous-groupe
centro-affine et du sous-groupe centro-affine unimodulaire. W. BLASCHKE [2]

et E. CARTAN [3] traitent le méme sujet par rapport au groupe affine unimo-
dulaire.

Les propriétés différentielles invariantes par rapport au groupe affine
général a six parametres du plan ont été considérées dans une mesure treés
réduite et d’une maniére sporadique.

En employant les invariants différentiels des courbes planes par rapport
au sous-groupe affine unimodulaire & cinq parameétres, W. Blaschke a con-
struit certaines expressions invariantes par rapport au groupe affine général
lesquelles il a utilisées dans le probléme des courbes W affines, expressions qui
ne sont pas accompagnées d’aucune signification géométrique.

Cette lacune a été comblée ultéricurement par G. CALUGAREANU et GH.
TH. GHEORGHIU [5] pour ’élément d’arc affine et la courbure générale affine
considérées par W. Blaschke.

Dans ce qui suit nous présentons les éléments d’une étude des propriétés
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différentielles des courbes planes dans le cadre du groupe affine général du
plan par la méthode du repeére mobile dans la forme donnée par E. Cartan [3].

On détermine le repére affine associé & un point d’une courbe donnée (C),
on établit les formules de Frenet de la famille de repéres obtenue et on envisage
quelques problémes concernant les développantes du type Cartan et les dé-
veloppées affines.

Les figures d'un caractére plus général associées & la courbe (C) et les pro-
blémes considérés pour le groupe centro-affine et le sous-groupe centro-affine
unimodulaire par O. Mayer et Al. Myller [1] peuvent étre transposés sans
aucune difficulté et traités a I'aide du repére mobile déterminé.

1. Le plus général repere affine dans le plan est formé par un point arbitraire
M et deux vecteurs e,, ¢, lindairement indépendants, le point M étant leur
origine commune.

Un point P du plan est déterminé par rapport & un repére affine fixe par le
vecteur de position

P:M+xlél + @585, (1)
@y, @, étant les coordonnées relatives du point par rapport au repére (M, ¢y, ¢,).

Ce repére dépend de six parameétres. Deux de ces parametres, les coordon-
nées absolues du point M nommées parameétres de position du point, sont les
parameétres principaux, les autres quatres paramétres — les composantes des
vecteurs é,, ¢, — sont les paramétres secondaires.

Pour une variation de tous les paramétres, le point M et les vecteurs ey, 04
subissent des variations données par les formules

- > >

AM = w8y + 098y , 1
-> - -

de;, = w61 + w265, J (2)
> N -

de, = w8, + wye,

ol wy, (1 = 0, 1; k = 1, 2) sont des formes de Pfaff linéairement indépendantes
par rapport aux différentielles des six paramétres.

D’une maniere plus précise, les formes wgy,, wy, dépendent seulement des
différentielles des parametres de position ¢,, t, du point M et les formes w,,, 0,
(h = 1, 2) ne contiennent que les différentielles des composantes &y, &, du
vecteur ¢,,.

Les formes v,,, nommées aussi composantes du déplacement infinitésimal
affine, vérifient les relations extérieures ([3], p. 186) ’

Doy, = [we1, ®1; Wogy Wi »
o (o1, W1] + [@g2, 5] ik =1,2) } (3)

Doy = [, 03] + [0, 0o

qui sont les équations de structure du groupe affine général du plan, le symbole
D indiquant la différentiation extérieure.
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Etant donnée une courbe plane (C'), définie par rapport au repere fixe par

deux fonctions analytiques d’'un méme argument

ti=1tt), (1=12), (4)
on peut associer & un point M de cette courbe un repére affine en prenant de
la maniére la plus générale possible deux vecteurs e, ¢, linéairement indé-
pendants.

L’ensemble des repéres associés de cette maniére au point M constitue une
famille & quatre parameétres. Tous les éléments de cette famille peuvent étre
obtenus d'un seul d’entre eux, choisi d’ailleurs arbitrairement, par les trans-
formations d’un sous-groupe & quatre parametres du groupe affine général,
sous-groupe qui est le sous-groupe de stabilité du point M et qui, par con-
séquent, est le sous-groupe centro-affine.

Nous dirons que la famille est de classe 4 et nous la désignerons par (£&,).

L’ensemble des repeéres de quatriéme classe associés aux point de la courbe
(C") forme un famille & cing parameétres, & savoir: un parameétre principal qui
est le paramétre de position du point M et quatre parametres secondaires qui
sont les composantes &,;, &,; (i = 1, 2) des vecteurs ¢,, ¢,.

Pour les reperes de cette famille les composantes wgy;, w,, ont la forme
g = g At (2 =1, 2), (5)
les coefficients a,; étant des fonctions de ¢ et des quatre parameétres secondaires

Ao; = Ag(t; E11s G125 a1 Eao) - (6)

Il §’ensuit qu’entre les deux composantes il existe une relation de dépen-
dance linéaire que nous pouvons supposer étre de la forme

Wog = AW (7

ou a, est a priori une fonction de ¢ et &;,, la dépendance par rapport a I’argument
t étant réalisée par l'intermédiaire des fonctions (4) et de leurs dérivées du
premier ordre.

Par conséquent, le coefficient «, est une fonction dont l'ordre différentiel
est égal a 1.

Pour pouvoir exécuter les opérations de particularisation du repére mobile,
il est nécessaire d’établir la dépendance effective de la fonction a, des paramétres
secondaires.

EEn différentiant extérieurement la relation (7) et tenant compte des équations
de structure, on obtient I’équation extérieure

[Aay, 0] = 0, (8)

de laquelle on déduit I’équation

2
Aa, = da; + a1(wyy — ®y1) + ©13 — AWy = AWy (9)

ou a, est un coefficient dont 'ordre différentiel est égal a 2.
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Pour une variation ¢ due seulement aux parameétres secondaires, ¢’est-a-dire
si 'on passe d’un repére de la famille (I2,) associé & un point M a un repere
infiniment voisin appartenant & la méme famille et ayant comme origine le
méme point M, la fonction a; admet une variation

0ay = ay(ey — eg9) + afem — €12 (eih: = wik(é)) (10)

déduite de (9) en tenant compte de l'équation wy(d) = 0 qui est valable
puisque le point M reste fixe.

Cette variation ne peut pas étre identiquement nulle car dans ce cas de (10)
il résulterait une relation de dépendance linéaire entre les formes e;; = w;(9).

Par conséquent, la fonction a, dépend effectivement des parametres & et
on peut faire une opération de sélection parmi les repéres (R,) en choisissant
ceux des reperes de cette famille dont les parameétres secondaires vérifient la
relation

a; = 0. (11)

De cette maniére on sépare dans (R,) un sous-ensemble formé par les re-

péres dont le vecteur ¢, est tangent en M & la courbe, comme il résulte de la
premiére des équations (2), qui devient
AM = wge, . (12)

La famille des reperes ainsi déterminés admet un groupe de stabilité & trois
parametres constitué par ’ensemble des transformations affines qui laissent
invariants un point et une droite qui contient ce point.

Cette famille, appelée la famille (R;) des repéres de classe 3, est caractérisée
par les relations

Wop = 0, 013 = Ay04, (13)
la derniére étant une conséquence différentielle de la premiere.

Par rapport & un repére (R,) associé a un point M, ’équation locale d’un
arc de la courbe (C) formé par les points situés dans le voisinage de M a la
forme

xy = f(%) :zsz;' +(n + 1), (14)

en dénotant par (n -+ 1) un terme résiduel dont l'ordre différentiel est égal
amn -+ 1.

Pour déterminer les coefficients 1, du développement (14) on doit remarquer
d’abord qu’un point P de I’arc considéré est un point fixe du plan. Les vari-
ations de ses coordonnées locales x,, x,, données par la relation (1), vérifient

un systéme de Pfaff qui s’obtient en différentiant cette relation et en tenant
compte du systéme (2).
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On obtient le systéme
dx; + wg; -+ T0y; + Xywy; = 0 (2 =1, 2), (15)
qui exprime les conditions de fixité d’un point du plan.
Moyennant ces conditions on déduit de (14)

Qg = S+ 1) Ayt day + 3 iyt + (0 4 1),
c’est-a-dire ' '
— Woy — X Wy — (Zl,,xf) Woy =
=20+ 1) 2N — 0g — 2101 — (D A25) 0y} + > A4l + (n + 1) .
En identifiant, il résulte la formule de récurrence

da, + Ap(@sy — @y1) — Iy, = (p + 1) Aoy (16)

F21:Z(0‘+1)/1a+1)'ﬂ (x+B=p), 4=0, A=ia,. (17)
Par rapport & un repére (£;) caractérisé par les relations (13), 'équation
locale de la courbe est donc

@ = 2at +(3). (18)

Pour obtenir le terme du troisiéme ordre on différentie extérieurement la
seconde des relations (13)

[day + ay(way — 20yy), we] = 0
et on déduit 1’équation
day + ay(wyy — 204) = az0q, , (19)
a; étant un coefficient du troisiéme ordre différentiel.
Le développement (14) devient

@y a

— 2 3 .3

L= M + B U + (4). (20)
De 1’équation (19) il résulte que pour une variation des trois parameétres

secondaires qui restent — un paramétre du vecteur ¢, qui admet seulement

les transformations qui lui conservent la direction, et deux parameétres du

vecteur ¢, — la fonction a, admet la variation

Oay = ay(2ey; — €yy) - (21)

Mais pour une variation de cette espéce (t = const.) la forme Q2 = 2e,, — e,,
est une différentielle totale exacte puisque DQ = 3ayley, €,,] = 0, donc
Q = du, u étant une fonction des trois parametres secondaires mais qui con-
tient paramétriquement ’argument ¢.
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On déduit de (21)
ay = agen (22)
ay, u® représentant les valeurs des fonctions a,, u pour un repére initial (R,),
de la famille, pris d’ailleurs arbitrairement.
Si pour un repere (R;) la fonction a, est nulle, pour tout autre repére de la
famille (R,) cette fonction conserve cette valeur, c¢’est-a-dire que 1’équation
ay =0 (23)
est associée d’'une maniére invariante & la famille (RB;) et posséde par con-
séquent une signification géométrique.
Dans un déplacement du point M sur une courbe pour laquelle I’équation
(23) existe, le vecteur tangent ¢, devient
e+ dé; = (1 + wy) e .
Il a donc une direction fixe et par conséquent, la courbe est une ligne droite,
ce qu’on peut déduire encore de I’équation locale qui se réduit & x, = 0, tous
les coefficients 4, étant nuls comme il résulte de (16) et (17).

Si a, n’est pas identiquement nul, les points pour lesquels cette fonction
s’annule sont des points d’inflexion parce que, dans un tel point, le développe-

ment (20) devient x, = —%3 xd 4 (4).

Laissant de cOté le cas banal des lignes droites et le cas des points d’in-
flexion, nous supposerons dans tout ce qui va suivre a, + 0.

En différentiant extérieurement (19) on trouve

[day + ag(wey — 3011) — 33wy, 0] = 0,
d’olr

day + ay(wyy — 3wy;) — 3a5my = 3030,0,, , (24)
a, étant un coefficient du quatriéme ordre.

La relation da, = a4(3e;; — €55) + 3a3e,; démontre la dépendance effective
de la fonction a, des parametres secondaires, qui peuvent par conséquent
étre astreints & vérifier la relation a, = 0, et par cette opération on extrait de
la famille (R;) une famille (&,) de classe 2.

L’annulation du coefficient a, posséde une signification géométrique.
Une conique arbitraire, dont 1’équation locale est
2 2
U1+ 200512y + Aogy + 2058 + 209575 +- g3 = 0,
coupe la courbe donnée (20) aux points dont les coordonnées x, ont des va-
leurs qui vérifient ’équation

gy + 20150, + (31 + Qgllgy) B + (Ay015 + F05005) 2] + (4) = 0. (25)



On en déduit que les coniques du plan qui ont avecla courbe (C) un contact du
troisiéme ordre en M appartiennent au faisceau

3032 + 2042,2, + Ars — 6a,x, = 0, (26)

leurs centres étant situés sur la droite
3a3x, + azr, = 0. (27)
En annulant a; on détermine donc un des paramétres secondaires en fonction

de deux autres de telle maniére que le vecteur ¢, du repére local soit paralléle
a la droite des centres (27), qui s’appelle la normale affine de la courbe au point M.

La famille (R,) des repéres de classe 2 est caractérisée par les relations
Woy = 0, 15 = A0y,
day + ay(wsy — 20y;) =0, (28)
Wo1 = — (yWq .
De la derniere de ces relations on déduit I’équation extérieure
[day — a4y, we] = 0
et la conséquence de cette équation
da, — a,m,y = 2a50, - (29)

Les vecteurs ¢,, ¢, des repéres (R,) sont déterminés en direction. Ils admettent
le sous-groupe & deux paramétres ¢, = u;é; (i = 1, 2). Puisque, pour une vari-
ation des parameétres secondaires, la fonction a, admet la variation da, = a,e,,
déduite de (29), on établit de la méme maniére comme plus haut que ’'équation

est invariante pour la famille (R,).

Les relations caractéristiques des repeéres mobiles associés aux courbes
définies par (30) sont:

Wy = 0, 0 = Gy, Wy = 0, day 4 ay(wy, — 20y) = 0

et admettent les conséquences différentielles extérieures Dwy, = 0, Dwy; = 0,
Dw,y, = 0. La forme w,, est la différentielle d’une fonction s = s(f) qui dépend
seulement de ¢ et les formes w,;, w,, sont les différentielles totales exactes de
deux fonctions uy(uy, 1s), we(tiy, o) qui dépendent seulement des deux para-
metres restants, ¢’est-a-dire des parameétres u,, .

On peut donc déterminer ces paramétres de maniére que les fonctions
u;, u, se réduisent a deux constantes qui peuvent d’ailleurs étre choisies
arbitrairement.

Il en résulte w,; = w,, = da, = 0, donc la fonction a, se réduit aussi & une
constante qui doit étre différente de zéro.
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Des relations dM = dsé;,, dé, = a,dsé,, dé, =0 on déduit 1’équation
d*M

ast 0 dont l'intégrale générale est

M = M, + sy + 3s*M;, (31)

M, étant un point arbitraire de la courbe.

L’équation (30) caractérise par conséquent les paraboles.

Si a, n’est pas identiquement nul, les points ol cette fonction s’annule
s’appellent points paraboliques.

En considérant les paraboles comme des courbes élémentaires du groupe
affine général et en excluant aussi le cas des points paraboliques, nous suppo-
serons a, % 0.

2. En dehors de I’équation invariante (30), la famille (R,) admet des for-
mations invariantes infinitésimales.

Une fonction des coefficients des relations caractéristiques (28) f(a,, a,) est
un invariant fini du quatriéme ordre si pour toute variation du repeére a l'in-

térieur de la famille (R,) associée & un point M, la variation de la fonction
considérée est nulle.

De (28) on déduit da, = a,(2e;; — e,,), o0, = a,e,,, donc

0 0 0 0 0
6f=5aizda2+5a{~6a4=2az f +( era f)ezz-

da, " ® Qa, * da,

Les invariants finis du quatriéme ordre sont les solutions du systéme d’équa-
tions aux dérivées partielles du premier ordre

oy O _ of of _
XJ-—Z(%M_O, Xzf—_az‘a‘(l—g‘+'“4af%_'0 (32)
qui n’admet que la solution banale f = const.

La famille des repéres (R,) ne posseéde pas d’invariant fini du quatriéme
ordre.

Outre ces invariants finis qui sont des fonctions de point, on considére des
invariants associés aux figures qui sont formées d’un point M de la courbe et
d’un autre point situé dans le voisinage de ce point.

Ces fonctions, qu'on nomme tnvariants infinitésimauxr, dépendent donc du
parametre principal du point M et du parameétre ¢ 4 dt, partie principale du
parametre d’un point M, du voisinage de M.

Ils peuvent donc étre exprimés comme fonctions
(g, @y, 0¢;) (33)
de a,, a, et de la forme m,; qui depénd de dt.
De I’équation de structure Dmy, = [my;, ®;] écrite sous la forme

dwg(0) — dwg(d) = we(d) w11(0) — ®e1(d) w14(d)
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on obtient
Owg; = — €100y » (34)

dans I'hypothése que le symbole 6 désigne une variation des paramétres
secondaires pour laquelle, comme 'on sait, on a wgy(d) = 0.

De P’expression de la variation de la fonction (33)
of of of of
of = (2@2 ‘é&; — Woy "a;);) e + (— Qo 3—0L_2 + a, —az; €25

on déduit que les invariants infinitésimaux du quatriéme ordre de la famille
(R,) sont les solutions du systéme complet

0 0
le = 2“2 502 — Wpq 55];—; = 0 N
(35)
) of . of _
X2f = — Uy 'a—a; - Ay 534 =0

dont la solution générale est donnée par une fonction arbitraire d’une intégrale
de ce systeme.

On peut prendre comme intégrale fondamentale la fonction rationnelle
@ = ar2a4w0§ . (36)

Les invariants finis de la famille (R,) apparaissent dés que 'on consideére les
éléments différentiels du cinquiéme ordre.

De (29) on obtient, par différentiation extérieure, I’équation
dag — ag(wy; + wg) = agmp (37)
(ag étant un coefficient du sixiéme ordre) qui prolonge le systéme des relations
caractéristiques (28) et de laquelle résulte la variation
Oay = ag(ey + €s5) (38)

subie par la fonction a; pour une variation des deux parameétres secondaires
restants.

Les invariants finis du cinquiéme ordre sont les solutions du systéme complet

0 0
le:‘?az”i *asr_f:(),

oa, oa, (39)
Xf =t po Lt =0,

dag T aa; T Tay

et les invariants infinitésimaux du méme ordre vérifient le systéme complet
a quatre variables

S of
Xif = Xof — o Pl (40)
Xof = Xof =0.
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Les solutions du systéme (39) sont des fonctions d’une intégrale du systéme,
par ex. de
(41)

~
|

et la solution générale du systéme (40) s’exprime par une fonction arbitraire

de deux intégrales indépendantes.
L’une d’elles est I'invariant infinitésimal (36) et I'on peut prendre pour la

seconde intégrale la fonction

oo™
— %o 42
P1 ay (42)
Les invariants ¢, ¢,, [ de la famille (R,) sont liés par la relation

ol = ¢f, (43)

ce qui montre que les fonctions ¢, I seules sont des invariants fondamentaux.
Pour déterminer les significations géométriques de ces invariants on associe
localement aux points d’une courbe de nouvelles figures géométriques.
Ainsi, du faisceau de coniques qui ont avec la courbe en M un contact
d’ordre 3, faisceau qui est représenté par rapport a un repere (R,) par I’équation

g - pxy — 2w, = 0 (44)
déduite de (26), on extrait la parabole unique de cette famille
s — 2wy = 0 (45)
qui a un contact d’ordre 4 avec la courbe (C'), comme on le démontre aisé-
ment en utilisant le développement
aja,

a
ry= Doy Dl g

Mgy B 0 g (o) (40)

40

associé¢ a la famille (R,) jusqu’a l'ordre 5 inclusivement.
Cette courbe est appelée parabole osculatrice en M a la courbe (C).
Les valeurs de x, qui correspondent aux points communs & la courbe et
1 I ]

7

a une conique a centre arbitraire du faisceau (44) sont les solutions de I’équation
2 at 8% 48 1 (6) = 0 47
ad(pe — ay) 2 — 5 % + (6) = 0, (47)

de laquelle on déduit que le faisceau (44) contient une seule conique & centre
ayant un contact d’ordre 4 avec (C') en M.
Elle est représentée par I’équation

ayry + u,4x§ — 2x, =0, (48)

se nomme conique osculatrice (C'y) en M & (C') et son centre est le point

Co=M + ;4 Gy . (49)
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Les points d’une courbe (C), qui ne sont pas des points paraboliques (¢, = 0),
se classifient en points elliptiques (a,a, > 0) et points hyperboliques (a,a, < 0)
d’aprés le genre de cette conique osculatrice.

Dans le cas d’un point elliptique, les tangentes & l’ellipse osculatrice qui sont
paralléles & la normale affine coupent la tangente & (C) en M aux points

T, = M +

E —
— &

(e2 = 1). (50)
Aoty

Si M est un point hyperbolique, les tangentes & I’hyperbole conjuguée paral-
léles & la normale affine donnent les points

ji = M —{—*—,‘78——‘—2 51 (82 == 1) . (51)
V" (ally
La droite déterminée par un point M’ situé dans le voisinage de M et par

un point arbitraire M, de la tangente & (C) en M coupe le diametre conjugué
a la normale affine au point M.

De la relation
oty
2

MM = ( 3+ (3)) MM, (52)

on déduit que 'invariant infinitésimal (36) représente la partie principale du
points M’ du voisinage de M sont équivalentes aux formes w,, correspondan-
tes, comme cela résulte de la premicre des formules (2).

La normale affine a en commun avec la conique osculatrice le point M et le
23
a €y

pointl—j — M +

L’ensemble des points P constitue une courbe (C') associée a la courbe
donnée d’une maniére intrinséque et invariante par rapport au groupe affine
général.

La tangente & (C) au point P est déterminée par ce point et le vecteur
directeur

gl w -
dP = — Z‘; (a2é, + 4age,) .
4

La paralléle menée par M & cette droite coupe la parabole osculatrice aux
points M et

s = 8a > > .
Q=M+ &;&5‘2 (afe;, + dase,) , (53)
et la tangente en P & la conique osculatrice au point

= — a, - 2.
P,:M+§aiel+a—e2. (54)
4

T
5

o
~3
&




A un facteur numérique inessentiel prés, la relation

MQ = 16 > MP (55)
2
fournit la signification géométrique de I'invariant fini (41) que I'on appelle
Uinvariant de courbure affine.
La tangente & (C) au point M a en commun avec la tangente en P a la courbe
(C') et avec la droite PM' respectivement les points

Py— M — M, — M+xl(l+ it 2+(4))'e‘1.

Qs

De la relation

— ) .
M, = =55 (1 + 80y (4)) PM (56)

4

on dedult que la partie principale du rapport des vecteurs paralléles M J i, o
P, M est équivalente, en négligeant le facteur numérique 2, a l'invariant
infinitésimal du cinquiéme ordre (42) que 'on nomme forme de courbure affine

3. L’invariant infinitésimal (36) étant indépendant des parameétres secon-
daires du repére, est une fonction qui dépend seulement du parameétre
principal ¢ et de d¢ et dont la valeur au point M est positive ou négative suivant
que le point M(t) est elliptique au hyperbolique.

Si un arc de la courbe (C), correspondant aux valeurs prises par ¢ dans un
intervalle déterminé [Z,, t], est formé par des points elliptiques (a,a, > 0),
alors la forme el/?(: est une différentielle invariante

ds = HV‘EWM ) (57)

avec laquelle on peut construire I'invariant intégral
t —
= tf Vaz%wm (58)

déterminé au signe et & une constante additive pres.
Pour les arcs formés de points hyperboliques (a,a, < 0) I'invariant intégral
respectif est

t
s(t) :/ V= ayaqwq; - (59)

Cet invariant est l'arc affine de la courbe.

4. Pour exécuter la derniére étape de 1’opération de particularisation du
repére on remarque en premier lieu que la forme 2 = w,, — 2w,, est une
différentielle totale exacte puisque l'on a DQ = 0, en tenant compte des
relations caractéristiques de la famille (R,).
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Les formes w,,, w,, dépendent seulement des différentielles des deux para-
metres secondaires de la famille, par conséquent la forme £ est la différentielle
totale d’une fonction » qui dépend de ces deux paramétres.

On peut soumettre ces parameétres a la condition qu'un d’eux soit une

\

fonction de l'autre de maniére que la fonction w se réduise & une valeur
constante donnée d’ailleurs arbitrairement.

Par conséquent on a 2 = du = 0.

Aprés cette opération il reste un seul parameétre secondaire, et I’équation
da, + ay(wss — 2w4;) = 0 se réduit a da, = 0, donc le coefficient a, a une
valeur constante, différente de zéro, mais completement arbitraire.

On a obtenu ainsi la famille (R,) des repéres de classe 1.
Une variation due au dernier paramétre secondaire que nous noterons avec
&, transmet au coefficient a, la variation da, = a.e,, olt e,, est de la forme
ey = (&, 8) & =0 v (§0), (60)
v (&, t) étant une fonction qui contient aussi le paramétre principal .
Il résulte que, pour une variation finie de &, c’est-a-dire si I'on passe d’'un
repere initial (R,),, a un autre repére (R,), de la famille (R,), la fonction a, vé-

rifie la relation
ay(&, ) = ay(&p, 1) V&0Vt

de laquelle on déduit qu’il est possible de déterminer une valeur de & en chaque
point de la courbe de telle maniére que la fonction a,(&,?) se réduise pour
tous les points de la courbe & une méme valeur constante k + 0, donnée
arbitrairement.

La parameétre £ est défini en fonction de ¢ par I’équation

k
V(& 8) = v(&, t) +In *ago,—t)‘ .

Par cette derniére opération, & chaque point M de la courbe (C') qui n’est

ni un point parabolique, ni un point d’inflexion, est associé un repére unique.

L’ensemble de ces repéres constitue la famille (R,) de classe zéro, le groupe
de stabilité corespondant étant réduit & la transformation identique.

Les valeurs constantes des coefficients a,, a, se choisissent de maniére & ré-
aliser, pour les formules (2) qui donnent les variations des éléments fonda-
mentaux des reperes (E,), une structure simple et commode pour les calculs.

Ainsi, dans le cas d’un point elliptique, on peut prendre
Ay =, =1, (61)
et les relations caractéristiques deviennent

Woe = 0, W1 = Wy, Wy = — Wy, Wy = — Agyqy , Wyy = — 2AzW¢, .

[
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En notant
W, =ds, a5;=c, (62)

2

les formules (2), qui sont les formules de Frenet associées a la courbe (C),
s’écrivent

AM = ds?, ]
de, = (— ce; + ;) ds, (63)
de, = — (&, + 2ce,) ds . ]

——— .
Les vecteurs MT,, MC', sont donc les vecteurs fondamentaux ¢,, ¢, des
reperes (R,).

Pour un point hyperbolique on prend les valeurs a, = 1, a, = — 1 et, avec
les mémes notations (62), les formules de Frenet deviennent
dM = dse, ,
de, = (e, + ¢,) ds, (65)

de, = (¢, + 2ce,) ds ,
les vecteurs fondamentaux étant M 7_’2, ]F[?fz, le point 7'y étant donné par (51).

Les systémes (63), (65) peuvent étre englobés dans une transcription com-
mune

AM = dsé, ,
de, = (— ece; 4 ¢,) ds, (66)
de, = — e(é; + 2ce,) ds
en prenant ¢ = -+ 1 pour les points elliptiques et ¢ = — 1 pour les points

hyperboliques.
Par rapport & un repere (R,) I'équation locale de la courbe, jusqu’au terme
de I'ordre 6 inclusivement, est donnée par le développement

1

_ 2
x2—§x1+

€ c 2(c" + 3ec?) 4 15
R Rt B e B TN ()

Paccent indiquant I'opération de dérivation par rapport a I'arc affine s.

L’élimination des vecteurs gl,e_; des équations du systeme (66) conduit
a Péquation différentielle
M azm dM
& B o b (6] 202 fg) e = 0 (68)
ds? ds? ds
vérifiée par les vecteurs de position des points de la courbe donnée (C'), équation
qui est valable aussi pour les courbes qui sont les équivalentes affines de (C).
La connaissance de la courbure affine ¢ en fonction de 'arc affine s n’est pas
suffisante pour déterminer — dans le cadre du groupe affine général — une
courbe unique, a cause de 'ambiguité due a I'existence du facteur e.
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Une relation de la forme ¢ = ¢(s) détermine par conséquent deux types de
courbes, & savoir le type elliptique correspondant & la valeur ¢ = - 1 et dont
tous les points sont des points elliptiques, et le type hyperbolique (¢ = — 1)
a points hyperboliques.

Par exemple, les courbes de courbure affine nulle sont les coniques a centre,
celles définies par I’équation

B dM
S T s = 1
i@ ds (e = +1)
étant des ellipses et les coniques définies par I’équation
ds i1 di
Sl p = — 1
ds? ds 0 (e )

étant des hyperboles.

5. Les courbes dont la courbure affine générale est constante ont été dé-
terminées par W. Blaschke ([2], p. 24).

Dans le cas ou
¢ —4e > 0, (69)

I'intégrale générale de I’équation (68) est
M = 50, 4 ersCy + Cy (70)

C,i=0,1, 2) étant les vecteurs de position de trois points fixes du plan non
collinéaires et pris d'une maniére arbitraire et r,, r, étant les racines de I’'équa-
tion

r? - 3eer 4 (2¢% f- &) = 0. (71)

Les courbes (70) sont les transformées affines de la courbe

X, =", X,=c¢", (72)
qui peut étre representée par ’équation unique
> Ty

X, = X1 (7' o= T) . (73)
1/

La courbe (72) est transformée en elle-méme par les transformations du
groupe affine & un parametre

X, =evX,, X,=cevX,,

le point qui correspond & la valeur s de I'arc affine étant transformé dans le
point qui correspond & la valeur s -+ o.

[inégalité (69) est vérifiée dans le cas de ¢ == — 1 pour toutes les valeurs
de ¢. Les courbes de courbure affine constante et du type hyperbolique qui
appartiennent & cette classe existent pour une valeur quelconque de la con-
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stante ¢, tandis que les courbes du type elliptique existent seulement pour les
valeurs de ¢ qui vérifient 'inégalité ¢* > 4.
Dans le cas ou

¢ — 4e <0, (74)
Pintégrale générale est
M = evcos bs (71 -+ €% sin bsé’2 + 6’0 (75)
ol
- 3ec o 1 /*h—"‘—é
a/——7, b—*§‘|,48-*6.

Les courbes respectives sont les équivalentes affines de la courbe
X, =ewcosbs, X,=e*sinbs, (76)
qui est une transformée affine de la spirale logarithmique.

La courbe est transformée en elle-méme par le groupe affine a un para-
metre
X, = ew(X, cos bo — X, sin bo),
X, = ev(X, sin bo + X, cos ba) , } (77

les points équivalents correspondant aux valeurs s, s + o.

Cette classe contient seulement des courbes du type elliptique et seulement
pour les valeurs de ¢ qui vérifient I'inégalité ¢? < 4.

Les courbes de courbure affine constante correspondent donc aux cercles du
groupe isométrique, tant par la propriété d’avoir la courbure constante que
par la propriété d’étre transformées en elles-mémes par un sous-groupe & un
parametre du groupe fondamental respectif.

L’analogie est accentuée par 1’existence d’un point associé & une courbe de
courbure affine constante dont la situation par rapport a la courbe est sem-
blable & celle du centre d’un cercle par rapport au cercle.

Si on associe & chaque point d’une courbe donnée (C) d’une maniére in-
trinseque et invariante par rapport au groupe affine une droite unique (A4),
on obtient une famille de droites & un parametre qui admet une enveloppe (I)
associée a la courbe (C').

Le degré de généralité de cette figure peut étre restreint en posant la con-
dition que (4) soit affinement fixe par rapport au repére mobile associé aux
points de la courbe (C') et que son enveloppe (/") se réduise a un point.

Une droite qui satisfait la condition de rigidité affine est représentée loca-
lement par une équation de la forme x, = ux, ol u = const.

Un point de cette droite P=M -+ @6, + 246, déerit une courbe tangente
a la droite parallele au vecteur directeur

AP = {da; -+ ds — e(c + w) 2, ds} ¢, + {wda; + 2,1 — 2ecu) ds} ¢, .
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Si les droites (4) forment un faisceau, elles existent les relations

d d
£+{1—s(u+c)xl}:o, u£3+(l—2sztc)xlzo, (78)

desquelles par ’élimination de la fonction x; on déduit I’équation
(eu? — euc + 1)(2euc — 1) — eu’ = 0 (79)
qui détermine le coefficient directeur «.

Puisque ce coefficient est constant il s’ensuit que ¢ doit étre constant et
I’équation (79) se réduit a

(eu? — euc + 1)(2euc — 1) = 0. (80)

Il y a donc deux cas a envisager.

a) eu? —euc +1=0.

- dx . ' ;
En éliminant % de (78) on obtient I'équation (su? — euc + 1), = u et

dans ce cas la valeur de x; qui détermine sur (4) le point fixe P est impropre.

b) 2euc —1 = 0.

Les relations (78) deviennent % =c¢gu+c)x, —1, u % = 0, donc
da, 1 SRNET
’—d; == 0, Xy = ;—(&-—_}_?) , C eSt“a'dlre
& 2ec 1
= = = =y = 22 | ¢ . 81
209 Ly 2CZ+8’ Ly 202+£ (C |F:#=0) ( )

Par conséquent, le probléme est possible seulement pour les courbes de cour-
bure affine générale constante & I’exception des courbes du type hyperbolique
dont la courbure a la valeur

¢ =1 VT;— (m*=1), (82)

et que nous désignerons par la notation (C,).

Pour toute courbe de courbure constante, distincte de (C,), il existe une
droite unique ex; — 2cx, = 0 associée & chaque point de la courbe, droite
qui est affinement rigide par rapport au repére mobile de la courbe (C), et
toutes ces droites passent par un point fixe

2 = 2ec 1 - .
e (83)
qui appartient & la conique de la famille (44)
x4 2exh — 22y = 0 (84)

qui contient le centre de la conique osculatrice.
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Les polaires du point P par rapport a la conique osculatrice et a la parabole
osculatrice

(4;) 2ecx; — 2%y, — 1 =0, 1 B
) (85)

(4;)  2eca, — (202 +e)ay —1=0 |

N
et la tangente & la courbe (C) concourent au point P, = M + 500 1 et la
2e
relation ]

MT, = 2ecMP, (86)

donne la signification géométrique de la courbure affine des courbes & cour-
bure constante.

Il est & remarquer que non seulement les coordonnées absolues du point
P sont constantes — & cause de son fixité — mais aussi les coordonées relati-
ves par rapport aux différents repéres sont constantes et cette propriété appar-
tient au cercle isométrique.

L’aire du triangle formé par un point M de la courbe, le centre de la conique
osculatrice respective et le point fixe P conserve une valeur constante

2e .
(MPC,) = % lorsque le point M se déplace sur la courbe.

Le point P peut étre considéré, pour une courbe de courbure affine constante
qui n’est pas une courbe (C,), comme I'analogue du centre d’un cercle. On peut
Pappeler centre affine de la courbe.

Pour les courbes du type elliptique ce point est situé a I'intériuer de toutes
les coniques osculatrices.

Dans le cas d’exception des courbes (C), 'équation (68) devient

M a2
— 3¢ =0
ds? ds?
et admet 'intégrale générale M= Cs + 62(43” + 60, qui définit une classe de
courbes affinement équivalentes & la courbe

SJE
X,=¢"2 % i =1).
A chaque point d’une courbe (C,) est associée une droite de coefficient di-

recteur u = — 7 72_ qui est paralléle & une direction fixe du plan.

6. La méthode employée par E. Cartan ([4], p. 57) en géométrie différentielle
projective pour définir le birapport de quatre points d’une courbe plane peut
étre utilisée aussi en géométrie différentielle affine pour définir le rapport de
trois points d’une courbe.

Un point de la parabole osculatrice

P =M + te,  1t%,



ol ¢ est une fonction de I’arc affine s, décrit une courbe (I”) associée & la courbe
donnée (C) d’'une maniére intrinséque et affinement invariante.

La tangente en un point de la courbe (I') est déterminée par le vecteur
directeur

dP = |dt + ds—ectds—f—’)t‘«’ds)z1 + #(dt + ds — ect ds) e, .

En négligeant la solution ¢t = 0, on trouve que les points de la parabole
osculatrice qui décrivent des courbes (/") dont la tangente en un point P est
paralléle & la tangente a la courbe (C) au point correspondant, sont données par
les fonctions #(s) qui sont des solutions de I’équation différentielle

¢
= et -1 = 89
0 ect - 0, (89)

dont I'intégrale générale est
t =[C — g(s)] ece® (90)

8

ot p(s) = [c(s) ds est la courbure intégrale affine de 'arc [s,, s] et

So

@(s) = [emee® ds . (91)

La parabole osculatrice contient done un ensemble infini de points qui
décrivent des courbes (I') dont les tangentes sont paralléles aux tangentes
de (C). Elles s’appellent développantes de Cartan.

On associe & la figure formée par trois développantes (I%), (# = 1, 2, 3) qui
correspondent & trois solutions distinctes de (90) un invariant affine de nature
globale

by —t, Oy — O
= T = 92
ty —ty 02 - 03 ’ (92)

nommé rapport des développantes considérées.

(th tz, t'i)

La signification géométrique est donnée par la relation

_ (Z)l’ Pa, Qm)

i\ —
tz - t:x

(P27 P:i’ Q23)
ou (P;, P,, @) représente I'aire du triangle formé par deux points P;, P, de la
parabole osculatrice relative & un point M de (C') et le point @, le pdle de la
droite PP, par rapport a cette parabole.

Trois développantes de Cartan coupent les paraboles osculatrices des points
de la courbe (C) en des points dont le rapport est constant.

Puisqu’un point M,(s,) de (C') est situé sur une seule développante de la famille
("), & savoir sur la courbe correspondant a la valer (', = ¢(s,) de la constante
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d’intégration — il résulte que la figure formée par trois points M, (: = 1, 2, 3)
de la courbe (C)) admet un invariant affine qui, par définition, est le rapport
des trois développantes (I’;) qui contiennent les points considérés et qui
s’appelle le rapport des trois points.

7. Un point de la normale affine

—

P =M + i(s) ¢, (49)

décrit une courbe (P) dont la tangente au point P est paralléle au vecteur
AP = (1 — #t) ds é, + (df — 2ect ds) ¢, .

11 existe un seul point P pour lequel la courbe (P) est tangente & la normale
affine ‘
P =M + ¢,. (96)

(est le centre de la conique osculatrice qui se nomme centré de courbure affine.

L’ensemble de ces points forme la développée affine de la courbe (C) qui,
par conséquent, est I'enveloppe des normales affines.

On peut associer aux points P de cette courbe un repére mobile (R,) con-
stitué en chaque point P par ce point et les vecteurs
> - > - -
& = Aby, & = 1€y + Uy, (97)
A, py, g étant des coefficients a déterminer.

En utilisant les formules de Frenet valables pour le nouvel repére et tenant
compte de (97) on obtient les relations

Ads, = — 2cds,
uyds; = — edds, (uy — ec i) ds; = di — 2ecAd ds,
(98)
dpy — elepy + po) ds = — 2ec,p, dsy
dpy + (ny — 2ecu,) ds = — &(4 + 2¢,u,) dsy ,
81, ¢; étant I'arc affine et la courbure affine de la développée.
Des deux premieres relations (98) il résulte
2c
ds; = — v ds,
2 (99)
My = —2—(3 s
et en substituant dans la pénultieme on obtient la valeur de u,:
eA%(3c? — ec’)
1y — (100)




L’élimination de ¢, des deux derniéres relations (98) conduit & I’équation

N N
My My M M1

qui donne la valeur de 4. Aprés avoir déterminé ces coefficients, on peut obtenir
de I'une des derniéres relations (98) I’expression de la courbure affine ¢, de la
developpée.

Dans le cas métrique la normale de la développée est parallele a la tangente
au point correspondant de la courbe (C).

Une situation semblable ne se réalise dans le cas affine que pour une classe
spéciale de courbes pour lesquelles est valable I'équipollence &, = u,é,.
Pour ces courbes on doit avoir donc la relation u, = 0 équivalente, d’aprés
(100), &
3¢t — e’ =0. (102)

Les courbes dont les dévelopées ont la normale affine paralléle a la tangente
a la courbe au point correspondant sont caractérisées par 1’équation intrin-
seque
1

P pon (103)

1, .
a = — étant une constante arbitraire.
Co

Dans ce cas, de (98) on déduit les relations
ds; = —eds, ¢, =ec.

Pour les courbes du type elliptique (¢ = - 1), la courbe et sa développée
ont aux points correspondants les courbures affines égales et la somme des
arcs affines est constante.

Pour les courbes du type hyperbolique (¢ = — 1) la correspondance entre
la courbe et sa développée est réalisée avec 1’égalité des arcs affines les courbu-

res affines ayant des valeurs opposées aux points correspondants.

8. On obtient une généralisation des courbes paralléles du cas métrique en
déterminant les points de la normale affine qui décrivent des courbes dont la
tangente est paralléle & la tangente a (C') au point correspondant.

La fonction ¢ doit satisfaire I’équation différentielle

dt — 2¢ectds = 0, (104)
d’olt
t = ae?eel®) (105)
En associant au point P un repére (R,)

> > S > >
& = Ay, & = 110 + [Us€y



de la maniére indiquée dans le cas précédent, on obtient les relations

(1 — et)ds = Ads,,
dA — ecAds = (u; — ehcy) ds;, py,ds; = Ads,

(106)
duy — elepy + pp) ds = — (4 + 2¢y) dsy
duy + (g — 2ecu,y) ds = — 2ec¢; uy ds, .
11 en résulte
1 — et 2cA% A2
ds, = — ds, pu, = — 50— el [ (107)
la valeur de A étant donnée par I’équation
" 1\ 7 i\
d(f-l) = {(’—1) — e (Q) — e (*) + s} ds . (108)
M e e Mo

Les courbes ainsi associées & une courbe donnée (C) se nomment courbes
affinement paralléles a (C).

Si (C') est arbitraire, il n’existe aucune courbe affinement paralléle dont la
normale affine coincide ‘avec la normale affine de (C).

Cette coincidence se réalise seulement si (C) est une courbe dont la courbure
affine est nulle. C’est le cas des coniques a centre.

Dans ce cas la valeur de ¢ se réduit & une constante arbitraire ¢ = a diffé-
rente de zéro et de ¢ et de (106) on déduit les relations

=0, A=1—ae, puy,=c¢(l —ae), ds;=2¢ds (g2=1). (109)

Les courbes affinement paralléles d’une conique & centre sont des coniques
concentriques, homothétiques & la conique de base.
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Peswoume

AOODMHHAA IIUNOOEPEHIINAJIBHASL TEOMETPUS IIJIOCKUX
RPUBUX

TUBEPNY MUXAWJIECHY (Tiberiu Mihailescu), Huryx, Pymoiana
(ITocrynuno B pepakiumio 15/V 1958 r.)

ABTODP HOJIB3YETCA METOJOM HOJBHMAHOIO peliepa i uaydeHus nuddepen-
IIMAJILHBIX CBOMCTB INIOCKUX KPUBLIX, MHBAPUAHTHBIX OTHOCUTEJIBHO oOmIei
afGuaNOR rPpyNUBL IOCKOCTH.

Pasmuunble sransl cnenmajiusanuy pernepa ONMCHBAIOTCS NP 1TOMOIMM 110-
HATHA KJIacca KAKROTO-TO ceMeiicTBa pernepoB. BecKkoHneunoe MHOKECTBO 11710C-
KX ap@UHHBIX pernepoB, HOCTABIECHHBIX B COOTBCTCTBUE ODBLIKHOBEHHOI TOUKE
JIAHHOM KpuUBOH, obpasyer, 110 oupejescnuio, cemelicrBo kiacca p (R,), ecian
BCE DT Perepbl HKBUBAJICHTHB 110 OTHOIMCHUIO K HEKOTOPOH aduuHON p-na-
paMeTpumUecKoil 1OJrpynie, KOTOPyX Mbl HA30BeM TIPYIIOH YCTOHYHBOCTH
cemeiicrna (£2,).

V cemeiictna (R;) 0jW1 W3 OCHOBHBIX BCKTOPOB 6y, €, periepa JIC/KNT Ha Kaca-
TeJABHOM K KpuBOiT, a y cemeicrsa (R,) Bropoit Bexkrop sesur Ha addmHHOM
HOPMAJIM, TO CCTh HA IEOMETPUYCCKOM MECTe IICHTPOB KOHMYECKMX CevYCHMIl,
UMEIOIMMX ¢ KPURBOI KacaHue Tperhero MopsijKa.

Rasmgroit roure kpunoit, e sprsioneiicst Hu napaboimveckoil TOYROI, Hi
TOUKON neperuda, 10cTaBiIel B ¢OOTBETCTBUC OJMH CAMHCTBEHHBIL pencp, a
uMenno, periep wiacca 0 (Rp), Ut KOTOPOTO BEKTOPH &y, €5 OTIPEeNAIOTCsS 11pU
ITOMOIIM CONPUKRACAIONIETOCH ROHUUCCKOTO CCUCHHUS.

CemeiicrBy (Ry) ornecen jimdepennuaibublii WHBApUANT UYETBCPTOrO 1O-
pAaKa, MPU MOMOUIM KOTOPOTO MOYKHO IOCTPONUTH MHTErpPANILHBLIL HMHBapuanT
(agumunyo nyry), M KOHCYHBIT MHBAPHAHT IATOTO 1OPsjiKA (MHBapUHaHT
aQUHHOI KPUBHBHDI).

Rangiolii 3 HTHX wiBapuanToB NMeeT CBOE OIPEC/ICHIOEe TeOMETPUYCCOe
ueronmkoBanue. Mopmynn Opene nospomnsor cocrasurs Jmdepenumairbioe
YPaBHEHHE JUTsi Pajinyca-BCKTOPAa TOUKM KPUBOM.

Beipaskenue, onpejestsiionee agguunyio KpuBnsny Kaxk QyHsumio agphuunoi
JLYTH, JTAeT BOBMOJKHOCTL PAasjiMyaTh JABa TUia KpuBBIX. Hpusble ojxmoro tuna
00paszoBanbl NUIMITHUCCKUMU TOYKAMM, KPUBBIE K€ BTOPOTO THIIA — THUICP-
Honmdgeckum.

Kpuseie nysnesoit agunuoil KPUBM3HBL SIBIAIOTCH HEHTPATLHBIMI KOHMUCC-
KMy ceveHwsiMu. Eesm kanglol TouKe KPUBOH IOCTaBHTH B COOTBCTCTBHE
HpAMYI0 ¢ (UKCHPOBANHLIMH KOOPIMHATAMHU 110 OTHOIICHUIO K JIOKAJbHBIM
penepaM, TO KPHUBBIC, JUIS KOTOPLIX 9TH IpsMble 00pasyiorT cBA3Ky, Oyuyr
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KPUBBIMY 1OCTOAHHOR adduuuoil KpuBu3HbLL. JIOKAIbHBIE KOOPAMHATH LEHTPA
BTOI CBSIBKM TOCTOSHHBI, M JUIST KPUBBIX BIIMITHYECKOIO TUIA HTOT IEHTP
JIQKUT BHYTPU BCEX CONPUKACAIOMUXCSH KOHMUECKNX CeYeHMId.

Ia conpuracawmeiica napatosie cymecTByer GeCKOHEYHOE KOJIMYECTBO TO-
UCK, OMMCBIBAIONIMX KPUBBIE, KacarejbHAsT K KOTOPHIM B JTIOOOI TOURe mmapa-
JICJIbHA KAcATeJHbHOM K JTaHHOU KPWBOM B COOTBETCTBYIONEH TOUKe. OTH KPH-
Bble ABIAIOTCH 9BosibBeHTaM Haprawa. Tpoitke »THX KPUBBIX MOKHO TOCTA-
BUTH B COOTBETCTBHE MHBAPUAHT IVIOGAIBHOTO XaparTepa, NO3BOJSIONMMIE 1aTh
onpesiesIeHe OTHOMEHMs TpeX pasiiMmYHbIX TOYeK Ha KPUBOIL.

Kpusas, o6pasoBaHHass HEHTPAMI CONMPUKACAIONMNXCA KOHMYCCKUX CCUCHMI,
ABJIAETCA HBOJIOTOU TAHHOM KPUBOIL.

Ecan rouram 9Toil KpuBOIL OTHECTH ceMeiicTBO perepoB Kiaacca 0, TO MOJKHO
ONPENIeUTh KPUBBIC, IVIA KOTOPHIX ad@UHHAS HOPMAIL 9BOJIOTHL 11apajliieTbHa
KacaTeJbHOU K KPUBOI.

Ha agduunoit mopmanu cymecrByer GeCcKOHEUHOE KOIMYECTBO TOUEK, OIU-
CHIBAIOIUX KpPUBble, KacaTelbHble K KOTOPLIM lapaie/ibHbl KacaTesbHo
K JIlAaHHOII KPUBOM.

Addunnas nopManab K OJHOI M3 9TUX KPUBLIX, BOOOIE TOBOPsI, HE COBLA-
JaeT ¢ HOPMAaJIbI0 OCHOBHOI KpuBoil. CoBuajeHwe mMeeT MecTO JIMIIb TOTJA,
KOrjJla OCHOBHAaAg KpuBas HBIACTCA IEHTPAJIbHBIM KOHUYCCKUM CEUYCHUEM;
B 9TOM clyvyae a(@uHHO napasiiejbHble KPUBbIE OyIYT FOMOTCTUYECKUMEI KOH M-
YeCKUMI CCUCHISIMU.

288




		webmaster@dml.cz
	2020-07-02T18:18:55+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




