Czechoslovak Mathematical Journal

FrantiSek Zitek
Sur un type spécial d’équations différentielles stochastiques

Czechoslovak Mathematical Journal, Vol. 9 (1959), No. 3, 452-458

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/100369

Terms of use:

© Institute of Mathematics AS CR, 1959

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized documents
strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/100369
http://dml.cz

Yexocaopanknii MaTeMaTnueckuii ypHai, T. 9 (84) 1959, Mpara

SUR UN TYPE SPECIAL D’EQUATIONS
DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES

FRANTISEK ZITEK, Praha
(Recu le 22 septembre 1958)

En poursuivant I’étude entamée dans ses travaux antérieurs [4] et
[5], Pauteur étudie un type spécial d’équations différentielles stochasti-
ques, caractéristique des fonections aléatoires poissoniennes.

1. Introduction

Nous supposons que le Lecteur connaisse notre interprétation de la notion
d’équation différentielle stochastique exposée en [4] et qu’il n’ignore pas non
plus notre travail [5]. Nous utiliserons donc couramment les notions, notations
et symboles qui ont été introduits dans ces deux articles.

De méme comme dans [4] et [5], nous nous bornons ici & I’étude des fonctrons
aléatoires & accroissements indépendants (f. a. a. i.), et cela du point de vue de
Bernoulli seulement. Nous allons considérer des équations différentielles sto-
. chastiques
3X(t) ~ F(t, dt), : (1.1)

en supposant, pour simplifier, que 1’équation soit donnée dans lintervalle

{0, ) et que la fonction aléatoire X cherchée satisfasse & la condition & I’origine

P{w: X(0) =0} = 1. (1.2)

Dans notre article [5], nous avons étudié le type spécial d’équations diffé-
rentielles stochastiques de la forme

3X(t) ~ Y .g(dt), (1.3)

ou Y e X* et g(h) était une fonction non-décroissante de A = 0, vérifiant la

condition
lim g(k) = ¢(0) = 0. (1.4)

h—0+

Parmi les solutions des équations de ce type on trouve par exemple la fonction
aléatoire de Wiener-Lévy (cf. [5], § 4). Par contre, il découle des théorémes dé-
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montrés dans [5] que les fonctions aléatoires poissoniennes, qui représentent,
4 coté des fonctions du type de Wiener-Lévy, Pautre groupe important de
f. a. a. i. continues en probabilité, ne peuvent pas figurer parmi les solutions
des équations du type (1.3) quels que soient Y et g, & I'exception, bien entendu,
de la solution triviale.

Le présent article a pour but de montrer un autre type spécial d’équations
différentielles stochastiques (1.1), qui est caractéristique des fonctions aléatoires
poissoniennes et des f. a. a. i. apparentées a celles-1a; nous nous occuperons aussi
des questions d’intégrabilité des équations de ce type. L’article peut donc é&tre
considéré comme un pendant du travail [5].

2. Notions et considérations auxiliaires

I. Nous rappelons d’abord la notion bien connue de mélange de deux lois de
répartition (cf. p. ex. [3]), or nous en prenons un cas spécial seulement: si
¢, et @, sont deux fonctions caractéristiques correspondant aux deux lois en
question et 0 = ¢ < 1, alors la fonction caractéristique du mélange de ces deux
lois (en rapport de ¢ : (1 — ¢)) sera

P(s) = ¢ @a(s) + (1 — ¢) go(s) . (2.1)

Le cas spécial auquel nous nous intéressons particuliérement est celui ou
@y(s) = 1. Alors (2.1) devient

ps) = () +1—c =1+ clgyfs) — 1]. (2.2)

En revenant & la notation courante & 1’aide des variables aléatoires, nous écri-
rons la relation (2.2) sous forme de

X~c,X,. (2.3)
II. Soit X e X*, soit ¢ sa fonction caractéristique, et posons

¢°(s) = exp [p(s) — 1] . (2.4)

Il s’ensuit du théoréme de B. de FINETTI (voir p. ex. [2]) que ¢° est aussi une
fonction caractéristique, voire d’une loi indéfiniment divisible. Nous désignerons
par X° la variable aléatoire dépendant de cette loi-la; X étant donné, X° est
déterminé & I’équivalence ~ prés.

Un exemple extrémement simple de cette transformation est fourni par la
variable aléatoire X presque sirement égale & un; on voit aisément que X°
dépend alors de la loi de Poisson au parameétre égal & un.

Nous allons démontrer encore le simple énoncé suivant:

Soit X € X* et supposons que X° dépende d’une loi stable. Alors P{w: X = 0} =
= 1.
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Démonstration. Ecrivons la fonction-yp de X° sous sa forme canonique
(cf. [1], § 33), nous trouvons pour la fonction caractéristique ¢ de X ’expression

@(s) = 1 + vys — cls|o[1 4 if w(s, &) . sgn s],
donc R ¢(s) = 1 — ¢|s|>. Comme on a forcément |p(s)] = 1 pour tout s, il en

vient ¢ = 0. De maniére tout & fait analogue nous trouvons aussi y = 0, donc
enfin ¢(s) =1, c. q. f. d.

Remarque 1. On a évidemment
[X ~ X°] < [P{w: X =0} =1]. (2.5)

III. Nous allons introduire encore une opération. Soit X e %, soit y(s) sa
fonction-y, soit ¢ = 0. Par ¢ X X nous désignerons la variable aléatoire dont la
fonction-y est ¢ y(s). Pour 0 < ¢ < 1, X € ¥*, nous trouvons alors la relation
intéressante que voici

c X X°~(c, X). (2.8)
Tandis que le premier membre de (2.6) est défini pour n’importe quel ¢ = 0, le
second membre peut &tre dépourvu de sens pour ¢ > 1; I’équivalence (2.6) a
néanmoins lieu méme pour les ¢ > 1 pour lesquels le second membre a un sens.

3. Equations de mélange

Soit donnée I’équation différentielle stochastique (avec erreur)
3X(t) ~dt, Y, YeX*. (3.1)

Nous allons étudier les conditions d’intégrabilité de cette équation et trouver la
forme générale de sa solution. Nous exploitons dans ce but les propriétés de la
fonction exponentielle e au voisinage du point z = 0: il en découle que pour la
fonction-;p et pour la fonction caractéristique correspondante ;p = exp sy
d’une {. a. a. i. nous avons I’égalité suivante

0 0
7 s9(t, h; 8) a0 = s@(t, h; 8) . (3.2)

h=0+
Le second membre de I’équation (3.1) a d’aprés (2.2) la fonction caractéris-
tique . '
@(h; s) = 1 + hlgy(s) — 1], : (3.3)
@, étant la fonction caractéristique de la variable aléatoire Y. En vertu de
(3.2) nous trouvons & partir de (3.3) 'expression pour la fonction-,p de la
dérivée D X

Y(t, 8) = @os) — 1, (3.4)
ce qui correspond & 1’équation (cf. [4], § 3, (3.2))
DX(#t) ~Y°. (3.5)
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Comme Y°e X pour chaque Y e ¥* nous voyons que [’équation (3.1) est
intégrable pour n’importe quel Y ¢ £*. En méme temps, (3.5) permet d’établir la
forme générale des solutions des équations du type (3.1): ce seront les fonctions
aléatoires linéaires, dont la fonction-,p est exprimable &4 l’aide de la formule
de B. de Finetti (cf. [1], p. 177) sans composantes constante et normale:

el

Wx(t;s) =1t. [ (e — 1)dF(2); (3.6)

ici F' est directement la fonction de répartition de la variable aléatoire Y.
Il s’ensuit de la relation (3.2) que ’équation (3.1) est équivalente & I’équation

3X(t) ~ (dt, Y)°, (3.7)
done — en vertu de (2.6) — aussi & ’équation (sans erreur)
dX(t) ~dt x Y°. (3.8)

Considérons maintenant au lieu de (3.1) ’équation plus générale, et qui
rapelle déja (1.3),
3X(t) ~g(dt), Y, (3.9)
ott la fonction ¢ jouit des propriétés citées paragraphe 1. En procédant d’une
maniére analogue au cas précédent nous trouvons au lieu de (3.4) 'expression
_ B gy B
P(t, 8) = [po(s) — 1] hlfﬁ = = 9 (O0H)ge(s) — 11 (3.10)
En excluant le cas peu intéressant de @,(s) = 1 nous voyons que la condition
nécessaire et suffisante de Uintégrabilité de Uéquation (3.9) est Uexistence de la
dérivée finie g'(0+). (Si go(s) = 1, ou bien g'(0-+) = 0, la solution sera triviale.)
Au lieu de (3.6) nous avons

Wyt 8) =t . g’ (0+) fm(em — 1) dF(z). (3.11)

Remarque 2. La correspondance entre y et F, engendrée par la formule de
B. de Finetti, n’est pas biunivoque de sorte que deux équations (3.9) différentes
avec g et ¥ différents peuvent conduire & une méme solution. Si par exemple
0 < ¢g’(04) =< 1 alors pour A petit on aura g(h) = h ¢’'(0+) + o(h) et 'équation
(3.9) pourra étre réduite & une équation (3.1) si nous prenons au lieu de Y la
variable aléatoire ¢'(0-+) , Y. En général, les équations 3X () ~g(dt) , ¥ et

1
dX (t) ~ Eg(dt) o (@ . Y) auront la méme solution, pourvu que, bien entendu,

0 < a =< 1. Si en (3.9) nous avons ¢g'(0-}) > 1, la réduction précédente n’est
pas praticable en général, or si nous écrivons ’équation en question sous la
forme 3X(¢) ~ g(dt) x Y°, ou encore dX(f) ~ [¢'(0+4) d¢] X Y°, nous pourrons
la réduire & (3.8) en prenant au lieu de Y° la variable aléatoire g'(0+) X Y°.

Remarque 3. Différemment de ce que nous avons vu pour les équations
(1.3), il n’existe pas pour une équation (3.9) de fonction ¢ telle que I'on ait
dX(¢) ~ g(dt) , Y pour n’importe quel ¥ e X*.
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4. Cas non-homogéne

Les résultats du paragraphe précédent peuvent étre facilement étendus au
cas des f. a. a. i. non-homogénes. Soit Z une f. a. v. i. définie pour ¢t = 0 et
considérons 1’équation

dX(t) ~ dt JZ(t) . (4.1)
Tout comme dans le cas précédent il est possible de montrer son équivalence
a I’équation
dX(t) ~ dt x Z°(t) (4.2)
soit aussi
DX(t) ~ Z°(1) . (4.3)

Le cas le plus général sera représenté par les équations de la forme
SX(t) ~ g(t, dt) JZ(t) . (4.4)

La condition nécessaire de leur intégrabilité sera, bien entendu, l'existence
d’une fonction finie ¢'(¢), ¢ = 0, vérifiant

0= Gt (+.5)
Nous aurons alors
DX(t) ~ g'(t) X Z°(¢), (4.6)
de sorte que
p(t, 8) = g'(O)apz(t; s) — 1]. (4.7)

En vertu de (1.2) il vient de (4.7)

t
x(t; 8) = Ofg’(u)[zsvz(u, §) — 1] du. (4.8)

in dehors de 'existence de (4.5) il nous faudra done (cf. [4]) supposer encore
Pintégrabilité de la fonction v de (4.7). Si dans (4.4) Z(¢) ne dépend pas de ¢,
(4.8) deviendra

¥x(t; 8) = [pz(s) — 1]. 0fg’(u) du . (4.9)

5. Fonetions aléatoires poissoniennes

La propriété caractéristique d’une fonction aléatoire X poissonienne est
exprimée par le fait que son accroissement fini A,X(¢) est non-nul avec une
probabilité qui est O(k) seulement. Cette propriété trouve son expression
justement dans les équations différentielles stochastiques du type (3.1), ou
bien (3.9); soit (4.4) et (4.9) pour le cas non-homogene. Si nous prenons en (3.1)
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pour Y la variable aléatoire presque stirement égale & un, nous aurons d’apreés
§ 2, 11,
Wx(t; 8) = t(ets — 1) . (5.1)

Prenons maintenant la variable aléatoire ¥ dépendant d’une loi discrete
Plo: Y =a,} =p,, £=0,1,2,..;0,=0;a, %0, k=1,2,... (5.2)

La signification intuitive de ce choix fait pour ’équation (3.1) est évidente: on
aura

Plo: AX(1) = 0} = 1 — h(1 — p,) + o(h) ,
P{w: AX(t) =a,} =hp, + o), k=1,2,... (5.3)

La solution de I’équation (3.1) sera alors la fonction aléatoire poissonienne
composée homogene, avec la fonction-,p

Wx(t; 8) =1 .kzlpk(e”"k —1). (5.4)

Par contre, pour toute fonction aléatoire poissonienne linéaire dont la
fonction-,p est de la forme (5.4) il est possible d’écrire une équation du type (3.1)
dont elle est la solution: ces équations-la sont caractérisées par la loi discréte
(5.2) de la variable aléatoire Y.

Il découle de notre proposition démontrée paragraphe 2 que les solutions des
équations (3.1) ou (3.9) ne peuvent pas dépendre de lois stables (& ’exception,
bien entendu, de la solution triviale). Par contre, les solutions des équations du
type (1.3) dépendent toujours de lois stables. Il s’en ensuit done que la classe
des solutions de toutes les équations de la forme (1.3) et la classe des solutions
des équations (3.9) ont la solution triviale pour leur seul élément commun.
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Pesowme

OB OJIHOM CIIEIIMAJIbHOM THUIIE CTOXACTUYECKNX
INOOEPEHIMAJBHBIX YVPABHEHUN

OPAHTUHIER SUT3JK (FrantiSek Zitek), ITpara
(Hocrynnno B peraxknuio 22/1X 1958 r.)

IIpenpnosraraercs, 4ro YnTaTes b 3HAKOM ¢ TeOopueil croXactmueckux mudde-
peHIMANLHBIX ypaBHeHMiT B cmblcsie pabor [4] u [5]. Beogsarca ciefymoniue
obo3HaveHNUs:

(I) Eciim X — cayvaitnasi BeImunua ¢ XapaKkrepucTHYecKoil GpyHKumei ¢(s)
0 <c¢ <1, roc.X o603HavaeT CIYyYalHyIO BEJIMUMHY C XapaKTePUCTHYECKON
$ynxuwmeit 1 + c[p(s) — 1], n

(IT) X° o6osnavaer ciydaiiHyi0 BeIMUIMHY ¢ XapaKTepucTuuecKkoil Gynrnmeit
exp [g(z) — 11,

(I1I) Ecau X — GesrpaHuuHO fesmMast ciIydailHasi BeJmdnna ¢ Y-QyHRIuei
w(s) m 0 < ¢ < 00, 10 ¢ X X ofo3HAYAET CIIYyYIAlHYIO0 BelnvuHy ¢ Y-QyHRIIen
¢ p(s).

B macrosmeii pabore wuccaemylorcs croxactudeckue gudepeHIMaNbHDLIC
ypaBrenusi Buaa (3.1) miu Gozee obmero Buga (3.9), npudem g — HeyObIBaio-
masi yHKIMs HEOTPUIATEIBHOrO aprymenrta, yrosiersopsiomast (1.4). Oxa-
3BIBACTCS, YTO HEOOXOIMMBIM M JOCTATOYHBIM YCJIOBMEM JIJIA MHTETPHPYEMOCTH
ypaBHeHuil Buaa (3.9) ABiIAETCA CcYyHNECTBOBAHHUC COOCTBEHHOH IIPOU3BOJHOI
$yHKIME ¢ B TOYKe HYIb clipaBa; ypaBHeHusi (3.1) wHTerpupyeMmbl [JIs JIiO-
6prx Y. Ypasuenus (3.1), (3.5), (3.7) i (3.8) oDKBUBAJICHTHBL.

B uerBeprom maparpade mccIeYIOTCS YCAOBUSI MHTETPUPYEMOCTH U 0OIMIt
BUJL peIeHns JJIA HeOJHOPOIHBIX (BO BpeMeHHM) cirydailHbIX QyHKIM ¢ Hesa-
BHCUMBIME TIpupamenuamMn. s murerpupyemoctn croxacruueckoro uudde-
peHnuanbHOro ypaBHeHusA Tuna (4.4) (rme Z — ciryvaitHas QYHKIUS ¢ Hesa-
BUCUMBIME 3HAYEHUAMN) HEOOXOANMO M JOCTaTOUHO, 4TOOBL a) CyNecTBOBaja
coOcTBeHHAs vYacTHadg npousBoiHas (4.5), 6) ¢ynxuus (4.7) OGbla mHTErpu-
pyemoii (B cmbiciie Pumana).

B nmarom maparpage ykasbiBaeTcs, 4TO IyacCOHOBCKHE CIIydaiiHble §yHKRIMMI
¢ yp-Qynrnuamn Buna (5.4) MOKHO 0XapaKTePU30BaTh KaK PEIICHUA CTOXACTU-
yeckuX AudepeHnnajibHbIX ypaBHenuit Bunia (3.1), ruge ¥ — cayuaiinas Besi-
YuHA ¢ JUCKPETHBIM 3aKOHOM paclipefieiienusa Buja (5.2).

Hamnee B pabore n0KasaHo, 4T0 KIIACC PENICHUIT BCeX CTOXACTMYCCKIX AnPde-
PeHIuaNbHEIX ypaBHeHui tuna (3.9) u Kaacc pemeHumii BceX ypaBHEHUI THa
(1.3), (koropsle GBLIM HMCCIEOBAHBI yiKe B [5]), MMEIOT TOJIBKO OJUH OOl
BJIEMEHT: TPUBUAJIBHOE pelIeHMe.

458



		webmaster@dml.cz
	2020-07-02T18:24:08+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




