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Yexocrosauxnii maTemaTnyecknii xypuai, 1. 11 (86) 1961, Ilpara

UBER EINIGE EIGENSCHAFTEN DER LOSUNGEN DER DIFFERENTIAL-
GLEICHUNG y" + 24y’ + (A" + b)y =0, A £ 0

MicHAL GREGUS, Bratislava

(Eingelangt am 9. November 1959)

Herrn Professor Otakar Borivka zu seinem
60. Geburtstag gewidmet

In der Arbeit sind die Bedingungen fiir die Koeffizienten der Differential-
gleichung y"” + 24y’ + (A" + b) y = 0, A< 0 angefiihrt, unter welchen jede
Losung dieser Gleichung ausgenommen einer (bis auf die lineare Abhdngigkeit) os-
zillatorisch ist und weiter Bedingungen, unter welchen alle Lésungen der angefiihr-
ten Differentialgleichung oszillatorisch sind.

Einleitung. Die Arbeit ist in zwei Teile geteilt. Im ersten Teil wird gezeigt, dass
unter bestimmten Voraussetzungen iiber die Koeffizienten der Differentialgleichung
(2) V"4 24(x) Y + [A'(x) + b(x)]y =0
im Falle A(x) < 0 fiir x € (— o0, 00), wenn wenigstens eine Losung der Differential-
gleichung (@) unendlich viele Nullstellen im Intervall (— oo, o0) hat, auch jede
weitere Losung der Differentialgleichung ausgenommen eciner (bis auf die lineare
Abhingigkeit) unendlich viele Nullstellen im Intervall (— oo, 00) hat. Die nichtoszil-
latorische Losung hat keine Nullstellen und dabei gilt y - 0, " — 0, y" — 0 fiir
x — oo und sgny = sgn)” = sgny’ fiir xe(— oo, o0).

Die Ergebnisse verallgemeinern die Ergebnisse von M. Svec [1], welcher die
Gleichung y” + Q(x) y = 0 untersuchte.

Im zweiten Teil wird die Frage gelij‘st, unter welchen Bedingungen jede Ldsung
der Differentialgleichung (a) im Falle A(x) < 0 unendlich viele Nullstellen im
Intervalle (— oo, ) hat.

I. Uber die Koeffizienten der Differentialgleichung (a) setzen wir voraus, dass
A(x) £ 0, A'(x), b(x) = 0 stetige Funktionen von x € (— o0, o) sind und b(x) = 0
in keinem Intervall gilt. Weiter sei b(x) — |4'(x)| = 0 fiir x e (— oo, o) und dabei
b(x) — |A'(x) = k = 0 fiir x = &, wo € (— 0, 00) ist. k ist eine Konstante.

Die adjungierte Differentialgleichung zur Differentialgleichung (a) ist

(b) 2" + 24(x) 2" + [A'(x) — b(x)]z=0.
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Es sei ae(— o, ) ein beliebiger, aber fester Punkt. Es ist bekannt [2], dass
jede Losung y(x) der Differentialgleichung (a) der Eigenschaft y(a) = 0 in dieser
Form y = ¢;y; + ¢,y, geschrieben werden kann, wo yy, y, die Eigenschaften

»1(@) = yi(a) =0, yi(a) # 0, yya)=y3(a) =0, yya)+0
haben. Dabei entspricht y(x) der Differentialgleichung zweiter Ordnyng

LT 24, o
© [—y’] +[——+%]y=0,
w w w

wo ® = o(x) mit der Eigenschaft w(a) = w'(a) = 0, »"(a) % 0 und w(x) * 0 fiir
x > a, die Losung der Differentialgleichung (b) ist.
Im weiteren werden wir sagen, dass p(x) in das Biischel im Punkte a gehort.

Hilfssatz 1. Uber die Koeffizienten der Differentialgleichung (a) sollen die Voraus-
setzungen, welche im Anfang dieses Teiles angefiihrt wurden, gelten. Sei z,(x), mit
der Eigenschaft z,(a) = z{(a) = 0, z{(a) > 0, ae (— o0, ©), die Lésung der Differen-
tialgleichung (b). Dann ist lim z,(x) = lim z{(x) = oo. Es existiert auch lim zj(x),

X 00 X 00 X0

der endlich, oder oo ist.

Beweis. Fiir die Losungen der Differentialgleichung (b) gilt die Identitdt
1) 2" + 24z — [7(A" + b)zdt = z"(a) + 24(a) z(a),
was leicht ersichtlich ist, wenn wir die Differentialgleichung (b) Glied nach Glied

im Intervall {a, x) integrieren. Zeigen wir, dass z,(x) und zj(x) rechts von a keine
Nullstelle haben. Es ist

(2 (z121) = zy2] + 22
Jedoch aus (1) folgt, dass
2i(x) = z{(a) + [5(A" + b) zy dt — 24z,(x)
gilt.
Wenn wir dies in (2) einsetzen, erhalten wir

(z121)" = (%) [21(@) + [2[4'(0) + ()] 2,(1) dr = 24(x) z:(x)] + 77(x) -
Setzen wir voraus, dass z,(x;) = 0, x; > a ist. Wenn wir die letzte Gleichheit im
Intervall <a, x,) integrieren, erhalten wir einen Widerspruch.

Ahnlich ersehen wir, dass auch zj(x) = 0 fiir x > g ist und aus der Gleichheit (1)
fiir z,(x) stellen wir leicht fest, dass auch zj(x) # O fiir x > a ist und dass zj(x) =
= z{(a) fiir x > a ist. Wenn wir die Ungleichheit z}(x) = z{(a) integrieren, erhalten
wir zj(x) = z{(a) (x — a) fiir x > a und auch z,(x) = 2z{(@) (x — @)’ Aus den
letzten zwei Ungleichheiten folgt, dass z;(x) — oo, zj(x) — oo fiir x — oo gilt. Aus
den Voraussetzungen des Hilfssatzes und aus der Gleichung (b) folgt, dass z{'(x) = 0
fiir x > g ist und folglich ist z{(x) eine nichtabnehmende Funktion von x € (— o0, )

Es existiert deshalb lim z{(x). Damit wird der Hilfssatzt bewiesen.

107



Bemerkung 1. Ahnliche Eigenschaften wie z,(x) haben auch die Losungen der
Differentialgleichung (b) z,(x) und zs(x) mit den Anfangsbedingungen z,(a) =
= zj(a) = 0, zj(a) > 0, z3(a) > 0, z3(a) = 0, z3(a) = 0. Dies kann man &hnlich
wie fiir z;(x) beweisen.

Bei dem Beweis limzj(x) = + oo und limzj(x) = M > 0 ist es notwendig
folgendermassen vorzugehen:

Zuerst zeigen wir, dass z,(x) > O fiir x > a ist. Aus der Beziehung (1) geht sodann
hervor, dass z3(x) = 0 fiir x = a ist und daher ist zj(x) fiir x > @ nicht abnehmend.
Aus der Gleichung (b) geht hervor, dass z3(x) = 0 fiir x > a ist, daher ist z5(x)
nicht abnehmend fiir x > a, deshalb ist lim z3(x) = M > 0. Es existiert deshalb

eine solche Umgebung U, rechts am Punkt a, in welcher z,(x) > 0, zj(x) > 0,
z5(x) > 0 ist. Es sei x € U,. Dann gilt z3(x) = zj(x) fiir x > X. Daraus geht hervor,
dass lim zj(x) = + oo ist.

Im Falle z;(x) ist es notwendig folgendermassen vorzugehen: wenn b(a) — 4'(a) >

"

> 0ist, dann folgt aus der Gleichung (b), dass z5(a) > 0 ist. Wir zeigen, dass z5(x) >
> 0, zj(x) > 0, z5(x) > 0 und z3(x) = O fiir x > a gilt. Setzen wir voraus, dass
23(x) rechts von a eine Nullstelle hat. Dann existiert ein solcher Punkt & > a, in
welchem z3(&) = 0 ist. ¢ sei die erste Nullstelle der Ableitung z3(x) rechts von a.
Im Intervall <a, &> ist z5(x) = 0 und deshalb ist z3(x) > 0, z3(x) > 0, z3(x) > 0
fiir x € (a, £). Zeigen wir, dass z3(x) im Punkte ¢ keine Nullstelle hat. Setzen wir
das Gegenteil voraus. Es ist

(z323) = z325 + 2.

Wenn wir die letzte Gleichheit im Intervall {a, £) integrieren, erhalten wir einen
Widerspruch. Es ist also
z3(x) >0, zi(x) >0, z3(x) >0, z3(x) 20 fir x>a.

Wenn b(a) = A'(a) ist, konnen wir die Funktionen A(x), 4'(x), b(x) mit solchen
Funktionen A4,(x), 4,(x), b,(x) approximieren, dass b,(a) > A,(a) ist und dass fiir
diese die Voraussetzungen des Lemma 1 gelten. Z. B. die Koeffizienten A4(x), 4'(x),
b(x) approximieren wir mit den Funktionen A(x), A'(x), b(x) + 1/n, n = 1,2, ....
Fiir die Losungen z;,(x) der jeweiligen Differentialgleichungen (b), wo wir anstatt
A(x), A'(x), b(x) die Koeffizienten A,(x), 4,(x), b,(x) schreiben, gilt nach dem
vorhergehenden, dass

Z3(X) > 0, z3,(x) > 0,25,(x) > 0,z5,(x) = 0 fir x> a.
Da z,(x) ein Grenzwert der Funktionen z,(x) ist, muss
z3(x) 2 0, z3(x) 2 0, 25(x) 2 0, 25(x) 2 0 fir x>a

gelten.
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Da nach der Voraussetzung ein solches o e(— oo, o0) existiert, dass b(x) —
— A'(x) > 0 ist, ersehen wir leicht, dass

z3(x) > 0, z3(x) > 0, z3(x) > 0, z5(x) 2 0 fir x>«
sein muss. Daraus erhalten wir leicht die Behauptung.

Satz 1. An die Koeffizienten der Differentialgleichung (a) seien die Bedingungen des
Hilfssatzes 1 erfiillt.

Wenn die Differentialgleichung (a) eine Lésung oszillatorisch hat, dann ist jede
Losung der Differentialgleichung (a) oszillatorisch ausser einer (bis an die lineare
Abhdngigkeit), welche keine Nullstelle hat. Die nichtoszillatorische Losung y ist der
Eigenschaft, dass y, y' y" monotone Funktionen sind, weiter sgn y(x) = sgn y"(x) +
+ sgn y'(x) fiir alle x € (— o0, ) und

lim y(x) = lim y'(x) = lim »"(x) = 0.
X 00 X =+ 00 X0

Beweis. Setzen wir voraus, dass y(x) eine Losung der Differentialgleichung (a)
ist, welche oszillatorisch ist, d. h. sie hat unendlich viele Nullstellen im Intervall
(a, ©), ae(— o, ©). Es sei x, € (— 00, o) ein beliebiger, aber fester Punkt. Es sei
y eine Losung der Differentialgleichung (a) mit der Eigenschaft y(x,) = 0. Zeigen
wir, dass y im Intervall (x,, o0) oszillatorisch ist. Die Losung y gehort in das Biischel
der Losungen der Differentialgleichung (), ¢;», + ¢,¥, im Punkte x,, in welchem
Punkte

W) = ¥ilxo) = 0, ¥i(xo) + 0, y3(e) = ¥i(xo) = 0, yi(ao) + 0 ist .
Wenn wir zeigen, dass wenigstens eine Losung des Biischels im Punkte x, im Intervall
(>0, 00) oszillatorisch ist, dann ist auch y oszillatorisch, weil die Losungen des Biischels
im Punkte x, fiit x > x, eine Differentialgleichung der Form (c) erfiillen, wo w(x) # 0
fiir x > x, ist. Es sei x; > a eine Nullstelle der Losung y. Wahlen wir ¢,, ¢, so, dass

¢ yi(x1) + c25(xy) = Oist.

Dies ist immer mdglich. Bezeichnen wir y* = ¢y, + ¢,y,. Dann aber gehdren y
und y* in dasselbe Biischel im Punkte x, und also ist y* im Intervall (a, o0) oszilla-
torisch und deshalb auch im Intervall (x,, co). Es folgt daher, dass auch y oszillato-
risch ist. Damit haben wir gezeigt, dass jede Losung, welche wenigstens eine Null-
stelle hat, oszillatorisch ist.

Es seien jetzt y;, y,, ¥3 das Fundamentalsystem der Losungen der Differential-
gleichung (a) mit den Eigenschaften

J’1(a) = yll(a) =0, yi’(a) =1, yz(a) = yg(a) =0, ,Vlz(”) =1,
v3(@) = y4(a) = 0, ys(@) = 1, ae(— o, ).

Die Losungen y;, ¥, sind im Intervall (a, oo) oszillatorisch, da sie eine Nullstelle
haben. Es ist bekannt [3], dass

cu(yl, J’2) = Wy, w()’z, J’3) = W3, C‘)(J’b J’3) = 0,
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die Losungen der Differentialgleichung (b) mit den Eigenschaften
0y(a) = wi(a) = 0, 0i(a) = — 1, wy(a) = wj(a) =0, wyla) = -
wsy(a) = — 1, wi(a) =0, wj(a) = 24(a)sind .

Nach Hilfssatz 1 und nach der Bemerkung 1 ist w,(x) < 0, w,(x) < 0, w4(x) <0
fiir x > a und also ist auch y;(x) im Intervall (@, oo) oszillatorisch.

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung (a) ist

Y =1y + 6y + €3Y3, WO y(a) =C3, y'(a) =C2> y”(a) =Cr.
Wenn wenigstens eine der Konstanten ¢, ¢,, ¢; gleich Null ist, dann ist, wie ersicht-
lich, die Losung y oszillatorisch. Es sei ¢; . ¢, . ¢3 #+ 0. Dann sind 4 Fiélle moglich.

a) sgnc; =sgnc, = sgncs, b)sgne; +sgne, =sgne,,
C) sgncs =sgnc, + sgney, d)sgme, =sgne; + sgne,.

Es ist offensichtlich, dass die Losungen im Falle a), b), ¢) oszillatorisch sind. Im
Falle a), b) ist nimlich

“’(J’3,J’) = Cz“’()’sd’z) + ‘310’()’3,J’1) + 0 fir x> a.
Im Falle c) ist

o(y, y1) = c30(y3, ¥1) + c20(p2, ¥1) + 0 fiir x > a.

Also miissen die Losungen ohne Nulistellen der Form d) sein, d. h. sgn y(a) = sgn..
.y"(a) * sgn y'(a) und ausserdem ist y(a) . y'(a) . y"(a) + 0. Aber daraus folgt, fiir
jede Losung y(x) ohne Nullstellen, dass fiir jedes x = a auch y(x).y'(x).»"(x) # 0
und sgn y(x) = sgny’(x) + sgn y(x) sein muss. Es sei y(x) eine Losung der
Differentialgleichung (a) ohne Nullstellen mit der Eigenschaft y(a) > 0. Dann ist

ym=_2Ayr_(Ai+b)y§0

und daher ist y” eine nichtfallende Funktion. Es sei lim y” = m > 0. Dann ist
x>

¥'(x) > ¥'(a) + m(x — a). Also ist y'(x) > O fiir genug grosse x, was ein Wider-

spruch ist. Also lim y(x) = 0. Ganz dhnlich kann man zeigen, dass lim y'(x) = 0

x> x>

ist. Zeigen wir, dass auch lim y(x) = 0 gilt. Erwégen wir die Funktion o = o(y, y,).

Sie ist offensichtlich eine Losung der Differentialgleichung (b) die fiir x > a oszil-
latorisch ist. Setzen wir ndmlich voraus, dass w(y, y2) #+ 0 fiir genug grosse x ist.
Dann muss aber y oszillatorisch sein, da y, oszillatorisch ist, was aber ein Wider-
spruch ist, also ist w(y, y,) oszillatorisch. Gleichzeitig zeigten wir, dass die Gleichung
(b) eine oszillatorische Losung im Intervall (a, o) hat, wenn y(x) ohne Nullstellen
ist. Bilden wir die wronskische Determinante W(y, yy, y,). Offenbar gilt W(y, y,,
¥2) = — ¥(a) und also

Y'o(yy, y;) — Vo (yl,yz) + [0 (1, 3,) + 2Aw(y1,y2)] = — )(a).
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Nach Hilfssatz 1 gilt
w(yp)’z) - — ©, w’(J’x,)’z) - — 0,
wenn x — 0.
Zeigen wir, dass auch o”(yy, ¥2) + 24w(yy, ¥2) > — oo fiir ¥ — oo gilt. Aus der
Identitdt (1) fiir » folgt '
0" + 240 = w"(a) + [((A" + b)wdt < 0 fir x>a.

Aus der Voraussetzung b — |4'| = k > 0 fiir x > « geht hervor, dass ®” + 24w —
— — oo fiir x - oo ist. Wenn wir dies in Betracht ziehen, folgt aus der Gleichheit
Yo —yo + yo" + 240) = — ¥ a),

dass lim y(x) = 0 ist.

Zeigen wir jetzt, dass wenigstens eine Losung der Differentialgleichung (a) ohne
Nullstellen existiert. Es bilden y,, y,, y; wieder das Fundamentalsystem der Losungen

der Differentialgleichung (a) mit den Eigenschaften
yi(xo) = J’i(xo) =0, yi(xo) =1, yz(xo) = yg(xo) =0, y,2(x0) =1,
y's(xo) = ylsl(xo) =0, y3(x0) =1.

Es seien x, < X; < X, < ... alle Nullstellen der Losung y,. Fiir die Losungen der
Differentialgleichung (a) gilt die sogenannte integrale Identitdt [2]:

(3) w' = 3y 4+ Ay* + [X by* dt = konst,
die fiir y, von der Form
i — 8+ i+ [ byidi=0
ist, aus welcher wir leicht ersehen, dass y, links von x, keine Nullstelle hat. Bilden
wir jetzt eine Folge von Losungen der Differentialgleichung (a) {u,}, wo
Uy = €1y1 + 3y, + C5y3
folgende Eigenschaften hat:
u(x,) = up(x,) = 0, up(xo) + u,2(xo) + up*(x0) = 1.
Das ist immer moglich. Aus der integralen Identitit (3) fiir u, ist ersichtlich, dass

keine Losung u, links von x, eine Nullstelle hat.
Erwégen wir jetzt die Folgen

(4) {un(xo)}:;l > {u;(xo)}:;l s {”;:(xo)}:;l .

Jede von ihnen ist offenbar begrenzt. Aus der ersten Folge der Folgen (4) kann man
eine solche Folge entnehmen, die konvergiert. Es sei dies {u,,(x,)};= und ihr Grenz-
wert sei u,. Aus der Folge {u, (%)}, kann man auch eine solche etnehmen, die
konvergiert. Es sei dies {u,ﬁkl(xo)}f‘;l und ihr Grenzwert sei #,. Ahnlich kann man dies
mit der dritten Folge durchfiihren und den Grenzwert der entnommenen Folge be-
zeichnen wir ug.
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Es existieren also die entnommenen Folgen aus den Folgen (4) mit denselben
Indizes, welche konvergente Folgen sind. Einfachheitshalber bezeichnen wir sie
und ihre Grenzwerte

) {”n(xo)}:o:l - U, {“r'u(xo)}:):l - ug, {u::(xo)};oﬂ - ug .
Bezeichnen wir die Losung der Differentialgleichung (a) mit u(x), welche folgende
Bedingungen erfiillt: u(x,) = o, u'(x,) = ug, u"(xo) = ug. Die Losung ist nicht
trivial, da alle drei Zahlen u,, ug, 4g gleichzeitig nicht Null sein kénnen, da
lim [u2(xo) + w(x0) + u)*(x0)] = ud + ug® + ug®> =1

n— oo

ist. Zeigen wir, dass lim u,(x) = u(x) gilt. In Wirklichkeit ist ndmlich

U(x) = u(x0) ¥1(%) + us(x0) ¥2(X) + uy(x0) ¥3(x),
u(x) = ugyi(x) + ugya(x) + uoys(x),
woraus folgt, dass lim u,(x) = u(x) ist.

n— oo

Es ist notwendig zu zeigen, dass u(x) keine Nullstelle im Intervall (— oo, o0) hat.

Setzen wir voraus, dass u(¢) = 0, wo & € (— oo, 0) ist. Dann aber ist u(x) oszilla-
torisch. & sei eine solche Nullstelle der Losung u(x), in welcher #'(¢) < 0 (es kann
nur eine doppelte Nullstelle existieren). Daher ist im Punkte £ + 6, wo 6 > 0 ge-
niigend klein ist, #(¢ + ) < 0. Aus dem Vorhergehenden folgt, dass lim u,(x) =

= u(x) fiir alle x e (— o0, 00) gilt, also ist auch

lim u,(& + ) = u(¢ + 6) <O0.
Dies ist aber nicht mdglich, da bei geniigend grossemn x, > & + 6 und u,(¢ + 8) > 0
ist, da die Losungen u,(x) links von x, keine Nullstelle haben. Daher ist u(x) + 0
fiir x € (— 00, 00). '

Zum Abschluss des Beweises des Satzes 1 ist es notwendig zu zeigen, dass gerade
nur eine Losung (bis auf die lineare Abhingigkeit) der Differentialgleichung (a) ohne
Noullstellen existiert. Setzen wir das Gegenteil voraus. Es seien ndmlich u, u, zwei
unabhingige Losungen der Differentialgleichung (a) ohne Nullstellen im Intervall
(— 0, ). Dann ist u; = c;u + ¢,¥1 + ¢35, WO y4, ¥, die vorhergehenden Eigen-
schaften haben. Die Losung u#, kann man also in der Form u; = U + Y schreiben,
wo U = c;u und Y in das Biischel im Punkte x, gehért, also ist sie fiir x > x,
oszillatorisch. Dabei ist U — 0, U’ — 0, U” — 0 fiir x - 00. Da u; ohne Nullstellen
ist, muss auch u; — 0, u; — 0, uy — 0 fiir x - oo sein. Zeigen wir, dass dies nicht
wahr ist. Es seien ndmlich x; < x, < ... < x; < ... alle Nullstellen der Losung Y
rechts von x,. Die integrale Identitéit (4) fiir die Losung Y ist '

YY" — 3Y? + AY? + [7bY?dt = — 3Y"¥(x) .
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In den Punkten x;,,i=1,2,... ist

JY(x) = 3Y"%(xo) + [LbY?de,
woraus folgt, dass u; fiir x » oo nicht zu Null konvergiert, da u; <
Damit ist der Satz bewiesen.

Folgerung. Aus dem bewiesenen Satz geht hervor, dass jede Lﬁsung »(x) der
Differentialgleichung (a) mit der Eigenschaft y(a) # 0 oszillatorisch ist, wenn sie
im Punkte a die Beziehung sgn y(a) = sgn y"(a) # sgn y'(a) nicht erfiilit,

II. G. MAMMANA [4] spricht die Vermutung aus, dass jede lineare homogene
Differentialgleichung dritter Ordnung wenigstens eine Losung ohne Nullstellen hat.
G. AscoLi [ 5] aber konstruierte ein Beispiel der Differentialgleichung dritter Ordnung,
deren jede Losung wenigstens eine Nullstelle hat. G. Sansone konstruierte die
Differentialgleichung dritter Ordnung der Form
(d) Y+ QX)) + Q%) y =0
so, dass jede ihre Losung im endlichen Intervalle eine im Voraus bestimmte Anzahl
von Nullstellen hat. In der Arbeit [6] sind die Bedingungen fiir die Koeffizienten
der Differentialgleichung der Form (d) bestimmt, unter welchen jede Losung der
Differentialgleichung (d) im Intervall (— oo, c0) unendlich viele Nullstellen hat.

In diesem Kapitel fiithren wir die Bedingungen fiir die Koeffizienten der Differen-
tialgleichung (a) an, unter welchen jede Losung im Falle A(x) < 0 fiir x € (— o0, o)
unendlich viele Nullstellen im Intervall ('—— 0, oo) hat.

U+ vy st

Satz 2. Uber die Koeffizienten der Differentialgleichung (a) setzen wir voraus: Es
seien A'(x), b(x) stetige Funktionen von x €(— o0, 00). Es sei ae(— oo, o) eine
feste Zahl. Es sei b(x) = 0 fiir x > a und b(x) < 0 fiir x < a und es sei b(a + x) =
= — b(a — x), wobei b(x) = 0 in keinem Intervalle gilt. Es sei A(x) <0 fiir xe
€(a, ) und es sei A(a + x) = A(a — x). Es sei b(x) — |A'(x)| 2 O fiir x > a und
b(x) — |4'(x)| 2 k > O fiir x > o > a. Es seien A(x) und b(x) solche, dass die Dif-
ferentialgleichung (a) im (a, c0) wenigstens eine oszillatorische Losung habe. Dann
oszilliert eine jede Losung der Differentialgleichung (a) nach rechts und nach links von a
ausser zwei Losungen, von welchen eine nach links oszilliert und rechts keine Null-
stellen hat und die andere oszilliert nach rechts und hat links keine Nullstellen.

Beweis. Der Einfachheit wegen setzen wir a = 0. Aus der Voraussetzung, dass
A(x) gerade und b(x) ungerade ist, folgt, dass wenn y(x) eine Losung der Differential-
gleichung (a) ist, dann auch y(— x) eine Losung der Differentialgleichung (a) ist. -
Nach der Voraussetzung hat die Differentialgleichung (a) wenigstens eine Losung,
welche fiir x > a oszilliert. Es existiert deshalb nach Satz 1 eine einzige Losung
y1(x) (bis auf die lineare Abhéngigkeit) der Differentialgleichung (a) und zwar eine
solche, dass y;(x) > 0 fiir x = 0, y;(0) < O ist.

Die Funktion y,(x) = y,(— x) ist auch eine Losung der Differentialgleichung (a)
der Eigenschaft y,(0) > 0, y5(0) > 0 und deshalb oszilliert sie fiir x > 0 und darum
oszilliert auch y,(x) fiir x < 0.
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Die Losungen y,(x), y,(x) sind unabhingig und mit der Eigenschaft, dass die
erste nur nach links und die zweite nur nach rechts von Null oszilliert. Jede weitere
Losung der Differentialgleichung (a) muss nach rechts und auch nach links von Null
oszillieren, weil sie sonst von y;(x) oder von y,(x) abhingig wire.
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PesmomMme

O HEKOTOPBIX CBOVICTBAX PENIEHUN TU®PEPEHLUAJLHOTO
VPABHEHUS y” + 24(x)y" + [A'(x) + b(x)]y =0, Ax) =0

MUXAJI I'PET'VII (Michal Gregus$), Bpatucnasa

B nepBoii yacTH paboTHI TOKa3BIBACTCS, YTO MU pericHuit muddepeHuaIbHOro
ypaBHEHHS

@@ V' 24(x) Y + [A'(x) + b(x)]y =0

(A(x) £ 0 mna x € (— 00, 00)), K03 HUIMEHTH KOTOPOro YIOBJIETBOPSIOT OHpere-
JICHHBIM YCJIOBHSIM, HMeeT MECTO YTBEpXKICHHE:

Ecnu 1o kpaitreit Mepe oaHo peiienue audpepeHnaIbHOro ypaBHEHHS (a) HMeeT
. 6eCKOHEYHO MHOI'0 HYJIEBBIX TOUYEK B (— 00, 00), TO BCE OCTaJIbHBIE pereHns nudde-
PEeHIHAILHOTO YpaBHEHHU (a) UMEIOT 6ECKOHETHO MHOTO HYJIEBBIX TOUEK B (— 00, 00),
KpoMe OJHOT0 pelieHUs y (C TOYHOCTBIO JIO JIMHEHHOM 3aBUCUMOCTH), KOTOpOE HE
MMeeT HHUKaKON HyJIeBOW TOYKH B (— 00, 00) M mpu 3toM y — 0, ' - 0, y" > 0
IJsL X — 0.

Bo BTOpOIf YacTH pabOTHI pellicH BOIIPOC, IPH KaKUX YCIOBHUIX KaXIOe PeIIcHUEe
nubdepennmaibHoro ypaBHeHus (a) B ciydae A(x) < 0 mis x € (— o0, c0) mMeeT
GeCKOHEYHO MHOTO HYJEBBIX TOYEK.
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