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Чехословацкий математический журнал, т. 11 ф6) 1961, Прага 

ÜBER EINIGE EIGENSCHAFTEN DER LÖSUNGEN DER DIFFERENTIAL­
GLEICHUNG j ' " + lA/ + {A' + b)y = 0,AuO 

MiCHAL GREGUS, Bratislava 

(Eingelangt am 9. November 1959) 

Herrn Professor Otakar Boruvka zu seinem 
60. Geburtstag gewidmet 

In der Arbeit sind die Bedingungen für die Koeffizienten der Differential­
gleichung y'" + 2Ay' -\- {A' + b)y = 0, ^ ^ 0 angeführt, unter welchen jede 
Lösung dieser Gleichung ausgenommen einer (bis auf die lineare Abhängigkeit) os­
zillatorisch ist und weiter Bedingungen, unter welchen alle Lösungen der angeführ­
ten Differentialgleichung oszülatorisch sind. 

Einleitung. Die Arbeit ist in zwei Teile geteilt. Im ersten Teil wird gezeigt, dass 
unter bestimmten Voraussetzungen über die Koeffizienten der Differentialgleichung 

(a) f + 2A{x) У + lA'{x) + b{x)\ ;; = 0 
im Falle A{x) ^ 0 für x e (— oo, oo), wenn wenigstens eine Lösung der Differential­
gleichung (a) unendlich viele Nullstellen im Intervall (~- oo, oo) hat, auch jede 
weitere Lösung der Differentialgleichung ausgenommen einer (bis auf die lineare 
Abhängigkeit) unendlich viele Nullstellen im Intervall (— oo, oo) hat. Die nichtoszil-
latorische Lösung hat keine Nullstellen und dabei gilt у -^ 0, y' -^ 0, y" -> 0 für 
x ->> 00 und sgn j = sgn/ ' Ф s g n / für x€(— 00, oo). 

Die Ergebnisse verallgemeinern die Ergebnisse von M. SVEC [1], welcher die 
Gleichung /" + Q{x) у = 0 untersuchte. 

Im zweiten Teil wird die Frage gelöst, unter welchen Bedingungen jede Lösung 
der Differentialgleichung (a) im Falle A(x) ^ 0 unendlich viele Nullstellen im 
Intervalle (—00,00) hat. 

I. Über die Koeffizienten der Differentialgleichung (a) setzen wir voraus, dass 
A(x) S 0, A'(x), b{x) ^ 0 stetige Funktionen von x e (— 00, 00) sind und b{x) = 0 
in keinem Intervall gilt. Weiter sei b{x) — \A!{x)\ ^ 0 für x e (— 00, 00) und dabei 
^(x) — l^'(x) ^ /: ^ 0 für X ^ a, wo a e (— 00, 00) ist. к ist eine Konstante. 

Die adjungierte Differentialgleichung zur Differentialgleichung (a) ist 

(b) z'" + lA{x) z' + ]^Ä{x) - b{x)\ z = 0 . 
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Es sei ae{— oo, oo) ein beliebiger, aber fester Punkt. Es ist bekannt [2], dass 
jede Lösung y(x) der Differentialgleichung (a) der Eigenschaft y(a) = 0 in dieser 
Form у = с^Ух + c2y2 geschrieben werden kann, wo yu y2 die Eigenschaften 

y±(a) = y[(a) = 0 , y'&a) Ф 0 , y2(a) = y"2{a) = 0 , y2(a) + 0 

haben. Dabei entspricht y(x) der Differentialgleichung zweiter Ordnung 

(с) Г1Л+Г~+^>=0' 
Leo J |_ со со J 

wo со = co(x) mit der Eigenschaft œ(a) = со'(а) = О, со"(я) Ф 0 und со(х) Ф 0 für 
х > a, die Lösung der Differentialgleichung (b) ist. 

Im weiteren werden wir sagen, dass y(x) in das Büschel im Punkte a gehört. 

Hilfssatz 1. Über die Koeffizienten der Differentialgleichung (a) sollen die Voraus­
setzungen, welche im Anfang dieses Teiles angeführt wurden, gelten. Sei zx{x), mit 
der Eigenschaft zt{a) = z[(a) = 0, z'[{a) > 0, a e (— oo, oo), die Lösung der Differen­
tialgleichung (b). Dann ist lim z^x) = limz[(x) — oo. Es existiert auch lim z'[{x), 

X -+ oo x -> oo л: -»• oo 

der endlich, oder oo fcf. 

Beweis. Für die Lösungen der Differentialgleichung (b) gilt die Identität 

(1) z" + 2Az - $x
a {Ä + b) z dt = z"{a) + 2A(a) z(a) , 

was leicht ersichtlich ist, wenn wir die Differentialgleichung (b) Glied nach Glied 
im Intervall <a, x) integrieren. Zeigen wir, dass zx{x) und z[(x) rechts von a keine 
Nullstelle haben. Es ist 

(2) (Zlzïf = zxz\ +• zi2 . 

Jedoch aus (l) folgt, dass 

z'&x) = z'&a) + jx
a(A' + /;) zx dt - 2Az,{x) 

gilt. 

Wenn wir dies in (2) einsetzen, erhalten wir 

(z^y = ф) Ща) + \l[_A'{t) + b(t)-]Zl(t)dt - 2А(х)ф)] + Z[2(x) . 
Setzen wir voraus, dass zx(x^) = 0, xt > a ist. Wenn wir die letzte Gleichheit im 
Intervall <a, xx} integrieren, erhalten wir einen Widerspruch. 

Ähnlich ersehen wir, dass auch z[(x) Ф 0 für x > a ist und aus der Gleichheit (l) 
für z t(x) stellen wir leicht fest, dass auch z"j{x) ф 0 für x > a ist und dass z"j{x) ^ 
^ z'[{d) für x > a ist. Wenn wir die Ungleichheit z'[{x) ^ z'[{a) integrieren, erhalten 
wir z[(x) ^ z'[(a) (x — a) für x > a und auch zx{x) ^ \z'[(a) (x — a)2. Aus den 
letzten zwei Ungleichheiten folgt, dass zx{x) -• oo, z[(x) -> oo für x -> oo gilt. Aus 
den Voraussetzungen des Hilfssatzes und aus der Gleichung (b) folgt, dass z±{x) ^ 0 
für x > a ist und folglich ist zr[[pc) eine nichtabnehmende Funktion von x e ( — oo, oo) 

Es existiert deshalb lim z'[{x). Damit wird der Hilfssatzt bewiesen. 
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Bemerkung 1. Ähnliche Eigenschaften wie z^x) haben auch die Lösungen der 
Differentialgleichung (b) z2(x) und z3(x) mit den Anfangsbedingungen z2(a) = 
= z2(a) = 0, z2{a) > 0, z3(a) > 0, z3(a) = 0, z3{a) ^ 0. Dies kann man ähnlich 
wie für zx(x) beweisen. 

Bei dem Beweis lim z'2(x) = + oo und lim z2(x) = M > 0 ist es notwendig 
JC-+O0 JC->00 

folgendermassen vorzugehen: 

Zuerst zeigen wir, dass z2{x) > 0 für x > a ist. Aus der Beziehung (l) geht sodann 
hervor, dass z"2{x) jj£ 0 für x ^ a ist und daher ist z2(x) für x > a nicht abnehmend. 
Aus der Gleichung (b) geht hervor, dass z"2'{x) ^ 0 für x g: a ist, daher ist z2(x) 
nicht abnehmend für x > a, deshalb ist lim z"2(x) — M > 0. Es existiert deshalb 

x-> oo 

eine solche Umgebung Ua rechts am Punkt a, in welcher z2(x) > 0, z2(x) > 0, 
z2(x) > 0 ist. Es sei x e C/a. Dann gilt z2(x) ^ 2-2(x) für x > x. Daraus geht hervor, 
dass lim z2(x) = + oo ist. 

x-> oo 

Im Falle z3(x) ist es notwendig folgendermassen vorzugehen: wenn b{a) — A'(a) > 
> 0 ist, dann folgt aus der Gleichung (b), dass z%{a) > 0 ist. Wir zeigen, dass z3(x) > 
> 0, z3(x) > 0, z3(x) > 0 und z3'(x) ^ 0 für x > a gilt. Setzen wir voraus, dass 
z3(x) rechts von a eine Nullstelle hat. Dann existiert ein solcher Punkt £ > a, in 
welchem z'3{£) = 0 ist. £ sei die erste Nullstelle der Ableitung z3(x) rechts von a. 
Im Intervall <a, О ist z3(x) ^ 0 und deshalb ist z3(x) > 0, z3(x) > 0, z3(x) > 0 
für x e (я, £). Zeigen wir, dass z3(x) im Punkte £ keine Nullstelle hat. Setzen wir 
das Gegenteil voraus. Es ist 

(•^з^з) = Z3Z3 "f" z3 • 

Wenn wir die letzte Gleichheit im Intervall (ß, О integrieren, erhalten wir einen 
Widerspruch. Es ist also 

z3(x) > 0 , z3(x) > 0 , z3(x) > 0 , z3'(x) ^' 0 für x > а . 

Wenn b(a) = A'(a) ist, können wir die Funktionen A(x), A'(x\ b(x) mit solchen 
Funktionen An(x), Af

n(x), bn(x) approximieren, dass bn(a) > Än(d) ist und dass für 
diese die Voraussetzungen des Lemma 1 gelten. Z. B. die Koeffizienten A(x), A'(x), 
b(x) approximieren wir mit den Funktionen A(x), A'(x), b{x) + l/и, n = 1, 2, — 
Für die Lösungen z3/J(x) der jeweiligen Differentialgleichungen (b), wo wir anstatt 
A(x), A'(x), b(x) die Koeffizienten An(x), A'n(x), bn(x) schreiben, gilt nach dem 
vorhergehenden, dass 

z3n(x) > 0 , z3n(x) > 0, zl„(x) > 0, z?J(x) ̂  0 für x > а . 

Da z3(x) ein Grenzwert der Funktionen z3„(x) ist, muss 

z3(x) ^ 0 , z3(x) ^ 0, z'3'(x) ^ 0 , z'^x) ^ 0 für x > a 

gelten. 
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Da nach der Voraussetzung ein solches a e ( — 00,00) existiert, dass b(a) — 
— Ä(a) > 0 ist, ersehen wir leicht, dass 

z3(x) > 0 , z3(x) > 0 , z3(x) > 0 , z"3(x) ^ 0 für x > oc 

sein muss. Daraus erhalten wir leicht die Behauptung. 

Satz 1. An die Koeffizienten der Differentialgleichung (a) seien die Bedingungen des 
Hilfssatzes 1 erfüllt. 

Wenn die Differentialgleichung (a) eine Lösung oszillatorisch hat, dann ist jede 
Lösung der Differentialgleichung (a) oszillatorisch ausser einer {bis an die lineare 
Abhängigkeit), welche keine Nullstelle hat. Die nichtoszillatorische Lösung у ist der 
Eigenschaft, dass y, y' y" monotone Funktionen sind, weiter sgn y{x) = sgn y"{x) Ф 
4= sgn у'(x) für alle xe(— 00, 00) und 

lim y(x) = lim y'(x) = lim y'\x) = 0 . 
;t-»-oo JC-*OO ДС-+00 

Beweis. Setzen wir voraus, dass y(x) eine Lösung der Differentialgleichung (a) 
ist, welche oszillatorisch ist, d. h. sie hat unendlich viele Nullstellen im Intervall 
(a, 00), a e (— 00, 00). Es sei x0 e (— 00, 00) ein beliebiger, aber fester Punkt. Es sei 
у eine Lösung der Differentialgleichung (a) mit der Eigenschaft y(x0) = 0. Zeigen 
wir, dass у im Intervall (x0, 00) oszillatorisch ist. Die Lösung у gehört in das Büschel 
der Lösungen der Differentialgleichung (а), c1y1 + c2y2 im Punkte x0, in welchem 
Punkte 

Ji(*o) = y'i(xo) = 0 > Ji(xo) Ф 0 , y2(x0) = y'&o) = 0 , y2{x0) Ф 0 ist . 

Wenn wir zeigen, dass wenigstens eine Lösung des Büschels im Punkte x0 im Intervall 
(x0, 00) oszillatorisch ist, dann ist auch у oszillatorisch, weil die Lösungen des Büschels 
im Punkte x0 für x > x0 eine Differentialgleichung der Form (c) erfüllen, wo w(x) Ф 0 
für x > x0 ist. Es sei хг > a eine Nullstelle der Lösung y. Wählen wir cl9 ~c2 so, dass 

С1.У1О1) + ^ J i O i ) = 0 is t . 
Dies ist immer möglich. Bezeichnen wir j * = ~c1y1 + ~c2y2. Dann aber gehören ~y 
und j * in dasselbe Büschel im Punkte xx und also ist j * im Intervall (a, 00) oszilla­
torisch und deshalb auch im Intervall (x0, 00). Es folgt daher, dass auch у oszillat'o-
risch ist. Damit haben wir gezeigt, dass jede Lösung, welche wenigstens eine Null­
stelle hat, oszillatorisch ist. 

Es seien jetzt yu y2, y3 das Fundamentalsystem der Lösungen der Differential­
gleichung (a) mit den Eigenschaften 

Ух{а) = У[(а) = 0 , yfta) = 1 , y2(a) = уЦа) - 0 , y'2{a) = 1 , 
У'*(а) = У'ъ{а) = 0 > Уз(а) = 1 , a e ( - 00, 00) . 

Die Lösungen yi9 y2 sind im Intervall (a, 00) oszillatorisch, da sie eine Nullstelle 
haben. Es ist bekannt [3], dass 

°КУиУ2) = <9U œ(y2, y3) = co3 , œ{yl9y3) = œ2 
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die Lösungen der Differentialgleichung (b) mit den Eigenschaften 

co^a) = со[(а) = 0 , œfta) = - 1 , co2(a) = co'^ä) = 0 , co2(ä) = - 1 , 

^зО*) = - 1 , <^з(#) = 0 , со3(а) = 2Л(я) sind. 

Nach Hilfssatz 1 und nach der Bemerkung 1 ist co^x) < 0, co2(x) < 0, co3(x) < 0 
für x > a und also ist auch y3(x) im Intervall (a, oo) oszillatorisch. 

Die allgemeine Lösung der Differentialgleichung (a) ist 

у = c1y1 + c2y2 + c 3 j 3 , wo X«) = ^3 , y\a) = c2 , / ( я ) = cx . 

Wenn wenigstens eine der Konstanten cl9 c2, c3 gleich Null ist, dann ist, wie ersicht­
lich, die Lösung у oszillatorisch. Es sei ct . c2 . c3 Ф 0. Dann sind 4 Fälle möglich. 

a) sgn cx = sgn c2 = sgn c3 , b) sgn c3 ф sgn c2 = sgn ct , 

c) sgn c3 = sgn c2 Ф sgn ct , d) sgn cx = sgn c3 Ф sgn c2 . 

Es ist offensichtlich, dass die Lösungen im Falle a), b), c) oszillatorisch sind. Im 
Falle a), b) ist nämlich 

U>0>3> У) = с2ш(у3, y2) + с ^ ^ з , yt) Ф 0 für x > а . 

Im Falle c) ist 

ЧУ> J I ) = ^зЧУз* У\) + c2co(j;2, J i ) * 0 für x > а . 

Also müssen die Lösungen ohne Nullstellen der Form d) sein, d. h. sgn y(a) = sgn . 
. y"(a) ф sgn y'(a) und ausserdem ist y(a) . / ( а ) . у"(а) Ф 0. Aber daraus folgt, für 
jede Lösung y(x) ohne Nullstellen, dass für jedes x Ф a auch / x ) . / ( x ) . / ( x ) Ф 0 
und sgnj(x) = s g n / ( x ) Ф s g n / ( x ) sein muss. Es sei y(x) eine Lösung der 
Differentialgleichung (a) ohne Nullstellen mit der Eigenschaft y(a) > 0. Dann ist 

/ " = - 2Ayf -{Ä + b)y^0 

und daher ist y" eine nichtfallende Funktion. Es sei l i m / = m > 0. Dann ist 
je-» 00 

y'(x) > y'(d) + m(x — a). Also ist y'(x) > 0 für genug grosse x, was ein Wider­
spruch ist. Also lim y"(x) = 0. Ganz ähnlich kann man zeigen, dass lim y'(x) — 0 

x-^00 x-*oo 

ist. Zeigen wir, dass auch lim y(x) = 0 gilt. Erwägen wir die Funktion CD = co(y, y2). 
X->00 

Sie ist offensichtlich eine Lösung der Differentialgleichung (b), die für x > a oszil­
latorisch ist. Setzen wir nämlich voraus, dass co(y, y2) Ф 0 für genug grosse x ist. 
Dann muss aber y oszillatorisch sein, da y2 oszillatorisch ist, was aber ein Wider­
spruch ist, also ist œ(y, y2) oszillatorisch. Gleichzeitig zeigten wir, dass die Gleichung 
(b) eine oszillatorische Lösung im Intervall (0, 00) hat, wenn y(x) ohne Nullstellen 
ist. Bilden wir die wronskische Determinante W(y,yuy2)' Offenbar gilt W(y, yx, 
У2) — — y(a) und also 

УфиУгУ—У'аЬиУ!) + У[^%Уи У2) + 2Aco(yuy2)~] = - y(a) . 
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Nach Hilfssatz 1 gilt 
co(yl9 У 2) -+ - °° > û)'(^i, У2) -* - oo , 

wenn x -> 00. 
Zeigen wir, dass auch со"(УиУ2) + 2Aco(yi9y2) -» - 00 für x -> 00 gilt. Aus der 

Identität (l) für œ folgt 

œ" + 2У1Ш = œ"(a) + J* (Л' + b) со dt < 0 für x > а . 

Aus der Voraussetzung Z> — \Ä\ ^ Ä: > 0 für x > a geht hervor, dass со" + 2Лсо -+ 
~» — 00 für x -> 00 ist. Wenn wir dies in Betracht ziehen, folgt aus der Gleichheit 

/ с о - У со' + Xе0" + 2Aco) = - >>(#) » 

dass limj(x) = 0 ist. 
j e - * 00 

Zeigen wir jetzt, dass wenigstens eine Lösung der Differentialgleichung (a) ohne 
Nullstellen existiert. Es bilden yl9 y2i y3 wieder das Fundamentalsystem der Lösungen 
der Differentialgleichung (a) mit den Eigenschaften 

J1O0) = Ж х о ) = 0 > /i'Oo) = 1 > JJ>2(*o) = У2(хо) = 0 > >'2(^о) = 1 > 
.УзЫ = 7з(*о) = 0 , у3(х0) = 1 . 

Es seien х0 < хг < х2 < . . . alle Nullstellen der Lösung yt. Für die Lösungen der 

Differentialgleichung (a) gilt die sogenannte integrale Identität [2] : 

(3) yy" - \y2 + Ay2 + jx
Xo by2 dt = konst, 

die für yx von der Form 

ist, aus welcher wir leicht ersehen, dass y± links von x0 keine Nullstelie hat. Bilden 
wir jetzt eine Folge von Lösungen der Differentialgleichung (a) {w„}, wo 

un = c\y1 + c\y2 + c\y3 

folgende Eigenschaften hat: 

« B W = Un(Xn) = 0 , U2(X0) + U'2(X0) + <2(X0) = 1 . 

Das ist immer möglich. Aus der integralen Identität (3) für un ist ersichtlich, dass 
keine Lösung un links von xn eine Nullstelle hat. 

Erwägen wir jetzt die Folgen 

(4) K(x0)}B*L 1 ' №o)}„œ= ! , №o)}.e- ! • 
Jede von ihnen ist offenbar begrenzt. Aus der ersten Folge der Folgen (4) kann man 
eine solche Folge entnehmen, die konvergiert. Es sei dies {иПк(х0)}™= t und ihr Grenz­
wert sei w0. Aus der Folge {u'nk(x0)}%}

=1 kann man auch eine solche etnehmen, die 
konvergiert. Es sei dies \u'n (x0)}^L1 und ihr Grenzwert sei u'Q. Ähnlich kann man dies 
mit der dritten Folge durchführen und den Grenzwert der entnommenen Folge be­
zeichnen Wir UQ. 
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Es existieren also die entnommenen Folgen aus den Folgen (4) mit denselben 
Indizes, welche konvergente Folgen sind. Emfachheitshalber bezeichnen wir sie 
und ihre Grenzwerte 

M*o)K°-i - "o, №o)K°-i - К, к № = 1 - ui. 
Bezeichnen wir die Lösung der Differentialgleichung (a) mit w(x), welche folgende 
Bedingungen erfüllt: u(x0) = u0, u'(x0) = u'0, u"(x0) = UQ. Die Lösung ist nicht 
trivial, da alle drei Zahlen u09u'0, U'Q gleichzeitig nicht Null sein können, da 

lim [u2(x0) + u'2{x0) + <2(x0)] = u2
0 + u'2 + u'f = 1 

П-* oo 

ist. Zeigen wir, dass lim un(x) = u(x) gilt. In Wirklichkeit ist nämlich 

«*(*) = <(*o) 7iW + Un(x0) y2(x) + wn(x0) j3(x) , 

u{x) = WoJiW + Kyi(x) + «о-УзМ » 

woraus folgt, dass lim un{x) = u(x) ist. 
и-+ oo 

Es ist notwendig zu zeigen, dass u(x) keine Nullstelle im Intervall (— oo, oo) hat. 
Setzen wir voraus, dass u{£) = 0, wo Ç e (— со, со) ist. Dann aber ist u(x) oszilla­

torisch. £ sei eine solche Nullstelle der Lösung u(x), in welcher w'(£) < 0 (es kann 
nur eine doppelte Nullstelle existieren). Daher ist im Punkte Ç + ô, wo 3 > 0 ge­
nügend klein ist, w(£ + ô) < 0. Aus dem Vorhergehenden folgt, dass lim un(x) = 

n-+ oo 

= u(x) für alle x e (— oo, oo) gilt, also ist auch 

lim u„(Ç + ô) = u(Ç + ô) < О. 
n-> oo 

Dies ist aber nicht möglich, da bei genügend grossem n xn > { + (5 und w„(<̂  + (5) > 0 
ist, da die Lösungen un(x) links von xn keine Nullstelle haben. Daher ist u{x) ф О 
für xe(— oo, oo). 

Zum Abschluss des Beweises des Satzes 1 ist es notwendig zu zeigen, dass gerade 
nur eine Lösung (bis auf die lineare Abhängigkeit) der Differentialgleichung (a) ohne 
Nullstellen existiert. Setzen wir das Gegenteil voraus. Es seien nämlich w, ut zwei 
unabhängige Lösungen der Differentialgleichung (a) ohne Nullstellen im Intervall 
(— oo, oo). Dann ist щ = cxu + c2yt + c3y2, wo yl9y2 die vorhergehenden Eigen­
schaften haben. Die Lösung ux kann man also in der Form щ = U + Y schreiben, 
wo U = cxu und Y in das Büschel im Punkte x0 gehört, also ist sie für x > x0 

oszillatorisch. Dabei ist U -* 0, U' -* 0, U" -* 0 für x -> oo. Da u1 ohne Nullstellen 
ist, muss auch ut -» 0, u[ -> 0, ŵ  -» 0 für x -» oo sein. Zeigen wir, dass dies nicht 
wahr ist. Es seien nämlich xx < x2 < ... < xt < ... alle Nullstellen der Lösung Y 
rechts von x0. Die integrale Identität (4) für die Lösung У ist 

YY" - \Y'2 + AY2 + $x
XobY2 dt = - \Y'\x0) . 
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In den Punkten xhi = 1, 2 , . . . ist 

woraus folgt, dass u[ für x -> oo nicht zu Null konvergiert, da u[ ^ JJ, yt . 
Damit ist der Satz bewiesen. 

F o l g e r u n g . Aus dem bewiesenen Satz geht hervor, dass jede Lösung y(x) der 
Differentialgleichung (a) mit der Eigenschaft y(a) ф 0 oszillatorisch ist, wenn sie 
im Punkte a die Beziehung sgn y(a) = sgn y"(a) ф sgn y'{a) nicht erfüllt. 

II. G. MAMMANA [4] spricht die Vermutung aus, dass jede lineare homogene 
Differentialgleichung dritter Ordnung wenigstens eine Lösung ohne Nullstellen hat. 
G. ASCOLI [5] aber konstruierte ein Beispiel der Differentialgleichung dritter Ordnung, 
deren jede Lösung wenigstens eine Nullstelle hat. G. Sansone konstruierte die 
Differentialgleichung dritter Ordnung der Form 

(d) y"' + Q(x)y' + Q'(x)y = 0 

so, dass jede ihre Lösung im endlichen Intervalle eine im Voraus bestimmte Anzahl 
von Nullstellen hat. In der Arbeit [6] sind die Bedingungen für die Koeffizienten 
der Differentialgleichung der Form (d) bestimmt, unter welchen jede Lösung der 
Differentialgleichung (d) im Intervall (— oo, oo) unendlich viele Nullstellen hat. 

In diesem Kapitel führen wir die Bedingungen für die Koeffizienten der Differen­
tialgleichung (a) an, unter welchen jede Lösung im Falle A(x) ^ 0 für x e (— oo, oo) 
unendlich viele Nullstellen im Intervall (— oo, oo) hat. 

Satz 2. Über die Koeffizienten der Differentialgleichung (a) setzen wir voraus: Es 
seien A'(x), b{x) stetige Funktionen von x e ( — oo, oo). Es sei ae(— oo, oo) eine 
feste Zahl. Es sei b(x) g: 0 für x > a und b(x) ^ 0 für x < a und es sei b(a + x) = 
= — b(a — x), wobei b(x) = 0 in keinem Intervalle gilt. Es sei A{x) ̂  0 für x e 
e (я, oo) und es sei A(a + x) = A(a — x). Es sei b(x) — \A'(x)\ ^ 0 für x > a und 
b(x) — \A'(x)\ ^ к > 0 für x > а > a. Es seien A(x) und b{x) solche, dass die Dif­
ferentialgleichung (a) im (a, oo) wenigstens eine oszillatorische Lösung habe. Dann 
oszilliert eine jede Lösung der Differentialgleichung (a) nach rechts und nach links von а 
ausser zwei Lösungen, von welchen eine nach links oszilliert und rechts keine Null-
steilen hat und die andere oszilliert nach rechts und hat links keine Nullstellen. 

Beweis. Der Einfachheit wegen setzen wir а = 0. Aus der Voraussetzung, dass 
A(x) gerade und b(x) ungerade ist, folgt, dass wenn y(x) eine Lösung der Differential­
gleichung (a) ist, dann auch y(— x) eine Lösung der Differentialgleichung (a) ist. 
Nach der Voraussetzung hat die Differentialgleichung (a) wenigstens eine Lösung, 
welche für x > a oszilliert. Es existiert deshalb nach Satz 1 eine einzige Lösung 
yx{x) (bis auf die lineare Abhängigkeit) der Differentialgleichung (a) und zwar eine 
solche, dass y^x) > 0 für x ^ 0, y[(0) < 0 ist. 

Die Funktion y2(x) = У\{~ x) ist auch eine Lösung der Differentialgleichung (a) 
der Eigenschaft y2(0) > 0, y'2(Ö) > 0 und deshalb oszilliert sie für x > 0 und darum 
oszilliert auch уг(х) für x < 0. 
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Die Lösungen Ух(х), y2(x) s md unabhängig und mit der Eigenschaft, dass die 

erste nur nach links und die zweite nur nach rechts von Null oszilliert. Jede weitere 

Lösung der Differentialgleichung (a) muss nach rechts und auch nach links von Null 

oszillieren, weil sie sonst von yi(x) oder von Уг{рс) abhängig wäre. 
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Резюме 

О НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВАХ РЕШЕНИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО 
УРАВНЕНИЯ у'" + 2А(х) у' + [А'(х) + Ь(х)] у = 0 , А(х) й 0 

МИХАЛ ГРЕГУШ (Michal Gregus), Братислава 

В первой части работы доказывается, что для решений дифференциального 
уравнения 

(а) ч у"' + 2А(х) у' + [А'(х) + b(x)] y - 0 

(А(х) ^ 0 для хе(— оо, оо)), коэффициенты которого удовлетворяют опреде­
ленным условиям, имеет место утверждение: 
Если по крайней мере одно решение дифференциального уравнения (а) имеет 

бесконечно много нулевых точек в (— оо, оо), то все остальные решения диффе­
ренциального уравнения (а) имеют бесконечно много нулевых точек в (— оо, оо), 
кроме одного решения у (с точностью до линейной зависимости), которое не 
имеет никакой нулевой точки в (— оо, оо) и при этом у -» 0, у' -> 0, у" -» О 
для х-> оо. 
Во второй части работы решен вопрос, при каких условиях каждое решение 

дифференциального уравнения (а) в случае А(х) ̂  0 для хе(~- оо, оо) имеет 
бесконечно много нулевых точек. 
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