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YexocroBanukuii MaTeMaTHyecknii xypuan 1. 11 (86) 1961, Ilpara

LES QUADRIQUES DE LIE D’UNE SURFACE PLONGEE DANS
UN ESPACE TRIDIMENSIONNEL A CONNEXION PROJECTIVE

Aro1s Svec, Praha
(Recgu le 29 janvier 1960)

A chaque point d’une surface dans Z; on associe un faisceau de
quadriques qui généralisent la quadrique yde Lie d’une surface dans
I’espace projectif. On étudie le rapport de ces quadriques & la quadrique
de Lie définie par M. G. F. LAPTIEFF.

Dans les travaux [3] et [4] on a montré que pour les surfaces dans un espace
P, & connexion projective il existe deux éléments projectifs linéaires, et méme
toute une série de courbes de Darboux et de celles de Segre, qui figurent mani-
festement dans toute étude sérieuse de ces surfaces. Il est donc insuffisant,
pour ces surfaces-1a, de généraliser les notions particuliéres de la maniére prati-
quée par M. Laptieff dans [2]. Dans ce qui va suivre, on démontre que la qua-
drique de Lie, définie par M. Laptieff, d’une surface dans £, n’a pas le droit
d’occuper une position exceptionnelle. Je procéde en généralisant au cas de
I’espace courbe une construction de la quadrique de Lie d’une surface dans un
espace projectif; cette construction m’a été communiquée par M. E. CEcH.

1. Dans un travail non-publié, M. E. Cech a démontré le théoréme suivant:
Soient données deux surfaces x = x(u, v) et x' = 2’ (u, v) dans S,, ow Sy respective-
ment, en correspondance asymptotique C; w et v sont parameétres asymptotiques.
Alors pour chaque couple de points xz, ' en correspondance il existe une seule
homographie tangente ¢ la correspondarice C, K : Sy — Sy jouissant des propri-
étés surtvantes:

1. la tangente asymptotique [z, x,] est Uensemble de tous les points tels que les
asymptotiques v = const des deux surfaces, (x') et (Kz), passant par le point ',
ont, projetées d’un point de la tangente en question (dans un plan quelconque), un
contact analytique de second ordre; il en est de méme si nous échangeons w et v;

2. sotent

y(t: u) = tx(u’ ”o) + xv(us ,00) ’ Z(t,, u) =1 x’(u: UO) + x;(u: vo)
deux surfaces réglées en correspondance, formées d’une maniére évidente des sur-
faces (x), (x'), et soit C’ la correspondance entre elles qui associe au point y(t, u) le
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point z(t', u) = K y(¢, u); je suppose maintenant que K soit une homographie tan-
gente & la correspondance C' simultanément pour tous les points des droites cor-
respondantes; le méme sera valable si I'on échange u et v.

Si la surface (z') est dualisation de la surface (), alors I homographie déterminée
ci-dessus est une polarité par rapport & la quadrique de Lie.

Dans ce qui suit, je vais montrer comment change I’énoncé de ce théoréme si
P’on passe aux surfaces plongées dans un espace tridimensionnel & connexion
projective.

2. Dans mon travail [3], j’ai montré que I’étude des propriétés locales d’une -
surface plongée dans un espace #; & connexion projective est identique &
I’étude des propriétés locales de la variété PWj ; (que je vais appeler aussi sur-
face, pour simplifier) et qui est définie comme suit: A chaque point (u, v) du
domaine 2 des parameétres soit associé un espace projectif local P,(u, v) de
centre A,(u, v); pour chaque arc y c 2 joignant (u,, v;) et (u,, v,) il est donné
une homographie P, : Py(u;, v;) = Py(U,, v,). Dans le méme travail, j’ai montré
qu’il est possible de choisir, dans les espaces locaux, des repéres 4,, 4, 4,, 4,
telles que 'ensemble des homographies P, déterminant la connexion de la sur-
face & considérée, soit donné comme d’habitude par le systéme d’équations

(1) d4, = wod, + w'd, + w4,
d4, = 04, + 014, + 0?4, + (1 — k) 024,
A4y = 0fd, + wbd, + oid, + (1 + k) 04,
dd, = w34, + wid, + wid, + w3d,;
(2) o =dw0*, o*=Eu)du+ 92 u,v)dv, [0w]F+0; x=1,2

(3) wo + o} + 0 + wf =0.
Si j'introduis les bases duelles K? par les équations
(4) [4,5] = o
les équations fondamentales de la dualisation #* de la surface & deviennent
(5) dE® = — wlE® — (1 + h) 0'E?2 — (1 — h) w2B!,
dE? = — wlB® — wiE* — 0’B' — w?E°,
dE' = — wiB? — w3B? — wiE 1E°
dE, = — w)B® — 0yB? — 03B — o3E

La fonction b = h(w, v) est invariante, on ’appelle torsion de la surface. Intro-
duisons encore les quantités k,, o, par les équations

(6) dh = byt + hyw?, wy — i — ws + 0 = 0,0 + 0,02 .
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3. Les surfaces 7 et @* sont en correspondance asymptotique C, I’homo-
graphie tangente a C la plus générale est évidemment

(M KA, = B3,
KA, = — (1 + h) B* + 0.E*,
KA, = — (1 — h) B* + 087,
KAy = aoB3 + o, + oaB* 4 o E°
ou l'on a
(8) KA, =E?,

Kdd, = dE® + (g + o) + 00" + 0:0°) E?,
K 24, = d?E® + 2(wp + of + 00" + ex0?) dB® + (1) B® +
+ D,E2 4 DB + O E°

(9) Dy = (1 + b .20, + 0y + by)(0?)* +
+ (T Fh.20, + 0; + 2x, — 2k, + hy) 0'w? — 2ak,(w?)?,
D, = — 202 (0?2 + (1 — h. 20, + 0y + 20y — 2a}, — hy) 0'w?® 4
+ (1 —h. 20, + 0y — hy)(w?)?,
D, = 2(xg — 1) wlw? .

Considérons maintenant un point fixe A,(%,, v,) de la surface = et le point
correspondant E3(u,, v,) de la dualisation z*. Soit y, ou encore y’, le développe-
ment de 'asymptotique w! = 0 de la surface = ou n* respectivement (passant
par le point Ay(u,, vo), ou par E3(u,, v,) resp.), dans ’espace local Py(u,, v,), ou
encore dans Pespace duel P¥(u,, v,) resp. Cherchons les homographies tangentes
(7) pour les quelles nous avons: les projections des courbes Ky, 9’ qui ont la
tangente asymptotique [ £3E1] commune, faites d’un point quelconque de I’autre
tangente asymptotique [E3E?], ont un contact analytique de second ordre. A
partir de (8;) on voit aisément que cette condition est exprimée analytiquement
par le fait que le point @,E2 + @, E* + D E° est pour w! = 0 multiple du point
B2, c’est-a-dire que @; = @, = 0 pour w' = 0. J’en obtiens

by 1

2T —n 2

Si je demande que ’homographie (7) jouisse d’une propriété analogue méme si

j’échange les asymptotiques des deux couches, j’obtiens une nouvelle condition

hy 1

(1) 01 = — “—“2(1 +_h<) 9

. 4. Considérons les surfaces réglées non-développables L, L', formées des

tangentes asymptotiques des surfaces n, z* le long des asymptotiques corres-
pondantes w* = 0. Ces surfaces sont alors formées de points

(12) B=A4,+t4,, F' = E'+4t'E3.

(10) 0y .

0y -
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Supposons ensuite que pour chaque couple de points correspondants 4,, £? des
surfaces 7, 7* nous ayons choisi une homographie tangente (7) qui met en cor-
respondance les droites génératrices des surfaces L, L’ d’une telle maniére que
les points
(13) B=4,+t4,, F=—(1—h)E"+ (¢, + 1) E?
se correspondent I'un & I’autre. Cherchons maintenant les homographies tangen-
tes K qui sont homographies tangentes & la correspondance qui vient d’étre
introduite entre L et L', et cela simultanément pour tous les points des droites
en correspondance. Il faut donc que I'on ait
(14) KB=F, KdB=dF + (L' + A, df) F
identiquement en ¢, !, dt. En vertu de
(15)  dB = (ay0! + taywt + df) 4, + (ap0! + tw?) 4; + afw'd, +
+ (1 + h) wlAa ’
AF = (ga1 — 0203, + (1 — h) aj; . o' — tafjo + di) B® +

+ (1 —h)azy — (L +h)oy. 0* — 1 + h.tw?) B2 4

4+ (hy + 1 —h.a}) 0B + (1 — k) 0 E°
j'obtiens & partir de (14,) en comparant les coefficients aupres de twlE3, ¢ dt B3,
B o', wlE?, que

(16) 112a31+a§1+91, }'2205
1—nh 1 —
(17) %:l—}—h’ alzﬁ—h(l_h-“}1+“§1_‘l1+h1),
1 -
%=y Gan —14h.e),

0‘3:1+k(921_92-“21‘*‘“31"‘}'1”91“%1+1_h'a§1_agl)'

Dans (15) et (17), je définis p,;, et en général g,p, par les équations
(18) doy = 00y + Q4ew? (x=1,2).

Considérons la corrélation K : Py — P§ (7), déterminée sans ambiguité, ot
0« &; sont donnés par les équations (10), (11), (17), (16) et trouvons dans P;les
points situés dans les plans qui leur correspondent. Ces points engendrent évi-
demment une quadrique ' dont 1’équation sera (en coordonnées locales de
Pespace P,)

[(@°A4y + 214, + 224, + 234,)(a°KA, + K4, + 22KA, + x3KA4,)] = 0.

Un calcul direct conduit & I'équation

I j_ 7 208 — 22%2% + (xq + py) #12® + (% + p,) 222® + g(2®)2 = 0

ol ;, 09, %y, &g, &3, A, sONt déterminés par les équa,tions (11), (10), (17) et (16).

(19)
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En échangeant les asymptotiques w! = 0 et w? = 0 j’obtiens pareillement au
cas précédent une homographie déterminée géométriquement sans ambiguité

(20) K'A, = E3,
K'Ay = — (1 + h) B2 + o,B?,
K'Ay = — (1 — h) E* + g,E?,

KAy = 03 + 0y B? 4 x B + xoE°

ol g, g, sont déterminés par les équations (11), (10) et

. 14+h 1 S

(21) 5 =1 alzl_:—};(zafz—l—h.gl),
/ 1 7
vp= g (U T Bl T aly — 7 —ho),
’ 1 1 L 43 __ 3’
“3:m(912_ 01- 03y + a3y — A — 0s0f; +

+1+h.a%, —ady),
(22) Ay = agy + a3z + 05

Cette corrélation K’ : P, — P¥ engendre une nouvelle quadrique " ayant pour
équation

by

1—5h

(23) @023 — 20?4 (&) + 1) @12 + (o] + 0s) 2% + ag(@?)? = 0.

5. D’aprés le théoréme de M. Cech, dans le cas d’une surface dans Pespace
projectif les quadriques @', Q" coincident avec sa quadrique de Lie. Dans le cas
général, Q' et Q" coincident si et seulement si les coefficients des équations (19) et
(23) sont identiques, ce qui donne

(24) h=0, 2af,+0,=0, 2a3 +0,=0,
021 + %01“21 + ag — “gl = 012 + 30,07, + gy — a22 .

En nous servant durepére de M. S. P. FINIKOFF pour une surface dans ’espace

projectif,!) de formes w} données par le tableau (R = 21; , 8 = E’i)

2p
Rdu 1+ Sdv du dv 0
Bdu + ldo —Rdu—}—de} f du dov
(25)
Kdu + A4 dv y do Rdu — Sdv du
Afdu + Bydv| Kdu+ Adv |Bdu +1ldv| — Rdu — 8 dv

1) Voir p. ex. [1], p. 376, ou il faut toutefois corriger le second signe dans I’expression

3
pour wj.
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nous trouvons facilement

Oy = Q04 = Qup =0 = 0y = 03 =0, op=1, af2=aé1:0,
les équations (24) sont vérifiées et la quadrique, coincidant avec (19) et (20),
est donnée par 1’équation
(26) 203 — 22?2 = 0.
Comme (26) est I’équation de la quadrique de Lie, le théoréme de M. Cech est
aussi démontré une fois de plus.

assons cependar cas général ou les quadriques @', Q" ne coincident pas.
Pass ependant au 6 1 ou ,
Dans le faisceau de quadriques

(27) Q=pQ +pQ" =0
il y a une seule quadrique singuliére une partie de laquelle est le plan tangent
a la surface, c’est la quadrique
(28) Q=0 —Q" =

J— 4h 0 | ’ 1 4 2 ’ 3 3 —

= ﬁw Fog — oy & oy — oy Xy — g 2|2 = 0.

J’appelle quadrique de Lie Q, d’indice v = u' : p” la quadrique (27), son indice

sera alors égal au birapport des quadriques @', ", @*, €, pris avec le signe
contraire, il a donc une signification géométrique. En échangeant les quadriques
@’ et Q" il faut remplacer I'indice par sa valeur réciproque.

6. Dans le travail [2] on a défini la quadrique da Lie d’une hypersurface
plongée dans un espace N-dimensionnel & connexion projective de la fagon
suivante: Si les équations fondamentales du repére mobile sont

(29) ddy = wfdy, dof = [ogof] + Ripg [0505]
J,K,L=0,...,N; P, =1,..., N)
et que I’équation de ’hypersurface soit
(30) o =0
alors lesiprolongemen’os successifs donnent les expressions A4;;, Ay (2,7, ... =
=1,...,N — 1) & l'aide des équations
(31) off = A0,
(32) dd,; — Aikw;‘c — Ao + Aoy + wg) = Agpa® .
Formons ensuite les expressions
(33) ag = $(Ais + A3)) , aYay = 0, M = $(Aise + Asa)
/fijk = ¥ M;u ‘i‘ Mui; + Myz), b= aij/fmc > b~k = a" M5,
il = db; — bk + bw) — (N + 1)(az0k — ),

l—= Y qu (zﬁ— ! Eizj).

N —1
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L’hyperquadrique de Lie aura alors I’équation

(34) Q= a2t + baiaN — 2x0%N + l(zM)2=0.

2
N +1 N 1
Ecrivons certaines des expressions (33) pour la surface 7 donnée par les équa-
tions (1):

(35) Ay =0, Ap=1—h, Ay=1+h, A;=0;

=0, =20y =1, ap=20;

Al=0, a2=qa1=1, a2=0;

Ay = — 203y, Ay = — 2435, Ay = (1 —h)o, — by,

Ao =1 —h)oy —hy, Ay =1+ h)o, + hy,

Ape= (1 +h)oy + by, gy = — 243, Aypy = — 235
My, = —2a%, M, =— 203y, My = — 203, My, = — 2a3,,

My = My, =01, Mgy = My =0,
by = 0, — 2a2,, b, =0, — 2a},.
La quadrique (34) a donc ’équation
(36) Q* = 4x%3 — dalx® + (203, — 0,) 21 + (2a3, — 0,) x2%3 —
— 3(x?)2 = 0.
Nous allons éclaireir le rapport existant entre la quadrique (36) de M. Laptieft

et le faisceau de quadriques (27). On voit aisément que dans le faisceau (27) il
existe une seule quadrique

(37) RQ=Q1+hnHQ +(1—-hE =0

jouissant de la propriété que dans le faisceau engendré par les quadriques @
et @il y a une quadrique composée du plan tangent et d’un autre plan passant
par le point 4, de la surface 7; son indice 2 = (1 + &)(1 — h)~?! est invariant.
L’équation de la quadrique (37) est '

h

' h
42003 — dxla? 4 (Zafz — 0, + ; i k) xlad 4 (Qa’gl — 0 — 3 :‘ h) x28 -
1 hih
(38) + (012 + 0 — g 0102 — -2(—11:27&‘27 — 0103 — 0203, +

+ 1—h. az + 1+ h.aj, — afy — ad,)(@%)* = 0

ol g,, 0, sont donnés par les équations (11), (10). Or, les quadriques @ et ©* ne
coincident pas généralement méme si la condition A, = h, = 0, c’est-a-dire

= const, est vérifiée. Le calcul de 1’équation (38) nécessite la connaissance des
fonctions @15, 021, C’est-a-dire des dérivées partielles des fonctions k,, 0,, par
contre en calculant la quadrique (36) on a besoin, pour déterminer la fonction I,
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de connaitre I,;, c’est-a-dire les dérivées partielles des fonctions o,, a3, a,.
L’égalité des coefficients aupres de (2%)2 dans (36) et (38) conduirait & une équa-
tion aux dérivées partielles des fonctions k,, 0,, a3, i, or cette condition n’est
pas vérifiée en général, c’est évident. Nous obtenons donc seulement: La condi-
tion nécessaire et suffisante pour que le farsceau de quadriques de Darboux, défins
par M. Laptieff, coincide avec la faisceau de quadriques déterminé par la quadri-
que @ et le plan tangent compté doublement, est que la torsion de la surface soit
constante. '

Bibliographie

[1] I'. @. Jlanmes: Qupdepenimanpaas reoMeTpusi HOTPYKEHHLIX MHoroodpasui. Tpynst
Mock. Mar. O6m., 2, 1953, 275—382.

[2] I'. @. Jlanmes: T'mnepnoBepXHOCTH B IPOCTPAHCTBE IPOEKTHBHOH cBAsHocTH. JAH
CCCP 1958, 721, 41—44.

[3] A. Svec: L’application des variétés & connexion & certains problémes de la géomsétrie
différentielle. Yex. mat. ., 10 (85), 1960, 523 —550.

[4] A. Svec: L’élément linéaire projective d’une surface plongée dans I’espace & connexion
projective. Uex. mar. ., 8 (83), 1958, 285—291.

Pesome

KBAIPUKN JIU OJId IOBEPXHOCTHU, IOIPYHEHHON
B TPEXMEPHOE ITPOCTPAHCTBO C HIPOEKTUBHOUW CBA3HOCTBLIO

AJIOUC MBEI] (Alois Svec), IIpara

9. Ue x onpeneini B ¢cBOeH JI0 CHX IIOP HEOMyOINKOBaHHOM paboTe KBaJ[PHKY
JIu 17 moBepXHOCTH B IPOEKTHBHOM IIPOCTPAHCTBE CJELyIOIUM 00pasoM:
Iycrb B 83, cOOTB. S3 AaHBI 1Be MOBEPXHOCTH & = (U, v), ¥’ = &'(u, ¥) B ACUM-
nrotmaeckoM coorserctBum C; %, ¥ — acuMMOTOTHYecKWe Iapamerpsl. Torma
WIS KajKIOH Iaphl COOTBETCTBYIOIUX JPYT APYI'y TOYEK CYIIecTByeT ONHA
eIMHCTBeHHAs KacaTelpHas Kojammeanua coorsercrBuma C, K: S;— S; co
caefyomuMy cBoiictBamm: (1) acHMITOTHYeCKAs KacaTelbHas [, x,] ABAseTCH
MHOKECTBOM BceX TOYeK, IpH IPOEKTHPOBAHMU M3 KOTOPHIX aCHMOTOTHAYEC-
Kue v = const, HpoXoasmue deped TOUKy «' obemx moBepXHocrei (z'), (Kx),
EMeT aHAJIWTUYECKOe KacaHWe BTOPOTO IIOPSAKA; .CBOMCTBO OCTAETCS B CHIIE
HOCIIe 3aMeHBI U, ¥; (2) myeTs y(t, u) = tx(u, vy) + X,(u, v,), 2(t', u) = t'x’(u,v,) +
+ (%, v) — MBE cOOTBeTCTBYIOIME APYT APYTYy JHHeHYaTbie TOBEPXHOCTH,
o0pasoBaHHBe IOHATHBIM cIoco60M U3 HoBepXHoctell (), (z'), m mycrs C' —
COOTBETCTBHE MKy HHMH, COIOCTABIIAIOIIEe TOYKe y(f, u) TO4Ry 2(¢, u) =
K, (t, u); Temeps MH mpepmosaraeM, 9ro K ecTh KacaTelbHag KOJUIMHEAIUs
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coorserctBug (' ONHOBpPEeMEHHO [JIA BCeX TOYEK COOTBETCTBYIOMIHX JpPYr
JApYry OPAMBIX; CBOICTBO OcTaercs B cuie Iocile 3aMeHH «, v. Eciam Temeps
NMOBepPXHOCTH (2') ABIAeTcA Iyajmsaliwell OBePXHOCTH (), TO OoIpedeleHHAS ’
BBIINe KOJIMHeanusA OyJer MOJAPUTETOM OTHOCHTENbHO KBajgpuku Jlu.

B paGore aT0 XapakTtepHOe ¢BONCTBO HCHOIB3YeTCA B KavecTBe ONPeeIeH s
KBajpuk Jlm pas moBepXHOCTH B HPOCTPAHCTBE ¢ MPOEKTUBHOM CBABHOCTBHIO.
Uccnenyerca c¢BA3L MeAy BBeJeHHBIME TaKUM 00pa3soM KBaJpHMKaMH M KBaf-
puxoit Jlanresa-Jlu.
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