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YexocnoBankuii MaTeMaTHyeckuii xypuaj, 1. 12 (87) 1962, Ilpara

HOMOGRAPHIES CONSERVANT L’ELEMENT DU TROISIEME
ORDRE D’UNE SURFACE DANS UN ESPACE A CONNEXION
PROJECTIVE

BonuMiL CENKL, Praha
(Regu le 29 juin 1960) -

Dans ce travail, on étudie deux types d’homographies conservant I’élé-
ment du troisiéme ordre d’une surface d’une maniére analogue au cas de
I’espace projectif. On trouve cependant qu’un seul de ces deux types peut étre
généralisé a 1’espace & connexion projective, tandis que ’autre type ne peut
étre généralisé que dans le cas d’un espace sans torsion. Sont aussi étudiées
certaines propriétés des homographies du second type.

1. Dans un espace P; a trois dimensions a connexion projective, soit donnée
une surface n avec deux couches différentes d’asymptotiques. Nous pouvons choisir
le repere sur la surface d’une telle fagon que la connexion soit donnée par les équations
(voir A. Svec [5])

(1) d4y = w3dy + du A, + dvA,,
dA, = 0}d, + 0id, + Bdud, + (1 — h)dv 4,
dA, = 0§, + ydv 4, + w34, + (1 + h)du A4;,
dA; = 034, + 034, + 034, + w3A,,
wl =aldu+aj,dv, [dudv] +0, o)+ 0] + o)+ 0]=0.

Il

|

Les changements admissibles des parameétres asymptotiques u, v et des bases locales
sont

(2‘) u=u(@), v=uv)),

ou

3 du = u' dii, dv=v’d5<c.-é-d.r=u'=9%, s=1 =d—1j>,
du do
Ag = addy, A, =olA, +r 'add,, A, =034, + s 'alA,,
Ay = Ay + o34, + o34, + r s agdy, («)* = r’s?,
of =(1~—h)se3, af=(1+ h)roj.
Dans la suite nous emploierons la notation

_ 0 1 2 3 _ 0 1 2 3
(4) a = a9 — ayy — a3 +az;, b=ag, —a;, —az; + a3,.
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2. Considérons, en un point A4, de la surface 7, 'espace projectif local & trois
dimensions P3(4),. Soit

¢ o = o)

une courbe y sur la surface 7, passant par le point 4,, Désignons par Aq(u, v(u))
son point mobile, soit A, = A4(0, v(0)). Soit y* son développement dans I’espace
local P,(A,); y* sera formée de points que nous dénoterons par A(u, v(u)), soit
A4 = A(0, v(0)). Les développements de toutes les courbes y de la surface © qui passent
par le point A, forment dans I'espace P;(4,) un systtme de courbes passant
par le point A, toutes les courbes de ce systéme ayant au point A un plant tangent
commun. Désignons par U le systéme en question. Nous allons chercher maintenant
une homographie H de I'espace P5(A,) sur lui-méme telle qu’il existe pour chaque
courbe y* € Y une autre courbe y% & U telle que Hy* et y¥ aient un contact géométrique
du troisiéme ordre au point A. La courbe y{ est formée de points A(u, 5(u)); elle
est développement d’une courbe Ao(u, 5(u)) passant par le point A4, sur la surface x.
Pour que Hy* et y7 aient un contact géométrique du troisiéme ordre il faut et il suffit
qu’il existe des fonctions g(u) et w(u) telles que I'on ait

Y d"A(g,:(“)) _ d*o(u) A[v;(uk)’ W _ o, 1,2, 3)

pour u = 0. Si ’homographie H est données par les équations
3
(6) HAI = ZaikAk (’ = 03 13 2’ 3)7
k=0
nous pouvons écrire évidemment
(7) H dkAO(”? U(u)) — dk{g(u) AO[-W(;’[)’ E(W(M))]} (k — 0’ 17 2’ 3) .

du* du
Cela signifie que les surfaces = et Hn ont un contact géométrique du troisi¢éme ordre.
En posant k = 0 dans I’équation (7) nous obtenons

(8) w(0) =0, oy = oy = %3 =0,
et si nous choisissons
9) Ogo =1,

nous avons o(0) = 1. Si nous demandons que la seconde des équations (7) soit
vérifiée, nous obtenons (avec la notation

, _do , _dw , do dﬁ>
w o= — v = — vV =

= =— ) —_— 9 -_— E) — —
du du du dw
les conditions
0 oy
(10) o = ad (1 — w) + agy(v — W) + oy + VVoty,
wo= oy + 00y, W =g U, oz =o3=0.
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Pour que les surfaces = et Hn aient un contact géométrique du second ordre il
faut que I'on ait (en comparant le coefficient de 45 dans (7) pour k = 2)

’ ’ 2
(“) Vo33 = Oyy0y1 + U(au“zz + a12a21) + U050, .

Or, cette équation doit étre vérifiée identiquement pour toutes les valeurs de v’, c’est
pourquoi nous avons

(12) Opg@yy = 00y = 0, o33 = oy (%, + a0 -

Maintenant, nous distinguons deux cas:
a) soit ay; # 0, alors en vertu de (7) pour k

2, nous obtenons a 'aide de (12)
(13) app =0y =0, o33 = a3,0,,,

v o 1 1 ’ 12 ’ 1 .2 1 2 .12
W' = a0y + agviagy + ptoy + 20'05 — Ao — agp0'0 0, — Yay,Ut —

’ (1] o 0 0] ’ ’ .

— ayq0tyg — Vo0t g — 0y 1(agy + doa0’ — Agidyy — Agaty0" + oyg + Valy0)

_ 0310
5’02, = Pay, + 070y, + a3,0'0,, + a3,0" %0y, + 2y, — 202 222 4
U1

0’30(3
22 12 1 '3 1 ’ 1 02 2
+ 9 —22 — Vagay — v'2ai,0, — yayv”t 4 ajiog 0,0 + aj0ed, —
g1
2 2 . 2 .2 12
— Poiy— ay1a310 0y — G3305,0
Ensuite on a évidemment

(14)

d304,

du3

d*4
15 H 0
(1) HS

— Q///AO + (SQ” K + 3Q'W” + M’”/) (LA + 3(@ w/2 + W’ I/) ( )3

= {(1 — h)v'(ag, + ag,v" + ajq + ajv’ + yv'z) + 20" +

(1 + h)(agv" + agv'® + B+ v" + a3 v + a3,0'%) + a3, +
+ 2v'2a3,} a33A45, mod (AgAA,).
En comparant les coefficients de A4, dans (14) et (15) nous obtenons la condition
pour le contact géométrique au troisiéme ordre des surfaces 7 et Hr, Dans I’expres-
sion qui en résulte, comparons les coefficients de v', v'2, v'3, v” et du terme absolu,
d’une maniére analogue aux cas précedents. Nous arrivons aux relations suivantes
(16) Uy =€, Oy =6, azz=1, & =1;
3otgo — 318%) + hogye? = b(e* — 1); 3(ago — 03,6) — hasye = ale — 1).
a) Les homographies les plus générales telles que les surfaces n et Hn aient un

contact géométrique du troisiéme ordre peuvent donc étre écrites sous la forme
(17) HAy = Ay

HA, = {056 + 3has,e + 3a(e — 1)} A + ¢4, ;

HA, = {03,6% — Jhog,e? + 3b(e® — 1)} Ap + €74, ;

HAy = a3049 + 0314, + a3,4, + Aj.

Dans ce cas-ci (o, + 0), nous avons donc oo® d’homographies jouissant de la pro-
priété en question — nous les appellerons homographies du premier type.
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b) Si nous supposons maintenant «,, + 0, nous trouvons en vertu de (12)

(18) Uy =0y =0, o33 = o505,

et ensuite en vertu de (7,)
w' = Bogy + 00y + a5 0y + a3 %0, + 200y, — agv'ay, — agan, +
+ agv?agy + agaty Ve, — 20,00"ay — 205007y — ayy0%0d, — V'o,a) 0y,

= 2.2 1 1, 2 ’ 0 0 ’ 2
U0y = g0y + A1V 0 F YU 0y, + 20°03, — g%y, — dop%ypb — A58y, —

2 ’ 0 0 ’ 1 ’ 1 2 ’2,.2
= A330150 + A0y + a0V + G300 + agpay, — fuay —
”
2 / 2 2 U %yp 2
— A21%12051V — A1y — ——— — 203,00, .
v

Aprés les substitutions correspondantes comparons les coefficients de 45 dans les

expressions (14) et (15). Une nouvelle comparison des coefficients de v’, v'2, v'3, v”

dans I’équation ainsi obtenue nous donne (dans la notation (B/y)!'/® = k, k™' = 1)
(19) a, =¢ek, oy =8, a33=1, h=0, & =1;
(ekoyy — age) = a — keb; 3(ePlugy — 0y0) = b — &2la.
L’homographie la plus générale du second type peut donc étre écrite comme
(10) HA, = A, ,
HA, = {3keb — 3a + ckay,} Ay + ekd, ,
HA, = (3le?a — 3b + &log,} A + 214, ,
HA, = 03040 + o33 Ay + 23245 + Ay
On voit — cf. (19;) — que la condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe
und homographie réguliére du second type est que I'on ait h = 0, c’est-d-dire que
la surface se trouve dans un espace sans torsion.

En effet, nous obtenons la condition h = 0 a partir de 1’équation ha,,0,; = 0 qui
résulte A son tour d’une comparaison des coefficients de v” dans I’équation

d34, _ d4,

dud  du?

Nous pouvons introduir les coordonnées locales des points analytiques dans P5(4,)

par rapport a la base locale dans I’espace P;(A4,) d’une telle maniére que nous ayons

(21) X = xodo + x'A; + x?A, + x*4;.

, mod (AyA4,4,).

Si nous cherchons les points doubles de ’homographie {20) nous trouvons le
point donné par les équations
(22) x> =0, 2x° + (g9 — 0yo21) X° = 0, 20;x° + (0021 — %30) X' =0
et d’autres points

1 2 3 _ 1 2 3 __
(23) Coyox! + apex? 4+ a3ex? =0, —x' + ayx? +o5x> =0,
ayxt = x% + ag,x3 =0.



Posons-nous le question de I'existence d’une homographie perspective (20).
Il faut évidemment que I’on ait

(24) apptyy + o3, =0, a3 + o300 =0.

Nous trouvons ainsi le point double X = (skazo, 1, —e&k, (0), qui se trouve sur la
tangente de Darboux, et le plan double T déterminé par 1’équation

(25) 3x' = 36%Ix* — (¢%la — b — 3uye) x* = 0.

Considérons maintenant le faisceau monoparamétrique de quadriques osculatrices
de Darboux [1]

(26) x0x3 — x'x? — fax'x® — 1bx?x3 = 1eay(x?)?.
Nous voyons que le plan 7 est le plan polaire du point X par rapport a n’importe

quelle quadrique du faisceau (26). Nous en tirons I'énoncé:

Parmi les 00® homographies (20) il existe o' homographies perspectives K dont
le point double X est un point de la tangente de Darboux et dont le plan double 1
est le plan polaire du point X par rapport a chacune des o quadriques osculatrices
de Darboux.

Considérons maintenant les quadriques que nous obtenons en généralisant la
définition de Cech de la quadrique de Lie [2], c’est-a-dire les quadriques Q’, Q"

(27) - 2x%* — 2x'x? — ax'x® + a3(x?)? =0,
2x%0%3 — 2x'x? — bx*x* + o4(x?)* =0,
%, = Qy1 + %b(agl + a3, —ag; — a3 + %a) + ay; — a3y,
ay = 0y, + %a(a}z + a3, —ag, — a3, + %b) +a3, —al,,
20, =—a, 20,=—b, do,=0,du+0,d0 (x=12).

Les plans polaires du point double X de ’homographie perspective K par rapport
aux quadriques Q’, Q" sont les plans 7', t” données par les équations

(28) 2x' — 26%Ix% + (2050 — ag’l) x> =0,
2x' — 2e2Ix* + (2450 + b)x* = 0.

Tous les trois plans t, 7', ©" forment un faisceau S dont 'axe est la droite p : x> = 0,
x! — &%lx? = 0. Cest la tangente de Segre conjugée a la tangente de Darboux sur
laquelle se trouve le point double X de 'homographie K. Tous les plans polaires du
point X par rapport aux quadriques Qs = u'Q’ + u"Q" appartiennent manifestement
au faisceau S. Il est aisé de voir que les plans polaires du point X par rapport aux
quadriques réguliéres Q(v, 1)

(29) (1 + 2)x'x? = (1 + 1) x> + Zax'x® + 24bx2x> + () (x*)* =0

et par rapport a la quadrique de Lie généralisée par G. F. LAPTEV [3] appartien-
nent également au faisceau S.
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Pe3ome

KOJIUIMHEATIWU, COXPOHAIOMME SJIEMEHT TPETBEI'O
TIOPAOKA IIOBEPXHOCTU B IIPOCTPAHCTBE
C MTPOEKTUBHOUN CBSA3HOCTBIO

BOT'YMUJI LEHKIJI (Bohumil Cenkl), Ilpara

B paboTe HaiiileHBl OBa TUMa KOJUIMHEALMH, COXPAHSIOILMX 3JEMEHT TPEThEro
NOPSA/IKA MOBEPXHOCTH B MPOCTPAHCTBE ¢ MPOCKTHBHOM CBSI3HOCTBIO — KOJUIAHEA-
[IMY NEepBOTO M BTOporo poxa. KosuimHeanys NepBoro pona COXpaHseT aCUMOTOTH-
YeCKHe KacaTelbHble, B TO BpeMs KaK NpU KOJUIMHEALMH BTOPOIrO poja NEpBOH
ACUMITOTHYECKOM KacaTeJIbHOM COOTBETCTBYET BTOpas U HaobopoT. Okas3biBaeTcH,
YTO, B TO BpeMs KaK KOJUIMHEalWs MEPBOTO pojia CYUIECTBYET M B TOM Ciyuyae,
KOTJIa IJIsi M3y4aeMoii TIOBEPXHOCTU He MMeeT mecTa h = 0 (T. e. KpydeHHE PaBHO
HYJIIO), yciaosue h = 0 sBisieTcst HeoGXOJUMbIM 1 IOCTATOYHBIM IS CYLIECTBOBA-
HUS KOJUIMHEALMH BTOPOTo pofa. MMeeTcst 00® 3THX KOJUIMHeAIii BTOPOTro poja,
CpeiM HHX CYIECTBYeT oo! mepchmekTHBHBIX KoyumHeauu# m(a). Ecnuw npuHaATb
TOUKYy A 3a LEHTP, a TUIOCKOCTb T 3a CAMOCOHPSXKEHHYIO TIJIOCKOCTh HEKOTOPOM
MEPCIEKTUBHOM KOJUIHHEAINH A, TO 4 = n(a) JUTSL HEKOTOPBIX d, €CJIM U TOJIBKO ecliy
A ecTb Touka Ha KacaTelbHO# JlapOy ¥ T eCTb MOJSIpHAsd IUIOCKOCTh TOYKM A Io
OTHOIUEHMIO K IPOM3BOJILHON compukacaroweiicss kpaapuke apOy (26) (1( Jr000oi
M3 OIHONAPAMETPHYECKOil CBA3KM STHX KBAIPHK).

IMycth A — caMOCONPSIKEHHAS TOYKA, & T — CaMOCONPSKEHHAs TJIOCKOCTD Tep-
crexTuBHO# Koyumreanun 7(a). IToJsipHble TUIOCKOCTH TOYKH A TO OTHOUIEHHIO
K ksanpukam Q’, Q” (27), a, CJIeIOBATEJIbHO, U JI0 OTHOLICHUIO X KBajpuke Qg =
= 0'Q’ + " Q", k xsaapuke Q(v, 1) (29 1 x (30), geXKAT B OIHOM CBSA3KE, OCh KOTO-
poii — xacaTtenpHas Cerpe, CONpsDKCHHaA ¢ KacaTelbHoM JlapOy, Ha KOTOpO# JexHT
Toyxa A.
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