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Yexoc10BauKmii MaTemMaTHyecKkuii skypuaa, 1. 14 (89) 1964, Ilpara

HEKOTOPBIE KOJIEBATEJIbHBIE CBOVCTBA OJAHOPOIHOI'O
JIVHEVHOT'O IM®®EPEHLIMATIBHOTO VPABHEHUSA
n-OT'0O TIOPSIJIKA (n = 3)

3JEHEK I'VCTBI (Zdenék Husty), BpHo
(Ioctynuio B pexaxuuio 18/1 1962 )

B pa6oTe npuBOIMTCS KAHOHUYECKAs HOpMaA YPaBHEHUS n-0Or0 IOPSIKa, TIPH
ITOMOILY KOTOPOIt BEIBEAEHBL HEKOTOPBIE KOJIEOATEIbHBIE CBOMCTBA, N3BECTHBIC
IUTsl yPABHEHUI TPETHEro ¥ YETBEPTOro MOpsKa.

Tycrs mano muddepeHnuaibHOe ypaBHEHHE

(1) zZ™ 4y (n) az" P =0,
i=1\1
rae gymkman a"~, i = 1,2, ..., n HenpepbIBHBI B unTeppaie J = (¢, ).
Ipu oMo npeobpasosanus z = exp (— [, a, dt), xo € J Moxso (1) npusectr
K BULY

@) ¥+ 3 (1) awe o0,
i=2\1i,
roe yHKmus A, = d, — @ — @) MMeeT HeNpPEPHIBHYIO IIPOM3BOJHYIO ITODSIKA
n— 2.
Bsenst HOBble OGo3HaueHnss A = A,, w, = Ay — fi(A), k = 3,4, ..., n (rme f,(4)
SIBIISTETCS. MTEPUPOBAHHBIM HOJMHOMOM pPasMEPHOCTH k), NMOJIYYMM KaHOHHYECKYIO
dopmy ypasuenus (2)

o) Liy, 4) + 3 <") 0y = 0,
i=3 1 ‘

T[€ UTEpUPOBAHHBIE CEMUMHBApHAaHTHI ; (i = 3,4,..., n) MMEKOT HelpepbiBHBIE
OpoU3BOAHBIE opsaka n — i. B ciyyae w; = 0, i = 3,4, ..., n ABIAeTCSA ypaBHEHHE

(4) - In(y’ A) =0
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HTEpUPOBAHHBIM YPaBHEHHEM N-OTO MOPsAKA, HyHIaMEeHTaJbHAS CHCTEMA PELIECHUST
KoToporo obpa3oBana (GYHKIUSIMU

(5) wTiettt ) i=1,2,...,n,

IIPpUYEM U, U ABJIAKOTCA HC3AaBUCHMBIMU MHTErpajiaMu YPaBHECHUS

3
6 ’ U +——Au =0,
() n 41

em. [5].
3ameuanne 1. YpaBueHue (2) MOXHO CYHTATDH IePTYPOAIMOHHBIM HTEPUPOBAH-

HBIM ypaBHeHHeM (4). 3aMeTHM eLue, YTO MHTETpajbl ypaBHeHUs (6) MMEIOT Herpe-
PBIBHBIC IIPOM3BOJHBIE MOPSIKA N.

3ameuanue 2. Kax mpocroe ImpvMeHEHHE HpPEABIAYLIMX MPEINOIOKEHHN TPH-
BENEM CJICAYIOIIME YTBEPXKICHHS:

ITycmob cnpagedausvl npeonoA0IHCeHYA:

a) [® o] dx < o0, i=3,4,...,n b) Pyuxyus A ob6aadaem ceoiicmsom
(Oo1. 5=3); ©) lim|4 +al =0, a=konst <0, d) [*|4+ aldx < o0 wm

X0

|14’ dx < oo. To20a ypasnenue (3) ob6aadaem ceoticmeom (Og; =)

3ameuanue 3. a) Mul roBopum, uTo Kaxas-To Qyskumsi f(x) oGmamaer CBOii-
CTBOM

(0,), ecou | fP(x)] = M s Beex x € J;
i
(001 ..0), ecm Y. |fO(x)] = M, s Beex x € J;
r=0
(001 ...0), ecmu lim f(x) = 0, lim f'(x) = 0, ..., lim f®(x) = 0,
X+ 00 X0 X 00
rae M = konst > O 1 i SIBJISITCS LEJIBIM HEOTPHUATENLHBIM YHCIIOM.

b) Msl roBopum, 4T0 muddepennuanbEoe ypaBHEHHE 06NafacT HEKOTOPHIM K3
CBOMCTB 3aMeYaHus 3a), eCiy KaxI0€e ero peleHue 00JIalaeT TeM ke CBONCTBOM.

JokazaTenbcTBO. Ecii CipaBesinBo Npe/INOIOKEHHE C) M OXHO U3 NPEATIOINO-
xeHuit d), To ypasrenue (6) oGnazaet cBoiicTBoM (Oo;); em. [1] crp. 56 nnm 133.

Ecnu ypasuenue (6) o6xamaer cBoiictBoM (Oy) U €CIIM CIPaBE/UTHBO NPE/IIONO-
*KeHue b), To ypasHenue (4) o6naaaet coiictBoM (Ogy . =)

Ecnm ypaBHeHue (4) o0JajaeT CBOMCTBOM (001.”;:7) M CIpaBeJIiBO NPEATOo-
XeHue a), To ypaHeHue (3) o6majgaer cBoiictBoM (O . 7=7); eM. [1] ctp. 55, T. 6.

Jlemma 1. ITycmo U, V saeasaiomcsa npou3osvHbiMu @GYHKYUAMU HEPEeMEHHOU X,
Komopble umerom HenpepuvigHble npoU3800Hble n-020 nopadka. Tozoa k-as npoussodnas
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Gynkyuu y = U2V, k = 1,2, ...,n — 1 dana gopmyaoii
{7) yW=m-2)(n=3)...(n = kYU *?[(n — k- 1) (U)YV+
+ kUU 1 V] + U 1g(x)

20e PyHrkyus g,(x) umeem HenpepwvigHYI0 npousgooHylo nopaoka n — k. Ecau U(a) =
=U"(@) =0,mo gy(@) =0,k =1,2,....,n— 1.

NokasartenascTBo. Tak kak y’' = (n — 2) U" U’V + U""2V",
Yy =(n—=2U"*(n—-3)U?V +20U V] +U"[(n-2)U"V+UV"],

cnipasemsa Gopmyia (7) pst k = 1, 2, nprem g4(x) = 0, g5(x) = (n — 2) U"V +
+ UV”. Tax xak ¢yHkuuu U, V ¥MMeIOT HeNpepbIBHbIC NPOM3BOAHBIE IOPSIKA N,
uMecT hyHKIMS g,(X) HempepIBHYIO TIpou3BoHYyIo mopsaxa n — 2. Ecm U(a) =
= U"(a) = 0, T0 g,(a) = 0.

HuddepernupoBanuemM GopmyJisl (7) MOJIyyyM Iocjie Ipeobpa3oBaHMsL CIEAYIO-
1ee OTHOLIEHHE

YED =(n=2)(n=3)...(n—k = 1)U *3[(n— k =2)(UYV+
+ (k + DUUY VT + U ?g04(x)
rae ’ .
Gre1(x) =k(n —=2)(n = 3)...(n — k) [(n — k = 1) (U1 U"V +
+ (k= D) UUY2UV + UU) V" +(n— k — 1) U'gy(x) + Ugi(x) .
Ecni mpeanoyioKuTh, YTO YTBEpXKAEHHE JjeMMBbI 1. copaBeyiuBo Mg k-Toi
TIPOU3BOAHON (PyHKLMM y, TO 3TO YTBEpXKJEHMe CIpPaBeJJIMBO TaKxke JAJis IPOU3BOJ-

HOM mopsiaka k + 1, Tak kak QyHKIusA gk+1(x) HMEET NPOU3BOAHYIO TOpsAKa
n — k — 1. Ecom U(a) = U"(a) = 0, To Takxke g;44(a) = 0.

Cuencreue. ITpoussodnas k-o2o nopaoka (k = 1,2,...,n — 1) dynxyuu y = U1
oana gopmyaoit y* = (n — 1) (n — 2) ... (n — ) U"* "YU + U"*'gu(x). Ecau
U(a) = 0, mo g(a) = 0.

3ameuanue 4. [Ipu nomoru jieMMBI 1 MOXHO JIETKO 10Ka3aTh GOpMYJLy

®) Wilu, o] = (W, sl T] ke,

rae W,[u,v] — onpenenutens Bpouckoro ¢ynkumit (5), mpuyem  W,[u, v] =
= W[u,v].

Joxa3aTeabcTBo. BosbmeM kakoi-mbo unterpan U ypasHenus (6), HesaBucH-
MBI OT 4, KOTOPEIH B IPOM3BOJIBHOM TOYke a € J YNOBJETBOPSAET HAYaIbHOMY
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YCIIOBUIO U(a) =0, u nycre v = cyu + c,U, ¢y, ¢, = konst. Torma, ¢ yuerom
JieMMBI 1,

W,Lu, v] = W,[u, c;u + ;U] = )
= W,[u, c,U] = W,[u(a), c,U(a)] = [cou(a) U'(a)]"~DV2 U k!;

Tak Kak onpezenuTesb Bpouckoro W,[u, v] = konst, MOXHO ero 35a4eHue BHIYUCIUT b-
B Touke a. Tax kak W,[u, v] = ¢,W[u, U] = cyu(a) U'(a), cupasemmuso (8).

Jlemma 2. ITycmo u, v — He3zasucumvie unmezpaisl ypasrenusa (6), onpedeiumens.
Bponckozo komopeix Wlu, v] = 1. Toeda gynxyus nepemennoti x

1 u(?) v(?)
(n — ! u(x) v(x)
20e t — napamemp, AeisemcA peuieHuem ypaeHenus (4), komopoe yoogiemeopsem:
nauanvromy yeaosuio K(x, x) = 0,i=0,1,....,n — 2, K" (x, x) =

n—1

K(t,x) =

JlemMmMa 2 BbITEKaeT HENOCPEACTBEHHO U3 JieMMBI 1 (CM. ciieAcTBHUE).

Jlemma 3. IIycmov u, v Asasiomea He3agucumvimu unmezpasamu ypasHenus (6),
onpedeaumens Bponckoeo xomopvix Wu, v] = 1. Tozda xaxcowiii unmezpaa ypashe-
Husa (3) yooeaemeopsem ypasHenuto

u(f) v(t) P!
e 1,

9) y(x) = z(x) — 1) 1)' fx i (?)wi(t) o= (1) u(x) v(x)

20e z sasasaemcAa pewenuem ypashenus (4), komopoe ydossemeopsem e mouxe a€ J
meMm dHce HAUAAbHBIM YCAOBUAM KAK Y.

HNoka3aTeabcTBO. Bo3bMeM ypaBHEHHE

(10) I(y, 4) = o(x) ,

rae (p(x) SIBJISIETCSL POM3BOJIBHON HENpEephIBHOM ¢yHkuumeit. Ilo (l)opmy.uc Kown
(cm. nanp. [3], crp. 238) u nemmbl 2 sBusetcs dynkuus [ o(f) K(t, x) df yacTabiM
pewenuem ypasaenus (10). ITo u3Bectt o Teopeme, cm. Hamp. [1], crp. 220, xakgoe
peienue y ypashenust (10) yIOBIeTBOL €T YPaBHEHUIO

(11) ¥(x) = z(x) +J‘ o(t) K(1, x) dt,

rae z ABJAETCS PellleHHeM ypaBHeHHs (4), KOTOPOE YIOBJETBOPSET B TOUKE a4 Tem:
e HayaJIbHBIM ycJIoBusM Kak y. Eciu monoxum B (10)

ox) = Z ( )wi(x) 0,
TO U3 Q)Opmynm (11) BBITEKAET Cpa3y K€ yTBepKICHUE JIEMMBI 3.
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Jlemma 4. Ecau unmezpar y Ypagnenusn (4) yoosaemeopsem 6 mouxe a € J HauaabHbIM

yeaosuam y(a) =0, i=0,1,.. k 0<k <n—2, mo moeda u moavko mozoa
n—k-1
ModuCHO 3anucamy e20 6 6ude y = Y cu" 'w'"1 ¢, = konst, 20e u, v asasomcs
i=1
He3asucumviMy unmezparamu ypasuenus (6), npuuem u(a) =

HOKaBaTeJII:CTBO JEMMBI 4 OYE€BUIHO.

Jlemma S. ITycmo unmeepas y ypasnenus (4) umeem ¢ mouxe a kopemw. Tozoa ezo
MOICHO 3anucamy 8 ude

(12) y = uyn—l B

20e u agasemcs pewenvem ypashenus (6), npuuem u(a) = 0 u y,_y seasemes noo-
XOOAWUM UHME2PALOM UMEPUPO8anHo2o ypashenua (n — 1)-ozo nopsaoka l,_((y, A) =
=0,n=3. :

Hoxas aTenctBo. Ecim CIIPaBEIJIMBBI IIPEAIIOJIOKECHUS JICMMBI 5, To mo jemme 4

(13) y=Ycu" ', rme u(a) =0, ¢; = konst.
i=1
n—1 .
Vpasnenue (13) Moxno zamucats B Buge (12), rae y,—; = » cu" ' "' spasercs
i=1

pellIeHneM HTEPUPOBaHHOTO ypasHenus (n — 1)-oro mopsiaxa l,—;(y, A) = 0, em. [5].

3ameuanue 5. Eciim MBI ckaxeM, uTo JBe (1 6OJTbI_I.IC) pa3Hble TOYKH COl‘lpSDKeHBI
TO 3TMM pa3yMeeM, YTO OHH CONpPsDKEHBI B OTHOIUGHMM K ypaBHenumio (6), T.
SIBJIIOTCS. KOPHSIMH KaKOTO-TO pellleHusi ypaBHenusi (6). CkaxeM Jm, Hampuwmep,
YTO TOUKH Xy, X3, ..., X; HECONPSDKEHB (OHK HE JOJOKHBI OBITH B3aHMHO Pa3HBIMH),
pa3yMeeTcst 3THUM, YTO HUKaKue JBE Pa3sHble TOYKH, BBIOpaHHBIE U3 TOYEK Xj, X,, ...,
««.y X, HE SIBJISIFOTCS COLPSDKCHHBIME B OTHOLLICHHY K YPaBHEHHIO (6).

CuencrBue JeMMBI 5. Mumeepan y ypasnenus (4) moxcem umems nHauboiee (n — 1)
HeconpAaxnceHHblx KopHei. Ecau on umeem mouno k < n — 1 HeconpsasceHHvlx Kop-

Hell Xy, Xy, ..., Xy, MO €20 MOMCHO 3ANUCAMb 6 BUOe Y = Ujly ... UYy_r, 20€ Y,
AGAACMCA DeuleHUeM UMepUpOBaHHO20 YPABHEHU NOPAOKA N — Kk, Uy, Uy. ..., Uy
aeagomes pewenuamu ypasnenus (6), npuvem y; = 1, u(x) =0,i=1,2, ..., k.

n

Omcioda caedyem, umo || u; asanemca pewenuem ypasuenus (4) 20e u;,
2

= 1,2, ...,n A64A10MCA NPOU3BOALHBIMU DEUECHUAMU YPAGHEHUSA (6)

Teopema 1. Hmepuposannoe ypaguenue (4) uemnozo nopaoka 6ydem xosebamens-
HbIM M020a U MOAbKO mo2da, ecau ypasherue (6) Kosebamenvho.

3ameuanune 6. HuddepennmansHoe ypaBHeHHE HasbIBaeTCS KoJeGaTeNLHBIM,
€CJIM BCE ero MHTETpasibl B uHTepBaje J xojebirorcs. B o6paTHOM ciryyae MBI roBO-
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PHUM, YTO OHO ABJISACTCA HexoyebaTenpHpM. Hekomebmonmmcest peuieHueM CYUTaeM
Kaxao€ peucHue, KOTOPpO€ UMEET B J KOHEYHOE YKCIIO Hleeﬁ.

HMoxasaTtenxbcTBo TeopeMsl 1. ITycts nuddepenuuanstoe ypasuenue (6) koie-
6aTeNbHO U U, ¥ ABJIAIOTCS €r0 HE3aBUCUMBIMM MHTETpasiaMu. ITokaxeM, 4TO KaxIbii
HHTErpa nmN)epeHunanbnoro ypaBHeHusi (4) YeTHOTO MOPsIKA, KOTOPBI MOXHO

3anucaTh B BUIE Yy = Z cu" '™l ¢; = konst, sBaseTca komebmrommmcs. Ecau

¢, = 0, To yrBepxaenue Teopemsl 1 oueBuaHo. ITycts ¢, =+ 0. BBuay remmsl 4 focra-
TOYHO IOKa3aTh, YTO MHTETrpaJ y oOJajaeT XOTh OJHMM HyneM. OGe (yHKIuu

=Y cu" W71, ) = co""! ABIIOTCS KOJNEGIIOUIMMUCS MHTETpajaMy ypaBHe-
i=1

HUSA (4) Cpenu Hyseit GYHKIMH J HaXO#ATCs Takxke Hyau ¢yHkimu u. O603H2UMM
Xo, X4 € J JiBa CMEXHBIX KOPHs GyHKuuH u. VinTerpan y umeer Toabko (n — 1)-kpat-
HBIe KOPHH, KOTOPbIE COBIAAIOT C HYJIAMHU (GYHKIMH v. BBuIy JMHEHHON He3aBHCH-
MOCTH MHTETPAJIOB u, v, BbITeKaeT oTcrona (o reopeme IlTypma), uto t(x,) v(x;) <
< 0, Tak uro u 0 > y(xo) y(x;) = ¥(xo) ¥(x,), Tax kak n — 1 sABNAETCS HEYETHBIM
yucnoM. OTcrofa ClIeyeT, 4To GYHKUMS y uMeeT B HHTepBalle (Xo, X;) XOTS Gbl
OJIMH KOPEHb. ’

Ecuit, Hao60poT, ypaBHeHue (4) kKosebaTenbHo, BCSKMi MHTErpa u ypaBHeHus (6)
ABIseTCS Kosebromumcest, 160 GyHkuus u”~! mo mpeanosIoxeHHIO HE UMEET B HH-
TepBane J KOHEYHOTO YHUCIIA KOPHEN.

Teopema 2. Uumezpan y umepuposannozo ypashenus (4) HeuemH020 nopaoka
ABAAEMCA KOACOMOWUMCA MO20a U MOALKO M0od2a, ecAu OH umeem no KpaiiHeii mepe
00uH KopeHs u ypasHenue (6) kosebamevHo.

Joxa3saTenbcTBO. ECi HHTErpas y NTEPHPOBAHHOTO ypaBHeHys (4) HedeTHOTO
nopsaka o6JagaeT KOpPHEM d, TO €ro IO JEMME 5 MOYXHO 3aIlUCaTh B BH/E (12). Ecm
ypaBHenHe (6) Ko1eGaTeqbHO, TO HHTETPal y SIBISETCS KOLEOIIOIMMCS.

IIycth, HA06OPOT, HHTETPAJ y SABJSETCS KoJeOromumMmcs. Ecin Touka a sBisieTcst
€ro KOpHeM, TO €0 MOXHO 3allucaTh B BUIE (12), TaK 4TO XOTs OBl OJIUH U3 MHTE-
rpajioB u, y,-; ABJseTcs koneOnromumces. OTcCiona cienyer, ¢ yueToM TeopeMsl 1,
4TO ypaBHeHHE (6) KOJeGATENbHO, TaK KaK Y, ; SBJISCTCS PEIICHHEM HTePUPOBAHHO-
ro ypaBHEHHS YETHOTO MOPSIIKa.

3ameuanue 7. WtepupoBaHHOe ypaBHeHHe (4) HeyeTHoro mopska obiamaer
BCera HeKoneGJIxomnMCﬂ HHTErpajioM, Y KOTOPOTO HeT HM OJHOTO HYJIsl, HAIPHUMED,
y=u""1 + "1, roe u, v ABIAIOTCS HE3ABUCHMBIMU MHTErPaJIaMH ypaBHerm (6)-
W3 TteopeM 1 u 2 BBITEKAET CIEIyIOlIEe CIEACTBHE:

Caencreue. HMmepuposannoe ypasrenue (4) Heobiadaem HU 00HUM KOACOAOUUMCA
uHmezpaiom moz0a u moavko mozoa, ecau ypasmenue (6) umeem no Kpaiineii mepe
00uH Hekonebarowuiica unme2pan.

32



Teopema 3. ITycme ypagnenue (6) xoaebameavno u w, = 0. Tozda cnpasedsuso
caedyroujee ymeepicoeHue:
a) Ecau n-yemmHoe, mo ypasHenue

(13) L(y,A) + 0,y =0

AeAs5emCcA KoAeOamenbHbIM.

b) Ecau n-nHeuemnoe, mo xaxncowiii unmezpaa ypasvenus (13), xomopuiii umeem no
KpaiiHeli mepe 00UH KOpeHb, A8AAMCA KOACOMOWUMCA.

HokasaTenbcTBO. a) IIpe/oIoKiM, YTO yTBEpXKICHHE a) TEOPEMBL 3 Heclpa-
BEJUIMBO, TAaK 4TO CYLIECTBYeT MHTerpaj y ypasaeHus (13), KOTOpbIil I x = a He
HMeeT HyJied n mycTh, Hamp., y > 0 nua x € {a, oo). OyHKIUSA Y YAOBJIETBOPSET
17 (9) ypapHeH#IO

X 1 s n—1
(14 1) = 29 = o D gy 10,
(n—11J, C 7 u(x) v(x)

T7ie z SIBIISeTCS 1O TeopeMe 1 KOO IIoIMMCs HHTErpaioM ypaBHeHus (4), KoTopblit
YIOBJIETBOPSIET B TOYKE @ TeM K€ HayaJbHBIM YCIOBHSM Kax y, ¥ U, v-COBEpILICHHO
TPOM3BOJILHBIE He3aBUCHMBIE HHTErPAJIBl ypaBHeHus (6), aist kotopux Wlu,v] = 1.
BossmeM Tenepb v Tak, 4To6bl v(a) = 0. Ilycts b > a — cocemHuil Hynb QyHKIEK
v, Tak 4T0 v * 0 st x € (a, b). VnTerpan z umeer B unrerpaie (a, b) xors Gb
OJINH KOPeHb [CM. HOKa3aTelbCTBO TeopeMsl 1].

Ilycth X, — mepBhlii Hyab (QyHKnuE z B uHTepBaie (a, b), Tak 4to z + 0 s
x e{a, xo). BosbMeM Tenepb u Tak, 4To0b! u(xo) = 0. @yHkuus u + 0 B HHTErpBaje
{a, X,), i IPe/IIOJIOKIM, YTO OHA TIOJIOKUTENbHA. TOr/Ia, B CHITy M3BECTHBIX CBOUCTB
uHTerpanos ypasaenus (6), u'(xo) < 0. Tax xak 1 = W[u(x,), t(xo)] = — u'(xo)-
0(Xo), T0 v(xo) > 0. Ecim Temepb mozcTaBuMm nofobpanmble Gynrxmun u, v B (14)
¥ BBIYMCJIUM 3HayeHHe QYHKIUH y B TOYKE Xo, OPUXOJUM K HPOTHBOPEUHIO, TAK KaK

B X0 " u(t) v(t) ‘n—l _
o] 0000 (e
1

b) Tlpenmnonoxum, YTO CYIIECTBYET MHTErPall y YPaBHEHUS (13), xoTopEIil UMeeT
B TOYKE d KOPEHb M HaIpaBO OT TOYKH d HE MMEET HU OJHOTO HYJIS, M MyCTh, HAMP.,
y > 0 st x > a. OYHKIES Y YAOBIETBOPsET ypaBHeHM:o (14), M3 KOTOPOTro 3aKiio-
YaeMm, YTO MHTErpajl z He UMEET HalpaBoO OT TOYKU d HUKAKOTO KODHS, TaK KaK HH
IJIs KaKOTro X > a He MOXeET OBITh

036 =— ¢ (0000

0 < y(xp) = —

n—1
dt<0
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OpHako, Taxoil pe3ynbTaT NMPOTHBOPEYAT Teopeme 2, MO KOTOPOM WMHTerpain z
SABJAETCS KOJEOIIOIIMMCS, TaK KaKk B TOUYKe a 00JaiaeT KOpPHEM.

3ameuaHue 8. VTBepXK/[CHHE a) CIPaBe/UIMBO Oe3 M3MEHEHHI B HHTEpBaJe
(— o0, &). YTBexnenue b) cripaBeauuBo B MHTepBaje (— 00, &) mpH ycnosuu o, = 0.

Jlemma 6. ITycmb u, v — nes3asucumvle unmezpansl ypashenus (6) u nycmo t, x —
npou3seoabHble yucaa u3 unmepeasa J. Ypasnenue

w(f) (1)
u(x) o(x)

€npaeedauso moz20a u MoabKo mozoa, ecAu X A6AAeMca KOPHEM KaKo20-AUb0 peuleHus
ypasnenus (6) u t kopHem e20 npousgodroii. CMm. [ 2], crp. 204.

G(t,x) = =0

3ameuanue 9. Ecim B ypaBuenun (6) A <0 s Bcex x e J, 1o G(t, x) % 0.
Ecma W[u,v] > 0, To G(t, x) < 0 jurst Beex t, x € J.

Jlemma 7. ITycmo @vino.inenvt npednoaoscenus aemmel 6. YpasHenue
u(t) (1)
u(x) o(x)

€npaged.Iuso mo20a u MoAbKo mo20a, ecAu YucAa t, X A6AAIOMCA KOPHAMUY KAK020-1Ub0
pewenus ypasnenus (6). Cm. [2], ctp. 204.

F(t, x) =

3ameuanue 10. Ecim B ypasnennu (6) A =< 0 yuis Bcex x€ J, To F(t,x) =0
TOILA ¥ TONBKO TOIAa, ecau x = t. Ecom W[u,v] > 0, To dymxumst F(t, x) mus
Bcex e (¢, X) MONOXHTETbHA M Jisi Beex fe€(x, 00) orpunatensha. CoriacHo
JieMMe 6 oHa YOBIBAaET MO OTHOIIEHHIO K ¢ M BO3PACTAET 10 OTHOILIEHHIO K X.

Teopema 4. A) ITycmp 6bino.aHeHb! caedyioujue NpeonoaoHCceHus:
(15) n vuerHoe, A=0, o, — nw,_; <0, w,_; <0[=0].
Toz0a kaxcovlii unmezpan y ypasHeHus )
(16) I(y, 4) + no,_1y' + 0,y =0,
KOmopulii y008Aemeopsem HAYAAbHLIM YCAOBUAM
(17) yPa)=0,i=0,1,....,n — 3, y* " (a) y"(a) = 0[£0]
He umeem Hanpaso [Haieeo] om mouku a Hu 00H020 HYyAS.

B) ITycmo svinoanenst ciedyrouue npeonosoncenus:
(18) n mHeuetHoe, A=0, o, — nw,_; < 0[=0], w,., =0.

n—1=

Toz0a xkaxcoviii unmezpas y ypasnenus (16), komoputii y0osiemeopaem HAUAALHIM
yenosuam (17), He umeem Hanpaso [Haseeo] om mouku a Hu 00HO20 HYAA.
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JlokxaxeM TOJBKO MEPBOE YTBEPXKICHUE OHOBPEMEHHO B 00OHX CiIyuasx A), B).
BTopoe yTBepxk/eHHE JOKa3bIBACTCS aHAJOTUYHO.

TIpeamonoXuM NPOTHBHOE, YTO MHTErpay y ypasHeHus (16), KOTOpHIH yHOBIET-
BOpsSIeT HavyaibHBIM ycnoBHsiM (17) M yHOBNETBOpSET, COLNIACHO JNeMMaM 3,4,
YpaBHEHHIO

(19) 56 =2 ) = ot [ Do) 0001 il

- 1)! u(x) v(x)
[rme u,v ABNAXOTCA He3aBMCHMBIMM HHTETpajlaMu ypaBHeHHS (6), w = c¢;U + C,,
npuyeM u(a) = 0, W[u,v] = 1], uMeeT HampaBo OT TOYKM a4 HyJb b, M TYCTh,
Hanp., y >0 gus xe(a, b). Torma y“" ?(a) =0, y* V(a)=0, Tak ¥ro mo
JiemMme 1

(n =2 [w(a)]" ?wa)=0, (n—1)![u(a)]""?>w(a)=0.

Ecnu n-vetnoe uucio, to w(a) =0, w'(a) =0 u byHkums w K, CleJOBATENBHO,
Taxxke QYHKIUA u"” 2w MONOXHUTETbHA Ui BCeX X > a. Eciu n-HeveTHoe, TO Halo
paccMaTpHMBATh IBA CIIyYas:

o) u’(a) > 0; Torma o6CTOATENBCTBA OIMHAKOBBI KaK B CIIyyae 4eTHoro n. B) u'(a)<
< 0; Torna w(a) =0, w'(a) =0 u byHKuME u, v OTPHIATENBHBI JUIS BCEX X > 4.
CiefoBaTENBbHO, H B 9TOM ciiydae QYHKIHMS u"~ 2w MOJOXUTENbHA IS BCEX X > d.
Ecnu ypasHenue (19) npusecT K BuIy

(20)  y(x) = u""3(x) w(x) — o1y J ¥(1) {[a) (1) = nw,—4(1)]
u(t) o) "7 (1) v (t)l}
u(x) o(x)|  |u(x) v(x)

“TO MOHO JIETKO YCTAHOBUTB, YTO OHO B TOYKe b HECIpaBeIIUBO, TaK Kak IO MpeN-

nosoxeruro (15) wmn (18) u mo JeMmam 6, 7 MHTETpay B NpPaBOii YaCTH YpaBHe-
nust (20) B Touke b neorpunatenes, u u"”?(b) w(b) > 0.

n—1

u(t) o(t)
u(x) o(x)

= n(n — 1) w,_,(t)

Caencreus Teopembl 4. a) ITycmb n A648€MCA YemHbIM [HeuemHbiM] uuUCLOM
u nycmo cnpagedauso 00Ho u3 npeonosoxceruti (15), [(18)]. Tozoa kasncowiii unmezpaa
ypasHenua (16) yooesemeopsem moavko 6 00HOU MOUKe @ OOHOMY U3 HAYAALHLIX
ycao8uil

(21) yPa) =0, i=0,1,..,n—2;
22 ya)=0, i=0,1,...(n=3),(n—1).

b) ITycmv n aeasemca yemnvim [Heuemnvim] uucaom u nycmo 6 ypasnernuu (16)
8bINOAHEHbL CAe0YIouUe NPEONOAONCEHUA:

A0, 0w,y =0, 0,0, [A<0, 0, — nw,_, =0, w,_; <0].
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Toz0a xaxncowlii unmezpaa ypasnenus (16), komopeuiii 6 mouxe a ydossemsopsem 00-
HOMY u3 Hauanbhblx ycaosuii (21) uau (22), He obaadaem, kpome mouku a, HUKaAKuUM
opyaum koprem. Kaxcowii unmezpan ypasnenus (16) umeem ne Goaee dsyx (n — 2)-
Kkpammuvlx Kopueii. Ecau a < b saeasomes dsymsa (n — 2)-Kpamuvimu KopHamu unme-
epasa y ypasnenus (16), mo y~2(a) y*~V(a) < 0, y"~2(b) y*~1)(b) > 0. Pewenue
He umeem Haaeso [Hanpaso] om mouku a [b] Hu 00HO20 HyAs.

Jlumepamypa

[1] P. Beaaman: Teopust yCTOMYMBOCTU peleHuit quddepeHManbHEIX ypaBHennit Mocksa 1954.

[2] O. Bbopyexa: O xomeGmoIMXCsl MHTErpanax AUdEepeHIMATbHBIX JIMHEAHBIX YPABHEHMIA 2-TO
nopsinka. Yex. mat. x. 3 (78), 1953, 199—225. .

[3] V. V. Stépanov: Kurs diferencialnich rovnic. Praha 1950.

[4] 3. I'ycmsi: Konedarensb'ible CBOASTBA OZHOPOXHOrO HudDESpPeHUUansHOrO ypaBHEHUS! 4-TO
opsgka. Yex. mar. x. 8(83) 1958, 62—75.

[51 Z. Husty: Die Iteration homogener linearer Differentialgleichungen. Publ. Fac. Sci. Univ.
J. E. Purkyné, Brno. (Im Druck.)

Zusammenfassung

EINIGE OSZILLATORISCHE EIGENSCHAFTEN HOMOGENER
LINEARER DIFFERENTIALGLEICHUNG »n-TER ORDNUNG (n = 3)

ZpENEK Husty, Brno

Die Differentialgleichung

(1) Z(") + Z <Vl> aiz(n—l) - 0’
i=1\1

wo die Funktionen a" " (i =1,2,...,n)im Intervall J = ¢, o) stetig sind, konnen
wir durch die Transformation z = e~/*%* . y auf halbkanonische Form

Q) L ey <"> Ay =0
N , i=2 \i

iiberfiithren, wo die Funktion 4, = a, — a} — a die stetige Ableitung der Ordnung
(n — 2) hat. Wenn wir neue Bezeichungen 4 = A4,, o, — A, — fil(A), k =3,4,...,n
{wo fi(A) iteriertes Polynom der Dimension k ist] einfiihren, erhalten wir die kano-

nische Form der Glei¢hung (2) I,(y, 4) + ), (n) ;™™D =0, wo die iterierten Se-
i=3 \1

miinvarianten w; (i = 3, 4, ..., n) stetige Ableitung der Ordnung (n — i) haben.
Im Falle w; =0, i = 3,4, ..., n, ist die Gleichung )

)] ¢ _ Ly, A) =0
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iteriert und ein Fundamentalsystem ihrer Lsungen besteht aus den Funktionen
u" "1 i =1,2,...,n, wo u, v unabhiingige Integrale der Gleichung

(1) W+ Au =0

n+1

darstellen. Die iterierte Gleichung (I) hat diese Eigenschaften:

1. Wenn die Losung y der Gleichung (I) die Anfangsbedingungen y‘?(a) = 0,

i=0,1,...,k 0 £ k <n — 2im Punkte a erfiillt, dann und nur dann kénnen wir
n—k—1
sie in der Form y = Y cu" '

i—-1

, ¢; = Konst., schreiben, wo u, v unabhingige

i=1
Integrale der Gleichung (II) sind, wobei u(a) = 0.

2. Wenn die Losung y der Gleichung (I) im Punkte a eine Nullstelle hat, kénnen
wir sie in der Form y = uy,_, schreiben, wo u die Losung der Gleichung (1I) ist,
wobei u(a) = 0 und y,_, eine geeignete Losung der iterierten Gleichung (n — 1)-ter
Ordnung I,,_,(y, 4,) = 0, n = 3, ist.

3. Die Losung y der Gleichung (I) kann hichstens (n — 1) nichtkonjugierte Null-
stellen haben. Wenn sie genau k < n — 1 nichtkonjugierte Nullstellen x,, x,, ..., X;
hat, konnen wir sie in der Form y = u u,, ..., 43y, schreiben, wo y,_, die Losung
der iterierten Gleichung der Ordnung n — k ist und uy, u, ..., u, die Losungen der
Gleichung (IT) sind, wobei y; = 1, uy(x;)) =0,i=1,2,..., k.

4. Die iterierte Gleichung (I) der geraden Ordnung ist oszillatorisch dann und nur
dann, wenn die Gleichung (II) oszillatorisch ist.

5. Die Losung y der iterierten Gleichung (I) der ungeraden Ordnung oszilliert
dann und nur dann, wenn sie wenigstens eine Nullstelle hat und die Gleichung (II)
oszillatorisch ist. Die iterierte Gleichung der ungeraden Ordnung hat immer ein
nichtoszillierendes Integral.

Satz 1. Es sei die Gleichung (II) oszillatorisch und w, = 0. Dann gelten folgende
Behauptungen:
a) Wenn n eine gerade Zahl ist, dann ist die Gleichung

(3) In(y’ A) + @,y =0

oszillatorisch.

b) Wenn n eine ungerade Zahl ist, dann oszilliert jede Lisung der Gleichung
(3), die wenigstens eine Nullstelle hat.

Satz 2. a) Es seien folgende Voraussetzungen erfiilli:
1. n ist eine gerade Zahl. 2. A £ 0, w, — nw,_; £ 0, w,_; < 0 [= 0]. Dann hat
jede Losung y der Gleichung

©] I,(y,.4) + nw,_1y + @,y =0,
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welche die Anfangsbedigungen
5 ya)=0, i=0,1,...,n=3; y* (a)y" a)20[=0]

erfiillt, keine Nullstelle rechts [ links] von dem Punkte a.

b) Es seien folgende Voraussetzungen erfiillt:
3. n ist eine ungerade Zahl. 4. A £ 0, , — nw,_; < 0[2 0], ®,_,; < 0. Dann hat
jede Liésung y der Gleichung (4), welche die Anfangsbedingungen (5) erfiillt,
keine Nullstelle rechts [links] vom Punkte a.

Folgerung 1. Es sei n eine gerade [ungerade] Zahl und es gelte eine der Voraus-
setzungen 2 [4] des Satzes 2. Dann erfiillt jede Lésung der Gleichung (4) hochstens
in einem Punkte a eine von den Anfangsbedigungen

(61) ' yPa@)=0, i=0,1,..,n—2
oder
(62) yMa)=0, i=0,1,...,n =3, n—1.

Folgerung 2. Es sei n eine gerade [ungerade] Zahl und seien fiir die Gleichung (4)
folgende Voraussetzungen erfiillt: A < 0,w,_; = 0,0, £ 0[4 £ 0,0, — n, ;=
= 0, w,_y <0.] Dann hat jede Lisung der Gleichung (4), die im Punkte a eine von
‘den Anfangsbedigungen (6) erfiillt, keine andere Nullstelle ausser Punkte a und
bezitzt hichstens zwei (n — 2)-fache Nullstellen. Wenn a < b zwei (n — 2)-fache
Nullstellen der Lisung y der Gleichung (4) sind, dann gilt y*~?(a). y"~"(a) < 0,
¥ 2(b) . y*~(b) > 0. Die Losung y hat keine Nulistelle links [rechts] von dem
Punkte a [b].
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