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Ч Е Х О С Л О В А Ц К И Й М А Т Е М А Т И Ч Е С К И Й Ж У Р Н А Л 
Математический институт Чехословацкой Академии наук 

т. 15 (90) ПРАГА 19. П1. 1965 г.. No 1 

ЗАМЕТКА О КВАЗИ-ИЗОМОРФИЗМЕ ГРУПП 
БЕЗ КРУЧЕНИЯ КОНЕЧНОГО РАНГА 

ЛАДИСЛАВ ПРОХАЗКА (Ladislav Prochâzka), Прага 

(Поступило в редакцию П/V 1962 г.) 

В этой заметке решается положительно один вопрос, поставленный 
в статье [1]. 

В конце статьи [1] сформулирован следующий вопрос: Пусть А — абелева 
группа без кручения конечного ранга п, содержащая такую свободную под­
группу F ранга п, что максимальная полная подгруппа р-примарного сла­
гаемого периодической группы A/F обладает для каждого простого числа р 
рангом не меньшим чем п — 1. Можно тогда утверждать, что каждая ква-
зи-изоморфная с А группа уже изоморфна AI В этой заметке покажем, что 
ответ на этот вопрос положителен. 

В следующих рассуждениях мы будем пользоваться результатами из [3] 
и [4], следовательно, понятия как р-число, р-матрица, р-примитивная под­
группа, jp-матрица некоторой р-примитивной подгруппы, каноническая р-ма.-
трицаит. д., которые определены в [3] (см. также [4], § 1), будем считать извест­
ными; притом будем пользоваться обозначениями из [4], которые не отлича­
ются по существу от обозначений из [3]. Кроме того, условимся под словом 
группа всюду понимать аддитивно записанную абелеву группу. 

Определение. Пусть G — группа без кручения конечного ранга г. Группу G 
будем назьгоать jBP-группой, если она содержит такую свободную подгруппу U 
ранга г, что для каждого простого числа р имеет место неравенство 

(1) r*{GIU)^r-l; 

здесь символом r*(G/ï7) обозначаем ранг максимальной полной подгруппы 
/?-примарного слагаемого периодической группы GIU. 

Если символ Гр(р) представляет р-ранг группы без кручения конечного ранга G 
(см. [4], определение 3), то из предшествующего определения в силу теоремы 4 
из [4] следует 
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Лемма 1. Группа без кручения G конечного ранга г является ВР-группой 
в точности тогда, когда для ка:ждого простого числа р будет rjß) ^ г — 1, 
или, если неравенство (1) имеет место для каэ(сдого р и для каж:дой свободной 
подгруппы и ранга г. 

Ендё напомним, что имеет место следующее утверждение. 

Лемма 2. Если группа без кручения конечного ранга G является ВР-группой, 
то ВР-группой будет и всякая подгруппа H конечного индекса в G. 

Доказательство. Так как Я — подгруппа конечного индекса в G, то по 
теореме 5 из [4] для каждого простого числа р будет Гр{Н) = r̂ ,(G). Теперь 
достаточно применить лемму 1. 

Если G — группа без кручения, то под базисом группы G будем понимать 
произвольное максимальное в G семейство линейно независимых элементов. 

Теорема 1. Пусть G — группа без кручения конечного ранга г, являющаяся 
ВР-группои, и пусть H — такая подгруппа в G, что GjH ^ ^ip\), где рх — прос­
тое число. Тогда G ^ И. 

Доказательство. При доказательстве теоремы воспользуемся резуль­
татами из [3]. Именно, найдем базис группы G, базис её подгруппы Я и систему 
р-матриц (в [3] говорится о системе р^-матриц) такую, что она будет системой 
р-матриц группы G относительно базиса, выбранного в G, и одновременно 
системой ]?-матриц группы Я относительно базиса, выбранного в Я. Этим 
будет доказано, что группы G и Я изоморфны (см. [3], теорема 6). 

Пусть В = (xi, Х2, ...,Хг) -~ произвольный базис группы Я, пусть Pi, Рг^ ••• "~ 
последовательность всех (положительных) простых чисел, и пусть 

(2) iwi^''\m''\.,..m^''\...'] 

— некоторая система р-матриц группы Я относительно базиса В. Притом 
будем предполагать, что р^-матрица SOî̂^̂^ представлена в каноническом виде 
(см. формулу (1,8) из [4]); такое предположение допустимо, как показывает 
теорема 5 из [3]. Очевидно, В служит одновременно базисом для группы G, 
и нашей ближайшей целью будет определение некоторой системы р-матриц 
всей группы G относительно базиса В. 

Положим {jß} = {xi} 4- {^2} + ••• + {^r} ~ t/и для каждого простого числа/7 
символом r^^\G; В) (соотв. Г^^^Н; В)) обозначим множество всех элементов 
g е G (соотв. g ^ Н) таких, что для удобного неотрицательного числа к будет 
р^д Е U; ясно, что только-что определенные множества являются подгруппами. 
Притом подгруппа r^^\G\ В) (соотв. Г^^\Н; В)) служит в точности р-примй-
тивной подгруппой группы G (соотв. я ) относительно базиса В. 

Если положим G = GjU к H — HjU и если символом Ĝ ^̂  (соотв. Я̂ ^̂ ) 



обозначим р-примарное слагаемое периодической группы G (соотв. Я), то из 
изоморфизма 

следуют равенства 

(3) 

и соотношение 

^ ( Р О ^ GIH ^ {GiU)/{HIU) = GIH 

' G^Pi) = ßiPi) (/ = 2 ,3 , . . . ) 

(4) <^(Pi) ^ G^P'^IH^P'^, 

Так как для каждого простого числа р имеем 

Q(P) ^ r^p)(^G; B)jV , Я^̂ > - r^P\H;B)IU , 

то из (3) получим 

(5) Г^Р%0; В) = Г^Р'\Н; В) (i = 2, 3, . . . ) , 

и из (4) по второй теореме об изоморфизме вытекает 

(6) ^(pi ) ^ Г^Р'\0; В)1Г^Р'\Н; В) . 

Так как G является по предположению БР-группой, то в силу леммы 1 будет 
Гр^{0) ^ г — 1, значит, либо г ,̂̂ (С) = г — 1, либо Гр^{0) = г. Но если бы было 
Гр^{0) = г, то по теоремам 4 и 1 из [4] группа G^^^^ должна была бы быть 
полной; это невозможно, так как полная группа Ĝ ^̂ ^ не содержала бы под­
группы Я^̂ *̂  удовлетворяюгцей соотношению (4). Итак, Гр^{0) = г — 1 и одно­
временно Гр^(Я) = г — 1 (см. лемму 2 и её доказательство). Отсюда в силу 
теоремы 3 из [4] следует, что каноническая р^-матрица 5Ш^̂ '̂  имеет вид 

0) 2}г^^^> = 

Poo(Pi). о, ..., о, ai(pi) 
О, Pao{Pil •••. 0. ^liPi) 

О, О, .,., Poo(Pi). ur-i{Pi) 
О, О, ..., О, p„(pi) 

где п — целое неотрицательное число и û,(pi) (i = 1, 2, ..., г — 1) — удобные 
целые pi-адические числа, представленные в виде последовательностей целых 
рациональных чисел: a,;(pi) = {a\'^)f^^ (i = 1, 2, ..., г — 1). По предположению, 
(2) служит системой р-матриц группы Я относительно базиса Б, следовательно, 
в Я супдествуют элементы 

(8) # = — (xi + й'-^Ч) (г = 1, 2, ..., г - 1 ; J = 1, 2 , . . ;) 
Pi 



и элемент (l/p") х^ такие, что имеет место формула (см. [3], § 2 и § 3, замечание 1, 
или, см. [4], § 1) 

(9) Г^Р^Щ В) = {д^^ (i = 1, ..., г - 1 ; J = 1, 2, ...), д„} ^ 

где Qn == (I/PÏ) X,. 
Если D^^^^ — максимальная полная подгруппа группы Н^Р^\ ТО из изомор­

физма (4) следует, что D^^^^ служит одновременно максимальной полной под­
группой для всей группы G^^^\ Тогда в силу теоремы 1 из [4] должно быть 

(10) * r^'^G; B)IU = G<P̂> = D^'^^ + {y} , 

где Fi ^ 0(>') = p'{. Можно убедиться в том, что в точности выполнено (см. |4] , 
доказательство теоремы 2) 

(И) б<''̂ > = {/p{i = 1, ..., г - 1; / = 1, 2, ...), U]IU = 
= {g?'\i= l , . . . , r - l ; j = l,2,...),x,}/C/. 

Итак, если у е Г^P^\G; В) — такой элемент, что у = у + t/, то из (И) и (10) уже 
следует равенство 

r^''\G;B)IU ^ {gf{i^ 1 , . . . , г - l ; j = 1, 2, ...), х„ у}/[/, 

или, также равенство 

(12) r^^^\G; В) = {д\^' (i = 1, ..., г - 1; j = 1, 2, ...), х,, у} . 

Так как 0(у) = р\, то р^у G U, или, 

(13) у = — (biXi + b2X2 -f ... + M,), 

где bi {i = 1, 2, ..., r) — целые рациональные числа. Если положим 

TO ИЗ (13) и (8) следует соотношение 

>^-Ïb..^f>==A^^er<->(G;B); 

следовательно, в силу (12) можно писать 

(14) r^^^G; В) = h'P (i = 1, ..., г - 1 ; ; = 1, 2, ...), А х,, хХ . 

4' 



Пусть b = p\b\ где /: ^ О и {b\ Pi) = 1. Тогда должно быть к < h, так как 
в противном случае можно было бы писать вместо (14) 

r^P^\G; В) = {̂ </> (/ = 1, ..., г - Uj = 1, 2, . . . ) , X,} , 

или, по (11), G^^^ = D^^^\ и это противоречит соотношению (10), где {у} Ф (0). 
Итак, если положим m = /i — /с, то по (14) имеем 

(15) r^'"\G; В) = J0</> (j = 1, ..., г - 1 ; J = 1, 2, ...) , - 1 хД . 

Из формул (15) и (8) можно легко вывести, что в качестве Pi-матрицы pj-ири-
митивной подгруппы r^'"\G; В) можно взять матрицу 'Ш['"^ вида 

(16) да/'^ = 

Poo(Pi), О, ... , о, Oi(pi) ] 
О, Poo(PiX ••- О, uziPi) 

0, 
0, 

0, 
0, 

•••, Poo(Pl), Ûr-l(l>l) 

•••,0, рДр,) 

Необходимо будет m > п, так как в другом случае из формул (13) и (9) следова­
ло бы соотношение Г^Р'\в; В) ^ Г^^'\Н; В), или, равенство Г^^'^{0;В) = 
= Г^^^\Н\ Б), и это противоречит формуле (6). 

Из равенств (5) и из того факта, что (2) служит системой р-матриц группы Я 
относительно базиса В, следует, что для каждого pi (i = 2, 3,...) р^-матрица 5Ш^̂ '̂  
является р,-матрицей подгрзшпы Г^^'\0; В), Итак, если положим Wl[^*^ = 
= Ш^*^ (i = 2, 3,.. .) и если Wi[^'^ — матрица (16), то система матриц 

(17) [Ш['^\^1[''\,..,^['^\...'] 

служит системой р-матриц для группы G относительно базиса В. 
Теперь положим t = m — п и напомним, что для каждого / (i = 2, 3, ...) 

числа р[ я р^^ являются целыми р^-адическими числами, значит, р\ является 
регулярным целым ^9,-адическим числом. Далее, обозначим 

и кроме того 
^' = (Pl^u Р[х2. ••., Р[хг-и ^г) 

Как было доказано в [3] (см. [3], § 8, преобразование типа 3)), если 5Ш̂ *̂̂  — р^-
матрица pi-примитивной подгруппы Г^Р'\Н; В), то р^-матрица 

çffliPO ^ 
0, Роо(р), . 

0, 0, 
0, 0, 

.., 0, p iö i (p i ) 

.., 0, V\H{V^ 

•; РД/»!). P'l^r-liPi) 
•; 0, P„(pi) 



является Pi-матрицей подгруппы Г^^^\Н\ В'\ и по тем же причинам (применяем 
формулы для преобразований из [3] к базисам Б' и ß* и к /^^-матрице Ш^^^^) 
служит матрица 

З»!"'* = 
«'*»^4î 

0, 

0, 
О' 

i), 0, 
Poo(Pl), . 

0, 
0, 

.., 0, ö i (p i ) 

. . , 0, a2{pi) 

Pi-матрицей для p^-примитивной подгруппы Г^Р'\Н; Б*) группы Я. Так как 
п + t = т, то аЗг̂ /̂ ^ = Ш[Р'^ (см. 16), значит, мы этим доказали, что 5Ш̂ '̂̂  
является jPx-матрицей подгруппы Г^^^^(^Н; Б*). 

Пусть теперь / -некоторое из чисел 2,3 , . . . . Так как SDî̂ '̂̂  является по 
предположению р^матрицей /?гПримитивной подгруппы Г^Р'\Н; В), то по [3] 
(см. [3], § 8, преобразование типа 3)) ррматрица 9Л^/'\ которая возникла из SOî̂ '̂̂  
умножением всех столбцов на регулярное целое р^адическое число pï\ служит 
Pi-матрицей подгруппы Г^^'\Н\ Б*). Но если умножим все строки матрицы 
ЭД^/'^на регулярное целое р^-адическое число р\, то получим опять р^-матрицу 
ЭД^Р'\ которая должна быть по [3] (см. [3], § 6, преобразование а) ^^^матри-
цей подгруппы Г^Р'\Н\ Б*). Так как W^̂ > = 5Ш̂ /'> (i = 2, 3, ...), то этим пол­
ностью доказано, что (17) является системой р-матриц для группы Я относи­
тельно базиса Б*. 

Система (17) служит системой р-матриц для группы G относительно базиса Б 
и одновременно для группы Я относительно базиса Б*, значит, группы G и H 
изоморфны. 

Замечание. В доказательстве предшествующей теоремы можно было не 
пользоваться теоремой 6 из [3], так как если (17) служит системой jp-матриц для 
группы G (относительно некоторого её базиса) и одновременно для группы Я 
(относительно некоторого базиса), то эти группы обладают системами обра­
зующих, удовлетворяющих тем же соотношениям. 

Теорема 2. Пусть G — группа без кручения конечного ранга, являющаяся 
ВР-группой, и пусть H — подгруппа конечного индекса в G. Тогда G = Н, 

Доказательство. Теорему докажем полной индукцией по длине компози­
ционного ряда конечной группы G/H, пользуясь теоремой 1. 

Определение. Если G я H — группы без кручения конечного ранга, то они 
называются квази-изоморфными, если в G существует подгруппа G' конеч­
ного индекса такая, что G' ^ Я (см. [1]). 



Замечание . Из теоремы 2.4 из [2] следует, что для групп без кручения ко­
нечного ранга совпадает только-что определенное понятие квази-изоморфизма 
с понятием почти-изоморфизма, введенным Б. Й о н с с о н о м в [2]. 

Теорема 3. Пусть G и H — группы без кручения конечного ранга. Если одна 
из этих групп является ВР-группой, то эти группы квази-изоморфны в точ-
ности тогда, когда они изоморфны. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Теорема является простым следствием теоремы 2 и опре­
деления квази-изоморфизма. 

Группа без кручения конечного ранга называется слабо разложимой, если 
она квази-изоморфна некоторой группе, разложимой в прямую сумму; 
если такая группа не является слабо разложимой, то она называется строго 
неразложимой. 

Следствие. Пусть G — группа без кручения конечного ранга, являющаяся 
ВР-группой. Группа G строго неразло;жима в точности тогда, когда она неразло-
эюима в прямую сумму. 

Так как существуют в прямую сумму неразложимые ВР-трутты произволь­
ного конечного ранга (см. [4], теорема 10), то существуют строго неразложи­
мые группы без кручения произвольного конечного ранга. 

Замечание . Если ослабим условия, накладываемые на БР-группу, чтобы 
для каждого простого числа р имело место неравенство r^G) ^ г — 1 (см. 
лемму 1), то теорема 3 не будет больше справедливой, как показывает пример: 

Пусть Pu Рг^Ръ^ ••• ~ последовательность всех простых чисел, пусть Xi = 
= (0,0, 00, 00, ..., 00, . . . ) , Х2 = (о, 00,0, 00, 00, ..., 00, ...) — две характеристики, 
и пусть J i , J2 — такие группы без кручения ранга 1, что существуют элементы 
х , е J,-, обладающие в Jj характеристикой Xt (̂  = 1? 2). Если положим Я = 
= J j 4- -/2 и G = {я, у}, где р^у = х^ + ^2, то можно доказать, что группа G 
неразложима в прямую сумму. Это значит, что группы G, Я неизоморфны, 
но квази-изоморфны, так как G/H ^ ^(pi)- Притом Гр.{Н) ^ 1 = г — 1 (г = 2, 
3,...)иг,ХЯ) = 0 = г-~2. 
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S u m m a r y 

A NOTE ON QUASI-ISOMORPHISM OF TORSION FREE 
ABELIAN GROUPS OF FINITE RANK 

LADISLAV PROCHAZKA, Praha 

By a group we understand always a torsion free abelian group of finite rank. 
If G is such a group, then rp(G) denotes the p-mnk of G (see [4], definition 3), p being 
a prime. A group G of rank r is said to be a jBP-group if r ,̂(G) ^ r — 1 for every 
prime p. According to [1] two groups G and H are called quasi-isomorphic if there 
exists a subgroup G' я G such that G' ^ H and G' is of finite index in G. Using 
these concepts the following theorem is proved: 

Theorem 3. Let G, H be two groups, G a BP-group. Then G and H are quasi-
isomorphic if and only if they are isomorphic. 
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