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FONCTIONS ALEATOIRES D’INTERVALLE, IV

FRANTISEK ZiTEK, Praha

(Regu le 7 novembre 1964)

L’article forme la suite des travaux antérieurs publiés sous le méme titre
dans ce journal. Il est dédié, d’une part, au développement de la théorie de
Pintégrale (pB), et, d’autre part, a ’étude des propriétés d’une certaine mo-
dification des notions d’intégrale (pB) et d’intégrale (BB).

1. INTRODUCTION

Dans le présent article, nous supposons connus les résultats principaux des trois
travaux antérieurs portant le méme titre: [6], [7] et [8]. Dans notre travail [6], nous
avons introduit e.a. les notions d’intégrale (BB) et d’intégrale (pB) d’une fonction
aléatoire d’intervalle. Leurs théories se développaient d’abord tout a fait parali¢le-
ment; plus tard, dans [7], [8] et quelques autres travaux, seule I'intégrale (BB) était
considérée. Un des buts du présent article est justement de prolonger ce parallélisme
existant entre la théorie de I'intégrale (BB) et celle de I'intégrale (pB) et de compléter,
autant que possible, la théorie de I'intégrale (pB) par des résultats analogues a ceux
qui sont déja connus pour lintégrale (BB). De plus, nous introduirons ici deux nou-
velles notions: I'intégrale (pS) et 'intégrale (BS). Nous étudierons leurs propriétés
fondamentales ainsi que leurs rapports aux notions d’intégrale (pB) et d’intégrale
(BB). Nous essaierons aussi de définir une nouvelle notion de dérivée d’une fonction
aléatoire, en comparant ses propriétés avec celles de la dérivée introduite dans [7],
paragraphe 4.

En général, nous maintenons ici également le systéme de notations introduit dans
[6], [7] et [8], avec quelques légéres modifications seulement. Afin d’éviter toute
équivoque possible, nous allons commencer par un rappel sommaire des notions et
des symboles les plus importants.

Les mots d’intervalle et de partition d’un intervalle gardent le méme sens que
dans [6] (voir p. 584 et 588). Il en est de méme des symboles |I|, K, v(2), 2 S, P,
X, X*, V{x}, ~, (voir [6], p. 583, 484 et 588). Par D(J) nous désignerons le systtme
de toutes les partitions de l'intervalle J donné.
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Si 9, et 2, sont deux partitions d’un intervalle J, nous dirons que 2, est plus fine
que 9,, ou bien que 9, est plus grossiére que Z,, ou bien encore que 2, est un raf-
finement de 2,, et nous écrirons 9, < 9,, lorsque pour tout intervalle I € 2, il
existe un intervalle I' € 2, tel que I = I'. La relation =< ainsi introduite est donc
évidemment une relation d’crdre partiel dans le syst¢éme D{J) en question. Le symbole
de 2, A 9D,, 00 2,€D(J}, 2, € D{J), désignera , le plus grossier commun raffine-
ment“ des partitions 9, et 9,, c’est-a-dire la partition & € D(J) jouissant des pro-
priétés que voici: a) 2 £ 2,, 9 < D,; b)si 2 €D(J), 2' £ Dy, 9" £ D,, alors
2' < 2. 1l est clair que

(1'1) (@1 /\gz)égl’ (-@1 /\@2)§@2§
(1.2) 2,29, = v(2,) =2,).

Si J € K, nous écrirons 2; pour dénoter ,,la plus grossiére partition de K renfer-
mant J¢, cest-d-dire la partition 92, € D(K) jouissant des propriétés a’) J € D,;
b)si Ze DK), Je D, alors I < 9.

Pour la notion de fonction aléatoire d’intervalle, nous renvoyons de nouveau
a[6], p. 584. Rappelons encore que toutes les fonctions aléatoires dont nous parlerons
ici seront toujours des fonctions aléatoires d’intervalle @ accroissements indépendants,
définies dans un intervalle K (non-vide) donné.

Au lieu du symbole encombrant de S{(2, J, X), (voir [6], (3.1), p. 588), nous écri-

rons tout simplement X(2) pour dénoter la somme Y X(I).
Ie2

La fonction aléatoire X étant donnée, nous posons comme d’habitude (pour sim-
plifier, nous omettons partout @ (w € Q) & Pintérieur des accolades désignant des
événements aléatoires)

(1.3) F(I,x) =P{X(I) £ x}, —o<x<oo,
(14) o(1,5) = f ) r e dF(I, x) .

2. LES INTEGRALES (pB) ET (pS)

La notion d’intégrale (pB) d’une fonction aléatoire d’intervalle a été introduite
dans [6], § 3. Sa définition peut étre donnée de deux maniéres différentes:

Soit X une fonction aléatoire définie dans K, soit J € K, Z € X*. Nous dirons que
la fonction X a dans lintervalle J lintégrale (pB) égale a Z, (pB)-[, X = Z,
lorsque

a) pour toute suite {2,} de partitions de D(J) telle que ¥(2,) — 0, la suite X(2,)
tend vers Z en probabilité; ou bien ('autre version)
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b) pour tout &¢ > 0 donné on peut trouver 6 > 0 tel quesi 2 € D(J), v(2) < 6,
alors

(2.1) P{X(2) - Z| 2z ¢} <&

Nous allons définir maintenant une nouvelle notion d’intégrale, analogue a la
précédente: nous dirons que la fonction X admet dans J une intégrale pS, (pS)—)‘,X,
égale a Z, lorsque

b’) pour tout & > 0 il existe une partition 2, € D(J) telle que (2.1) ait lieu pour
tout € D(J), 2 < 2, '

La définition peut également étre exprimée a I'aide de la convergence de suites
{X(2,)}; cependant, c’est un peu plus compliqué que dans le cas de I'intégrale (pB)
(condition a) de ci-dessus): nous avons (pS)— [, X = Z, lorsque

a’) il existe une suite {2,}, 2, € D(J), n = 1,2, ... telle que la suite X(2,) tend
vers Z en probabilité chaque fois que {Z,} est une suite de partitions, 9, € D(J),
qui jouit des deux proprétés suivantes:

(i) D41 < D,pourn=1,2, ..,

(ii) pour chaque entier positif n il existe un entier positif k(n) tel que Dy, < Z»r. ')

Nous avons étudié déja dans [6] certaines propriétés de I'intégrale (pB). On peut
s’attendre que les propriétés de I'intégrale (pS) sont analogues; ¢’est pourquoi nous
considérons, dans ce qui suit, les deux intégrales parallelement. Tout d’abord, nous

allons envisager le rapport mutuel de ces deux notions; le résultat est exprimé par le
suivant théoréme 1 et aussi par le théoréme 6.

Théoréme 1. Si la fonction aléatoire X donnée admet dans Pintervalle J € K
une intégrale (pB), elle y admet aussi une intégrale (pS) et I'on a

(22) P {(pB)— j X=(09) - Lx} _1.

Démonstration. Soit ¢ un nombre positif, soit 6 > 0 tel que pour 2 € D(J),
W(2) < 8, (2.1) alieu, ou, bien entendu, Z = (pB)— [; X. Soit 9, une telle partition.
En vertu de (1.2), nous avons (2.1) pour toute partition 2 € D(J) plus fine que 2.
Donc, l'intégrale (pS) de X dans J existe. La relation (2.2) n’est alors qu’une simple
conséquence du fait bien connu que la limite d’une suite de variables aléatoires con-
vergeant en probabilité est déterminée a V{0} pres.

Par contre, il est aisé de trouver ’exemple d’une fonction aléatoire qui admet une
intégrale (pS) dans I'intervalle en question, mais qui n’a pas d’intégrale (pB). En

1y On démontre facilement ’équivalence des deux définitions (b’) et a’)) et Iunicité de I'inté-
grale (pS) ainsi définie, a ’aide des propriétés fondamentales de la relation = dans D(J) (ef. [3],
chap. I, théoréme 5.1). Comme d’habitude, nous regardons comme égales les variables aléatoires
égales presque stirement (cf. [6]). : ' '
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effet, soit K = <0, 1), X(I) = V{1} pourI = <a, }),0 < a < }; X(I) = V{0} autre-
ment. Il est clair que (pS)— [x X = V{1} existe, tandis que (pB)— [x X n’existe pas
(cf. aussi [6], § 6).

Avant d’étudier d’autres propriétés de I'intégrale (pS), nous allons établir le théo-
réme suivant, qui nous sera trés utile dans la suite (cf. [6], théoréme 16).

Théoréme 2. Pour que Pintégrale (pS) d’une fonction aléatoire X donnée existe
dans Pintervalle J € K, il faut et il suffit que pour chaque ¢ > 0 il existe une parti-
tion 9, € D(J), telle que pour toute paire de partitions 2' € D(J), 2" € D(J),
92" £ 9, 92" £ D, ait lieu 'inégalité

(2.3) P{X(2) - X(2")| z ¢} < ¢.

Démonstration. Comme dans le cas du théoréme 16 de [6], il s’agit ici, en prin-
cipe, de la condition de Bolzano-Cauchy pour la convergence en probabilité. Pour
voir que la condition (2.3) est nécessaire, il suffit de considérer les inégalités

<)

> %s} P {’X(@”) - @s){ %

24) P{|X(2) - X(2) 2 ¢} <

+

IIA

<P {(x(@') - (ps)-Lx

X(2") - (pS)- J x

>l
2

Supposons maintenant la condition (2.3) vérifiée. Posons successivement ¢ = 1/2n,
n=12,..; soit {9,} la suite des partitions 2, (voir I’énoncé) correspondantes.
Pour n = 1, 2, ... écrivons ensuite D) = D, A D, A ... A D,. Nous aurons alors

J

<p {]x@’) - (9~ x

dans la suite, nous nous servirons souvent d’inégalités analogues.

P{|X(2}) — X(2},,)| = 1/2n} < 1)2n

pour tout p > 0; il en résulte que la suite de variables aléatoires X(2,) est de Cauchy '
en probabilité. Elle est donc aussi convergente; soit Z sa limite. Pour tout n =
= 1,2, ... nous avons de nouveau

(2:5) P{|X(2}) — z| = 1/2n} < 1/2n.

Soit maintenant 2 € D(J), 2 < ;. En vertu des conditions données et de la défi-
nition des partitions &, nous avons d’une part

P{|X(2) - X(77)

= 1/2n} £ 1/2n,
et d’autre part (2.5), de sorte que

P{|X(2) - Z| 2 1/n} < P{X(2) — X(2})| + |X(2}) - 2| = 1/n} <
< P{|x(2) — X(2)| = 1/2n} + P{|X(2}) — Z| = 1/2n} < 1/n.
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Nous voyons donc que (2.1) a lieu pour 2 < P¥ si nous prenons ¢ = 1/n. La fonc-
tion X admet donc lintégrale (pS)— [, X = Z, c.q.f.d.

Nous avons montré dans [6], § 6, que I'existence de I'intégrale (BB) d’une fonction
aléatoire n’est pas une propriété héréditaire de I'intervalle. Par contre, pour les in-
tégrales (pB) et (pS) nous avons le suivant

Théoréme 3. Si la fonction aléatoire X donnée admet une intégrale (pB), ou une
intégrale (pS), dans Uintervalle K, elle admet une intégrale, (pB) ou (pS) respective-
ment, dans tout intervalle J € K.Z)

Démonstration. Soit ¢ un nombre positif, soit J = {t,, t;) € K, K = {10, 79).
Nous allons supposer, pour .simplifier, que 1'on a 14 < t, < t; < 7, les cas ou
to = To ou t; = 7, n’exigent qu’un changement inessentiel de nos raisonnements.
Soit donc I; = (g, to), I, = {ty, 7y).

I. Supposons que l'intégrale (pB)—j'K X existe. A notre ¢ donné nous pouvons
donc associer un nombre positif 3 tel que deux partitions 2’, 2" telles que 2’ € D(K),
2" € D(K),W(2') < 8, W(2") < 9, vérifient toujours (2.3). Soit Z, € D(J), D, € D{J),
W2,) < 8, ¥(2,) < 6, et soit ensuite 2V e DI,), W(2P) < 5, et 9P e D(I,),
W(2®) < 6. Ecrivons alors 2" = 9V 0 9, U 2P, 9" = 9 U 2, U 2®. Nous
aurons évidemment 2’ € D(K), 2" € D(K), W(2') < 6, W(2") < 5, donc (2.3) aura -
lieu, or

(2~6) X(‘@’) - X(gﬂ) = X(-@1) - X(2,),
donc
(27) P{X(2,) - X(2,) z e} <&

pour toute paire de partitions 2, € D(J), 2, € D!J), telles que v(2,) < §, WD,) < 4.

La fonction aléatoire admet donc une intégrale (pB) dans J.

II. Supposons maintenant que (pS)-[x X existe. Pour notre & donné, il existe
donc une partition 2, € D(K) telle que pour 2'€ DK), 2"€¢ DK), 2" £D,, 9" <
< 9,,(23) alieu. Soit 2 = 2, A 2,. 1l est alors possible de diviser la partition 2
en trois parties disjointes: 2 = 2" U 2 L 2{? telles que 2V € D(1,), 20 €
€ D(J), 2% € D(1,). Soient maintenant P, € D/J), 2, € D(J), deux partitions telles
que 2, < 99, 9, £ 29, et posons de nouveau 2’ = 9V U 2, U 9P, P" =
= 9" U 2, U 2P, Nous aurons alors 2' € DK), 2"€ DK), 2' £ 9,, 9" < 9D,,
donc (2.3) aura lieu. Mais nous avons en méme temps (2.6), donc aussi (2.7). Il en ré-
sulte que (pS)-f, X existe, c.q.f.d.

Si la fonction aléatoire X considérée admet dans I'intervalle K une intégrale (pB)
ou (pS), nous pouvons donc définir dans K la fonction aléatoire Z:

2) En utilisant la terminologie du travail [6] nous pourrions dire que I’existence de I’intégrale

(pB) ou (pS) dans l'intervalle K entraine I'intégrabilité, (pB) ou (pS) respectivement, dans I’inter-
valle K.
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Z(I) = (pB)-[; X, ou Z(I) = (pS)-f; X resp., I €K, appelée intégrale, (pB)
ou (pS) resp., indéfinie de la fonction aléatoire X (cf. [6], p. 589). De méme que pour
Pintégrale (pB) (voir [6], théoréme 7, p. 590), on peut démontrer que P'intégrale (pS)
indéfinie est une fonction aléatoire p-additive (cf. [6], p. 585). Or, I'intégrale (pS)
différe de I'intégrale (p B) en ce qu’elle permet d’établir un résultat plus fort que celui
exprimé par le théoréme 8 du travail [6].

Théoréme 4. Soient J, J, deux intervalles voisins®) appartenant a K, J,0J,=J,
soit X une fonction aléatoire définie dans K. Si la fonction X admet une intégrale
(pS) dans lintervalle J, les intégrales (pS) de X dans J, et J, existent et vérifient

(29) (+S)- Lx + (pS)- Lx - (5S)- [ X.

J

D’autre part si les deux intégrales (pS), dans J, et dans J,, existent, la fonction X
admet une intégrale (pS) dans J et (2.8) a lieu.

Démonstration. L. Supposons d’abord que I'intégrale (pS)— [, X existe. Lexi-
stence des intégrales (pS) de X dans J; et J, résultera alors de notre théoréme 3.
L’égalité (2.8) n’est qu’une simple conséquence de I'égalité

(2.9) X(gl) + X(gz) = X(@)

valable pour n’importe quelles partitions 2, € D(J,), 2, € D(J,), @ = (2, U D,) €
eDJ).

II. Supposons a présent que la fonction aléatoire X admet des intégrales (pS) dans
J, et dans J,. Soit & un nombre positif; il existe alors deux partitions 2" € D(J,) et
22 € D(J,) telles que pour ;€ D(J,), 2/ € D(J)), 2; < 99, 9] < 9P, i = 1,2,
nous avons

(2.10) P{X(2;) — X(2})| = 1e} < de,i=12.

La partition 9, = 2" U 2{» appartient 2 D(J); si nous prenons n’importe quelles
partitions 2’ € D(J) et 2" € DJ) telles que 2’ < 2,, 2" < 9,, nous pouvons leur
associer les partitions 21, 21 et 91, 95, D;€ D(J,), 2] € D(J;), i =1, 2, telles que
D =D,0Dyet D" = D] U Dy. llest aisé de voir que nous avons alors Z; < 2,
2! < 2", i = 1,2, de sorte que (2.10) a lieu. Il en résulte

3

P(|X(2) - X(2)] 2 &} = P{|X(2}) + X(25) — X(2%) — X(9%)| = ¢} <
< P{|X(2}) - X(27)| + |X(25) - X(23)| z &} <
SP{|X(2}) — X(27)| 2 4&} + P{|X(23) — X(23)| = 1e} < de + de =¢;

3) Cf. 6], p. 584.
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nous voyons donc que la fonction X admet dans J une intégrale (pS), celle-ci est
égale, en vertu de (2.9), a la somme des intégrales (pS) de X dans J, et dans J,,
c.q.f.d.

La fonction aléatoire X définie dans K = {7, 7,) sera dite localement p-additive en
te K (cf. [4]) si a chaque ¢ > 0 on peut faire correspondre un nombre § > 0 tel que
pour 0 < hy < 6,1, =t —h,t)eK,0< hy <,I,={t,t+ hy))eK, [ =1, U
Ul, =<t — hy, t + hy)on ait*)

(2.11) P{X(I,) + X(I,) - X(I)| 2 ¢} < e.

11 est évident qu’une fonction aléatoire X, définie dans K, qui est p-additive (cf.
[6], p. 585) est aussi localement p-additive en tout ¢ € K; la réciproque n’est pas
vraie.

Nous allons voir que la propiété de p-additivité locale caractérise la différence spé-
cifique qui existe entre I'intégrabilité (pS) et l’mtegrab111te (pB) (cf. [3], chap. II,
théorémes 3.8 et 3.10).

Théoréme 5. Si la fonction aléatoire X donnée admet une intégrale (pB) dans K,
elle est localement p-additive en tout t € K.

Démonstration. Soit ¢ > 0, soit & > 0 tel que (2.3) ait lieu pour toute paire de
partitions 2’ € D(K), 2" € D(K), W(2') < 26, v(2") < 2. Soit ¢ un point arbitraire
dans K = {7, 7,), t > To, et prenons deux nombres positifs h; et h,, plus petits que
dettels que I, =<t —h,t)eK, I, =<t t+ hy)eK; soit I =1, Ul,. Soit 2]
une partition de I'intervalle (o, t — h,) de norme v(2]) < 24, soit & une partition
de Iintervalle {t + h,, 7,) de norme v(24) < 26. °) Ecrivons maintenant 2’ = 97 U
u{l, L} u2; et 9" =27 0 {I} UP); nous aurons évidemment 2'€ D(K),
2" € D(K), W(2') < 26, W(2") < 25, donc (2.3) aura lieu. Mais nous avons en méme
temps

X(@) - X(@) = X(1,) + X(I,) - X(1),

donc (2.11) a lieu. Comme les nombres h;, h, sont arbitraires (pourvu que plus petits
que § et tels que I; € K, I, € K), nous voyons que la fonction X est en effet localement
p-additive en ¢, mais ¢ est aussi arbitrairement choisi dans K.

Théoréme 6. Soit X une fonction aléatoire définie dans K, admettant une intégrale
(pS) dans K, et localement p-additive en tout t € K. Alors elle admet aussi une inté-
grale (pB) dans K et (2.2) a lieu.

Démonstration. Soit Z = (pS)-[x X. Soit & un nombre positif et soit 2,
€ D(K) une partition telle que pour toute partition 2 € D(K), 2 < 9,, nous ayons

(2.12) P{|X(2) — Z| 2 3¢} < de
4) Pour t = 7o 'additivité locale a toujours lieu, car il n’existe dans K aucun intervalle
{rg — h, tg), h > 0.
%) Si t + hy = 7,, D sera vide.
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Supposons que nous ayons 2, = {J;}1=o, J; = {tj,t;41), j=0,1,2,...,m, 79 =
=ty <t; <..<tyis =7, K= 70, 1,). D’aprés nos hypothéses, la fonction X
est localement p-additive en chaque ¢;, j = 1, 2, ..., m. Il existe donc un nombre po-

sitif 0 tel que pour les nombres h}, h,j = 1, 2, ..., m, tous plus petits que 6, nous ayons
I} =<t; — hj, t)e K, 1] = (1), t; + hj)e Ket

P{|X(I}) + X(I5) — X(I))| = &/2m} < ¢/2m ,

oul; =I;ulj},j=1,2,..., m. Soit maintenant &' une partition de D(K), W(2') < 4,
d’ailleurs quelconque. Posons 2 = 2’ A 2,. Nous voyons facilement que les parti-
tions 2 et 9’ différent seulement 13 ol un (au moins) des points t,ji=1,2,....,m,
s’est trouvé a P'intérieur d’un intervalle I € 2'. Dans ce cas, la somme X(2’) comprend
un terme X (1) qui est remplacé dans X(2) par la somme de deux (ou plusieurs) termes
X(I'), X(I"), les intervalles I', I" étant de la forme I' = {t; — h}, t;), ou I" =
= (t;, t; + h})resp.,avec 0 < h; < 6,0 < h'; < 6, car |I| < %(2') < 6. Nous avons
donc évidemment I'inégalité

[¥(@) - X(9)| s 5, x(1) + X(1) - (1)

ou Iy = (t; — hj, 1)), I] = (tj, t; + ), |I}] <6, |I}| <. Il en résulte

P{|X(2') — X(2)| = 1¢} < P{:ZI |X(I5) + X(I7) — X(I))| = 4e} <
ézzlP{]X(I}) + X(I7) — X(I))| Z ¢/2m} < m . ¢[2m = 4e.

Comme d’autre part 2 < 9,, nous avons aussi (2.12), de sorte que

P{|X(2') — Z| z &} = P{|X(2') — X(2) + X(2) — Z| 2 &} <
SP{X(2) - X(2)| + |X(2) - Z| 2z ¢} <
<P{X(2) - X(2)| = 3¢} + P{|X(2) — Z| 2 4} S de + e =¢.

Donc (pB)-[x X = Z, c.q.f.d.
En combinant nos théorémes 6 et 4 nous obtenons I'énoncé suivant (cf. [6], théo-
reme 8). Nous le citons sans la démonstration, qui serait facile.

Corollaire. Soit J, = {t',t)e K, J, = {t,1")€ K, soit X une fonction aléatoire
définie dans K et admettant des intégrales (pB) dans Jy et dans J, Pour que la
fonction X admette une intégrale (pB) dans lintervalle J = J; U J, = {t', ")
entier, il faut et il suffit qu’elle soit localement p-additive en t.

Remarque. En procédant & des calculs analogues a (2.4), nous pouvons montrer
facilement qu’une fonction aléatoire X continue en @ sur K (voir [6], p. 585) est
toujours localement p-additive en tout t€ K. Pour les fonctions continues en 0,
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il i’y a donc aucune différence essenticlle entre les intégrales (pB) et (pS).
Il en résulte que les propositions comme: Si une fonction X, intégrable (pS) dans X,
est continue en @ sur K, son intégrale (pS) indéfinie I'est également (ou la proposition
analogue concernant la continuité absolue (cf. [6], p. 587) etc.) découlent immédiate-
ment des théorémes analogues, connus pour l'intégrale (pB) (voir [6], théorémes 10
et 13, cf. aussi [ 7], Remarque 3) et, bien entendu, de notre théoréme 6.

11 est assez clair que I'opération d’intégration (pS) a un caractére linéaire tout
comme Pintégration (pB) (voir [6], p. 594):

Etant donné deux fonctions aléatoires X et Y, intégrables (pS) dans K et un nombre
réel ¢, posons pour I € K:

(213) Z(I) = eX(I), W(I) = X(I) + Y(I).

Alors les deux fonctions aléatoires Z et W qui viennent ainsi d’étre définies dans K,
sont aussi intégrables (pS) dans K et pour tout J € K nous avons

(ps)-.Lz — .(pS)_Lx, (ps)-fjw _ (ps)_flx i (pS)—LY.

En définissant la fonction aléatoire W nous devons supposer qu’en additionnant
X et Y nous obtenons de nouveau une fonction aléatoire a accroissements indépen-
dants; les fonctions X et Y ne peuvent donc étre quelconques. Il suffit cependant de
supposer les fonctions X et Y indépendantes au sens que voici: si nous prenons deux
entiers positifs n et m, et n + m intervalles disjoints I, I,, ..., I,, J;, J,, ..., J,, de K,
alors les variables aléatoires X(I,), X(I,), ... X(L,), Y(Jy), Y(J,), ..., Y(J,,) sont
toujours stochastiquement indépendantes (en bloc). Dans la suite, nous faisons cette
supposition tacitement partout ol nous parlons de sommes (ou d’autres fonctions)
de deux (ou plusieurs) fonctions aléatoires d’intervalle. Cela représente, bien entendu,
une nouvelle exigeance concernant I’étendue du systéme X*.

A présent, nous allons donner quelques théoréemes analogues au théoréme 1 de [8]

Théoréme 7. Soient X et Y deux fonctions aléatoires définies dans K, intégrables,
(pS) ou (pB), dansun intervalle J € K. Alors, pour que nous ayons I’égalité(pS)-[; X =
(pS)-[, Y, ou (pB)-[; X = (pB)-[, Y resp., il faut et il suffit qu’il existe pour chaque
& positif une partition 9,€ D(J), ou bien un nombre positif 6 = (e), tel que pour
toute partition 9 € D(J), pour laquelle D < D,, ou (D) < J resp., on ait

(2.14) P{X(2) — Y(2)| z ¢} < &.

Pour la démonstration il suffit de considérer la fonction aléatoire Z définie par
Z(I) = X(I) — Y(I) pour I € K. Nous avons alors Z(2) = X(2) — Y(2) pour toute
partition 9, et (2.14) n’est que la condition nécessaire et suffisante pour Pexistence
de l'intégrale, (pS) ou (pB) respectivement, de la fonction Z dans J, ainsi que pour
Pégalité (pS)-f, Z = V{0}, ou (pB)-[, Z = V{0} resp.
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De notre théoréme 7 découle e.a. la propriété de I’intégrale (pB) mentionnée dans
[6], p. 595, comme propriété (B):si W(J) = (pB)— [, X pour chaque J € K, on a aussi

(pB)-Lw - W) = (”B)‘Lx’

donc aussi (pB)— [, (X — W) = V{0} pour tout J € K. °) Des relations analogues
~ sont d’ailleurs valables pour I'intégrale (pS) également.

Lemme 1. Soit X une fonction aléatoire intégrable (BB) dans K. Pour & > 0,
I € K posons g(I) = P{IX(I)I > ¢}. Si pour tout Je K on a

2.15) (mpfx~wm,
J
alors pour tout ¢ > 0 et pour tout J € K on a aussi
(2.16) J“n=m
J

Démonstration. La fonction g, étant toujours non-négative, il suffit de démon-
trer (2.16) pour J = K seulement. Soit ¢(I, s) la fonction caractéristique (voir § 1)
de X(I), I € K. Posons pour ¢ > 0

r(I, 0) = sup |l — o(L, s)| .
Is|so
D’aprés le lemme 5 du travail [7] nous avons pour tout ¢ > 0 I'égalité

(2.17) f r{l,6)=0.

Nous allons appliquer & présent I'inégalité (11.8) du chapitre I de la monographie
[1], ot nous prenons u = ¢, A = €0, o), de sorte que a = o, ¢ = 0. Nous aurons
pour [ e K

%mgw+hm%ﬂjmp—wummg
0
< (o + 2n/e)> 67%r(1, 0) ;

nous voyons donc que (2.17) entraine (2.16), c.q.f.d.

Remarquons encore que, en vertu de la relation (1.5) de [6] (cf. aussi la remarque®)
dans [6], p. 593), (2.15) est équivalent & I'égalité

(2.18) (pB)ﬂf X = v{0}

valable pour tout J € K.

6) L’indépendance des fonctions X et W au sens précisé ci-dessus a évidemment toujours lieu.
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A T’aide de notre lemme nous pouvons maintenant démontrer facilement le théo-
réme suivant (cf. [8], théoréme 1).

Théoréme 8. Soient X et Y deux fonctions aléatoires intégrables (pB) dans K.

Supposons que nous ayons
(o9 x = (e ¥
J J

pour tout J € K. Alors pour tout & > 0 et pour tout J € K nous avons aussi

(2.19) f h(I) = 0

h(I) = P{|x(I) — Y(I)| = ¢} .

Démonstration. Une fois de plus, il suffit de considérer la fonction Z: Z(I) =
= X(I) — Y(I) pour I € K. Nous avons évidemment (BB)— [, Z = V{0}, et nous
obtenons donc (2.19) en appliquant directement notre lemme.

La réciproque de ce lemme n’est pas vraie, comme le montre I'exemple de la fonc-
tion X vérifiant P{X(I) = |I|} = 1 pour tout I € K, c’est-d-dire X(I) = V{|I[}. En
effet, fixons un nombre positif ¢, alors pour 2 € D(K), ¥(2) < &, nous aurons mani-
festement

9{2) =IZ@P{|X(I)] =¢ =0,

et (2.16) aura lieu pour J = K, donc aussi pour tout J € K. Mais en méme temps
nous avons pour 2 € D(J) évidemment X(2) = V{IJ]}, donc

@mf}=vwn*wm

pour tout J € K, J + 0, et (2.15) n’a pas lieu.
Pour les mé&mes raisons il n’est pas non plus possible de démontrer la réciproque de
notre théoréme 8 (cf. le théoréme 1 de [8]).

3. p-DERIVEES

Lorsque nous voulons exprimer la propriété des fonctions aléatoires que nos avons
appelée continuité en @ (voir [6], p. 585), nous avons deux possibilités: nous pouvons
nous servir des fonctions caractéristiques (voir p. ex. [ 7], théoréme 1) ou bien directe-
ment des probabilités des valeurs plus grandes que ¢ des variables aléatoires en-ques-
tion (cf. [6], théoréme 13). Il en va de méme dans le cas de la continuité absolue (cf.
[6], (2.12), p. 587, et [7], lemme 1). En vertu de (1.5) de [6], ces deux fagons de
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Pexprimer sont équivalentes. En introduisant la notion de dérivée, dans notre travail
[7], nous n’avons utilisé¢ que les fonctions caractéristiques (ou leurs logarithmes, les
fonctions — ). Ceci était tout a fait adéquat dans la théorie de Iintégrale (BB).
Pour T'intégrale (pB), il serait cependant plus convenable d’avoir une définition de
dérivée exprimée directement par les probabilités de certaines valeurs des variables
aléatoires considérées. Il s’agit donc de la question de savoir par quoi il faut remplacer
la condition (4.1) de [7] dans la définition de la dérivée. Nous sommes ainsi conduits
tout naturellement aux trois définitions que voici:

Nous dirons que la fonction aléatoire X donnée dans K, admet en teK7) une
pj-dérivée X'(t)e X*, j = 1,2, 3, si pour tout ¢ > 0 il existe & > 0 tel que pour
0<h<d,I=<tt+ h)eK, nousavons I'inégalité (3.j),j = 1,2, 3:

(3.1) P{|X(I) — hX'(1)| = eh} < ¢h ;
(3.2) P{|X(I) = hX'(1)| = eh} <e;
(33) P{X(I) — hX'()| 2 &} <eh.

En suivant [7], nous dirons ensuite que la fonction X est p,-dérivable dans K si elle
admet la p;-dérivée correspondante (j = 1, 2, 3) en tout ¢ € K, le nombre § pouvant
étre choisi indépendamment de ¢, c’est-a-dire le méme pour l’intervalle K entier.s)
Or, nous verrons qu’aucune de ces trois conditions ne nous donne la méme satisfac-
tion que la définition de la dérivée DX(f) donnée dans [7]. Les rapports mutuels des
différentes définitions sont rendus visibles par le théoréme suivant.

Théoréme 9. Si la fonction aléatoire X admet en t€ K une p,-dérivée: X'(t) =
= V{0}, elle admet en t aussi une dérivée DX(t) (au sens de [7]) et 'on a DX(t) ~
~ V{0}; la réciproque n’est pas vraie. Par contre, si X admet en t une dérivée
DX(t) ~ V{0}, elle admet en t aussi une ps-dérivée, et 'on a X'(t) = V{0}; la réci-
proque n’est pas vraie. Pour la p,-dérivée, I'implication n’a lieu dans aucun sens.

Démonstration. I. Supposons que X admet en ¢ une p;-dérivée: X'(¢) = V{0}.
Alors pour chaque ¢ > 0 on peut trouver un nombre positif § tel que pour I =
=<t t+ h)eK, 0<h <34, onait

(34 P{|X(I)| = ¢h} < ¢h.
En y appliquant I'inégalité bien connue (voir [2], p. 52), nous en obtenons
|1 — (1, v)l = |<p(1, 0) — oI, s)l < ehs + 2¢h,

7) Comme dans [7] et [8], nous nous bornons ici aux dérivées a droite, sans le souligner
a chaque reprise.

8) On a manifestement (3.1) = (3.2) et (3.1) = (3.3), (pour £ < 1 du moins), ce qui veut dire
que l'existence d’une p,-dérivée entraine celles d'une p,-dérivée et d’une ps-dérivée; ces trois
dérivées étant alors égales.
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de sorte que nous avons

lim h™'[1 — (<t t + h),5)] =0
h—0+
localement uniformément en s dans (— oo, ). Donc (voir [7], p. 466), la dérivée
DX(7) existe et I'on a DX(t) ~ V{0}.
II. Considérons une fonction aléatoire homogene (cf. [6], p. 585) ayant la fonction

caractéristique
ol 5) = exp (= 357[1[%7}

Nous trouvons facilement que la fonction y(I, s) = log (1, s) vérifie alors I'inégalité
(1, 5)| < 3a?|IPP1 < 1

pour tout s € {—a, 6), et pour tout I € K, tel que |I| < 4g%6*; Ia fonction aléatoire
X admet donc en tout t € K une dérivée DX(¢) ~ V{0}. En méme temps, pour tout
t € K nous avons

lim P{|X({t, t + h))| = eh} =1,
h—0+

car la variable aléatoire X(I) a la variance proportionelle a |I|*/? (la variable aléatoire
X(I)/|[1]*'# suit la loi normale N(0, 1)), et nous avons eh = ¢h'/*h>*. Nous voyons
donc qu’il est impossible que I’on ait X'(f) = V{0}, pour quel ¢ que ce soit, qu’il
s’agisse de p,-dérivée ou de p,-dérivée.

III. Supposons que DX(t) ~ V{0} existe pour un certain t € K; alors pour tout
e>0, 0>0, il existe 6 >0 tel que pour 0 < h <9, Is| < o, linégalité
[t = o(<t, t + h),s)| < eh ait lieu. En y appliquant I'inégalité bien connue (11.8)
du chapitre I de [1] (cf. la démonstration de notre lemme, p. 425), nous obtenons
pour I =t t + h)eK, o> 26/, h < = d(s 0), I'inégalité

P{|X(I) |z ¢} < P{|X(I)| = 4¢} < (0 + 8n/e)* 0™ %eh/4 =
‘ = h[4e + 4nfo + 16n°/0%e] < he[} + 1 + 4] = ¢h,
donc X'(t) = V{0} au sens de la p;-dérivée.
IV. Soit X(I) = V{|I|}; nous avons alors évidemment P{|X(I)| = ¢} = 0 < eh,

pourvu que |I| < & mais pourtant on n’a DX(¢) ~ V{0} pour aucun € K, car on
a(BB)—[; X ~ V{|J|} pour tout J € K et X est homogene (cf. [8], § 3).

V. Soit X une fonction aléatoire définie dans K de telle maniére que I’on ait pour
IeK, [I| <1: P{X(I) =0} =1 — 1] et P{X(I) =1} = |I|. Alors linégalité
P{]X(I)' > e]]l} < ¢ est valable pour tous les intervalles I € K de longueur !I[ <g,
or nous avons en méme temps oI, s) =1- |I| + |I| e, de sorte que
[1]7'[1 — o(1,5)] = 1 — € et DX(t) ~ V{0} est impossible.
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La démonstration que nous venons de donner fait voir également qu’aucune des
trois p-dérivées ne permet d’établir des théorémes analogues aux théorémes 10 et 12
du travail [7]. Ce résultat négatif ne fait que souligner une fois de plus les avantages
de la définition de la dérivée DX(¢) introduite dans [7].

Par contre, il est aisé de voir que pour les fonctions aléatoires p-dérivables 1’égalité
X'(t) = V{0} valable pour tout ¢ € K entraine la continuité en @) sur K. Cela est vrai
pour n’importe quelle des trois p-dérivées; dans le cas de la p,-dérivabilité, I’égalité
X'(t) = V{0} entraine méme la continuité absolue de la fonction aléatoire X.

En effet, soit X une fonction aléatoire définie et p,-dérivable dans K, avec X'(f) =
= V{0} pour tout ¢ € K. Pour tout & > 0 il existe donc un nombre é > 0 tel que

() PiJx(D) 2 &) = o],

pourvu que I € K| |II < 0. Soient I, I,,...,1,, n intervalles de K, disjoints deux

a deux et de longueur totale Y, |I < 4. Alors (pour 6 < 1, ce qui ne restreint pas
i=1

i

la généralité de nos raisonnements) nous avons

P{YX(1))| 2 &} < P{Y|X(1))|

gjéjlp{|x(1,.)| 2 ¢}

v

e} = P{Y|X(1)| 2 &0} <

IIA

82|I,| <& =Zce,

donc la fonction aléatoire X est absolument continue dans K.
Supposons maintenant que X est seulement p,-dérivable, ou p;-dérivable, avec
X'(t) = V{0} pour t € K. On a donc (pour |I| < 1, ce qui suffit) soit

P{X(I)| z ¢} s P{X(I)| 2 ¢|I]} < e,
soit respectivement
P{lX(I)! > < 8|I| <e,

d’oui la continuité en 0.%)

Remarquons encore qu’il importe de supposer la p-dérivabilité et que la simple
égalité X'(¢t) = V{0} valable pour tout ¢t € K ne suffit pas pour assurer la continuité
en 0, méme s’il s’agit de la p,-dérivée. En effet, il suffit de considérer ’exemple de la
fonction aléatoire X définie dans K = (0, 1) de telle maniére que pour I = {a, b)e K
la variable aléatoire X(I) ne prenne que les valeurs O et 1 avec les probabilités
P{X(I)=1}=(b —a)*(1 —a)"? =1 - P{X(I) = 0}.

%) Si nous n’imposons aucune condition concernant les ,,valeurs* de la p-dérivée X'(¢), la
seule p-dérivabilité ne suffit pas pour garantir la continuité en () de X. Il en va de méme dans le
cas de la dérivée DX(7): il n’est donc pas en général vrai ce que nous avons dit a ce sujet dans [7],
p. 466 sqq. Cela découle d’ailleurs méme de I’exemple cité dans [7], p. 467, avant le théoréme 10.
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4. L'INTEGRALE (BS)

Nous allons introduire maintenant une nouvelle notion d’intégrale, appelée inté-
grale (BS), analogue & I'intégrale (BB); le rapport de 'intégrale (BS) a Iintégrale (BB)
rapelle celui de I'intégrale (pS) a l'intégrale (pB). Nous pouvons procéder par deux
voies différentes, mais qui conduisent, en fin de compte, au méme but.

Le premier procédé suppose que nous exprimons la convergence, appelée conver-
gence-B dans [6] (cest-a-dire la convergence en loi) & I'aide d’une métrique conve-
nable. Pour ce but, nous pouvons utiliser p. ex. la métrique de P. Lévy pour les fonc-
tions de répartition (voir p. ex. [2], p. 40); il est également possible de rendre métrique
la convergence localement uniforme des fonctions caractéristiques. En effet, nous
pouvons définir la distance de deux fonctions caractéristiques ¢,(s) et ¢,(s) par la
formule (voir [5], p. 158)

(4.1) o[e, ¢,] =k§12_" min [1, Ifluép; |(p1(s) - <p2(s)]] .

Nous dirons ensuite que la fonction aléatoire X en question admet une intégrale (BS)
dans lintervalle J € K, lorsqu’il existe une variable aléatoire Z € X* de fonction ca-
ractéristique y(s) et telle que pour tout ¢ > 0 il existe une partition Z, € D(J) telle
que l'inégalité

(42) ol [To(F, 5) ()] < ¢

ait lieu pour toute partition 2 € D(J), 2 < 2,. Nous posons alors bien entendu
(BS)-[; X ~ Z.

Il est clair que I'on a (BB)-[, X ~ Z si et seulement si & tout ¢ > 0 on peut
faire correspondre un nombre 6 > 0 tel que (4.2) ait lieu pour toute partition 2 € D(J),
W(2) < 4.

L’autre procédé permettant de définir intégrale (BS) se passe de la métrique et
n’utilise que la convergence-B. Nous dirons que Z € ¥* représente I'intégrale (BS)
de X dans J€ K et nous écrirons (BS)-[; X ~ Z, s’il existe une suite {2, };>,
de partitions 2, € D(J) telle que

(4.3) Blim X(2,) ~ Z
a lieu pour toute suite {2,}, 2, € D(J), n = 1, 2, ..., vérifiant les conditions (i) et (ii),
cf. ci-dessus p. 418.

11 est assez facile de démonter 1’équivalence des deux définitions de I’intégrale
(BS): il suffit d’'une 1égére modification de la démonstration du théoréme 5.1 du
chapitre 1 du livre [3]. :

Les propriétés de I'intégrale (BS) sont dans une grande mesure analogues aux pro-
priétés de I'intégrale (BB), ou encore de l'intégrale (pS).
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L’exemple de lintégrale (BB) nous fait attendre (voir [6], § 6) que I'existence de
Pintégrale (BS) n’est pas une propriété héréditaire de I'intervalle: I'existence de
(BS)—[x X n’entraine pas encore Iexistence de (BS)— [, X pour tout J € K. En
effet, soit K = <0, 1), et soit @yfs) = 1; @,(s) =1 — |s| pour |s| S1,ogs)=0
pour |s| > 1; @,(s) = @,(s — 2k) o k est I'entier vérifiant les inégalités ¥(s — 1) <
< k < ¥(s + 1). La fonction aléatoire X soit définie dans K de telle maniére que nous
ayons pour I € K:

o(L, s) = @os), lorsque O¢1, L ¢l;
o(1,s) = @4(s), lorsque 0¢1, Lel;
o(I,s) = [@4(s)]>, lorsque O€l, tel;
o1, s) = ¢4(s), lorsque I = <0, a) avec a < %, rationnel;
(I, 5) = @,s), lorsque I = <0, a) avec a < %, irrationnel.

Dans I'intervalle K la fonction X admet une intégrale (BS), voire '°) une intégrale (BB),
mais dans aucun intervalle <0, a), 0 < a < }, ni I'intégrale (BB) ni I'intégrale (BS)
de X ne peut exister.

Théoréme 10. Toute fonction aléatoire X définie dans K qui admet une intégrale
(BB) ou une intégrale (pS) dans K, admet aussi une intégrale (BS) dans K, et I'on a

(4.4a) (BS)- f Kx ~ (BB)- J Kx,

ou

(a.0) 5 x~ )| x.

respectivement.

Démonstration. I. Supposons que c’est Pintégrale (BB) de X dans K qui existe.
Prenons une suite {2} de partitions 2, € D(K) telle que v(2;) - 0. La suite
X(2;) sera alors B-convergente vers (BB)— [ X. Si nous avons ensuite une autre
suite {2,}, 2,€ DK), D,+, < D, pour n = 1,2, ..., et telle que pour chaque n on
puisse trouver un entier k(n) tel que 9y, < 2, alors évidemment v(2,) — 0 égale-
ment, en vertu de (1.2). La suite X(2,) sera donc B-convergente vers la méme limite,
donc (BS)-[x X existe et (4.4a) a lieu.

II. Si c’est Pintégrale (pS)-[x X qui existe, D’existence d’une intégrale (BS) dé-
coule du simple fait que la convergence en probabilité implique la B-convergence
(cf. [6], (1.4), p. 584). ,

En ce qui concerne les rapports existant entre Iintégrale (BB) et Iintégrale (BS),
on peut s’attendre a ce qu’un rdle important soit joué par une propriété analogue
a la p-additivité locale, et que nous appellerons B-additivité locale.

10y Cf.le théoreme 10 qui suit.
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Soit donc X une fonction aléatoire définie dans K; nous dirons que X est locale-
ment B-additive en t € K, lorsque nous pouvons trouver pour tout ¢ > 0, ¢ > 0,
un nombre § > 0 tel que pour I, = {t — h, )€K, 0 < hy < 5,1, = {t, t + hy)€
€K, 0<hy, <6, I=<{t—hy,t+ hy)=1,0l,, on ait toujours
(4.5) lo(Iy, 5) @I, 5) — (1. s)| <&
pour ls| <ol

Théoréme 11. Si X est localement p-additive en t € K, elle est aussi localement
B-additive en t.

Démonstration. Soient & ¢ deux nombres positifs, soit 7 = ¢/(2 + ). La fonc-
tion X étant localement p-additive en ¢, il existe un nombre 6 > 0 tel que pour I, =
= —hy,1)eK, 0<hy <d, I,=<t,t +hy)€EK, 0<hy,<d, [=1,Ul, =
= {t — hy, t + h,), nous ayons toujours

(4.6) P{|X(1,) + X(I,) = X()| 20} < 1.
Ecrivons, pour simplifier, Y = X(I,) + X(I,), W = X(I); alors

J (eisY _ eisW) dP
Q

éj [eisY _ eisWt dpP éj II _ eis(Y—W)' dP.
Q2 Q

(4.7) |<,;(1,, s) o(I5, s) — oL, s)| = <

Or, la derniére intégrale est égale a la somme de deux intégrales que nous obtenons
en divisant Q en deux parties: celle ou |Y - Wl = 1, et celle ou |Y - W| < n. Dans
le premier cas, nous aurons I’inégalité

(4.8) Jll — "] dP < Jz dP = 2P{|Y — W| 2 n} < 29

en vertu de (_4.6). Dans le second cas, nous n’avons qu’a appliquer I'inégalité
|1 — e < Izl valable pour tout z réel; nous obtenons ainsi I'inégalité

(4.9) '[|1 — "M dP < .ﬂY— W|ls| dP < |s| 7.

En vertu de (4.7), (4.8) et (4.9) nous avons donc pour |s| < ¢ I'inégalité

lo(I1, s) o(I, s) — o(I,5)| <21+ on =¢,
dong (4.5), c.q.f.d.

1 1) La méme propriété pourrait également étre exprimé a 'aide de la métrique ¢ définie par
(4.1): pour tout ¢ > 0 il existe § > 0 tel que ’on ait

elo(ly, s) oIy, 8), (1, )] < &

pour tous Iy, I,, 1, vérifiant les conditions mentionnées.
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En particulier, il s’ensuit de notre théoréme 11 que toute fonction aléatoire continue
en 0 sur K est aussi localement B-additive en tout f € K; cf. notre Remarque au para-
graphe 2, p. 423. Une remarque analogue s’applique donc également a Iintégrale
(BS): pour les fonctions aléatoires continues en @ sur K, les notions d’intégrale ( BS)
et d’intégrale (BB) coincident, etc.

Théoréme 12. Soit X une fonction aléatoire définie dans K, localement B-additive
en tout te K, et supposons que (BS)-[x X existe. Alors I'intégrale (BB)-[x X
existe également, et (4.4a) a lieu.

Démonstration. Soit ¢ un nombre positif; il existe alors une partition 9, € DK)
telle que pour toute partition 2 € D(K), 2 < Z,, nous ayons

(4.10) e[];[w(l, sh(s)] < de,

ot x(s) dénote la fonction caractéristique de I'intégrale (BS)— [x X. Soit, pour
fixer les idées @, = {J;}7=¢, J; = <tj, tj11), K = {to, t,+). D’aprés nos hypothe-
ses, la fonction X est localement B-additive en tous les t;, j = 1,2, ..., m. Pour
notre ¢ donné, il existe donc un nombre positif J tel que si des intervalles I =
=ty —hj, t)eK I, =t t;+h))eK, I, =1; 01} j=1,2,..., m, vérifient les
conditions 0 < h; < 6,0 < hj < é pourj = 1,2, ..., m, nous avons I'inégalité

(4.11) o[ o1}, s) o(1}, ), o(I;,s)] < ¢/2m,

valable pour j = 1, 2, ..., m. Soit maintenant £’ une partition quelconque de D K

avec ¥(2') < 4, et posons 9 = @' A D,. Comme 2 < 9,, 'inégalité (4.10) a lieu.

Mais en méme temps les produits [[o{I, s) et [ Jo(I ,s) ne différent que dans les cas
P) 2

ou un (ou plusieurs) des points ¢;(j = 1, 2, ..., m)s’est trouvé & I'intérieur d’un intervalle
appartenant 4 2’. Dans ce cas, le produit [ | contient un facteur (I, s) qui est rem-
o

placé dans [ | par un produit de deux (au moins) facteurs ¢(I1'?, s). Comme v(2') < 6,
2

tous ces intervalles sont de longueur plus petite que 8, de sorte que I'inégalité (4.11)
est toujours valable.'?) Les autres facteurs des deux produits étant identiques, nous
pouvons établir, d’une maniére analogue a [8], p. 369, I'inégalité suivante, valable
pour tout s réel:

@12) e 9) = [T 9] = 3 lol15) o(159) = o(1,.5)].
78 i=

12) Le cas ou il y a dans I plusieurs points tjse réduit aisément au cas simple par applications
successives de ’inégalité (4.11).

433



ou les intervalles I}, I}, I;, obtenus de la fagon décrite ci-dessus, vérifient les conditions

précitées. En combinant (4.11) et (4.12), nous obtenons I'inégalité
(4.13) g[l;[(p(l, s), Q(p([, )] < de.

La métrique g vérifie, bien entendu, I’inégalité triangulaire, et il résulte de (4.13) et
(4.10) que I’on a bien.

(4.14) o] 1.9 2] <¢

c.q.f.d.

Bien entendu, I’hypothése de la B-additivité locale est essentielle pour notre théo-
reme 12. Il est en effet bien facile de trouver un exemple de fonction aléatoire ad-
mettant, dans un intervalle, une intégrale (BS), sans que l'intégrale (BB) correspon-
dante existe. (Voir p. ex. [6], § 6, la fonction X qui y est définie est méme intégrable
(BS) dans K entier).

Notre théoréme 12 correspond au théoréme 6, de méme que la premiére partie du
théoréme 10 correspond au théoreme 1. Il est donc fort naturel de se poser le probléme
d’établir pour I'intégrale (BB) un résultat analogue a notre théoréme 5. Ce probléme
reste malheureusement ouvert. Il n’est pas possible, en effet, de transformer les rai-
sonnements d’une fagon aussi simple que dans Ie cas des théorémes 1 et 6. C’est dil
au fait que la ,,division‘ n’est pas une opération univoque dans le domaine des lois
de répartition (cf. [6], § 6). On pourrait éluder cette difficulté en ajoutant de novelles
hypothéses (p. ex. en supposant que la fonction aléatoire est du type ID (cf. [6],
p. 584)), mais cela ne peut étre regardé comme solution définitive du probléme.
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Pe3rome

CJIVYAVHBIE ®VHKLWUU UHTEPBAIJIA, IV

OPAHTMHIEK 3UTOK (Frantisek Zitek), [Tpara

Cratbs sBISETCS MIPOIOJDKEHUEM OTHOMMEHHBIX cTaTel [6], [7] u [8]. B ueit BBo-
JATCA HEKOTOPbIE HOBBIE TIOHATHS.

CHayaya, B IpeBoM naparpage HaloMHHAIOTCSL HEKOTOPBIE MOHATHS U 0003Haye-
HUs1 TEOPUM CIy4aiHbIX QyHKIMA uHTEepBasia. Bo BropoM naparpade usydaercs Teo-
pust (pB)-uuTerpana (cMm. [6]) ¢ raaBHOI LEJIBIO JOMONHUTD ¢ Pe3yIbTATAMM, aHA-
JIOrMYHBIMM TEM, KOTOPBIE YXKE U3BECTHBL B TEOPUU (BB)-MHTerpana. IIpu sTOM BBO-
JUTCSA TAkoke HOBOE NMOHsITHE (pS)-MHTerpaja U MCCIeLyIoTCs ero cBoiicrsa. Boobwe
roBopsi, (pS)-MHTErpat OTIMYAETCS OT (pB)-uHTerpana TeM, 4TO CXOAUMOCTH CYMM
X(@) = Z X(I) He TpeOyeTcs IUIsl BCeX MOCJIeI0BaTeIbHOCTeH pa30ueHuit JaHHOTO

Iea

MHTEpPBaJIa, HOPMa KOTOPBIX CTPEMHUTCS K HYJIIO, HO TOJIBKO IS IMOCJIEAOBATE/b-
HOCTeH ,,KO(UHAJILHBIX (B CMBICJIE Meanocm) C HEKOTOPOH (PMKCUPOBAHHOI MOCIIe-
JIOBaTEJIbHOCTBIO, CYLIECTBOBAHME KOTOPOW CTAHOBUT YCJIOBUE CYIIECTBOBAaHUS
(pS)-unTerpana.

TpeTuit naparpad MocBsILEH OMPEAEICHHIO HOBOIO MOHATUS MPOU3BOAHOM Cily-
yaifHOW (yHkium wHTepBasa. OHA [OJDKHA COOTBETCTBOBATH (pB)-m{Terpany Tax,
KaK ¥ aHaJOTMYHOC NOHSATHE NPOM3BOLHOM, BBemeHHoe B [7], § 4, cooTBeTCTBYET
(BB)-unterpany. OQHAKO MOKA3BIBACTCS, YTO TU P-IPOU3BO/IHBIC JIMILIEHBI HEKOTO-
PBIX XOPOLLUUX CBOMCTB, KOTOPBIMH 00JIaJaeT pou3BoIHas B cmbicie [7].

B mocieaneM, 4eTBEpTOM, Taparpade BBOAUTCS €11ie OTHO HOBOE ITOHATHE, & MMEHHO
nonsitie (BS)-unrerpana. Cssp Mexay (BS)-uaterpanom u (BB)-uHTerpaiom aHa-
JIOTUYHA CBSI3U MEXAY (pS)-HHTeraIIOM u (pB)—nHTerpaJIOM. B craTbe moxa3aHbl
OCHOBHBI€ cBOMCTBA (BS)-MHTerpaa; o B GOJIbIIMHCTBE BIIOJIHE aHAJIOTMYHBI CBOM-
crBaM (BB)-unTerpana Wi (pS)-uHTerpaa.

OTKpBITBIM OCTaeTCa OAHAKO OJMH MHTEpecHbIt Bonpoc. Ciaydaiinyio pynkuuo X
Ha30BeM JIOKAJIbHO B-alIUTUBHON B TOYKE ¢, €CIIU AJISI BCIKON MOCIEA0BATEIbHOCTH
UHTEPBAJIOB

I,=<t—hy,t+hy), h, >0+, hy -0+,
CIIPaBEJIMBO
lim | (1, s) @(I;,s) — ¢(I,.s)| =0
n-> o

JIOKaJIbHO PAaBHOMEpPHO 10 s, mpudeM I, = {t — h), 1), I = <t, t + h}), u o(1, s),
KOHEYHO, 0603HAYAET XapAKTEPUCTHYECKYIO DYHKUMIO CIIYYaiHOM BEeIMYMHBL X(I),
CM. (1.4). Torna HeU3BECTHO, COpPABEIMBO JIM cledyroinee yTepxkaenue: Ecim X
HMeeT (BB)-MHTerpaJI B HEKOTOPOM HMHTepBaJie J U BO BCEX €ro MoguHTepBajIax, TO
X nokaneHo B-ammuruBHA BO Beex t€ J. Amayormunoe yreepxaenue misi (pB)-
MHTErpaa BepHo (CM. TeopeMy 5 HacTosiLiel paGoTsi).
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