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Czechoslovak Mathematical Journal, 18 (93) 1968, Praha 

ZUR GEOMETRIE IM GROßEN DER KUGELKONGRUENZEN 

ZBYNĚK NÁDENÍK, Praha 

(Eingegangen am 30. Juli 1967) 

In [5] — [7] ist die Geometrie im Großen der Kanalflächen — d. h, der Enveloppen 
einer einparametrigen Familie von Kugelflächen — untersucht worden; besonders 
sind dort solche Integraldarstellungen für das Volumen, die Oberfläche und die 
Krümmungsintegrale eines Kanalkörpers gefunden worden, welche die Bildung 
allgemeiner linearer Ungleichungen für diese Maßzahlen ermöglichen. Im folgenden 
schreiten wir zur ähnlichen Behandlung der zweiparametrigen Kugelflächenfamilien 
im n-dimensionalen euklidischen Raum En9 n ^ 4. Zugrunde gelegt wird ein ortho
gonales Koordinatensystem. 

Es sei also 3F a En eine zweidimensionale zusammenhängende beschränkte Fläche, 
welche entweder geschlossen ist oder den Rand <3#" besitzt, und welche eine Parameter
darstellung x = x(B) zweiter Klasse zuläßt; dabei ist B der Fluchtpunkt von J*\ Den 
ersten bzw. zweiten Beltramischen Differentialoperator in bezug auf <F bezeichnen 
wir mit At bzw. A2 und V2 soll den von G. DARBOUX (Le<?ons sur la theorie generale 
des surfaces, Buch 7, Kap. IV) und L. BIANCHI (Lezioni di geometria differenziale, 
Kap. II) in der Theorie der Flächenverbiegung benutzten und nur mittels Ax und A2 

ausdrückbaren Differentialparameter zweiter Ordnung bedeuten (vgl. [2], S. 165 und 
s. Abschn. 2). 

Auf $F sei eine solche Funktion Q(B) zweiter Klasse erklärt, welche folgende Be
dingungen erfüllt: 

(1) a) B $ dF => Q(B) > 0 ; 

b) Bfd&^A^o) < 1 ; 

c) U > 0 , 

wo U ein Ausdruck ist (ein Analogon zur linken Seite der dritten Ungleichung (1) 
in [6]; a) und b) sind die Seitenstücke zur ersten und zweiten Ungleichung (1) in [6]; 
vgl. auch (3) und (4) in [7]), welchen wir erst später im Abschn. 3 formulieren werden. 

Die (n - l)-dimensionale Kugelfläche um den Punkt B mit dem Radius Q(B) hat 
wegen a) und b) aus (l) eine reelle Charakteristik nn-3(B; Q(B)). Diese ist eine (n — 3)-
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und 

(5) 0 = ( n - 2 ) ш й _ 2 

oder 

_ - з [ i - _._(_)]<-4>/2 [i - ^ 2 ) + v2(iö
2)] d^ + 

f + ©.-2 _ " - 1 [ l - .4_(_)]("-2)l2í:d-F 

(5*) -2)12 0 = (n-2)tó„_2r L>-3[1 - __.((,)]<-

- e - 2 [ i - J.(_)]<-4>l2 [(i - A1(Q))A2(Q) + _4_(,4_(_),_)] + 

+ . - ' [ i - _._((.)]<-*>!* lv_(_) + - - ^ ( 1 - _._(<?)) K 1 | d_*. 

Dabei ist noch K eine zur Gaußschen Krümmung einer Fläche in E3 analoge 
Invariante von _F, welche wir sofort definieren werden: 

Es sei y c &W eine Kurve, welche in einer Umgebung ihres Fixpunktes B0 e 3F eine 
Darstellung zweiter Klasse mit ihrem Bogen s als dem Parameter zuläßt. Der End
punkt der Projektion des in B0ey gebundenen Vektors d2x(B) : ds2\B_Bo auf die 
Normalebene v0 von £F in B0 (d. h. auf den in B0 zur Tangentenebene T0 von £F 
in B0 total orthogonalen (n — 2)-dimensionalen Unterraum) erzeugt — falls die 
Tangente von y in B0 alle möglichen Lagen einnimmt — die sogenannte Indikatrix 
der Normalkrümmung (für n = 4 siehe [3], S. 20). Diese Indikatrix ist entweder eine 
Ellipse, deren uneigentliche Punkte den isotropen Richtungen in T0 entsprechen, oder 
eine Strecke oder ein Punkt (s. Abschn. 1). Wir wählen in v0 ein beliebiges (n — 2)-
Tupel von einander senkrechten Geraden pl9..., pn_2 mit gemeinsamem Punkt B0 

und wir projizieren die Indikatrix orthogonal auf pt in die Strecke (bzw. in den Punkt) 
X^i (i = 1 , . . . , n - 2). Falls Boj-XM (bzw. B0eXtYh B0 ={_ Xh Yt), versehen wir 
die Längen BXh BYt der Strecken BXh BYt mit denselben (bzw. entgegengesetzten) 
Vorzeichen. Die Summe 

(6) кJ^BXt.BY, 

ist von der Wahl der Geraden pt ganz unabhängig und obwohl die Konstruktion 
von K den Einbettungsraum En von _F benutzt, doch ist K nur mittels der Grund
form dx . dx von _F darstellbar (s. Abschn. 1). Somit ist die Invariante (6) einschließ
lich dieser Eigenschaft ein volles Analogon zur Gaußschen Krümmung einer Fläche 
in E3 und zu Gaußens „Theorema egregium". 

In [5] — [7] haben wir festgestellt, daß der Rauminhalt, die Oberfläche und die 
Krümmungsintegrale eines Kanalkörpers von den Krümmungen der durch die 
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Mit Rücksicht auf e12 + e21 = 0, elk + ekl = 0 (k, l = 3 , . . . , n) ergibt sich daraus 

S t (akck - bf) = 0, ö t (ak + ckf = 0. Folglich sind 
fc=3 fc = 3 

(1.4) K = £(akck-b
2
k) 

fc = 3 

n 

und H = ]T (afc + cfc)
2 zwei Invarianten von # \ Von H werden wir hier keinen Ge-

fc=3 

brauch machen. 
Um den geometrischen Sinn von K zu erhalten, berechnen wir d2x(B)/ds2, wo 

(1.5) ds2 = dx . dx = co2 + co2 . 

Aus (1,1)-(1,3) folgt 
n 

(1.6) d2x(ß)/ds2 = (.) tx + (.) t2 + £ n^tD.aiu + a>2a>2ft) : (co2 + co2) . 
fc=3 

Wir setzen t = cot : co2. Die Projektion des Endpunktes des in B gebundenen Krüm
mungsvektors d2x(B)/ds2 auf den durch die Vektoren n3, ..., nn gespannten Unter
raum erzeugt eine Punktmenge, welche nach (1,6) und (1,3) im System der Koordina
ten mit der Basis n 3 , . . . , nn diese Parameterdarstellung hat: xk = (akt

2 + 2bkt + ck) : 
: (t2 + 1); k = 3 , . . . , n, und zwar für alle t einschließlich der Grenzwerte für t -» 
-> +oo. Daraus ergeben sich schon elementar die Behauptungen aus der Einleitung 
betreffs der Indikatrix. Die leicht bestätigungsfähige Relation max xk min xk = 
= akck — b\ beweist dann, zusammen mit (1,4), die geometrische Bedeutung (6) 
von K. 

Für die Invariante (1,4) bleibt noch „Theorema egregium" zu beweisen, was also 
formal auf dieselbe Weise wie in E3 durchführbar ist (vgl. [4], 263 — 264). Wenn 
t l 5 1 2 in jedem Punkt 5 e f fest gewählt sind, so ist co12 = gxcox + g2co2, wo offen
sichtlich gx = dco1 : cot A CO2, g2 = dco2 : co1 A CO2. Folglich wegen (1,3) und (1,4) 

(1.7) d ( — cox + — ] = dco12 = X^i/c A ^ki = -Kcox A CO2 , 
\COl A C02 COi A C02J ' fe=3 

Somit haben wir K nur mittels der Grundform (1,5) von 3F ausgedrückt, woraus sich 
freilich die Invarianz von K gegenüber einer isometrischen Abbildung von $F ohne 
weiters ergibt. 

2. Für die auf $F erklärte Funktion Q setzen wir 

(2.1) do = Q1CO1 + Q2CO2 . 

Im folgenden soll 

(2.2) Ai(O) = \gradQ\2 = QI + QI = 6Q A (Q1CO2 - Q2CO)) :COX A CO2 
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für die Kurvenintegrale in (8), wie leicht zu verifizieren ist. Dies bestätigt die uns schon 
vom Abschn. 5 bekannte Tatsache, daß — falls (5,7) gültig ist — die Integraldarstel
lungen (8) für Wl9 W23 W3 und W4 aus der Formel (8) für W0 mittels der wohlbe
kannten Steinerschen Formel für das Volumen des Parallelkörpers hergeleitet werden 
können. 

8. Aus (8) ergibt sich, daß die linke Seite von (11) der Summe dieser Integrale gleich 
ist: 

/» 
(8.1) i n (Q -y){l + A,(Q) + Ä\(Q)} d ^ + 

]s= 

+ f»i f (Q - yf *MM)> Q) d j r + frf G? ~ yfKd^ + 
J & J & 

+ in\ (Q - y)3T .dgradQ - i n \ (Q - y)2 {2 + A X(Q)} T . dx . 
JÖP J d& 

Unter den Voraussetzungen (9) und (10) ist (8,1) für y ^ min Q(B) immer nicht-
BeS? 

negativ, womit die Ungleichung (11) bewiesen ist. Weil der zweite Faktor des Inte-
grands des ersten Integrals von (8,1) durchwegs positiv ist, so verschwindet (8,1) — 
oder die linke Seite von (11) — dann und nur dann, wenn y = Q(B) = konst. für alle 
B e & ist. 

Gemäß (8) geht un ter der Vorausse tzung (12) die linke Seite von (13) in diese 
Summe über: 

/% 
(8.2) n ( Q - y)2 {1 + AX(Q) + A2(O)} d<F + 

J & 

+ i* f (<? ~ y)3 ^MiiQ), (?) d#- + in f (Q - y)4 K d^ 
J & JßF 

\n\ (Q - yf T . d gradß - n (Q - yf T . dx ; 
Jd& J d& 

+ 

+ 

wenn der die Ungleichung (13) betreffende Fall b) eintritt, so verschwinden freilich 
beide Kurvenintegrale in (8,2). Daraus kann man schon alle Behauptungen betreffs 
der Ungleichung (13) leicht folgern. 
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