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Czechoslovak Mathematical Journal, 18 (93) 1968, Praha

ZUR GEOMETRIE IM GROBEN DER KUGELKONGRUENZEN

ZBYNEK NADENIK, Praha

(Eingegangen am 30. Juli 1967)

In [5]—[7] ist die Geometrie im GroBen der Kanalflichen — d. h. der Enveloppen
einer einparametrigen Familie von Kugelflichen — untersucht worden; besonders
sind dort solche Integraldarstellungen fiir das Volumen, die Oberfliche und die
Kriimmungsintegrale eines Kanalkorpers gefunden worden, welche die Bildung
allgemeiner linearer Ungleichungen fiir diese MaBzahlen erméglichen. Im folgenden
schreiten wir zur dhnlichen Behandlung der zweiparametrigen Kugelflichenfamilien
im n-dimensionalen euklidischen Raum E,, n = 4. Zugrunde gelegt wird ein ortho-
gonales Koordinatensystem.

Es sei also # < E, eine zweidimensionale zusammenhdngende beschrankte Fliche,
welche entweder geschlossen ist oder den Rand 0. besitzt, und welche eine Parameter-
darstellung x = x(B) zweiter Klasse zuldBt; dabei ist B der Fluchtpunkt von . Den
ersten bzw. zweiten Beltramischen Differentialoperator in bezug auf & bezzichnen
wir mit 4, bzw. 4, und V, soll den von G. DARBoOUX (Legons sur la théorie générale
des surfaces, Buch 7, Kap. IV) und L. BiancHI (Lezioni di geometria differenziale,
Kap. II) in der Theorie der Flichenverbiegung benutzten und nur mittels 4, und 4,
ausdriickbaren Differentialparameter zweiter Ordnung bedeuten (vgl. [2], S. 165 und
s. Abschn. 2).

Auf & sei eine solche Funktion Q(B) zweiter Klasse erklirt, welche folgende Be-
dingungen erfiillt:

(1) a) B¢ 0F = o(B) > 0;
b) B¢oF = 4,(0) < 1;
c)U>0,
wo U ein Ausdruck ist (ein Analogon zur linken Seite der dritten Ungleichung (1)

in [6]; a) und b) sind die Seitenstiicke zur ersten und zweiten Ungleichung (1) in [6];
vgl. auch (3) und (4) in [ 7]), welchen wir erst spiter im Abschn. 3 formulieren werden.

Die (n — 1)-dimensionale Kugelfliche um den Punkt B mit dem Radius ¢(B) hat
wegen a) und b) aus (1) eine reelle Charakteristik ,- 3(B; ¢(B)). Diese ist eine (n — 3)-
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dimensionale Kugelfliche'), falls B ¢ 0% oder B e 0%, ¢(B) > 0 und sie reduziert
sich auf einen Punkt fiir B € 0%, ¢(B) = 0. Die (n — 2)-dimensionale Kugel mit dem
Rand m,_3(B; ¢(B)), bzw. den Punkt B = m,_,(B; ¢(B)), bezeichnen wir mit
”n—Z(‘B; Q(B))

Der Gegenstand der folgenden Untersuchungen ist der n-dimensionale Korper

)] A = U{#,-2(B; o(B)) : Be F}
und die (n — 1)-dimensionale Fliche
(3) & = U{n,_s(B;o(B)) : Be #} .

Sie ist dann und nur dann die vollige Berandung von J¢°, wenn sie geschlossen ist,
d. h. wenn entweder # geschlossen ist oder BedF = g(1 — 4,(¢))"* =0 (s.
Abschn. 5 und vgl. [7], S. 410). Im entgegengesetzten Fall ist & nur der ,,Mantel
von " und der restliche Teil der Berandung von 4" ist seine (n — 1)-dimensionale
,,Basis*, namlich U{x,-,(B; ¢(B)) : B € 0F}.

Die Bedingungen (1) garantieren diese Tatsache (s. Abschn. 5): Nur wenn & einen
Rand hat, auf dem ¢ = 0 und zugleich 4,(g) < 1 ist, gehdrt er zu & und bildet auf &
eine Kante; anders ist & (im differentialgeometrischen Sinn) singularititenfrei. Aber
noch mehr (s. wieder Abschn. 5): Fiir B e & \ 0F besitzt & stetige Hauptkriimmun-
gen R7' (i =1,...,n — 1), aus denen n — 3 gleich ¢~* sind.

Wir bezeichnen mit d#° das Volumenelement von # und mit d¥ bzw. dZ das
Oberflichenelement von & bzw. # und endlich mit w,_, das Volumen der (n — 2)-
dimensionalen Einheitskugel. Fiir das Volumen V = [, dA" von A" und die Oberfliche
0 = _fy d¥ von & gelten folgende Integraldarstellungen (s. Abschn. 3 und 4):

@ V=ons | ol 4@ [ - ae) + ViG] +

+ 1w,,_2j o[t — 4,(0)]"* K dF
oder ' .
(@) Vo [ fem-aer -
— ¢ ' = 4] [(1 = 44(e)) 42(0) + 344(44(e)s 0] +

ot — Ay [vz(@) + (- 4,0) K]} a7

1) Fiir n = 4 freilich eine Kreislinie. Es eriibrigt sich fiir n = 4 die speziellen Benennungen zum
Ausdruck zu bringen.
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und

(5) 0=(n-2) wn_zj "L = 4]V [1 — Ay(307) + Va(3e?)] dF +

+ w,,_zj "' — 4,(0)]"" PP K dF
oder
(5%) o=@—awhﬁ;§rwr—4@WﬁW—
Q" ’[1 = 4, (@]" "2 [(1 ~ 44(e)) 45(e) + 34:(44(e). Q)] +

= @10 Vi) + s (- @)K | a7
n—2

Dabei ist noch K eine zur Gaupschen Kriimmung einer Fldche in E; analoge
Invariante von &, welche wir sofort definieren werden:

Es sei y = & eine Kurve, welche in einer Umgebung ihres Fixpunktes B, € & eine
Darstellung zweiter Klasse mit ihrem Bogen s als dem Parameter zuldt. Der End-
punkt der Projektion des in B, €y gebundenen Vektors d’x(B) : ds®|s-p, auf die
Normalebene v, von & in B, (d. h. auf den in B, zur Tangentenebene t, von F#
in B, total orthogonalen (n — 2)-dimensionalen Unterraum) erzeugt — falls die
Tangente von y in B, alle moglichen Lagen einnimmt — die sogenannte Indikatrix
der Normalkriimmung (fiir n = 4 siehe [3], S. 20). Diese Indikatrix ist entweder eine
Ellipse, deren uneigentliche Punkte den isotropen Richtungen in 7, entsprechen, oder
eine Strecke oder ein Punkt (s. Abschn. 1). Wir wihlen in v, ein beliebiges (n — 2)-
Tupel von einander senkrechten Geraden py, ..., p,_, mit gemeinsamem Punkt B,
und wir projizieren die Indikatrix orthogonal auf p; in die Strecke (bzw in den Punkt)
XY, (i=1,...,n — 2). Falls B, ¢ X,Y; (bzw. By € X,Y,, By % X, Y;), versehen wir
die Langen BX » BY; der Strecken BX;, BY; mit denselben (bzw. entgegengesetzten)
Vorzeichen. Die Summe

n—2
(6) K =Y BX,.BY,

i=1
ist von der Wahl der Geraden p; ganz unabhidngig und obwohl die Konstruktion
von K den Einbettungsraum E, von & benutzt, doch ist K nur mittels der Grund-
form dx . dx von & darstellbar (s. Abschn. 1). Somit ist die Invariante (6) einschlieB-
lich dieser Eigenschaft ein volles Analogon zur GaufBlschen Kriimmung einer Fliche
in E; und zu Gauflens ,,Theorema egregium*‘.

In [5]—[7] haben wir festgestellt, daB der Rauminhalt, die Oberfliche und die
Kriimmungsintegrale eines Kanalk6rpers von den Kriimmungen der durch die
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Mittelpunkte der Kugeln erzeugten Kurve C unabhdngig sind und daB folglich
diese MaBzahlen bei einer Rektifikation von C unverindert bleiben. Ahnliche
Behauptung gilt auch fiir unsere Kugelkongruenzen:

Das Volumen V von A, die Oberfliche O und die Kriimmungsintegrale von &
sind invariant gegeniiber einer isometrischen Abbildung der Grundfliche & .

In der Tat, betreffs des Volumens und der Oberfliche ist diese Behauptung eine
unmittelbare Folge von (4) und (5), wenn man noch die erwihnten Eigenschaften
von K in Betracht zieht. Fiir die Kriimmungsintegrale ergibt sich der Satz auf dhnli-
che Weise unter Zuhilfenahme der Steinerschen Formel fiir Parallelfiichen (s.
Abschn. 5).

F. BoreL hat in [1] mit jedem Punkt P einer Fliche F < E; mittels ihrer Drei-
beine R(P) ein Gebilde G(P) (Gerade, Kreis, Kugelfliche) verbunden, welches bei der
Verbiegung von F fest in bezug auf R(P) bleibt, und dann hat er die Eigenschaften
von U{G(P) : P e F} untersucht, welche gegeniiber einer belicbigen isometrischen
Deformation von F invariant sind. Der obige Satz driickt eine solche Eigenschaft im
GroBen der Kugelflichenkongruenzen in E, (n = 4) aus. Die zwar nur fiir n > 4
gefiihrten Rechnungen in den Abschn. 1—4 werden spater geniigend klar zeigen, daf3
er auch in E; giiltig bleibt. Betreffs (2) und (3) bemerken wir hier nur, daB fiir n = 3
die Charakteristik m,_3(B) aus zwei symmetrisch in bezug auf die Tangentenecbene
von # in Be Z \ 0 liegenden Punkten besteht und x,_,(B) eine Strecke ist. Es sei
aber noch erwihnt, daB die Formeln fiir ¥ und O ihre einfachste Gestalt nich fiir
n = 3, sondern fiir n = 4 einnehmen.

Falls die Grundfliche # eben ist, so kann man den Korper (2) als einen ,,Rotations-
korper* einsehen, dessen ,,Rotationsachse* die zweidimensionale Ebene von & ist.
Denn der Durchschnitt von (2) mit einer beliebigen (n — 2)-dimensionalen Ebene,
welche zur zweidimens’oaalen ,,Rotationsachse® von J# total orthogonal steht, ist
dann ndmlich entweder leer oder ein Punkt oder eine (n — 2)-dimensionale Kugel
(fir n = 3 ist im betrachteten Fall der Korper (2) symmetrisch in bezug auf die
Ebene von & ) Meines Wissens sind solche konvexen ,,Rotationskorper bisher nicht
untersucht worden und es ist eine offene Frage, inwieweit sich die besonders von A.
DinGHAS aufgebaute Theorie der konvexen Rotationskdrper in E, auf die hier be-
trachteten verallgemeinerten konvexen ,,Rotationskorper* iibertragen 148t. Infolge
des Satzes von der Invarianz der Mafzahlen von (2) und (3) sind die Korper (2)
einerseits und die konvexen ebenachsigen ,,Rotationskorper* anderseits in dhnlicher
Beziehung, welche wir eingehend in [7], Abschn. B) der Einleitung, fiir die Kanal-
korper und die konvexen Rotationskorper beschrieben haben.

Néher werden wir uns mit dem Fall n = 4 beschiftigen. Im Raum von gerader
Dimension enthalten die Formel (4*) und (5*) und folglich auch die entsprechenden
Integraldarstellungen der Kriimmungsintegrale keine Irrationalititen. Deshalb kann
man diese Formeln fiir n = 4 am leichtesten behandeln. Ahnlich wie in der Theorie
der konvexen Korper setzen wir jetzt
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(7) W=V, W, =30, széf(R;1+R;1+R§1)dV,
4

W, = lj (R{*R;' + R;'R;' + R'R{ ) d¥, W, = lf R{'R;'R;' d& .
12 )s 4 )y
Die Funktion ¢(B) definiert auf & ein Skalarfeld. Wir bezeichnen mit = den durch
|1:| = A1? (Q) bestimmten Tangentenvektor?) seiner Niveaukurven. Falls & eine
orientierbare Fliche mit stiickweise glattem Rand 0F ist, so gelten fiir die Funk-
tionale (7) folgende Integraldarstellungen (s. Abschn. 7):

®) W

Il

o[ 10+ 440 + 410) + 10440 0) + 1e'K] 47 +
+ 4 L,Q%' {o(2 — 4,(¢)) d grad ¢ — 4dx]},

W, = in L[zgu + 4(0) + 420} + 30°44(44(0), 0) + K] dF +

+ 4 J‘Wezt. {od gradg — (2 + 4,(0)) dx},

W,

I

%ﬂf [1 + 4,(0) + 43(0) + 304,(44(0), 0) + 30°K] dF +
F

+ ﬁnf ot . {30d gradg — 2(2 + 4,()) dx},
oF

W, = in j [34,(44(0), @) + 0K]dF + 5 f . {30 dgrado — (2 + 4,(¢)) dx},
F oF

W, = knJ‘ Kd7 + %nj t.dgradg.
F oF

Obwohl die Integraldarstellungen (8) betrdchtlich kompliziert sind, doch ist es
moglich wenigstens in einigen Spezialféllen einfache Ungleichungen zu formen:

Unter den Voraussetzungen

) BeF=>K=20, 4,4,()0) 20,
(10) Bed# =>1.dgradg =0, 7.dx <0

ist fiir jedes feste y < min o(B)
BeF
(11) W, — 3yW, + 3y2W3 - y3W4 =0
2) Betreffs seiner Orientation s. Ende des Abschn. 6.
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und das Gleichheitszeichen gilt dann und nur dann, wenn o(B) = y = konst. ist
(s. Abschn. 8; die Extremalfléichen sind also ein Analogon zu den Réhrenflichen, vgl.
[6] und [7]).

Sind entweder a) die durch
(12) BedF = A(0) =1

ergdnzten Forderungen (9) und (10) oder b) die Voraussetzungen (9) und (10) mit
den Gleichheitszeichen in (10) erfiillt, so ist fiir jedes feste y < min o(B)
BeF

(13) Wy — dyW, + 6y°W, — 4y°W, + y*W, = 0.

Wenn man im Fall b) die zweite Ungleichung in (9) und im Fall a) die zweiten

Ungleichungen in (9) und (10) gegen die umgekehrten austauscht, so gilt (13) fiir

jedes feste y = max o(B). Die Gleichheit tritt in (13) beidesmal dann und nur dann
BeF

ein, wenn o(B) = y = konst. ist (s. Abschn. 8).

Damit ist freilich die Bildung der linearen Ungleichungen fiir die Funktionale (7)
nicht erschopft. Nach dem Muster der Hauptsitze in [6] oder [7] kann man auch
jetzt die allgemeinen linearen Ungleichungen erhalten, selbstverstdndlich unter den
zu (9) und (10) analogen Voraussetzungen.

Es folgen die Beweise der vorangefiihrten Behauptungen.

1. Wir versehen jeden Punkt B € # mit dem begleitenden n-Bein, welches aus den
untereinander orthogonalen Einheitsvektoren t, t,,t; = n3,...,t, = n, 3) erster
Klasse, aus denen t; und t, in der Tangentenebene von & in B liegen, besteht; dabei
[ty, ..., t,] = 1. Dann ist in iiblicher Schreibweise des Cartanschen w-Kalkiils

(1,1) dx = wt; + w,t,, o A w, +0,
n
(1,2) dtl = Z(D”t‘], w,'j + a)j,- = 0, (i,j = 1,,.., n),
j=1
(1,3) Wy = a0y + bw,, Wy = b, + qw,, (k =3.., n);

alle  sind gewisse Pfaffsche Formen und das Oberflichenelement von & ist bekannt-
lich d# = w; A w,. Auf die wohlbekannte Weise — mittels der 4uBeren Differentiation
von (1,3) nach den Strukturgleichungen von E, und mittels des Ubergangs zu den
Frobeniusschen Kovarianten — erhalten wir folgende Variationen in bezug auf die
sekundéren Parameter (freilich w;(5) = e,;; fiir n = 4 siehe [4], S. 252—253):

n n
da, = 2bye,, — Z aey, Oc¢, = 2bye,; — chelk >
=3 =3
n
Oby = aeyy + ce1z — ) biey (k=3,...,n).
=3

3) Gelegentlich werden wir von beiden Bezeichnungsweisen Gebrauch machen.
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Mit Riicksicht auf e;, + e,y = 0, ey + ¢, = 0 (k, I = 3, ..., n) ergibt sich daraus
3y (aye, — b7) = 0,8 (a, + ¢,)* = 0. Folglich sind
k=3 k=3

M=

(1,4) ‘ K =

(akck - bl% )

3

n
und H = Y (a, + ¢,)* zwei Invarianten von &. Von H werden wir hier keinen Ge-
k=3

brauch machen.
Um den geometrischen Sinn von K zu erhalten, berechnen wir d?x(B)/ds?, wo

(1,5) ds? = dx.dx = 0? + w?.

Aus (1,1)—(1,3) folgt
(1,6)  @*x(B)fds® = () t; + () ty + Y nw,05 + 0,0) : (0] + @3).
k=3

Wir setzen t = w, : w,. Die Projektion des Endpunktes des in B gebundenen Kriim-
mungsvektors d*x(B)[ds* auf den durch die Vektoren nj, ..., n, gespannten Unter-
raum erzeugt eine Punktmenge, welche nach (1,6) und (1,3) im System der Koordina-
ten mit der Basis nj, ..., n, diese Parameterdarstellung hat: x, = (ai> + 2b,t + ¢;) :
:(1? + 1); k= 3,...,n, und zwar fiir alle ¢ einschlieBlich der Grenzwerte fiir ¢ —
— 4 00. Daraus ergeben sich schon elementar die Behauptungen aus der Einleitung
betreffs der Indikatrix. Die leicht bestdtigungsfihige Relation max x, min x, =
= a,c, — by beweist dann, zusammen mit (1,4), die geometrische Bedeutung (6)
von K.

Fiir die Invariante (1,4) bleibt noch ,,Theorema egregium* zu beweisen, was also
formal auf dieselbe Weise wie in E; durchfiihrbar ist (vgl. [4], 263—264). Wenn
t,, t, in jedem Punkt B e & fest gewihlt sind, so ist w,, = g,0; + g,w,, wo offen-
sichtlich g, = dw, : ®; A ®,, g, = dw, : @; A @,. Folglich wegen (1,3) und (1,4)

(1,7) d do, o, + do, =dw;, =Y oy A 0, = —Koy A 0,.
®; A 0, w; A O TS

Somit haben wir K nur mittels der Grundform (1,5) von & ausgedriickt, woraus sich
freilich die Invarianz von K gegeniiber einer isometrischen Abbildung von % ohne
weiters ergibt.

2. Fiir die auf & erkliarte Funktion g setzen wir

(2’1) de = 0,0, + 0,0, .

Im folgenden soll
(2,2) Al(@) = lgradQ|2 = Qf + Q% =do A (910’2 - Qz“h) W A Wy
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den ersten [bzw., falls g* eine andere auf & definierte Funktion erster Klasse ist,
(2,3)  44(0* o) = grad ¢* . grad g = do* A (0,0, — 0,0,) : @, A O,
den zum ersten polaren] und
(2,4) 4,(0) = div grad o = d(0,w, — 0,0,) : Wy A @, =
= (dQ1 + szll) ANw, + o A (d92 + Qlwu) L0y A @y

den zweiten Beltramischen Differentialoperator in bezug auf # bedeuten.
Aber auch

(2’5) Vz(Q) = (dQ1 + szu) A (sz + Q1w12) Wy A @y

ist ein invarianter Differentialoperator. Denn z. B. mittels der aus (2,1) folgenden

Relation (doy + 0205;) A @y + (dg, + €,®12) A @, = 0 kann man sich miihelos
iiberzeugen, daB (vgl. auch [2], S. 165)

(2,6) Va(e) = {245(e) 4,(4,(0): @) — 4:(4,(0))} : 444(0) -

Spater werden wir noch 4,(4¢%) und V,(%e?) brauchen. Nach (2,1), (2,2) und (2,4)
ist

2.7) 45(0%) = 4i(e) + ¢ . 45(0)

und unter weiterer Zuhilfenahme von (2,3), (2,5) und (2,6) erhalten wir nach einer
langeren, aber sonst mechanischen Rechnung, daf3

(2’8) Vz(%QZ) =g’ Vz(Q) + Q{Al(Q) Az(@) - %41(41@), Q)} .

3. Wir kehren zum Korper K aus (2) zuriick. Aus der Gleichung der (n — 1)-
dimensionalen Kugelfliche um den Punkt B € # mit dem Radius Q(B) ergibt sich nach
(1,1), (1,2) und (2,1) fiir ihre Charakteristik m,_,(B) diese Darstellung: X = x —

— 001t; — 005t + o[1 — 4,(0)]"* Y. zyn, mit festem B und Y zi = 1. Daraus
k=3 k=3
folgt schon leicht auch die Parameterdarstellung von %~ (vgl. [6], (1,1)):

(3,1) Y = x — go,t; — 00st; + o[1 — 4,(0)]"* Yz, ;
k=3
(3,2) Be#, z3+..+z22<1.

Das nach (1,1) und (1,2) berechnete Differential von (3,1) ist

n
(3,3) dY = Qit; + Q,¢, + Y O;n,,
k=3
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wo

(3.4) Q, = o; — d(001) — 00,021 + o[l — 4,()]2 Y 2y, ,
1=3

.Qz = W,; — d(QQZ) — Q01012 + Q[l — Al(g)]l/z Z 2,05 5
1=3

(3.5) O = o[t — 44(0)]"* dz, +
+ Zk d(Q[l - AI(Q)]UZ) + Q[l - Al(@)]l/z Z Z) 0y —
=3
— 0010y — 00,05 (k=3,..., n)

Die Formen d(g¢;) + 00, und d(0e,) + 00,w;, sind gewisse Linearkombina-
tionen von w,, w,; dies ergibt sich sofort durch duBere Differentiation der aus (2,1)
folgenden Relation d(4¢®) = 00w, + 00,w,. Das zusammen mit (1,3) bedeutet,
daB die Formen (3,4) gewisse Linearkombinationen von w;, w, sind.

Jetzt sind wir schon imstande, die dritte anfangs angemeldete Bedingung (1c)
betreffs der auf & erkldrten Funktion ¢ zu formulieren:

(3,6)=(lc) BeF, z3+...+zS1=U=(2; A Q,): (0, A @) >0.

Durch geeignetes Normalisieren der n-Beine t, ... t, kann man erreichen, daf3
ok, 1 = 3,...,n) Linearkombinationen von ®;, w, sind. Nach (2,2) und (1,3)
sind dann die in zweiter und dritter Zeile in (3,5) stehenden Formen die Linearkombi-
nationen von g, ®,.

Nach diesen drei letzten Absétzen ist folglich

(3,7) QAQQANOZA...AO, =

_ _ QA Q
- Qn 2[1 - A1(Q)](n 2)/2 *“1 2
Wy AN @y

w; A wy, Adzg A ... Adz,

und nach (3,3) und (3,6) ist daher (3,7) das Volumenelement d#" von .
Nach (3,4) ist (2, A Q,) :(w; A ®,) ein quadratisches Polynom in zs, ..., z,.
Wir verteilen es auf drei Teile:

Erstens auf die Gruppe der Glieder, welche keine z, enthalten; diese ist nach (2,1),
(2,4) und (2,5)

(3.8) 1 — 4,(30°) + V,(30%) .

Zweitens auf die Gruppe der Glieder, welche entweder z, oder z,z; (k, I = 3, ..., n;
k =+ 1) enthalten.
Drittens auf die Gruppe der Glieder mit zf (k = 3, ..., n); diese ist nach (1,3)

(9 Tt~ 4,03 (0 — 1) .
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Es sei jetzt w,_, das Volumen®) der (n — 2)-dimensionalen Einheitskugel & mit der
Darstellung z = z3n; + ... + z,n, und mit dem Volumenelement d& = dz; A ...

. A dz,. Es ist geometrisch evident, daB die iiber & erstreckten Integrale von z;
oder z,z; (k, 1 = 3, ..., n; k # I) verschwinden. Dagegen dasselbe Integral von z; ist
gleich w,_,[n, wie man sich z. B. mittels der (n — 2)-dimensionalen Polarkoordinaten
iiberzeugen kann.

Demzufolge nach der iiber & erstreckten Integration von (Q; A Q,): (@, A @,)
fallt der zweite Teil weg und der dritte Teil (3,9) mit Riicksicht auf (1,4) liefert
n"'w, ,0’[1 — 4,(0)] K.

Folglich erhilt man nach (3,7) und (3,8) fiir das Volumen ¥ von ", d. h. fiir

V=f d =J f 1L - 4, B L gz p gs,
x eJF Wy N @y
ohne weiters die Formel (4), welche unter Verwendung von (2,7) und (2,8) in (4*)
iibergeht.

4. In diesem Abschn. behalten wir die Bezeichnungen aus dem vorigen Abschn. 3,
aber statt (3,2) setzen wir nur
(4,1) BeZ, zi+..+z22=1.

Dann ist (3,1) die Parameterdarstellung von & aus (3). Der Einheitsvektor der Nor-
malen von & ist offensichtlich

(4,2) N = Qltl + Q2t2 - [1 - Al(g)]”zkzazknk £

wie eine einfache geometrische Uber}egung zeigt und wie auch analytisch mittels
(3,3)—(3,5) leicht zu bestitigen ist.
Wir werden noch annehmen, dafl — falls # den Rand 0% besitzt — auch

(4.3) BedF = Ay(0) < 1;

vgl. (1b). Zum SchluB dieses Abschn. werden wir uns von dieser Voraussetzung
befreien.
Wegen (4,1) gibt es immer eine solche orthogonale Matrix (z,,), daB

(4,4 lzu] =1, zz =12z (k,1=3,..,n).

Die linear unabhéngigen Vektoren
(4.5) To=1t + ol - 41(9)]_1/21‘2321‘"1“

T,=t, + QZ[I — AI(Q)]'”ZkZaz,‘nk , T, =kZ3ZI+I'knk (l =3,..,n— 1)

4) Die Verwechslung gegen die Pfaffschen Formen aus (1,1) — (1,3) ist ausgeschlossen.
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sind alle zum Vektor (4,2) orthogonal. Folglich gibt es solche Pfaffschen Formen
Tyyeees Tyeg, daB®)

n—1

(4,6) dY = ¥ 4T,
i=1

Wir berechnen selbstdndig das duBere Produkt 7, A ... A 7,_, und das gemischte
Produkt der Vektoren (4,2) und (4,5). Fiir dieses erhalten wir nach einfacher Rech-
nung, welche die wohlbekannten Eigenschaften der orthogonalen Matrix (zu) aus-
niitzt, daB

(4.7) [NT,...T,_ ] = — [1 = 4,(0)] ">

Der mittels (4,5) gemachte Vergleich von (3,3) und (4,6) liefert das Gleichungs-
system

n—1
(4.8) 0, = z[1 — 4,(0)]? (012, + 0,2,) +IZSZ,+1,,J, (k=3,..,n),

(4,9) Q =1, 2=r1.
In Hinsicht auf die Orthogonalitit der Matrix (z,;) und auf (4,4) ergibt sich aus (4,8)

(4,10) 7 Z,Zgzl“"‘@" (1=3..,n-1).

Aus (4,9) und (4,10) mit Beriicksichtigung der im Abschn. 3 angefiihrten Eigen-
schaften der Formen (3,4) und (3,5) — s. besonders die drei Absitze vor der Berech-
nung des Produkts (3,7) — folgt deshalb

(4,11) T A A Ty = @1 — Ay 2N P
. ;A W,
n n
L0 A0, A (kzsz4k dzy) A ..o A (kzsz,,k dz,).

Auf der (n — 3)-dimensionalen Einheitskugelfliche 06 mit der Darstellung
Z = z3n; + ... + z,n,ist — im offensichtlichen Sinn — fast iiberall z; & 0 und das
Oberflichenelement von 0¢& ist

(4,12) d08) = dzy A ... A dz, .

|23
Verwenden wir die Identitit dz; = —z;I(z4 dzy + ... + z,dz,) sowie auch die
wohlbekannten Eigenschaften der orthogonalen Matrix (zk,), so erhalten wir nach
gewisser Rechnung und nach der Schlu3benutzung von (4,12), daB

n n
(4,13) (k; Zgdz) A A (k;z,,k dz;) = (sgn z3) d(0¢) .
5) Nach (4,1) bedeutet jetzt Y in (3,1) und (3,3) den Ortsvektor des Fluchtpunktes von <!
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Nach (4,7), (4,11) und (4,13) kann man schon das Produkt [NT, ... T, ;] 7, A
A ... A T,_y leicht bestimmen und in Hinsicht auf (4,6), (4,1) und (3,6) erhalten wir
fiir das Oberflichenelement d. von & folgendes Ergebnis:

A D yg A d06).

Wy 2

(4,14) d¥ = 0" [1 — 4,(0)]"~¥/?

Das iiber 08 erstreckte Integral von z, oder z,z, (k, I1=3,..,nmk+ l) ist gleich
Null und man iiberzeugt sich leicht unter Zuhilfenahme von (4,12), dal3 dasselbe
Integral von z; gleich w,_, ist. Beniitzen wir also jetzt — was den Ausdruck (Q, A
A Q,):(wy A w,) betrifft — ein zum Abschn. 3 analoges Verfahren, in dem wir
nur die iiber & erstreckte Integration gegen die iiber & austauschen (man soll dabei
beachten, daB die Oberfliche von 06 dem (n — 2)-maligen Volumen von & gleich ist),
so bekommen wir aus (4,14) fiir die Oberfliche O von &, d. h. fiir

4 = 31— 4,(0)] 2 DA P gz 4 q(06),
0= [r=] L s

Wy A @y

die Formel (5). Die Verwendung von (2,7) und (2,8) fiihrt sie in (5*) iiber.

Weil der Integrand der obigen Formel fiir O auch fiir 4,(¢) = 1 definiert ist, so ist
offensichtlich, daB zur Beseitigung der Annahme (4,3) ein elementarer Grenziiber-
gang geniigt. ‘

5. Nach vorigem Abschn. ist jeder Punkt von &, fiir welchen o[ 1 — 4,(¢)] = 0 ist,
im differentialgeometrischen Sinn reguldr. Das ergibt sich némlich sofort aus (4,14)
und (3,6)=(1c). Aber nach (1a) und (1c) ist

(5.1) e[l — 4,(e)] =0

nur auf dem eventuellen Rand 0% von & mdéglich. Zugleich folgt aus der Parameter-
darstellung von &, d. h. aus (3,1) mit (4,1), daB — falls # den Rand hat — die
Fliche & aus (3) dann und nur dann geschlossen ist, wenn auf % die Gleichung
(5,1) erfiillt ist.

Wegen (1a) und (1b) ist auf 0 die Gleichung (5,1) nur in diesen zwei Fillen erfiill-
bar: Be 0F = ¢(B) 2 0, 1 — 4,(g) = 0 oder ¢(B) = 0, 1 — 4,(¢) > 0. Nach (3,1)
mit (4,1) entspricht beidesmal dem Punkt B € 0% der einzige Punkt P € & mit dem
Ortsvektor Y = x — g(g,t; + @,t,) und es ist B = m,_5(B) = P € & dann und nur
dann, wenn ¢(B) = 0 ist. Aber der Normalenvektor (4,2) von & in P ist nur im ersten
Fall von zj, ..., z, unabhéngig und er liegt dann in der Tangentenebene von & in B.
Dagegen im zweiten Fall erzeugen die Trigergeraden der in B = P € & gebundenen
Normalenvektoren (4,2) von & eine (n — 2)-dimensionale Kegelfliche oder Ebene,
je nachdem 44(¢) > 0 oder 4,(¢) = 0 ist.
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Das bedeutet, daB wihrend im ersten Fall in P € & eine unwesentliche Singularitit
vorkommt, im zweiten Fall haben wir in B = P € & mit einer wesentlichen Singula-
ritdt zu tun.

Nach (1,1) und (1,2) kann man das Differential von (4,2) leicht berechnen. Auf
Grund von (3,1), (4,2) und (1,1) erhalten wir, daB die Differentiale des Ortsvektors Y
des Fluchtpunktes von & und seines Normalenvektors in folgender Beziehung stehen:

(5.2) dY = —odN + t,(w; — o, do) +
+ ty(w, — @, do) + [1 — AI(Q)]kZ3ank do .

In einer Hauptrichtung von & ist freilich
(5.3) dY = — RdN,

wo R den zugehdrigen Hauptkriimmungsradius bezeichnet. Aus (5,2) und (5,3) ergibt
sich unmittelbar, daB in der Richtung jedes Vektors z3n; + ... + z,n, mitz5 + ... +
+ z7 = 1, d. h. nach (4,1) beim festen Punkt B e %, die Gleichung dY = —g dN
gilt. Das bedeutet nach (5,3), daB aus den Hauptkriimmungsradien Ry, ..., R,_; von
& n— 3gleichgsind: Ry =...=R,_{ = o.

Die Gleichung fiir die zwei restlichen Hauptkriimmungsradien R; und R, ist
leicht zu finden. Eliminieren wir aus (5,2) und (5,3) das Differential dN und benutzen
wir dann (3,3) mit (4,1), so erhalten wir wegen der linearen Unabhéngigkeit von
t,..., t,daB

G4 (R=0) @ = R, — 01de), (R — )2 = Rws — 05 do).

Schon im Abschn. 3 haben wir die fiir folgende Rechnungen wichtige Tatsache
bemerkt, daB die Formen Q; und Q, aus (3,4) gewisse Linearkombinationen von
@y, w, sind. Verwenden wir noch (2,1) und eliminieren wir w,, w, aus (5,4), so
entsteht eine quadratische Gleichung fiir R mit dem absoluten Glied 0*(Q; A Q,):
:(w; A w,), welches nach (3,6)=(1c) fiir ¢ > 0 von Null verschieden ist. Daraus
ergibt sich wegen (1a) auch die Stetigkeit von 1/R; und 1/R, auf # \ 0.

Fiir geniigend kleines positives v erfiillt nach (3,4) die Bedingung (1¢)=(3,6) mit
der Funktion o(B) auch die Funktion ¢(B) + v. Folglich kann man auch den n-
dimensionalen Korper

(5,5) U{#,-2(B; ¢(B) + v) : Be #}
und die (n — 1)-dimensionale Fliche
(5.6) U{m,-3(B; o(B) + v):BeF}

konstruieren, und zwar freilich auf dieselbe Weise wie in der Einleitung den Korper
(2) und die Fliche (3).
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Aus dem obigen folgt, daB die Korper (2) und (5,5) dann und nur dann parallel
sind, wenn & entweder geschlossen ist oder wenn

(5,7) BedF =1 — A,(0)=0.

Fiir n = 4 werden wir diese Situation noch spéter im Abschn. 7 erwidhnen.

Die nach der Formel (5*) berechnete Oberfliche von (5,6) ist ein Polynom (n — 1)-
ten Grades in v und sein Koeffizient von v' (i = 1, ..., n — 1) ist bekanntlich das
iiber & erstreckte Integral von i-ter elementarsymmetrischer Funktion der Haupt-
kriimmungen 1R, ..., 1/R,_,. Folglich sind auch die Kriimmungsintegrale von &
invariant gegeniiber einer isometrischen Abbildung von &.

6. Wegen der spiteren Umformung von (4*) und (5*) leiten wir zwei Integral-
beziechungen her. Dabei werden wir voraussetzen, daBl die Grundfliche & den
Rand 0% hat und daB sie die Anwendung des Stokesschen Satzes zuldBt.

a) Fiir alle ganzen nichtnegativen s und r ist
(6.1) j ¢ 41(0) 20 + 1) Va(0) — A,(0) K} dF =
F
= [ 0 400 (4410, 0) ~ 4(0) 40} 47 +
F

+J 0° 41(e) {01 do, — 0, do; + 4,(0) w,,} -
OF

Zum Beweis benutzen wir die Identitit
Vz(@) ®; A @y = dgy A do, + _ZldAl(Q) AN g5,

welche aus (2,5) und (2,2) leicht folgt. Wir multiplizieren sie mit 2(r + 1) o* 47(0)
" und wir integrieren sie iiber #. Um dann das Integral [5(r + 1) ¢® 47(e) d4,(0) A
A @y, zu eliminieren, berechnen wir das duBere Differential von ¢°* 47" () w,, und
dann wenden wir auf sein iiber & erstrecktes Integral die Stokessche Formel an.
Unter schlieBlicher Verwendung von (1,7) erhalten wir so diese Beziehung:

62) f ¢ £1(0) {2(r + 1) V(o) — 44(0) K} 4% =

=‘[ 2(r + 1) ¢* 47(e) doy A do, —j
F

47" (0) dg® A @y, "‘J 0" 47" (@) @y -
F

0F
Nach (2,1)—(2,4) ist aber

[dg./\ (Ql do, — 0, doy + Ax(Q) w:z)] 3(601 A wz) =
= 4,(0) 4:(0) — 34:(44(0), 0) -
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Daraus kann man 4,(¢) d¢ A w,, ausdriicken und in das zweite Integral rechts in
(6,2) einsetzen:

63 Lgs £1(0) {2(r + 1) V(o) — 4,(0) K} dF =
_ J 561 45(0) (34,(44(0). @) — 44(0) 4:(0)} dF +

+J 2(r + 1)¢* 47(e) dey A do, +j s¢* ! A(e) do A (o1 do, — 0, doy) +
F F

+ f o’ A;H(Q) Wyy .
oF

Jetzt berechnen wir die dufleren Differentiale von ¢%, A;(Q) dg, und ¢°9, A’l(g) doy,
dann integrieren wir sie liber # unter Verwendung der Stokesschen Formel und zum
SchluB3 subtrahieren wir von der ersten so gewonnenen Relation die zweite; wir
erhalten

(6’4) J 2¢° A;(@) doy A de, = J. o A;(Q) (01 de, — 0, dQl) +
F

oF

+J (4%(e) de® + ¢° d4i()) A (02 doy — 04 doy) -
F

Aber nach (2,2) ist d47(¢) A (¢, de; — ¢, do,) = —2r 47(e) de; A do,. Setzen wir
das in (6,4) ein, so sehen wir sofort, dal die Summe der zwei Flidchenintegrale in der
dritten Zeile in (6,3) dem Kurvenintegral in (6,4) gleich ist. Damit ist freilich (6,1)
bewiesen.

b) Fiir alle ganzen nichtnegativen s und r gilt die verallgemeinerte Greensche
Formel

(6.5) f fe £(0) 45(0) dF = f & £(0) (0103 — 0201) —

oF

—J so* "1 A7 (o) dF ~f ro* 47 Y(e) 4,(44(e), 0) d7 .
F F

In der Tat, die Berechnung des duBleren Differentials von ¢* A;(Q) (Qlco2 - sz,),
die Benutzung von (2,2)—(2,4) und die iiber & erstreckte Integration dieses Differen-
tials nach der Stokesschen Formel liefert (6,5); fiir r = 0 féllt hierin das letzte Inte-
gral rechts weg.

Den Integranden in den Kurvenintegralen in (6,1) und (6,5) geben wir einen geo-
metrischen Sinn. Fiir den Tangentenvektor T = g,t, — g,t, der Niveaukurven des
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durch ¢(B) auf & definierten Skalarfeldes gilt offensichtlich [grad g, ] = 4,(e).
. [t,t,] und weiter ergibt sich aus (1,1) und (1,2), daB

(6>6) 010, — Qw1 = T .dx,
(6.7) 0 de, — 0,doy + 44(0) w;, =7.dgradg.

7. In den Abschn. 7 und 8 bescheiden wir uns mit dem einfachsten Fall des vier-
dimensionalen Raumes.

Wir kehren zu den Formeln (4*) und (5%) zuruck um sie auf eine andere Form zu
bringen. Wir beginnen mit (5*).

Auf die dritte Zeile der Formel (5*) (fiir n = 4) wenden wir (6,1) firs = 3, r = 0
an; in Hinsicht auf (6,7) und auf die Bezeichnung (7) erhalten wir

(7,0) 4w, = nf @’t.dgradg + RJ {20[1 — 4,(0)] -
oF F

— 0°[245(0) + 4.(0) 4:(0) — 144(44(0), )] + ’K} d7 .

Weiter machen wir Gebrauch von (6,5), und zwar erstens fiir s = 2, r = 0 und zwei-
tens fiir s = 2, r = 1, und wir setzen fiir die zwei ersten Glieder der zweiten Zeile
von (7,1) ein; wir erhalten dann aus (7,1) mit Riicksicht auf (6,6) die zweite Formel (8).

Der im Abschn. 5 erwihnte Ubergang zur Pallelfliche von & liefert mit der Be-
zeichnung (7) aus der zweiten Formel (8) die dritte bis fiinfte Integraldarstellung (8)
fiir W,, W3, W,.

Behufs der Umformung von (4*) (fiir n = 4) schreiben wir den in dritter Zeile
von (4*) stehenden Teil des Integrands in der Form

10*[2V,(e) — 44(0) K] — 40* 4,(0) [44,(0) — 41(0)K] + 40K

und dann benutzen wir wieder (6,1), und zwar zum erstenmal fiir s = 4, r = 0 und
zum zweitenmal fiir s = 4, r = 1; wir bekommen

(7.2) V=i J (2 — 4,(0)) v d grad ¢ +
oF

" j [l — 4,(@)) + &*{34:(41(0). @) — Ax(e)} + 10*K] dF .

Nun geniigt es (6,5) fiir s = 3, r = 0 anzuwenden und in (7,2) einzusetzen und man
erhilt sofort die Integraldarstellung (8) fiir das Volumen V = W,.

Wenn man in dem Flichenintegral in der Formel (8) fiir W, statt ¢ formal ¢ + v
schreibt, so entsteht ein Polynom in v und sein durch (4/ i) dividierter Koeffizient
von v* (i = 1,2, 3, 4) ist das Flichenintegral in der Formel (8) fiir W, freilich ein-
schlieBlich des numerischen Faktors. Unter der Bedingung (5,7) gilt dasselbe auch
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fiir die Kurvenintegrale in (8), wie leicht zu verifizieren ist. Dies bestétigt die uns schon
vom Abschn. 5 bekannte Tatsache, daB — falls (5,7) giiltig ist — die Integraldarstel-
lungen (8) fiir W, W,, W, und W, aus der Formel (8) fiir W, mittels der wohlbe-
kannten Steinerschen Formel fiir das Volumen des Parallelk6rpers hergeleitet werden
koénnen.

8. Aus (8) ergibt sich, daB die linke Seite von (11) der Summe dieser Integrale gleich
ist:

®.1) 4 j (0 — ») {1+ 4,(0) + 43(0)} 47 +
Fin] =) 00047 +in [ - KaF s
+ %nJ‘ (0—y)t.dgrado — %nj (@— )2+ 4i(0) ¢ . dx.

Unter den Voraussetzungen (9) und (10) ist (8,1) fiir y < min ¢(B) immer nicht-
BeF

negativ, womit die Ungleichung (11) bewiesen ist. Weil der zweite Faktor des Inte-
grands des ersten Integrals von (8,1) durchwegs positiv ist, so verschwindet (8,1) —
oder die linke Seite von (11) — dann und nur dann, wenn y = ¢(B) = konst. fiir alle
Be Z ist.

GemiB (8) geht unter der Voraussetzung (12) die linke Seite von (13) in diese
Summe {iber:

82) r f (0 — ) (1 + 4y(0) + 43(0)} dF +
+ %”J (e — y)’ 44(44(0), @) dF + J‘IRJ‘ (0 — y)*KdF +
+%RJ (g—y)“t.dgradlg—nj‘ (e —y)Pr.dx;

wenn der die Ungleichung (13) betreffende Fall b) eintritt, so verschwinden freilich
beide Kurvenintegrale in (8,2). Daraus kann man schon alle Behauptungen betreffs
der Ungleichung (13) leicht folgern.
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