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EINE KENNZEICHNUNG DER ENVELOPPEN
VON ACHSENSYMMETRISCHEN KONVEXEN ZYLINDERFLACHEN

ZBYNEK NADENIK, Praha

(Eingelangt am 4. Juni 1968)

Aus den Sétzen tiber die eindeutige Bestimmtheit einer Eifliche durch eine beliebige
elementarsymmetrische Funktion ihrer Hauptkriimmungsradien (s. [1] und [2], § 9)
folgt: ,

Die Eifliche hat dann — und trivialerweise nur dann — einen Mittelpunkt
(d. h. die ihr umschriebenen Zylinderflichen sind dann und nur dann achsensym-
metrisch), wenn in je zwei Gegenpunkten eine ihrer elementarsymmetrischen
Funktionen der Hauptkriimmungsradien denselben Wert hat.

Indem wir sehr eng betreffs der Voraussetzungen und Bezeichnungen an [3] an-
kniipfen (s. besonders Abschn. A, C, D in [3]), geben wir mit der vorliegenden Note
ein Analogon zum obigen Satz iiber die Eifliche, und zwar fiir die torusformige
Enveloppe S aus [3]:

Die Zylinderflichen Z(«) der einparametrigen Familie (4) aus 3], deren Hiillfli-
che die Enveloppe S ist, sind dann und nur dann achsensymmetrisch, wenn man die
Grundkurve C so wdhlen kann, dass fiir ein beliebiges j = 2,...,n — 1 in allen
nichtparabolischen Gegenpunkten von S (s. [3], Abschn. D und 11 oder Anfang von
[4]) folgende Beziehung besteht

(1) . {Ry(e, —u) ... Ry, —u)} — {Ry(o, u) ... Rj(e, u)} =

= 20{R,(ot, u) ... Bj_ (o — u)} : cos y(at, u) .

Dabei ist 1/o die Kriimmung von C, weiter bedeutet y den Winkel der ersten Normalen
von C und der Flichennormalen von S (s. (5) in [3]) und Ry, ..., R,_; bzw. %, ...
..s B,_, sind die Hauptkrimmungsradien von S bzw. des Normalschnittes F(c)
von Z(a) (es bleibt iibrig, den Fall des dreidimensionalen Raumes getrennt zu be-
schreiben); endlich bezeichnet {x1 xp} die p-te elementarsymmetrische Funktion
von xy, ..., X, p < g, {x; ... x,} = 1fiir p=0.

Wie deuten den Gedankengang des Beweises an: Im Abschn. 1 ist die Parameter-
darstellung von S in bezug auf das Frenetsche n-Bein von C gefunden. Abschn. 2
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enthélt diesen Satz: Sind alle Zylinderfiichen Z(o) achsensymmetrisch, so erzeugen
ihre Achsen eine Torse mit singularititenfreier Riickkehrkante.
Dann werden wir uns der Formel (12) aus [3], Abschn. D zu

() {R,—H,..,R;—H}=A4,,(H — —°~{#,—H,.,%,_,
cos y

(=1,2.,n—1);

—H}

darin ist H die Stiitzfunktion von S beziiglich einer Grundkurve C und 4,, ...
..., 45(4, = 1)sind die in [3], Abschn. D definierten Differentialoperatoren in bezug
auf das sphérische Bild Q von S. Im Abshn. 3 ist (2) in der Form eines Gleichungs-
systems fiir {R,}, ..., {R; ... R,_,} geschrieben und im Abschn. 4 ist bewiesen, dass
seine einzige Losung durch

O Ry =3 (T -
v=0 v cos y

(j=12..,n-1)

gegeben ist. Indem wir im Abschn. 5 die Stiitzfunktion von S auf die obige Riick-
kehrkante beziehen und die Formel (3) auf die Gegenpunkte anwenden, erhalten wir
die Bedingung (1)'). Die Umkehrung im Abschn. 6 beruht auf dem oben angefiihrten
Satz iiber Eiflichen mit Mittelpunkt.?)?)

1. Es sollen nya) (i =1,...,n; n; = t, n, = n) die Einheitsvektoren des Fre-
netschen n-Beines und x(«) (i = 2,...,n — 1) die Quotienten der i-ten und ersten
Kriimmung der Kurve C bezeichnen, so dass die wohlbekannten Frenetschen Formeln
fiir C mit den Ableitungen nach dem Bogen « des sphérischen Tangentenbildes von C
leicht aufgeschrieben werden kdnnen. Weiter seien u,, ..., u, die Koordinaten des

Punktes u € w(x) < v(a); folglich N(a, u) = ) u;n;, also
i=2
(1,1) u, = cosy,

1y Sogar auch fiir j = 1; iibrigens ist dann (1) eine unmittelbare Folge der Formel vom Wein-
gartenschen Typ (13) aus [3], welche freilich auch in (3) fiir j = 1 enthalten ist.

2) Dagegen fiir j = 1 kann man nicht das Verfahren vom Abschn. 6 durchfiihren.

3) Bevor wir zu den Beweisen libergehen, mochten wir eine kurze Bemerkung zu (3) beifiigen.
Schrumpft die Kurve C auf einen Punkt zusammen, dann ist ¢ — 0 und in (3) bleibt nur die erste
Zeile, welche also die j-te elementarsymmetrische Funktion der Hauptkriimmungsradien der
Fliache mit der auf Q definierten Stiitzfunktion A zum Ausdruck bringt. Angenommen, sie sei
eine Eifliche E. Dan liefert (3) eine Relation fiir die elementarsymmetrischen Funktionen der
Hauptkriimmungsradien von S, von E und vom Normalschnitt der in derselben Richtung den
Flichen S und E umschriebenen kongruenten Zylinderflichen. Ins Einzelne des so angedeuteten
Zusammenhangs zwischen der Eifliche E und der Enveloppe S werden wir hier aber nicht ndher
eingehen. .
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und die Parameterdarstellung der (n — 1)-dimensionalen Stiitzebene der Zylinder-
fache Z(o) ist*)

(12) [y - x(a)]é u;no) = H(o, ),

wo natiirlich

(1.3) iu%=1.

" dn; O0H
(1,4) [y—x].Zui————=0,
i=2  da da.
(1,5)' [Y_X]-"i—gﬁ=#“i (i=2,.., n)
u;

mit p = p(a, u). Wegen der Homogenitit der Stiitzfunktion H(e, u) in bezug auf
u,, ..., u, erhalten wir aus (1,2), (1,3) und (1,5), dass

(1,6) p=0.

Infolgedessen folgt aus (1,3) und (1,4), indem wir die Ableitungen von n; in (1,4)
nach den obenerwihnten Frenetschen Formeln berechnen, dass

(1’7) uz[y - X] = — 6—-H — U3X, ‘a_II_ +
- 60( u,
5 oH oH
+ Z(“i—l”i—x - “i+1%i) — F Uy Ky g — -
i=3 ou: du

i n

Zufolge (1,1) existiert also der Grenzwert

(1,8) lim
. s y—+n/2 COS y

— Uzxy, — +

1 _O0H oH
Oo Ju,

n—1
+ Z(“i—ﬂﬂ‘—l - ui+1xi)a—H + Uy 1%y aﬂ} .
i=3 Ou; ou,

Da die Vektoren n,, ..., n, und die in [3], Abschn. 1 benutzten Vektoren t,, ...
...» t,_1, N zum Tangentenvektor t von C orthogonal sind, zeigt der Vergleich von
(1,7) mit (1,15) aus [3], dass die erste kovariante Ableitung H,(a, u) fiir cosy % 0
der durch cos y dividierten rechten Seite in (1,7) und fiir cos y = 0 dem Grenzwert

4) Betreffs w(a), v(x), N-(a, u), cos y(oc,.u), Z(a) und H(a, u) siche den Teil A der Einleitung
in [3]; zu (1,2) vergleiche (1,14) in [3].
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in (1,8) gleich ist. Benutzen wir noch (1,5) mit (1,6), so erhalten wir diese Parameter-
darstellung der Enveloppe S

(1,9) Y u) = x(z) + H(o 1) ¢a) + 3 U ),

2. Die Achsensymmetrie der Zylvinderﬂéiche Z(oc) ist gleichbedeutend mit dem Vor-
handensein des Mittelpunktes der Eifliche F(x) = Z(«) n v(x), was fiir alle o€
€ <0, a) dann und nur dann der Fall ist, wenn

2.1)  H(w —u) = H(wu) — ézu,. ey

wo g ,.(oc) gewisse periodische Funktionen mit der Periode a sind.
Indem wir die im vorigen Abschnitt bestimmte kovariante Ableitung H, in den

Gegenpunkten y(«, u) und y(o, —u) von S aufschreiben, dann addieren und zum
Schluss (2,1) benutzen, so erhalten wir (mit ()’ = d( )/dx), dass

(2,2) uy[Hy(o, u) + Hy(x, —u)] = (2295 — g5) us +

+'Z (%igiﬂ — %i—1gi-1 — glx) u; — (”n—lgn~1 + g,',) u, .

f=
Also ist notwendig
(2,3) gi=%Gis1 — %i—19i-y (i=3,...n—1), gy= —%_1gp_1 -
Die Achse der Zylinderfliche Z(x) hat zufolge (2,1) die Parameterdarstellung
z = x(o) + pt(e) + *}izgi(oc) n (o) mit p € (— oo, o). Fiir ihren Punkt

(2.4) Z(a) = x — 3(g5 — x295) t + %Zzgi"i
gilt nach (2,3)
(2’5) zl(“) = [ — 19, — %(glz - %293)'] t.

Nach (1,9) ist
3yl w) + y(o —u)] = x(@) + $[Hi(% u) + Hy(x —u)] 1) +

oi¥ [aH(a, W) , oH(x, _u)] ()

=2 ou; o(—u;)

daraus und aus (2,1)—(2,4) folgt leicht, dass
(2,6) z(o) = Hy(o, u) + y(o, —u)].
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Folglich ergibt sich aus (1,1) in [3], aus (1,3) in [4] und aus (2,5), dass
(2,7) - oo, —u) = oM o,u) (A=2,...,n—1),
0O Ay + y —0)] = [0 ) + 0 —u)] 6.
Nach (1,7) in [3] ist in der Richtung o = 0
(2,9) o'(a, +u) = f(o, +u)do,

wo f + 0 auf der ganzen Enveloppe S ist (s. (1,8) in [3]). Deshalb folgt aus (2,6),
(2,8) und (2,9), dass der Skalarkoeffizient rechts in (2,5) stets von Null verschieden
ist. Das bedeutet, dass der Punkt (2,4) fiir « € <0, a) eine singularitéitenfreie Kurve
erzeugt, welche also offensichtlich alle Voraussetzungen iiber die Grundkurve C
(s. Anfang des Abschn. A in [3]) erfiillt.

Diese Kurve kann man fiir eine neve Grundkurve von S wihlen (vgl. Abschn. B
in [3]) und dadurch das erreichen, dass die Stiitzfunktion von S in den Gegenpunkten
denselben Wert besitzt. Auf anderen Worten, man kann annehmen, dass statt (2,1)

(2,10) H(o, —u) = H(o, u).
gilt.
3. Es seien ay, ..., a, (m > 1) beliebige Zahlen. Die Ableitung der Funktion

{a, + x,..,a; + x}, 1 £i < m, ist — bis auf einen numerischen Faktor —
offensichtlich {a, + x, ..., a;_; + x}. Daraus ergibt sich leicht, dass

(3.1) {ay + x,..oa,+x} =3 A, . X" {ay ...a;2,),
w=0
wo die numerischen Koeffizienten aus (3,1) fiir a, = ... = a,, sofort folgen:
(3.2) A, = (m —i+ w>‘
_ w

Nach (3,1) mit (3,2) kann man {R, — H,..,R; — H} bzw. {#, — H, ..., #;_, —
— H} auf Grund von {R}, ..., {R; ... R;} bzw. {2, }, ..., {#, ... #;_,} ausdriicken
und das nachfolgende Einsetzen in (2) liefert folgende Beziehungen

J

(3 T (-1 ( T R Ry = 4,008 -

v=0

it n—j+uv-—1
-2y (—1)”( J )H"{%...gzj_n_l}
COS y v=0 v

=12..,n-1). &
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Dies ist ein System von n — 1 linearen Gleichungen fiir n — 1 Unbekannten
{R}, ... {R; ... R,_;}. In der Systemmatrix stehen in der Hauptdiagonale nur die
Einsen und ober dieser Diagonale sind Nullen. Folglich hat das System eine einzige
Losung. Ihr Auffinden ist eine technische Angelegenheit, welche zu (3) fiihrt. Wir
verzichten da auf die Herleitung von (3) und werden nur verifizieren, dass (3) in der
Tat eine Losung des betrachteten Systems ist.

4. Das Einsetzen aus (3) in (3,3) liefert sofort das System
(4.1)
J yfm—j+o—1\, "2 (n—j+v+s—1\
X (=1 ( ) )H Z( >H Ayygis(H) =

s=0 S
Ay (H) (G=1,.0n—1),

dessen Giiltigkeit also zu bestitigen ist.
Die linke Seite in (4,1) kann man durch die Zusammenfassung der Glieder mit
demselben Differentialoperator folgendermassen umformen

(4,2) 4;.,(H) + 2AA(H) CHITAL

‘j_lzﬂ(_l)u n—j+u—1 n— A ‘
©=0 u j—A—-—p+1

Wir setzen | = j — A+ 1,k = n — j — 1; die Summe in der zweiten Zeile von (4,2)
nimmt dann die Gestalt

Eerf )

an. Das Produkt der kombinatorischen Zahlen in (4,3) ist aber auch (k —l’— l> (l) .
u
1

Foglich ist (4,3) gleich der (k —;_ l)-maligen Summe ) (—1)* <l) welche aber
u

n=0
offensichtlich zu Null wird.
Damit ist gezeigt, dass in (4,2) nur 4;, ,(H) bleibt, was tatsichlich die Giiltigkeit
des Systems (4,1) und folglich auch die Richtigkeit der Ldsung (3) von (3,3) bedeutet.
5. Angenommen, jede Zylinderfliche Z(x) sei achsensymmetrisch, d. h. fiir die
Hauptkriimmungsradien des Normalschnittes F(«) von Z(a) gilt

(5.1) {Ry(0, —u) ... B (0, —u)} = {By(0, u)... Bj—y(a, w)}
. (G=1..,n-1).
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Nach Abschn. 2 kann man die Kurve C so wéhlen, dass in den Gegenpunkten von S
fiir die Stiitzfunktion H(x, u) von S die Beziehung (2,10) besteht. Nach der im Abschn.
D von [3] angegebenen Definition der Operatoren D,(H) ist wegen (1.4) in [4]
(4, bezieht sich auf das spharische Bild von S, siche dazu auch (6,1) in [3]) und zu-
folge (2,10)

(5.2) A(H(a, —u)) = A(H(o, u)) (r=1,...,n)
und schon in [3], Abschn. 11 haben wir festgestellt, dass
(5.3) cos y(or, —u) = — cos y(a, u) .

Schreibt man jetzt die Beziehung (3) in beiden Gegenpunkten und subtrahiert man
von einer so erhaltenen Gleichung die andere, so bekommt man mit Riicksicht auf
(5,1)—(5,3) sofort (1), und zwar fiir j = 1,2,...,n — 1.

6. Angenommen, es gelte (1) fiir j = 2,...,n — 1. Vertauscht man die Gegen-
punkte, d. h. schreibt man —u stalt u, so erhidlt man aus (1) eine andere Gleichung
und ihre Addition zu (1) liefert nach (5,3) sogleich

(By(, —u)... By, —u)} = {RBy(o, u) ... Bj_y(x,u)} fir j=2,..,n.

Daraus ergibt sich nach dem anfangs angefiihrten Satz iiber die Eiflichen, dass der
Normalschnitt der Zylinderfliche Z() fiir jedes o eine Eifliche mit Mittelpunkt ist,
w. z. b. w.
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