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Czechoslovak Mathemäticai Journal, 21 (96) 1971, Praha 

ÜBER EINE METHODE DER ^-ABSCHÄTZUNGEN 

BRETISLAV NOVÄK, Praha 

(Eingelangt am 17. Dezember 1969) 

§1. Eiiîleituiîg. Es sei r eine natürhche Zahl, r ^ 2 und sei 

• , r • 

Q{u) - Q(uj) = ^ ajiujui 

eine positiv definite quadratische Form in r Veränderlichen mit der Determinante D; 
Q die zu Q konjugierte Form. Seien weiter 

(1) bi, b 2 , . . . , b , , Ml > 0, M2 > 0, ..., M, > 0 

und 

(2) a i , 0C2, . . . , a^ 

reelle Zahlen. Sei ÀQ = 0 und 0 < Я1 < Я2 < ... sei die Folge aller positiven Werte 
der Form Q(Mjmj + bj) mit ganzen т^ , Шг, ..., m .̂ Für nichtnegative ganze m sei 

r 

am = I exp (2ni Y, ocjUj), 
J = 1 

wo über alle solchen Systeme u^, U2, -.., "^ summiert wird, für welche Q{UJ) = Я^, 
Uj = bj (mod Mj), j = 1, 2 , . . . , г ist. Für x ^ 0 sei 

r 

л''/^x'''^ exp {2ni X «jbj) 

(3) Л(х) = X «™ ' ^'W = ^^7 ^ 

(^ = 1, wenn alle Zahlen a^M^, QC2M2, ..., oc^M^ ganz sind, sonst (5 = 0). 
Eine Grundfrage der Gitterpunkttheorie in ElHpsoiden ist das Studium der wo­

möglich besten 0 — und Q — Abschätzungen der Funktion 

(4) F(x) = Ф ) - F(x) . 
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Der „wahre" Exponent der Funktion (4) d. h. die Zahl 

lim sup 
x^ + oo I g X 

ist nur in einigen Spezialfällen bekannt (vgl. z. B. [1] —[3], [Ю]). Abgesehen von 
den Fällen r = 2,3, 4, bei denen spezielle wirksame Methoden benützt werden, geht 
die wirksamste О — Methode von der Beziehung (a, л; > 0) 

(5) A'{x) = i lim {Ä{x + e) + A{x ^ в)) = ~ \ ^—^^ ds 

aus, in der das letzte (nicht absolut konvergente) Integral als 
ra + iT 

lim ...ds 
T-* + co Ja-iT 

augefasst wird, wobei der Integrationsweg die die Punkte а — iT, а + /Tverbinden-
de Strecke ist. Die Funktion 0(s) ist dabei in der Halbebene Re s > 0 durch die 
Beziehung 

(6) e(s) = Z ^n.e-'-' 
m = 0 

definiert. Wenn man die Tatsache übergeht, dass es meistens vorteilhaft ist das nicht 
absolut konvergente Integral (5) mit dem Studium der Funktion 

zu eliminieren, dann kann man sagen, dass man aus (5) sehr gute 0-Abschätzungen der 
Funktion (4) erhält, wenn gute 0-Abschätzungen der Funktion (6) in der Nähe der 
Imaginären Achse vorhanden sind (in (5) setzen wir nämlich a = l/x und das Integral 
über eine kleine Umgebung des Punktes s = ijx können wir dann mit einem ver-
hältnissmässig kleinen Fehler durch die Funktion V(x) ersetzen). 

Anstatt der Funktion (4) untersuchen wir allgemeiner für reelle ^ ^ 0 die Funktion 

(7) nW = ^,W-nW> 
wo AQ{X) = A{X), VO{X) = V{x) und für ^ > 0 

(8) ^^W=-=7-^ 1«.(х-Я„)', 

und 

7c^/V/2+^exp(27n*taA) 
(9) p;(x)= 1^ Ô 

^{D)r{\r + Q'\-l)Y{Mj 
i = i 
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gesetzt wird. Also ist PQ{X) = P(x) und 

(10) P,^,{x)=j\{y)dy. 

Es ist leicht zu sehen, dass (a > 0) 

(11) A,{x) = -L m , s 

ist (für ^ = 0 wird diese Beziehung im Sinne (5) aufgefasst, für ^ > 0 ist das Integral 
in (11) absolut konvergent). 0-Abschätzungen für die Funktion (7) kann man auch 
für ^ > 0 so finden, wie es oben (siehe [1], [3], [9]) angedeutet wurde. 

Die Funktionen (7)~(9) führte schon LANDAU in [8] (S. 23) ein (für ganzes Q) und 
benützte diese in seinen Methoden der 0- und ß-Abschätzungen (vgl. §6), welche 
folgende Ergebnisse liefern : 

P^{x) = 0(x(^-^>/̂ + /̂̂ ) für ^ > Г - i , 

P,(x) = 0(jc(^-^>/^+^/' lg x) für ^ = - ~ 1, ^ ^ 0 , 

P,(x) = o{x^'^'-'^^''•'-^^^•'^) für 0 ^ ö < - - -

und (wenn A(X) ф 0; den Fall A{x) = 0 für alle x schliessen wir von unseren Unter­
suchungen aus) 

(12) P,(x) = ß(x< -̂̂ >/̂ -*-̂ /̂ ). 

Für ^ = 0 finden wir den Beweis in [8]. Für ^ ^ 0 sind alle angeführten Abschätzun­
gen (unter der Voraussetzung Mj == 1, ccj = bj = 0 , j = 1, 2,. . . , r, welche nicht 
wesentlich ist) in der Arbeit [7] von JARNIK enthalten, welche also auch das oben 
formulierte Problem vom Studium der O- und 0-Abschätzungen für die Funktion (4) 
auf die Funktion (7) verallgemeinert. Die obigen Formeln lösen also das Problem 
für Q > ^r — ^. Wenn vorausgesetzt wird, dass die Koeffizienten der Form Q 
ganzzahlig sind, â  = bj = 0, Mj = 1, j = 1, 2,. . . , r, dann kann das folgende 
merkwürdige Ergebniss (siehe [7]) bewiesen werden: 

(13) P/x) = 0(x^/^-^), P,(x)=ß(x^/^-^), 0UQ<ir-2, 

Unter den angeführten Voraussetzungen sind also bisher definitive Ergebnisse für 
^r — 2 ^ Q ^ ^r — i, Q '^ 0 nicht bekannt (ausführlicher siehe [7]). 
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Zusammen mit der Funktion (4) wird übhcherweise (siehe z. B. [4], [5] und [l l ]) 
in gleichem Sinne auch die Funktion 

M(x) = Г|Р(У)| 

studiert. Es erweist sich also als natürlich allgemein für ß ^ 0 die Funktion 

(14) MXX) = j]p,{yf ^y 

einzuführen (vgl. z. B. [12], [15]). 

In den Arbeiten des Verfassers [12], [13] und [15] werden O-Abschätzungen für 
die Funktionen (7) und (14) untersucht. Das Ziel dieser Arbeit ist eine verhältniss-
mässig einfache und wirksame Methode zur Bestimmung von ihren ß-Abschätzun-
gen anzuführen. Für die Funktion (4) wurde deren Idee in der Arbeit [10] benützt 
unter der Voraussetzung, dass die Koeffizienten der Form ß und die Zahlen (l) ganz 
sind. Die allgemeine Beschreibung der Methode ist in §2 gegeben und deren Anwen­
dungen dann in §4 und §5. Ein kurzer Vergleich mit anderen bekannten ß-Methoden 
ist in §6 gegeben. 

§2. Allgemeine Formulierung der Methode. In diesem Paragraphen seien a^ 
komplexe Zahlen, m = 0, 1, 2, ..., 0 = ÀQ < À^ < À2 < -", lim Я„ = +00. Sei 
weiter für ein bestimmtes а > 0 n-* + oo 

(15) I Ы = 0{x^) 

für X -> +00. Die Funktion Aj^x) sei für л: ^ 0, ^ ^ 0 durch die Beziehungen (8) 
und (3) definiert, 

•"«'̂ ^ Г(а + е + 1) ' 

wo M eine bestimmte komplexe Zahl ist, Pg{x) = A^(x) — Vg{x). Wenn wir die Funk­
tion 0(s) durch die Beziehung (6) definieren, folgt aus (15), dass die Reihe (6) absolut 
und gleichmässig konvergent in jedem Bereich der Gestalt Re s ^ г > 0 ist; die Funk­
tion 0{s) ist also in der Halbebene Re 5 > 0 holomorph. Mittels einer leichten 
Berechnung findet man, dass für jedes ^ ^ 0 und jedes komplexe 5, Re s > 0 ist 

e ' 'M^(x)dx 
0 

0{s) = s^^^^ 

(diese Beziehung ist offenbar die inverse Transformation zu (11)) und 

(16) e{s) - ^ = s^'•' e-^^P^jc)dx . 
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Sei nun g{x) eine positive stetige Funktion, das Integral 
Лсх) 

(17) G{t) = e-'^g{x)dx 

sei für jedes t > 0 konvergent und 

(18) 

Sei 

(19) 

/»00 

dx = + 00 

P,(x) = o{g{x)) 

für X -> +00. Wenn also г > 0 gegeben ist, haben wir für x ^ XQ = Xo(e) |Ре(л:)| S 
S 2^ di^) lind also auch 

i; e-""' P^x) dx |P,(x)|dx + e'"'"' g{x) dx 

für alle 5 = CT + if, ö" > 0 und alle t d. h. 

e-""' P^x) dx i: \P,(x)\ dx + '- G(<T) . 

Aus (18) ergibt sich aber lim G{t) = +oo und also ist für alle 0 < a < a^ = сго(е) 
und für alle reellen t "̂̂ ^̂  

^ - ^ ^ P / x ) d x S s G{a). 

Aus der Voraussetzung (19) bekommt man also, dass 

/•oo 

(20) e - - P,{x) àx = o{G{a)) 

ist für s = (T + /г, (T -> 0 + gleichmässig für alle reellen t. 

Wenn also eine Folge s„ = a„ -^ it„ von Zahlen existiert, sodass <r„ > 0, lim a„ = 
= Ound "-*'•* 

(21) lim sup 
K-» + 00 G(a„) 

> 0 

ist, dann bekommt man aus den obigen Betrachtungen wegen (16) und (20), dass 
die Beziehung (19) nicht gelten kann d. h. es ist 

P^x) = Q{g{x)). 
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Bemerkung 1. Wenn in der oben eingeführten Bezeichnung 

(22) lim |s„|«+i+'G((T„) = + 0 0 
П-* + 00 

ist oder wenn M = 0 ist, dann genügt es anstatt (21) 

1 
(23) 

zu schreiben. 

lim sup 
«-»• + 00 

0(5„) 

^Ы 
> 0 

Bemerkung 2. Wenn g{x) = x^ Iĝ  {x + 1) ist, jff, у ^ 0, dann gilt offensichtlich 
(18), das Integral (17) ist für jedes t > 0 konvergent und es ist 

für 7 = 0 , 

G{t) = ^(1±Л 
f̂  + 1 

0 < lim inf -^^ ^ lim sup — -̂̂ —— < + oo 
f->0+ 1 

G ( O j ^ 
1 

Iĝ  

für 7 ^ 0 . 
Wir modifizieren nun diese Methode zu einer Anwendung auf die Funktion (14). 

Man setze voraus, dass 

(24) M,{x) = o{g{x)) 

(für X -> + oo) ist, wo g{x) wieder eine positive stetige Funktion ist. Wir gehen 
wieder von der Beziehung (16) aus. Sei Г > 0, s = а + it, a > О und für ein 
bestimmtes Д > 0 sei 

(25) PÀ^)-0(x^) 

(für X -> +oo).^) Wir schreiben 

Л00 Л Т f*oo 

(26) ß-^' P^(x) dx = e-'" P,(x) dx + e"" P,(x) dx . 
Jo Jo J T 

Für das erste der beiden Integrale verwenden wir die Schwarzsehe Ungleichung 

e-" Pj,x) dx s(jy."d,M.(T))'"<^VK(T) 

^) Nach (15) und der Definition der Funktionen VAX) und PJi^) nach kann man ß = а + Q 
setzen. 
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und im zweiten benützen wir (25). Nach einer einfachen Berechnung ergibt sich dann 
die Beziehung 

i; ^^+1 

gleichmässig für alle reellen er > 0, Г (die Konstanten in dieser Abschätzung hängen 
nur von ß und von den Konstanten in (25) ab). Nun erhält man nach (16) und (24), 
dass für Г-> -\-CO, s = а + it ist 

eis)- M 

(27) --(Я^"Ш] 
gleichmässig für alle reellen f, er (er > 0). 

Um diese Beziehung zu einem Widerspruch zu führen und damit die Abschätzung 

MXx) = Q{g{x)) 

zu beweisen, kann man z. B. so fortschreiten, dass man T = T„J(X„ setzt und Folgen 
•̂n = ö-„ + it„, T„, ö"„ > 0, lim cT„ = 0, xja^ -> + oo findet, sodass 

lim sup 
0(s„) 

>o (28) 

und 

(29) 

ist. 
In manchen Fällen ist es vorteilhaft т„ = т für alle n zu setzen und die zugehörigen 

Folgen so zu wählen, dass (28) gilt und dann т so gross zu wählen, dass 

lim 
И-+ + 00 (T 2^+1 Фп1(^п) 

= 0 

lim sup 
П-* 4- 00 

> lim sup Ce - т / 2 

П-* + 00 (J, ,^+1 

gilt, wo с die Konstante in der Beziehung (27) ist. Dieses Verfahren ist im Fall g(x) = 
= jç2/î + i t)esonders geeignet. 

Bemerkung 3. Auch in diesem Fall kann man vereinfachte Bedingungen (28) 
wie in der Bemerkung 1 formulieren. 
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Bemerkung 4. Wenn (19) gilt, so ist offenbar 

man kann also aus ß-Abschätzungen für M^fx) ß-Abschätzungen für die Funktion 
PQ{X) herleiten. Trotzdem ist es aber vorteilhaft die ß-Abschätzungen für PQ{X) 
direkt herzuleiten, nachdem die Einführung des Parameters T in der angeführten 
Methode in vielen Fällen die Schärfe der Ergebnisse abschwächt. 

In §4 und §5 werden die beiden erklärten Methoden in Einzelfällen angewandt. 
Die einzelnen Schritte werden also nur kurz durchgeführt. 

§3. Transformation der Funktion 0(s). Im Rest der ganzen Arbeit seien die Funktion 
ÄQ{X), PQ{X) USW., die Zahlen a^, X^ usw. wie in §1 definiert. In der Beziehung (15) 
kann man а = ^r setzen und die Funktion F^(x) von §2 fällt mit der Funktion V^x) 
von §1 zusammen, wenn man 

г 
%^^'^ exp (Ini Y^ oCjbj) 

M = ^ S 

setzt. 
Mit dem Buchstaben с bezeichnen wir (eventuell auch verschiedene) positive 

Konstanten, welche nur von ß , Q und den Zahlen (l) und (2) abhängen. (Diese 
Werte betrachten wir als vorgegeben, Q ^ 0.) Eine Abhängigkeit von weiteren Grössen 
schreiben wir in der üblichen Form {c{s), c(e, t) usw.). Wenn | л | ^ cB ist, schreiben 
wir kurz А < B. Wenn Ä < B, В <^ Ä ist, schreiben wir А ж B. Die Symbole O, о 
und ß sind in dem meisten Fällen zu dem Grenzübergang x -> + oo bezogen und die 
Konstanten, welche in deren Definitionen auftreten, sind vom „Typus c". Wenn 
die О (und ähnlich ß) Beziehungen einen positiven Parameter s enthalten, werden 
Konstanten der Art c{8) zugelassen. Die Zahlen m, h, к (eventuell mit einem Index) 
seien immer ganz, Ä: > 0; wenn h, к gemeinsam auftreten sollten, sei immer (/?, k) = i 
{{hl, kl) = 1 usw.). Die Zahl x sei hinreichend gross, x > c. 

Aus den Betrachtungen im vorgehenden Paragraphen folgt die Wichtigkeit des 
Verhaltens der Funktion 0{s) in der Nähe der imaginären Achse. Wir führen darum 
folgendes an: 

Lemma 1. Die Koeffizienten der Form Q und die Zahlen (l) seien ganz, Re s > 0. 
Dann ist 

(30) ^ я^ßf-̂ •-a,̂ c^^ 
Mj 
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wo 

fli,fl2,...ar=l \ /с к j=l M J J 

Für die sogenannten verallgemeinerten Gaussschen Summen (31) gilt entweder 

Sh,K(m) = 0 oder 

Beweis. Siehe [10], Lemma 1,2 und 8. 

Eher als wir die nötige Behauptung formuHeren, führen wir noch einige Bezeichnun­
gen ein. Unter der Voraussetzungen vom Lemma 1 sei 

min Q l —^ — ajk 
nti ,m2,-..,fnr Mj 

Wenn nun die Beziehung 

(32) R, = Q{^-ajk 

für ein einziges System mj, m2,..., m. erfüllt ist, sei 

(^^) ^h,k — ^h,k,mi,m2,...,mr • 

Im entgegengesetzten Fall wählen wir (z. B. nach der lexikographischen Ordnung) 
ein von den Systemen mi, m2, . . . , m ,̂ für welche (32) gilt, und den Wert S;, ^ definie­
ren wir wieder nach (33). Wir bemerken noch (vgl. [9], S. 431, Bemerkung 2), dass 
es eine Konstante Cj = с so gibt, dass die Beziehung (32) für genau ein System 
mj m2, ..., m^ erfüllt ist, wenn Rj^ < c^. 

Wir sagen nun, dass das Paar h, к singular ist, wenn entweder die Beziehung (32) 
für zwei verschiedene Systeme m^, m2,..., m^ erfüllt ist (dann ist notwendig R^ ^ Cj) 
oder wenn diese für genau ein System ?ni, m2, ..., m^ erfüllt ist und der zugehörige 
Wert (33) gleich Null ist. Eine natürliche Zahl к nennen wir singular, wenn das Paar 
h, к singular für alle h ist. Schliesslich sagen wir, dass der Singulärfall vorkommt, 
wenn es eine Konstante €2 = с gibt, sodass, wenn R,, < €2 ist, dann ist к singular.^) 
(wir bemerken noch, dass man eigentlich genauer sagen sollte, dass к singular in 
Bezug auf Q und die Zahlen (1) und (2) ist usw. Nachdem aber diese Grössen als fest 
aufgefasst werden, kann es zu keinem Missverständniss kommen.) 

^) In [9], [14] usw. wurde der Singulärfall nur für den Fall eines rationalen Systems der Zahlen 
(2) definiert mittels einer äquivalenten Forderung: wenn i?^ = 0 ist, ist Sf^Jç ~ 0 für alle h. Die 
Existenz von einem Singulärfall ist in [10], S. 393 — 395 gezeigt. 
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Lemma 2. Es seien die Voraussetzungen vom Lemma 1 erfüllt. Dann ist für 
s = (T + Inihjk, a > 0 

(34) 
4" тг'"/^ 

^{D)llMja^^4^ 
< c-

гГ/2ьг/2 

Beweis. Wir benützen die Beziehung (30) und sondern das Glied mit den in (33) 
gebrauchten m ,̂ m2,..., m̂  ab. Es ist leicht zu sehen (vgl. [9], S. 431), dass in der 
übriggebliebenen Summe die Werte der Form Q von unten durch eine bestimmte 
Konstante с beschränkt sind. Wenn man nun (31) benützt ergibt sich daher leicht 
(vgl. [10], Lemma 6, S. 387) die Beziehung (34). 

§4. Erste Anwendung der Methode von §2. Im ganzen Paragraphen seien die Koeffi­
zienten der Form Q und die Zahlen (l) ganz. Als eine einfache Darstellung der 
Methode führen wir den folgenden Satz (für ^ = 0 vgl. [10], S. 388, Satz 2, für 
aj = bj = 0, Mj = 1, j = 1, 2,.. . , r vgl. [7], S. 154) an: 

Satz 1. Es seien die Zahlen a ,̂ oci, ..., â  rational und es existiere ein nichtsingu-
läres k, sodass Я^ = 0 ist. Dann ist 

Beweis. Sei H der kleinste gemeinsame Teiler der Zahlen aiM^, (X2M2,..., â M .̂ 
Es ist also к = 0 (mod H) und es gibt ein h sodass 5/, ĵ  Ф 0. Wenn Я > 1 ist, dann 
ist notwendig ft Ф 0 (und ö = 0). Wenn Я = 1 (und also ô = 1), kann man offenbar 
/c = 1 wählen und /i beliebig und also von Null verschieden. Man setze in (21) 
a„ = l|n, t„ = Inhjk, a = ^r. Nach dem Lemma 2 ist 

r/2 о 

lim a'^^e{a + iKihjk) = —'L.-^M— ф о 
. ^ " ' ^(D)UMjk^ 

und weiter ist lim 5„ = lim (a„ + it„) = Inihjk ф 9. Die Bedingung (21) ist also 
П-* + 00 

für die Funktion g(x) = x'^'^''^ (vgl. Bemerkungen 1 und 2) erfüllt. 

Bemerkung 5. Wenn ein k, welches die Voraussetzungen des Satzes 1 erfüllt, 
nich existiert, dann entsteht offenbar der Singulärfall. Im Singulärfall kann man allge­
mein folgende Abschätzungen (vgl. [13]) beweisen: 

p/^4 = fO(x' ' ' " ' ' ' ) für e > 0 , 
'̂  ^ 1 o{x'^* lg x) für e = 0 -> 

(für Q > ^r — \ sind nach §1 stärkere Ergebnisse bekannt). 
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Bemerkung 6. Unter den Voraussetzungen des Satzes 1 gilt auch 

(35) МДх) = ß(x'->) 

und man kann sogar viel mehr zeigen (vgl. [14], [15]). Wenn der Singulärfall ent­
steht, ist 

M,(x) = 0{x'^^^^'•'^') 

(siehe [12]) und sogar 

M,(x) ^ ^r/2+Q+l/2 

Es entsteht nun die Frage, welche Ergebnisse man in diesem Fall mittels der Metho­
de von §2 beweisen kann. Wir schreiten folgenderweise fort (unter den Voraussetzun­
gen des Satzes l ) : Sei PQ(X) = 0(x''^^~^) (diese Abschätzung gilt — vgl. [13] — 
bestimmt für 0 ^ Q < ̂ r — 2). Wir benützen das Verfahren vom Ende des §2. 
Ebenso wie beim Beweis des Satzes 1 kann man feststellen, dass 

e{s) 
M_ 

lim 
çC+1 

a'l^ = 
ifl^ S, h,k 

7 = 1 

Ч 
Inih 

c + i 
Ф 0 

ist, und also kann die Beziehung (27), wo man g{x) = x'""\ T = т/а setzt, für kein 
genügend grosses т gelten (vgl. auch Bemerkung 3). Für 0 ^ ^ < ^r ~ 2 haben wir 
also (unter der Voraussetzungen des Satzes l) die Beziehung (35) beweisen. 

Ein einigermassen schwächeres Ergebniss kann folgenderweise für alle ^ ^ 0 
erreicht werden: Es seien die Voraussetzungen des Satzes 1 erfüllt und wir wählen h 
und к wie am Anfang dessen Beweises (d. h. Rj^ = 0, /г Ф 0, S,, ĵ  + O). Nach Lemma 2 
i st es leicht festzustellen, dass für alle hinreichend kleinen o- > 0, s = ÖT -f Inihjk ist 

0 ( s ) -

s*^' 

M 

Wir benützen nun (27), wobei wir ß = \r Л- Q (vgl. (25)), g{x) = x''~^~^^ wo 
0 < e < i , T = T/(7, T > 0 setzen. Es ergibt sich daher die Beziehung der Form 

(36) iV ^ / e-'l^ \ /Т-/2-1/2-ВЧ 

für ö- -> 0 + , T/(7-^ + OO, WO N = c{h, k). Man wähle nun ^V^^"^/^"^ = N. Der 
Ausdruck 

-x/2 „r/2-в 

^r/2+Q+l ^r 12-112-г 
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hat dann für <т -^ 0+ den Grenzwert Null und (36) kann also nicht gelten. Unter den 
Voraussetzungen des Satzes 1 ergibt sich also nach der Methode vom §2 für alle 
^ ^ 0 nur das Ergebniss 

M,(x)=ß(x^-^-0 . 

Bemerken wir noch, dass das Ergebniss des Satzes 1 PQ{X) = ß(x'*/̂ ~^) für 
^ > ^r — f schwächer als die allgemein gültige Abschätzung (vgl. §1) PQ{X) = 
= Q{x''^'^~^^'^'^^^^'). Mittels der Methode von §2 bekommt man (unter den Voraus­
setzungen des Satzes 1) das schwächere Ergebniss 

Die Überlegung wollen wir nur andeuten. Nach dem Lemma 2 in [10] stellen wir 
leicht fest, dass aus den Voraussetzungen des Satzes 1 (es sei z. B. 5,,̂  ̂ ^ Ф 0) die 
Existenz einer Folge /i = /г„, fe = /c„ folgt, welche die Voraussetzungen des Satzes 1 

r 

erfüllt, lim k„ = +oo, /г„ <̂  1 (z. B. h„ = IIQ, /C„ = /CQ + 4nhoHD^ f [ M^, n = 
П-* + CO j= i 

= 1, 2, ...). Setzen wir nun in §2 G„ = 1/тк ,̂ t„ = 2n{h„lk„), s„ = Ö-„ + it„, т > 0, 
dann ergibt sich aus Lemma 1, Lemma 2, dass für alle hinreichend grossen т und n 

M\ 0(s„) 
c'-/2 

> ' 
ь г / 2 - e - l r/2 

ist. Wenn wir in der Beziehung (21) nun g(x) = ^̂ '•/4-1/2+0/2 setzen, bekommen wir 
leicht einen Widerspruch. 

Übergehen wir ferner zum Fall, dass mindestens eine der Zahlen (2) irrational ist. 
In [10] (Satz 3 und Lemma 9) wurde die Geltung folgender Behauptung gezeigt: 

Für ein bestimmtes j? > 0 sollen Folgen /i„, fc„ (n = 1, 2,...) so existieren, dass 
lim /c„ = + 00 und für h = h„, к = k„ und alle n ist 

(37) h < 1 

(38) Rfc < k-^o 

(39) S,,, + 0 . 

Dann ist 
P{x) = ß(x('-/4-i/2)(2^ + i)/(^ + i)) , 

Auf Grund der Methode von §2 kann man folgende zwei Sätze beweisen, von denen 
der erste diese Behauptung verallgemeinert. 

Satz 2. Sei ß>0, O^Q^ir— 1 und es sollen unendlich viele nichtsinguläre 
Paare h, к so existieren, dass (37) und (38)/wr diese gilt. Dann ist 

P (x) = ̂ (x̂ '-M'"̂ ^̂ ^̂ ^̂ "*"̂ '̂'̂ '̂ '̂ ^̂ "̂ ^̂ ^̂ ^̂ ^̂ ). 
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Satz 3. Sei y das Supremum aller Zahlen ß, welche die Bedingung vom Satz 2 
erfüllen, 0 ^ ^ ^ ^r — 1. Dann gilt für alle г > 0 

M (x) = Q{x^r/2~l)(2y+l)/(y + l) + l+Q/(y+l)-e\ 

(für 7 = +00 definieren wir den Exponenten als r — 1 — e). 

Den Beweis führen wir für beide Sätze zugleich durch. Mit Rücksicht auf den 
Satz 1 und die Bemerkung 6 kann man voraussetzen, dass z;umindest eine der Zahlen 
(2) irrational ist, d. h. (5 = 0. Zur Zahl ß gibt es nach der Voraussetzung des Satzes 2 
Folgen von Zahlen h = h„, k = k„, lim k„ = -i-co, sodass (37) —(39) gilt. Dasselbe 

П - * + 00 

kann auch unter den Voraussetzungen des Satzes 3 behauptet werden, wenn man 
ß < y wählt. Sei nun 

^n = ~ , U= 2n—, s„ = a„ + it„ . 
k„ k„ 

Nach Lemma 2 folgt, dass für alle hinreichend grossen n ((7„ -> 0 + für n -> +oo) 

ist (wir gebrauchen (37), (39) und (31)). 

Sei nun 

\4 V ^ + 1 2{ß + 1) 

und sei g{x) = x^ d. h. G{a) = Г( / + l)/<r^*' (siehe Bemerkung 2). Nach Benützung 
der Bemerkung 1, (21) und (40) genügt es zu zeigen, dass der Ausdruck 

(41) 

für n -^ +00 nicht den Grenzwert Null hat. Nachdem nach (37), (38) 

(42) |5„|ж<т„ + 2 7 г М ж 1 

ist, genügt es dasselbe für den Ausdruck 

zu zeigen. Aus der Voraussetzung 0 ^ ^ ^ | r — 1 folgt / + 1 -- ^r ^ 0 und die 
Behauptung ergibt sich aus (38). 

Zum Schluss des Beweises vom Satz 3 sei g{x) — x^-^^^~^% ^ < г < \. a^ und t^ 
seien wie oben gewählt. Nach §2 genügt es mit Rücksicht auf (28) und (29) eine Fol-

269 



е-'» аУ*'-^^ 

ge т„ zu finden sodass т„/<т„ -^ + oo und 

(43) lim - Q ^ ^ . - ^ = 0 
П-* + CO Ufj T л 

und so dass der Ausdruck (vgl. (40) und Bemerkung 3) 

für П -> 4-00 nicht den Grenzwert Null haben soll. Mit Rücksicht auf (42) genügt es 
dasselbe für 

(44) 

zu zeigen. 

Wählen wir also r„ derart, dass der Ausdruck (44) immer gleich Eins ist, d. h. es sei 

/ ; ^ / + l - ' - / 2 - e \ l / ( / + l / 2 - £ ) 

wo 
s 4e()g + 1)̂  ^ _ / + l - i r ~ ^ 

' Q~iir-^l)-28(ß + l)\ ' f + i - e 

ist. Aus der Voraussetzung 0 g ^ ^ ^r — 1 folgt f + 1 — ^r ^ 0 und nach (38) ist 

lim T„ = + 00. Es genügt also die Geltung der Beziehung (43) zu verifizieren. Nach-

dem e~^ = 0(x~'"*) für jedes m = с ist, genügt es zu zeigen, dass für ein passend 
gewähltes m = с der Ausdruck 

/ - e - £ - r / 2 

für n -> +00 den Grenzwert Null hat. Durch Einsetzung ergibt sich nach mechani­
schen Berechnungen 

wo 
à3=f~Q-ir-s- Ô2{f + 1 + m - ß), 

ô^ = -{2ß + ô,) Ô2(f + 1 + m -- s) - 2f + 2Q + г + 2г 

ist, was für hinreichend grosses m = с in der Form 
y—(^ ^r.2^ + 5i(l+0(l/m))\cm + 0( l ) - ' 

ausdrückbar ist und nach (38) bekommt man leicht die Behauptung. 
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B e m e r k u n g 7. Leicht kann man zeigen (vgl. [9], S. 431, Bemerkung 2), dass 
Rk '^ PI ist, wobei wir 

P^ = max {(XjMjky 

setzen (für ein reelles t bezeichnet <r> die Entfernung von t zu der nächsten ganzen 
Zahl). Man kann also beide eben bewiesene Sätze mit Hilfe der Simultanapproximation 
des Systems a^Mj, агМг, . . . , ct^M^ formulieren. 

B e m e r k u n g 8. In der Arbeit [10], Seiten 393 — 395 wurde eine Form Q und 
Zahlensysteme (l) und (2) so konstruiert, dass der Singulärfall entsteht, wobei die 
Konstruktion so durchgeführt werden kann, dass die Ungleichung R^ < k~^^ 
unendlich viele Lösungen in natürlichen к für jedes ß > 0 hat. In diesem Fall ist 
nach [12] und [13] 

P^{x) = 0(x'"/^-'^/^) für ^ > 0 , P,(x) = 0(x'-/^lgx) für Q =0 

und 

Die Bedingungen der Sätze 2 und 3 können also allgemein nicht abgeschwächt werden. 

Bemerken wir noch, dass nach [10], S. 392, Lemma 9 die Bedingungen (37) und 

(39) im Fall b^ == Ьг = ••• = ^r = ^ automatisch erfüllt sind. 

B e m e r k u n g 9. Aus den Ergebnissen der Arbeiten [12] und [13] folgt, dass die 
ß-Abschätzungen der beiden Sätze allgemein definitiv sind. Wir führen eine Über­
sicht der zugehörigen Ergebnisse an. 

Es sei у das Supremum aller Zahlen ß > 0, für welche die Ungleichung Rj^ < k~^^ 
für unendlich viele к erfüllt ist. Dann gilt: 

a) Wenn 0 ^ Q < ^r — 2 ist, ist für jedes e > 0 

p U) = (9M»-/4-l/2)(2y+l)/(y+l) + (e+l)/(2(y+l)+£4 

Weiter ist 
P,(x) = 0(x'*/^-^^/Mgx) 

für ^ = i r — 2 ^ 0 und 

P,(x) = 0(x'"/^^^/^) 

für ^ > i r ~ 2, ^ ^ 0. 

b) Wenn 0 ^ ^ < i r ~ f ist, ist für jedes e > 0 

МДх) = о(х̂ ''/̂ ~^̂ ^̂ "̂*"̂ /̂̂ У+^>'̂ (̂ '*"̂ /2>/(у+^>"̂ 1+ )̂ . 
Weiter ist 

M,(x) = 0(x'-/^-^^+^/Mgx) 
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für ^ = i r - - f ^ о und ^ / ^ . 

für ^ > i r - f, ^ ^ 0. 

Bemerken wir, dass immer für О ̂  ^ < ^г — 2 bzw. für 0 ^ ^ < i r — f 

p^(x) = 0(x' '/^-') bzw. M / x ) = 0(x'~^) 

ist und weiter ist 

P,(x) = ß(x<^-^>/^-^^/^), M,(x) = ß(x''/^+^-^^/^). 

Wenn a^ = a2 = .. . = oc^ — а ist, kann man beide der angeführten Abschätzun­
gen etwas verbessern (anstatt der Ungleichung R^ <̂  k~^^ kann man in der Defini­
tion von у <a/c) <̂  fc"^ nehmen): 

c) Es sei â  = a2 = .. . = â  = a. Dann gilt: Wenn 0 ^ Q < ^r — 3 oder 
^ r - - 3 ^ ^ < i r - - 2 , ^ ^ 0 und у > 1/(^г — 2 — ^) ist, dann ist für jedes e > 0 

p Г^Л ^ Q^^(r/4.-l/2)(2y+i)/iy+l)+Q/2(y+l)+E\ 

Wenn у ^ iK^r - 2 - Q) und i r - 3 < ^ < i r - 2, ^ ^ 0 ist, so ist 

P,(x) = 0{x'i^^^'^) 

und für у й l /(i^ - 2 - Q), Q =ir - 3 ^0 (d. h. у = 1) ergibt sich 

P,(x) = 0{x''f^^^f^lgx), 

Wenn 0 g ^ < i r - 2 oder i r - 2 ^ ^ < i r - | , ^ ^ 0 und y > l/(r - 3 - 2^) 
ist, dann ist für jedes e > 0 

M ^x) = o(x(''/2-i)(2y + i)/(y+i) + i+c/(y+i)+e\ 

Wenn i r - 2 ^ Q < i r - ^ , Q^O und y g l/(r - 3 - 2^) ist, dann ist 

M^(x) = 0{x'^''•^^'^') 

und für y й ^l(r - 3 - 2^), ^ = i r - 2 ^ 0 (d. h. у = 1) ist 

M,(x) = 0(x'^^'•^^'^Чgx). 

§5. Zweite Anwendung der Methode von §2. In diesem Paragraph betrachten wir 
Formen Q der Gestalt 

<T 

J = l 
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wo r j , Г2,..., r^ natürliche Zahlen sind, r = r^ + Г2 + .. . + r^; a^, «2» •••. <^a sind 
positive reelle Zahlen und ß i , 62, •••, Ô<T sind positiv definite quadratische Formen 
mit ganzzahligen Koeffizienten. Mit Rücksicht auf den vorangehenden Paragraphen 
genügt es offenbar vorauszusetzen, dass Ö" ̂  2 ist und mindestens eine der Zahlen 
02/0^1, fla/öfi,..., a„\ai irrational ist (sonst genügt es die Form Q mit einer passenden 
reellen Zahl multiplizieren, sodass das Resultat schon eine Form mit ganzzahligen 
Koeffizienten ist). 

Diese Formen wurden inbesondere in den Arbeiten [1] —[6] (für ^ = 0, ocj = 
= bj = 0, Mj = 1, j — 1, 2, ..., r) und in [13] untersucht. Wenn man Oj{s), j = 
= 1, 2 , . . . , ö" die Funktion (6) für die Form Qj und die zugehörigen Zahlengruppen 
(1) und (2) bezeichnet (wir identifizieren eigentlich u^ mit м^д, «2 mit M2,I» •••> ^r 
mit м^д usw.) dann ergibt sich für komplexes s, Re s > 0 offenbar 0(s) = 0i{ais). 
. 6)2(025) • • • 6>^(a^s). Im ganzen Paragraphen seien die Zahlen (l) ganz. 

Wir beweisen folgende zwei Sätze, welche die von Jarnik mit seiner Methode 
bewiesenen ß-Abschätzungen (vgl. z. B. [6], S. 251) Verallgemeinern (vgl. §6). 

Satz 4. Sei a^ = «2 = ... â  = 0, a ^ 0, 7 > 0. Es existiere eine Folge h = 
= h„ > 1 von positiven ganzen Zahlen sodass lim h„ = +00, 

(45) <h{ajla,)y < 
1 

'), i = l ,2, . . . ,(T 
/i^ Ig^ h 

für allen =1,2, ../gilt. Dann ist ' 

P,(x) = Q{x^^^^-'•^^^'-'УУ lg«(c + i)/v x) 

und für jedes e > 0 ist 

Mix) = O(x'-^-^(^+^>/^~0. 

Beweis. Aus der Voraussetzung folgt, dass Folgen h„j (j = 1, 2, 3 , . . . , o", n = 
= 1, 2, . . . ) von positiven ganzen Zahlen so existieren, dass für j = 1, 2, ...,a und 
alle natürlichen n (wir setzen h„i= h„) 

\hA-Kj 
«1 

<̂  
1 

к lg"" к 
ist. Den Beweis genügt es offenbar nur in dem F a l l / = ^r — |l — {Q + l)/7 ^ 0 durch­
zuführen. Man setze nun (n = 1, 2,. . .) 

= max 
j—\,2,...,a ai a,-

) Wir bemerken, dass die unsymmetrische Rolle von a^ nur scheinbar ist. 
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Der Voraussetzung nach ist 

(45a) 

Sei weiter 

1 
a„ -4 . 

'„ = 27r(/!„,,/ai) 

Wenn wir das Lemma 1 (für die Funktion 6>y, h = h„j, к = 1 formuliert) benützen, 
dann bekommen wir leicht, dass für alle hinreichend grossen n {s„ = (т^ + it„), 
j = 1,2, ..., (T 

K<«Ä)i^i—VT^ 
aj\ 

ist und also, wie man leicht sehen kann, ist 

(46) №)|>4l-
Man benütze nun die Methode von §2 auf die Funktion Pg{x) mit 

g{x)=xng''^^^'^^У(x^ 1). 

Diese Funktion erfüllt offenbar alle zugehörigen Voraussetzungen und nach der 
Bemerkung 2 haben wir für die Funktion (17) die Beziehung 

|ga(e+l)/yl 

/ + 1 

für t 6 (0, i). Man beachte noch, dass |s„[ ж h„, lim h„ = + oo, und also 
И-* + 00 

(47) lim —r-, = 0 • 
П-* + OO 

Um die Beziehung Pg{x) = Q{g(x)) zu beweisen, genügt es mit Rücksicht auf die 
Bemerkung 1, (21) und (46) zu zeigen, dass 

(48) а Г ' >(т:^'h^^Чg^^^'•'^^^~ 

gilt. Wir unterscheiden nun zwei Fälle. 

Wenn ein ŷ  = с so existiert, dass für alle natürlichen n 

1 
(Уп> — 
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ist, so ist lg I/o-« ж lg h„ und aus (45a) und der Definition von Ö-„ folgt, dass 
^f+l-r/2 ^^-y(f+i-r/2) ] g - a ( / + l - r / 2 ) ^ j 

1 h^'^^ Iff'^^^+^^/y/ï 

ist und (48) ist hiermit bewiesen. 
Wenn keine derartige Zahl y^ existiert, kann man behaupten, dass für jedes yi > 0 

die Ungleichung 

max (-^h\ <^ — 
j=i,2,...,cr\ai I h^' 

für unendlich viele natürlichen h erfüllt ist. Weiter gehen wir für die Funktion 
g{x) = x-^S/i = ^r — 1 — {Q + 1)1У^ ganz wie oben fort. Die Zahl y^ kann belie­
big gross sein und also haben wir sogar PQ{X) = ß(x''̂ ^~^~^) für jedes г > 0 bewiesen 
und also auch die Behauptung. 

Wir übergehen zum Beweis des zweiten Teiles des Satzes (d. h. zur Behauptung 
über MQ(X)). Wir behalten die Bezeichnungen von dem vorangehenden Teil des 
Beweises, nur sei g(x) = x̂ •̂ "̂ ~̂̂ ^ ^ > e > 0. Es gilt also (46), 

(49) ^ п ^ Т ; ' \sn\>^K 

und nach §2 genügt es zu zeigen, dass eine Folge т„, T„/(J„ -> + OD existiert, sodass 
(28) und (29) gilt. Mit Rücksicht auf (46), (47) und Bemerkung 3 genügt es zu zeigen, 
dass man diese Folge so wählen kann dass 

1 ^/+l/2-e 

^ ^ r /2- l /2 .e+l _/+l /2-e 

lim e-^'^aV^'-'' ^ 
n-^co + 2 e + l - 2 / + l - 2 £ 

y(/ + i - e) / + i - e 

ist. Nach (49) ist lim т„ = + oo. Zum Beweis der Beziehung (51) genügt es zu zeigen, 
П-* + 00 

dass ein m = с so existiert, dass der Ausdruck 

1 
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für п -^ 00 den Grenzwert Null hat. Den Ausdruck kann man aber in die Gestalt 

bringen, wo 

ist, und aus (49) bekommt man sofort, dass für hinreichend grosses m = с dieser für 
П -> + 00 den Grenzwert Null hat. Damit ist bewiesen, dass für jedes e > 0 ist 

B e m e r k u n g 10. Mittels einer zu der Bemerkung 6 analogischen Methode könnte 
das Ergebniss für M^{x) etwas verbessert werden, wenn man die Abschätzung 

benützen dürfte. 

In der Arbeit [13] ist gezeigt worden, dass, wenn у das Supremum alier Zahlen 
ß > 0 ist, für welche die Ungleichungen 

h^\ <h-P, j = h2,...,a 
ö l / 

unendlich viele Lösungen in natürlichen h haben, ist unter der Voraussetzung 

r , à ( ^ + l ) ^ Û L J l i ) , j = l , 2 , . . . , a ^ ) 
У 

für jedes e > 0 

P,(x) = 0{x'^^~''^^'•'^^У'•') 

und also auch 

M,(x) = O(x^-i-^<^-^^>/^+0-

Die Abschätzungen des Satzes 4 sind also im Allgemeinen definitiv (z. B. für rj ^ 
^ 2а(д + 1), j = 1,2,... , a; vgl. die Fussnote''')). 

B e m e r k u n g 11. Wie bekannt, kann für alle Systeme a i ,Ö2, . . . , a^ im Satz 4 
у = 1 (̂7 — 1), а = 0 gesetzt werden, d. h. es gilt immer 

P,(x) =Q{x''^^-^-^^^~'^) 

und für jedes e > 0 ist 

M,(x) = Q{x'"^^-^^^''-'^'-'-% ~ >. 

"*) Da immer у ^ l/Cö- — 1) ist, gilt dies bestimmt für rj ^ 2а{д Ч i), / = 1, 2 , . . . er. 
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Für fast alle Systeme a^, 2̂» •••? *̂т (™ Sinne des Lebesgueschen Masses) kann im 
Satz 4a = у = 1/(0- — 1) geschrieben werden, d. h. für fast alle Systeme a^, 02» • • •» «̂«r 
ist 

Für ^ = 0 (und Mj = 1, Ij = (Xj = 0,j = 1,2,..., r) stammen diese Ergebnisse von 
Jarnik (vgl. [2], [3] und [6]) - das letzte ist nur mit ig(<^-^y(<^+^) x anstatt lg x 
formuliert. 

§6. Schlussbemerkungen. In der Theorie der Gitterpunkte in Ellipsoiden wurden 
bisher mit Erfolg grundsätzlich drei^) ß-Methoden benützt. Die älteste ist die von 
Landau. Deren Gedanke beruht darin, dass für Q > ^r die Funktion PQ{X) mittels 
einer gewissen Reihe darstellbar ist, in der Besselfunktionen auftreten (vgl. z. B. [7], 
S. 147). Wenn die asymptotischen Eigenschaften der Besselfunktionen benützt 
werden, ergibt sich für Q > с unmittelbar die Abschätzung 

P,(x) = 0(x^^-^>/^^^/^). 

Mittels einfacher Induktion kann die Geltung dieser Abschätzung auf alle ^ ^ 0 
ausgedehnt werden (siehe [7], S. 149). Einen ein wenig modizifierten Vorgang kann 
man auch auf die Funktion M^(x) anwenden (für ^ = 0 vgl. [3], allgemein [12]). 
Eine wesentliche Verstärkung dieser Methode kann man nicht erwarten; in einigen 
Spezialfällen wurden diese Abschätzungen um einen logarithmischen Faktor ver­
bessert. 

Ein sehr einfaches Verfahren wurde von Jarnik benutzt (vgl. [2] —[4] und [6]). 
Deren Fundamentalidee formulieren wir für ^ = 0 unter den Voraussetzungen des §4 
und für ^ = 1. Die Funktion A(x) ist offensichtlich konstant in jedem Intervall 
[n, n + 1) für jedes natürliche n. Es ist also 

• \P{n + i ) - P{n)\ = \V{n + i ) - V{n)\ > ffl^-^ . 

Es ist also entweder \P{n)\ > rf'^-^ oder \P{n + i ) | > rf""-^ d. h. P{x) = Q{x"^-^), 
Wenn die Form Q nicht ganze Koeffizienten hat, kann man vorteilhaft die Tatsache 
benützen, dass je besser man das System «2/^1? ^3/^1? •••? ^a\^i simultan approxi­
mieren kann (d. h. je grösser у im Satz 4 sein darf) desto „längere" Intervalle existie­
ren, in dennen A{x) konstant ist (vgl. z. B. [6], /S. 151). In Intervallen, in dennen die 
Funktion A{X) konstant ist, ist nämlich der Zuwachs der Funktion P(x) durch die 
Funktion F(x) bestimmt, d. h. im Fall (5 = 1 durch die Funktion cx""'^. Wir deuten 
darauf hin, dass diese Methode auch auf die Funktion M(x) anwendbar ist, immer 
aber unter der Voraussetzung й = 1, welche offenbar wesentlich ist (vgl. [4], [5]). 
Diese Methode wurde bisher für ^ = 0 verwendet; für ^ ^ 0 ist eine Modifikation im 

^) Siehe aber auch die Arbeiten [16] und [17]. 
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Fall einer ganzzahligen Form Q (MJ = 1, ocj = bj = 0, j = 1,2,..., r) in [7], 
S. 154 angegeben. Eine Anwendung für ^ > 0 in allgemeineren Fällen wurde bisher 
nicht durchgeführt. 

In manchen Fällen kann man gute Ergebnisse auch mit Hilfe der Funktion М^{х) 
erreichen. Wenn es nämlich z. B. in irgendeinem Fall gelingt zu beweisen, dass 

(52) М^{х)=и(хУ) 

ist, ist offenbar Pg(x) = Q^x^^"^^^^). Wenn wir von der Methode von §2 absehen, 
kann eine Beziehung der Form (52) meistens vom stärkeren Ergebniss 

M^{x) = ex' + o{x') 

bewiesen werden, welches aber sehr umständliche Betrachtungen verlangt (siehe z. B. 
[5], [14], [15]). Auf diese Art kann man z. B. zeigen, dass unter den Voraussetzun­
gen von §4 und für rationale ai, a2 , . . . , â  im nichtsingulären Fall 

M,(x) = Qix''-') 

für 0 ^ ^ < ^r — f, 

M,{x) = ß(x^-^lgx) 

für ^ = ^r - f ^ 0 ist, d. h. es gilt 

für 0 ^ ^ < ^r — f und 

PXX) =Q{X^^''') 

PXX) =ß (x^ /^ -^Vlgx) 

für ^ = i r — f ^ 0 (siehe [5], [14], [15]). Diese Methode ist also beträchtlich 
mühsam.. 

Zum Schluss bemerken wir, dass im Vergleich zur Methode von Jarnik die Methode 
von §2 die Voraussetzung (5 = 1 nicht benötigt und dies ist ihr wesentlicher Vorteil. 
Auf der anderen Seite ist diese von weitem nicht so elementar. 

Wenn man die Beweise der Sätze 2 und 4 vergleicht, ist es leicht zu sehen, welcher 
Art wahrscheinlich die mittels der Methode von §2 hergeleiteten Sätze in dem Fall 
sein werden, wenn man in den im §5 untersuchten Fällen von Null verschiedene 
Werte der Konstanten a i ,a2 , ...,a^ zulässt. Nachdem da bisher nicht untriviale 
0-Abschätzungen vorhanden sind, ist es nicht ganz klar, auf welche Weise man die 
Bedingungen (38) und (45) vereinigen soll. Wir führen darum zur Illustration ohne 
Beweis (den man leicht analog wie im Satz 4 durchführen kann) den folgenden Satz an: 

Satz 5. Sei Q die Form von §5 und seien die Zahlen (l) ganz, (2) rational. Für 
7 = 1, 2, ..., ö" seien R[^^ und Sj/l die im §3 definierten Werte, aber für die Formen Qj 
und die zugehörigen Teile der Zahlensysteme (l) und (2). Es sollen für bestimmte 
Zahlen у ^ 0, а ^ 0 Folgen h„j, k„j,j = 1, 2 , . . . , (т, « = 1, 2 , . . . nichtsingulärer 
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Paare^) von natürlichen Zahlen existieren, sodass 

RV^ . = 0 ^n,i h Ell 

< i i r / v i 

für j = 1, 2, ..., ö", n = 1, 2, . . . ist (also ist S^JJ .j,^^ . ф 0). Dann gelten die Ab­
schätzungen vom Satz 4. 

Ebenso wie bei den oben angeführten Sätzen ]<:ann gezeigt werden, dass die Voraus­
setzung der NichtSingularität der Paare h„j, k„j wesentlich ist (siehe [13]). 
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Anschrift des Verfassers: Praha 8 - Karlin, Sokolovska 83, CSSR (Matematicko-fyzikalni 
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^) Das Paar /z„ j , k^^j ist also nichtsingulär in Bezug auf Qj und die zugehörigen Teilsysteme 
von (1) und (2). 
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