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AQUIVALENZ- UND ORDNUNGSRELATIONEN

TEeo STURM, Praha

(Eingelangt am 25. October 1970)

Diese Arbeit kniipft unmittelbar an den Artikel [7] an. In deren ersten Teil wird
das System aller Ordnungen einer nichtleeren Menge A studiert, mit Riicksicht auf
welche eine gegebene Aquivalenz schwach faktorisierend ist. Im zweiten Teil ist
dann eine Charakterisierung einer Aquivalenz auf 4 mittels passender Ordnungen
auf A4 gegeben (s. Abs. 30); insbesondere werden Ordnungssysteme gesucht, welche
minimal mit Riicksicht zu der Inklusion sind und welche die Aquivalenz auf diese
Weise charakterisieren.

Diese Arbeit entstand im Rahmen eines von Herrn Doc. Dr. JIRf FABERA geleiteten
Seminars iliber Boolesche Algebren. Herrn Prof. Dr. MiRoSLAV NOVOTNY bin ich fiir
viele Ratschldge und Hinweise dankbar.

Systeme von Ordnungen, mit Riicksicht auf welche die Aquivalenz
schwach faktorisierend ist

1. Bezeichnungen und einleitende Definitionen. A ist eine gegebene nichtleere
Menge. Die Ordnungsrelationen bezeichnen wir mit den Symbolen u, v, w ev. mit
einem Index versehen; u wird eine Ordnung auf A genau dann genannt, wenn
domu = A ist. Mit dem Symbol %(A4) wird die Menge aller Ordnungen auf A
bezeichnet.

Wir iibernehmen da die Bezeichnungen von [7] mit der folgenden Ausnahme:
Ist u € %(A) und ¢ € D(A), dann definieren wir g, =p¢u, N (u,)~", s. [7], Abs. 12;
das Symbol =, (s. [7], Abs. 14) ist da ungeeignet, nachdem wir verschiedene Ordnun-
gen auf A erwégen werden. Wenn wir eine Ordnung < auf A4 (s. [7], Abs. 1), mit dem
Symbol z. B. u bezeichnen, dann bezeichnen wir die Relation "< (s. [7], Abs. 17),
resp. S 4 (5. [7], Abs. 17; ¢ € D(A4)) mit dem Symbol 1 resp. u 4,

Die Aquivalenz in 4 bezeichnen wir mit g, o, T ev. mit einem Index versehen. Die
Abbildungen U : B(D(A)) — B(%(A)), e : B(%(A)) —» B(E(A)) definieren wir folgen-
dermassen:
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Wenn X € B(D(A)) ist, dann ist U(X) = #%(A) und die Relation u € U(X) gilt
genau dann, wenn g € F(4, u) fiir jede Aquivalenz ¢ € X ist.

Wenn Ye B(%(A)) ist, dann ist e(Y) < E(A) und die Relation g € (Y) gilt genau
dann, wenn g € G(4, u) fiir jede Ordnung u € Y gilt.

Wenn g € D(A) bzw. u € %(A) ist, dann schreiben wir kurz nur U(g) =p U({e})
bzw. e(u) =p; e({u}).

2. Bemerkung. Betrachten wir die partielle Abbildung U, =p, U | B(E(A)); dann
definieren die Abbildungen e, U, eine Galoissche Korrespondenz zwischen (B(%(A)),
<) und (B(E(A)), <). Offenbar gilt diese Behauptung:

Wenn I, J nichtleere Mengen sind und wenn fiir alle Indexe i €I, j € J die Inklu-
sionen X; = E(A), Y; < %(A) gelten, dann ist

UI(UXi) =N UJ(X:‘)’ e(UYj) = ﬂe(Y,-)
iel iel jeJ jeJ
(s. z. B. [3], S. 61 der russischen Ubersetzung). Daher folgt

Ui(X) = N{U.(e) | ee X}, e(Y) = Nfe(u) [ueY}

fiir beliebige Systeme X < E(4) und Y = %(A).
In dieser Arbeit beschranken wir uns auf das Studium der Struktur der geordneten
Menge (U(g), <), wobei ¢ € D(A) eine gegebene Teildquivalenz in A ist.

3. Lemma. Es seien «, B,y Relationen, « < f und neN. Dann ist (a.y)" <
(B
Beweis. Die Behauptung folgt unmittelbar vom Lemma 2 in [7], wenn man die

Beziehungen
acBeatcpt, (.9 =@ )

in Betracht nimmt.

4. Lemma. Es sei u, v € %(A), u < v. Dann gelten die folgenden Beziehungen:

()™t =),
- Qu-t = Qw
u, S v,
S0 S 0 E 0y
(idy), = o.
Beweis. a. Wir deuten zuerst auf die Tatsache hin, dass die zu einer Ordnung
auf A inverse Relation eine Ordnung auf A ist. Ferner gilt

()7 = (Ue-(-ef) " = Ule-(u.0) " = U™ uf o™t =

o a0 o

+ + 0
=U(.u™"). 0= (idgm-0)vU(@.u™").0=0ule.u™ .0 ="
n=1 n=1

neN
=Ue.(u'.0)=@w™),.

nsN

374



b. Nach a. gilt
e =10 ()"t = (™)), n (™), = (™)) o (w7, = Qu-i-

c. Nach dem Lemma 3 und der vorausgesetzten Inklusion u < v folgt (u . 0)" <
< (v. o) fiir alle n € N und also ist auch

u,=Ue.(u.0)"sUe.(v.0) =v,.
neN neN .

d. Die Bezichung ¢ < g, gilt nach [7], Abs. 14 und die zweite Inklusion, welche
zu beweisen ist, folgt unmittelbar von c. und a.

e. Offensichtlich ist id ; € %(A). Weiter gilt

(idy), =Ue.(ids.0)"=Ue.0"=0ulUe"cseulUe=0¢,
neN

neN n=1 n=1

nachdem die Relation g transitiv ist. Die umgekehrte Inklusion ist vom angefiihrten
klar.

5. Satz. Es sei ¢ eine Teildquivalenz in A. Dann ist (U(e), <) eine nichtleere
geordnete Menge mit dem kleinsten Element id,. Wenn u e U(o) und ve U(A),
v S u ist, dann ist ve U(g). Ist X eine nichtleere Teilmenge von U(g), dann ist
NX € U(g). Wenn we %(A) ist, dann gilt die Relation w e U(g) genau dann, wenn
w e U(p) ist.

Beweis. Nach e. und a. von Abs. 4 ist die triviale Ordnung id , auf A ein Element
von U(g); offenbar ist id, ein kleinstes Element in (U(g), ) und insbesondere ist
Ule) # 0.

Von den Voraussetzungen u € U(g), v € %(A) und v < u folgt nach d. vom Abs. 4
0S0,S0,=¢ d. h. es ist veU(o). Wenn 0 + X < U(o) < %(A) ist, dann
NX € %(A) und die Beziehung NX e U(g) gilt nach dem Obigen.

Die letzte Behauptung ist eine unmittelbare Folgerung von b. Abs. 4.

6. Bemerkung. Sei ¢ € D(A). Dann gelten die folgenden Behauptungen:

a. Wenn u, v binare Relationen sind und wenn
(1) u n (dom ¢ x dom g) = v N (dom g x dom p)
gilt, dann ist g . (u . 0)" = o .(v. )" fiir allen = 1,2, .... Insbesondere gilt
+ o0 + o0
Ulg.(u.g)" =Ueo.-(v.0)".
n= n=1

b. Wenn u, ve %(A) ist und (1) gilt, dann ist u, = v, und g, = g,. Speziell ist
u € U(¢) genau dann, wenn v e U(g) ist.

375



Beweis. a. Sei (x, y)€¢.(u.0). Dann gibt es Elemente r, s so, dass (x, ) eo,
(r,s)€u, (s, y) € o ist. Daher folgt u. a. dass r, s € dom g ist und also ist nach (1)
auch (r,s)ev. Darum ist (x,y)eg.(v.g). Die Inklusion ¢.(v.0) < o.(u.0)
kann sogleich bewiesen werden und daheristo. (u.¢) = o0.(v. @).

Es gelte 0. (u . 0)" = ¢ . (v. 0)" fiir eine natiirliche Zahl n, n % 0 und wihle man
(x,y)ee.-(u.0)"*' =(¢.(u.0)").u.o. Dann existieren Elemente r, s, fiir welche
(x,r)e@.(u.@), (r,s)eu und (s, y) € ¢ ist. Der Induktionsvoraussetzung zufolge
ist (x,r)eo.(v.0)" und so wie in dem vorangehendem Teil des Beweises kann
auch die Geltung der Relation (r, s) € v nachgewiesen werden. Es ist also (x, y) e
€o.(v.o)"*". Die umgekehrte Inklusion ¢.(v.g)"*"* < ¢.(u.g)"*" beweist man
gleicherweise und darum gilt ¢ . (v. @)" = ¢ . (u . @)"*".

Dadurch wurde induktionsweise die Gleichung ¢.(u.g)" =¢.(v- o)" fir alle

+ o0

n=1,2,... bewiesen, deren spezielle Folgerung die Beziehung U ¢ - (u o) =

+ n=1

b. Essci(x, y)eg.(u.p)°. Esist

iddom(u.e)udom(u.g)—1 = iddomu.g Y iddomg.u‘1 =2 iddc»mg = iddomg = iddoma ’

und darum ist . (u.@)° = o; soeben beweist man, dass auch ¢ . (v. 0)° = g ist.
Daher und von der Behauptung a. folgt u, = v,. Es ist also auch (u,)™! = (v,) "
und darum ist ¢, = ¢,. Diese Gleichung bringt also unmittelbar die letzte Behaup-
tung des Abs. 6b. mit sich.

7. Lemma. Es sei ) < X < %(A) und sei die geordnete Menge (X, <) von oben
gerichtet. Dann ist UX eine Ordnung auf A. Wenn insbesondere (X, g) eine Kette
ist, dann ist (UX) € %(A).

Beweis. Die in diesem Beweis durchgefiihrten Erwagungen sind im Grunde dem
Artikel [8] entnommen. Es ist X = @, fiir alle u € X ist id, < u; demzufolge ist
id, = UX, d. h. die Relation X ist reflexiv und es gilt dom JX = A. Bezeichnen
wir v =p; UX. Wenn (x, y) e v n v~ " ist, dann existieren uy, u, € X so dass (x, y) €
eu; nuy ' ist. (X, <) ist von oben gerichtet und deswegen existiert eine Ordnung
we X, fir welche u; U u, = w ist. Von der Antisymmetrie von w folgt dann die
Identitat x = y und also ist v eine antisymmetrische Relation auf 4. Die Transitivitit
der Relation v auf A beweisen wir ahnlicherweise und also ist JX eine Ordnung
auf A.

8. Lemma. Es sei g€ D(A), 0 = X < U(o) und sei die geordnete Menge (X, =
von oben gerichtet. Dann ist (UX) € U(g). »

Beweis. Wir bezeichnen v =p; UX; nach dem Lemma 7 ist ve %(A4). Es sei
(x, y) € 0,- Dann gibt es ein ne N derart, dass (x, y) € ¢ . (v . )" ist. Wenn n =0 ist,
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dann ist (x, y) € @ . idgom, = 0, Wir setzen also voraus, dass n # 0 ist. Dann existieren

Uy, ...,u,€X und Elemente x;, yy, ..., X,, ¥, so dass (x,x;)€o, ¥, =y ist und
fir i =1, ..., n gilt (x;, y;) € (u; . ¢). Die Menge (X, <) ist von oben gerichtet und
es existiert darum ein u € X so dass fir i = 1, ..., n samtlich u; < u ist. Insbesondere

gilt (x;, y;) € u . ¢ und es ist daher auch
(x,y)ee.(u.0 = Uo.(u.0)" =u,:
meN

analogisch ist (v, x) e u, (s. [7], Abs. 12). Also ist ¢, = U (4, n (u,)"") = U¢

Su
ueX ueX

(ue X < U(g)) und daher auch ¢, = ¢. Hiemit ist die Beziehung v € U(g) bewiesen. *)

=0

9. Folgerung. Es sei o € D(A) und sei X eine nichtleere Teilmenge in U(), fiir
welche (X, <) eine Kette ist. Dann ist UX € U(o).

Der Beweis folgt sofort von Lemma 7 und 8, da eine Kette eine gerichtete Menge
ist und da nach Lemma 7 UX eine Ordnung auf A4 ist.

10. Lemma. Es sei ¢ € D(A) und u € U(g). Setze man voraus, dass u, ve U(A)
der folgenden Bedingung geniigen.

(2) Wenn (x, y)eu und (x, y) ¢ v oder wenn (x,y)¢u und (x, y)ev ist, dann ist

(x,y)eeo.
Dann gilt ve U(o).

Beweis. Von der Voraussetzung (2) und von der Definition von i und & (s. Abs.
1 und [7], Abs. 17) folgt die Gleichung

i 0 (Ao x Ale) = ¢ n (Al x Alo)

und daher ist u,;, = v4, (s. [7], Abs. 17). Der Voraussetzung u € U(g) zufolge ist
(Ao, uy,,) eine geordnete Menge (s. [7], Abs. 19 und 17) und also ist die Menge
(Afo, v4,,) ebenfalls geordnet. Nach dem Absatz 19 in [7] gilt dann v e U(g).

Bemerke man das die Geltung von u,,, = v, nach dem angefiihrten Beweis nur
von den Voraussetzungen u, v € %(A) und (2) folgt und also von der Erfiillung der
Relation u € U(g) unabhangig ist.

11. Lemma. Es sei ¢ € E(A) und u e U(g), sei v eine Ordnung auf Afo, welche
der Inklusion u 4, < v geniigt. Wir definieren die Relation w folgenderweise.

(3) Wenn (x, y)ewist,dannistx,ye A(d.-h.w = A x A).

(4) Wenn (x, y) € ¢ ist, dann definieren wir (x, y) € w genau dann, wenn (x, y) € u ist.

(5) Wenn X,Ye Alo, X + Y, xe X, yeY ist, dann definieren wir (x, y) € w genau
dann, wenn (X,Y) € v ist.

*) Ich danke dem Kollegen V. SLAVIK, der mich aufmerksam machte, dass die Voraussetzungen
von Lemma 7 und 8 wesentlich vereinfacht werden kénnen. Sein Entwurf wurde im Text beniitzt.
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Dann ist w eine Ordnung auf A und es gelten die Beziehungen u < w, wy;, = 0,
w e U(e).

Beweis. Das System & =, 4/g ist eine Zerlegung auf A. Wenn fiir alle Mengen
Xed uy =peun(X x X) definiert wird, dann ist mit Riicksicht auf die voraus-
gesetzte Inklusion u,, < v die Relation w die bekannte Ordnung der lexikographi-
schen Summen )’ (X, uy) mit dem Triger A = U7 (s. [1], § 8, Kap. I); also ist w

Xe(o,v)

eine Ordnung auf A4.

Es sei x, ye A und (x, y) € u. Die Relation g ist eine Aquivalenz auf 4 und es
existieren darum X, Ye o/ so dass xe X und yeY ist. Wenn X = Y ist, dann ist
nach (4) (x, y) e w. Wenn X =+ Yist, dann ist (X, Y) € i und also ist (X, Y) € uy,, < v;
nach (5) gilt dann wieder (x, y) e w. Also istu = w.

Essei X, Ye o/, (X,Y)ev. Wenn X = Yist, dann gilt nach (4) die Relation (X, Y) e
E Wy €8 ist X & 0 und also ist (X,Y) = (X, X)ewn (& x &) S wyy, Wenn
X =# Yist, dann wihlt man x € X, y € Y und nach (5) ist (x, y) € w, d. h. es gilt auch
(X,Y)ewn (o x o) S wy, Alsoist v S wy,. Ist umgekehrt X,Ye o, (X,Y)e
€ w4, dann ist im Fall X = Y offenbar auch (X, Y) € v, nachdem die Menge (, v)
geordnet ist; sei also ferner X =+ Y. Dann existieren n € N und paarweise punktfremde
Mengen Xy, ..., X,,, X, € o derart, dass (X;, X;4,) e w fir alle i = 0,..., n und
Xo = X, X,+, = Yist; nach (5) gilt dann auch (X;, X;,,) € v und der Transitivitit
von p auf o zufolge ist (X, Y) € v. Es gilt also auch die umgekehrte Inklusion w,, < v
und also ist wy,, = v.

Die Relation v = w,, ist eine Ordnung auf o/ und darum ist ¢ € G(4, w) nach dem
Satz 19 in [7], d. h. es ist w € U(g).

12. Lemma. Es sei g, 0 € D(A), 0 S o und zu jeder Menge XeA/o existiere
héchstens eine Menge Y e Ao, fiir welche Y < X ist. Dann ist U(c) < U(o).

Beweis. Wihlen wir u € U(o). Nach den Voraussetzungen des Lemmas und nach
[7], Abs. 17 ist (Afo, u,,,) eine geordnete Menge (die Relation u,,, ist nach den
Voraussetzungen des Lemmas, welches da zu beweisen ist, antisymmetrisch auf 4/g).
Dezmzufolge ist nach [7], Abs. 17 und 19 ¢ € F(A4, u), d. h. es ist u € U(g). Dadurch
ist die Inklusion U(s) = U(g) bewiesen.

13. Satz. Es sei g€ D(A) und u e U(g). Dann existiert im geordneten System
(U(e). <) zumindest ein Maximalelement v, fiir welches u < v gilt.

Der Beweis folgt von der Folgerung 9 und dem Zornschen Satz.

14. Bezeichnung. Es sei ¢ eine Teilaquivalenz in A. Die Menge aller Maximal-
elemente in (U(g), <) bezeichnen wir dann mit U’(o).

15. Satz. Es sei g € D(A) und u € U'(g). Dann ist (A, u) eine Kette.
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Beweis. Wihlen wir 6 € G,(4, u) (s. [7], Abs. 42). Vom Lemma 10 und von dem
bekannten Satz liber die Existenz einer Erweiterung einer Ordnung in eine lineare
Ordnung (s. SzPILRAIN [8]) folgt die Existenz einer Ordnung v € U(o), mit Riicksicht
auf welche fiir alle Mengen B, Be A/o die geordnete Menge (B, v) eine Kette ist,
wobei v den Inklusionen u N (B x B) = v n (B x B) geniigt. Von der Maximalitit
von u in (U(g), <), der Definition von G,(4, u) und von dem Lemma 12 folgt aber
dann die Gleichung u = v. Zur Ordnung u,, auf A/o existiert wieder nach der oben
zitierten Behauptung von Szpilrajn eine Ordnung v auf Ao derart, dass u,, < v
ist und dass (4/o, v) eine Kette ist. Zu der Ordnung u = v auf 4 und zu v auf Afc
definieren wir nach dem Lemma 11 die Ordnung w € U(g). Nach der im Lemma 11
angegebenen Konstruktion ist die geordnete Menge (A, w) offenbar eine Kette und
die Inklusion U(s) = U(g) (Lemma 12) hat w € U(g) zu ihren Folgerung. Es ist u =
= v < w und von der vorausgesetzten Maximalitit von u in (U(e), <) foigt dic
Gleichung u = w. Dadurch ist der Satz bewiesen.

16. Folgerung. Es sei ¢ € D(A) und u e U(g). (A, u) ist genau dann eine Kette,
wenn u € U'(p) ist.

Beweis. Wenn (A, u) eine Kette ist, dann kann die Ordnung u auf 4 schon nicht
so erweitert werden, dass die entstandene Relation wieder eine Ordnung wire;
daher und von der Voraussetzung u € U(g) folgt, dass u € U’(p) ist. Die umgekehrte
Behauptung ist die Behauptung des Satzes 15.

17. Folgerung. Es sei g € E(A). Dann ist (A, u) fiir alle ue U'(g) die lexikogra-
phische Summe von Ketten, deren Triger genau alle Elemente von Afo sind, wobei
die geordnete Menge dieser Ketten selbst eine Kette ist.

Der Beweis folgt unmittelbar vom Satz 15; wenn wir u € U’(¢) wihlen, dann ist

Aw)=_ Y (Xu)

Xe(A/e,u4a/0)

(Vgl. wibrigens [1], Kap. L. § 8.)

18. Bemerkung. In den Abs. 19—21 beachten wir die Zusammenhinge zwischen
schwach faktorisierenden Aquivalenzen und Zerlegungen in eingelegte teilgeordnete
Teilmengen; die Zerlegungen in eingelegte teilgeordnete Teilmengen untersucht
Prof. CuLik im Artikel [4].

Wir sagzn gznau dann, dass die Menge B in die geordnete Menge (A, u) eingelegt
ist, wenn die folgende Badingung erfiillt ist:

Wenn x, ye Bund ze A — B ist, dann ist (x, z) € u genau dann, wenn (y, z) e u
ist und (z, x) € u genau dann, wenn (z, y) € u ist.

Zum Unterschied von [4] S. 16 setzen wir also nicht voraus, dass die Menge B
nicht leer ist. Ferner bemerken wir noch, dass die Zerlegung & in A man genau dann
eine Zerlegung in eingelegte Mengen in (A, u) nennt, wenn jedes Element von .o/
eine in (4, u) eingelegte Menge ist. Fiir die weiteren Ziele fithren wir die folgenden
Definitionen an:
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a. Es sei ¢ € E(4) und u € %(A). Dann wird ¢ eine u-stark faktorisierende Aqui-
valenz genau dann genannt, wenn fiir xy, X,, y;, ¥, € 4, (x;, x;) €0, (y1. y2) €0,
(x1, y,) ¢ o die Beziehung (x,, y;) € u genau dann gilt, wenn die Relation (x,, y,) € u
gilt.

b. Es sei u € %(A) und ¢ € G(A, u). Dann definieren wir (x, y) € u(e) genau dann,
wenn x, y € A ist und entweder fiir (x, y) eonu oder fiir X,Ye A/Q, xeX, yeY
die Bezichungen (X,Y) € u,,, und X =+ Y richtig sind.

19. Satz. Es sei o/ = B(A) und u € %(A). Dann ist o/ genau dann eine Zerlegung
auf A in eingelegte u-teilgeordnete Teilmengen, wenn eine u-stark faktorisierende
Aquivalenz ¢ so existiert, dass of = Alg ist.

Beweis. Sei o eine Zerlegung der geordneten Menge (A4, u) in eingelegte u-teil-
geordnete Mengen. Dann existiert genau eine Aquivalenz ¢ auf 4 so dass &/ = Ao
ist. Nach der Definition vom Abs. 18a. und nach den Definitionen in [4] S. 16 ist
eine u-stark faktorisierende Aquivalenz.

Es sei ¢ eine u-stark faktorisierende Aquivalenz, X € Alo, x,yeX, ze A — X.
Dann existiert Z € Afo so dass z € Z ist. Sei (x, z) e u. Es ist X & Z und nach dem
Abs. 18a. ist (y, z) € u. Ahnlicherweise kann gezeigt werden, dass (), z) € u zufolge
(x, z) e u, (z, x) € u zufolge (z, y) € u und schliesslich dass (z, y) € u zufolge (z, x) e u
ist. Also ist Afo eine Zerlegung von (A4, u) in eingelegte u-teilgeordnete Mengen.

20. Satz. Sei u € %(A) und o € E(A). Wenn g eine u-stark faktorisierende Aqui-
valenz auf A ist, dann ist ¢ eine u-schwach faktorisierende Aquivalenz auf A, aber
die umgekehrte Behauptung gilt allgemein nicht.

Beweis. Die Relation i n (A/Q X A/Q) ist offenbar eine Ordnung auf A/Q s.
iibrigens [4], S. 16. Nach [7], Abs. 17 und 19 ist also ¢ € G(4, u).

Wihlen wir eine von drei Elementen bestehende Menge 4 = {a, b, ¢} und u =
= {(a, b), (a, a), (b, b), (c, ¢)}. Offensichtlich ist u € %(A). Ferner wihlen wir ¢ =

= {(a, @), (b, b), (¢, ©), (b, ¢). (s )} s = {({a}, {a}), ({b. ¢}, {b, ¢}). ({a}.{b. })} e

€ U(A[o) und also o ist eine u-schwach faktorisierende Aquivalenz auf 4. Offenbar
ist ¢ nicht u-stark faktorisierend auf A4, nachdem (b, ¢)ea, (a,c) ¢ o, (a, b) € u,

(a, ¢) ¢ u ist.

21. Satz. Es sei u € U(A) und ¢ € G(A, u). Dann gelten die folgenden Behaup-
tungen:

a. Es ist u < u(g) und (A, u(g)) ist eine geordnete Menge; es ist u 4, = u(0)4/,

b. Die Relation g ist eine u(g)-stark faktorisierende Aquivalenz auf A.

c. SeiveU(A), u < v und sei ¢ eine v-stark faktorisierende Aquivalenz auf A.
Dann ist u(g) < v.
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Beweis. a. Diese Behauptung ist eine unmittelbare Folgerung der Definition von
u(o) (Abs. 18b.) und des Lemmas 11.

b. Essei X € Afo, x, ye X, ze A — X und (x, z) € u(g). Es existiert eine Menge Z,
Z € Ao, welche das Element z enthilt; offenbar ist Z # X. Der Definition von u(g)
nach gilt auch die Ungleichung (y, z) € u(e), da (X, Z) € u,, ist. Gleicherweise leicht
kann man auch die weiteren Aussagen herleiten, welche zum Beweis der Behaup-
tungen

(XeAdo, x,yeX, zed - X)=

= (((x 2) eul@) = (. 2) e u(e)) und ((z, x) e ule) = (=, y) € u(e)))

(s. [4] Voraussetzung (1) auf S. 16) benotigt werden. Also ist g eine u(o)-stark fakto-
risierende Aquivalenz auf A.

c. Bs sei x,ye A, (x,y)eu(o), X,Ye Afo, xe X, yeY. Wenn X = Y ist, dann
ist nach der Definition von u(g) (Abs. 18b.) (x, y)€ ¢ nu und die Ungleichung
(x, y)ev ist dann eine Folgerung der vorausgesetzten Inklusion u < v. Es gelte
also X =+ Y. Dann ist (X, Y) € u , zufolge der vorausgesetzten Relation (x, y) € u(g)
und es gibt also eine natiirliche Zahl n, n = 2 und Mengen X,, ..., X, € A/Q, welche
die Beziehungen X =X, Y=X, und (X, X, )eu fir alle i=1,..,n—1
erfiillen. Die Mengen X4, ..., X, sind voraussetzungsgemiss in (A4, v) eingelegt
(s. [4], S. 16) und deswegen ist (x; x;,,)ev fir i =1,...,n — 1 und beliebige
Elemente x;€X;, x,€X,, nachdem offenbar i n (Afo x Afg) S uy,, S v4, und
(Xi Xi41) €t ist. Von den Beziehungen (x5 x;+1) € v und von der Transitivitit von
v auf A folgt dann speziell (x, y) € v. Die Inklusion u(g) < v ist so hiemit bewiesen.

22. Definition. Es sei (4, u) eine Kette und X < 4. Die Menge X nennen wir
genau dann eine echte u-konvexe Menge, wenn X < 4, X + 0 und wenn X eine
konvexe Teilmenge in (4, u) ist.

Wenn ¥ die Menge linearer Ordnungen auf A ist, dann wird X genau dann
eine ¥ -konvexe Menge genannt, wenn X fiir alle v € 7~ eine konvexe Teilmenge von
(A, v) ist. X heisst genau dann eine echte ¥"-konvexe Menge, wenn X eine ¥ "-konvexe
Menge ist und wenn @ + X < A4 ist.

X wird genau dann eine offene ¥ -konvexe Menge genannt, wenn X eine ¥ -
konvexe Menge ist und wenn fiir kein v € ¥~ die geordnete Menge (X, v) ein kleinstes
und ein grosstes Element hat.

Dic Relation ¢ € E(A) heisst genau dann eine ¥ -konvexe Aquivalenz (kiirzer
‘/f-fi'quivalenz), wenn jedes Element von A/Q eine ¥ -konvexe Menge ist.

23. Lemma. Es sei ¢ € E(A). Dann gelten diese Behauptungen:

a. Wenn X € Ao ist, dann ist X eine U’(g)-konvexe Menge.

b. Es sei we U(A), sei (4, w) eine Kette und sei w¢ U'(0). Dann ist o keine
w-konvexe Aquivalenz.
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c. Es sei ¥~ die Menge linearer Ordnungen auf A. Dann ist ¢ genau dann eine
¥ -konvexe Aquivalenz, wenn g € e(7") ist.

Beweis. Die Behauptung a. ist der Inhalt des Satzes 36 in [7].

b. Den Beweis fiihren wir mittels eines Widerspruches; es sei unter der gegebenen
Voraussetzungen die Aquivalenz ¢ w-konvex. Dann sind alle Elemente des nicht-
leeren Systemes Afo nichtleere w-konvexe Mengen. Sei X, Ye Afo, (X, Y)e w und
(Y, X) € . Dann gibt es x,, x, € X, y,, y, €Y, fiir welche (x;, y,) ew, (y,, x;)ew
ist. Die geordnete Menge (4, w) ist eine Kette und demzufolge gelten die Implika-
tionen

(Yiy)ew=y eX; (x5, x;)ew=x,€Y;
(v2»y1)ew und (x,x,)ew und (y,, x,)ew=x,€Y;

(y2»v1)ew und (x,x,)ew und (x,y,)ew=y,eX,

deren Antezendenten alle logische Mdglichkeiten erschépfen. Der Punktfremdheit
des Systemes Ao zufolge folgt dann von (X, Y), (Y, X) € w die Gleichung X =Y.
Die Relation w ist auf 4[g auch transitiv, was wieder sofort daher vorkommt, dass
(A4, w) eine Kette ist. Speziell ist w N (Afe x Afg) = w,, eine (lineare) Ordnung
auf Afe; nach [7], Abs. 17 und 19 ist dann ¢ € G(4, w) oder mit anderen Worten ist
w e U'(g). Dieser Widerspruch beweist die Behauptung.

c. Wenn g eine ¥"-konvexe Aquivalenz auf 4 ist, dann ist nach b. ¥" = U’(g) und
also ist ¢ € e(¥"). Wenn umgekehrt ¢ € e(¥") ist, dann ¥" = U(g) und nachdem die
Elemente von ¥~ auch lineare Ordnungen auf A4 sind, ist nach Abs. 16 ¥" = U’(g).

24. Bemerkung. Offenbar gelten diese Behauptungen:

a. Wenn ¥~ = 0 ist, dann ist jede Teilmenge in 4 ¥ "-konvex.

b. Wenn ¥~ eine beliebige Menge linearer Ordnungen auf A4 ist (d. h. wenn ¥~ <
< U'(id,) ist), dann ist jede, hichstens ein Element enthaltend, Teilmenge in 4
¥ -konvex und A ist immer eine ¥"-konvexe Menge.

c. Istcard 4 = 3, X « A und card X > 1, dann existiert eine lineare Ordnung u
auf A derart, dass X nicht u-konvex ist.

d. Wenn die Menge X, X = A ¥ -konvex ist und wenn 7", < ¥~ gilt, dann ist X
7" -konvex.

e. Wenn die Menge X, X = A nicht ¥ -konvex ist und wenn ¥~ < ¥7, ist, dann
ist X nicht 77,-konvex.

25. Lemma. Es sei 9 € E(4), a, b, c€ A, a # c und es gelte
(a,b)eo oder (b,c)eo oder (a,b),(b,c),(c,a)é¢o.

Dann existiert ein u € U'(@) so dass (a,b)eu, (b, c)eu ist.
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Beweis. Die Relation v definieren wir folgenderweise:

v =p¢ {(a, b), (b, ¢), (a, c)} Uid,;

nach den Voraussetzungen des Lemmas ist offenbar v € U(Q) und nach den Sétzen 13
und 15 existiert eine lineare Ordnung u € U'(g) auf A, fiir welche v = u ist; u besitzt
die verlangten Eigenschaften.

26. Lemma. Es sei ¢ € E(A) und sei B eine echte U'(g)-konvexe Menge. Dann
ist (x, y) € o fiir alle Elemente x, y € B.

Den Beweis fithren wir mittels eines Widerspruches. Es existiere a, ¢ € B, (a, c) ¢ 0.
Wihlen wir be A — B; B ist ndmlich eine echte konvexe Menge und darum ist
A — B + 0. Es konnen genau diese Moglichkeiten vorkommen:

(a,b)eg; (b,c)eo; (a,b)¢e und (b,c)¢g und (a,c)éo.

Dem Lemma 25 nach existiert dann u € U’(g) derart, dass (a, b), (b, ¢) € u ist und also
ist B sogar keine {u}-konvexe Menge und desto weniger ist diese also eine U'(g)-
konvexe Menge.

27. Satz. Es sei g€ E(A), oee(U'(¢)) und sei card Afo > 1. Dann ist 0 < ¢
und ferner gilt g € e(U’(0)).

Der Beweis folgt unmittelbar von der Voraussetzung card Af¢ > 1 (d. h. fiir
alle X € Ao ist ) = X = A) und vom Lemma 26. Die Relation ¢ € ¢(U’(¢)) kommt
direkt von der Definition der Abbildungen e, U her (s. Abs. 1).

Uber eine Charakterisierung einer Aquivalenz auf einer Menge

28. Folgerung. Es sei ¢ € E(A) und ¢ = A x A. Dann ist
0 = max {alaee(U’(g)), o= Ax A}.
(E(4),<)

Der Beweis folgt sofort vom Satz 27.

29. Bemerkung. Von der Folgerung 28 ist es zu sehen, dass dic Aquivalenz ¢ € E(A4)
auf A, fiir welche Afo + {4} ist, vollstindig durch die Menge U’(g) charakterisiert
ist; die Voraussetzung Afe =+ {4} (d. h. ¢ + 4 x A) ist dabei notwendig, nachdem
fiir ¢ = 4 x A ist U'(id4) = U’(¢’). Es ist offensichtlich, dass die Charakterisation
U'(¢) der Aquivalenz ¢ auf A ,,zu weitgehend* ist, da es z. B. geniigt nur solche
Mengen ¥, ¥* < U'(id4) zu erwégen, fiir welche U'(¢) = {u |u € ¥ oder u™' e ¥’}
ist; vgl. dafiir Gibrigens Lemma 4b. Weiterhin werden wir uns mit der Charakterisation
einer Aquivalenz auf 4 mit Hilfe von linearer Ordnungen auf 4 im Sinne der folgen-
den Definition befassen.
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30. Definition. Es sei ¥~ eine Menge linearer Ordnungen auf 4. ¥~ wird dann eine
e-Charakteristik genau dann genannt, wenn die Aquivalenz

V* =pc sup {o|oee(¥), o £ 4 x A}
(E(4),5)
der Beziehung ¥™* + 4 x A geniigt. ¥" nennen wir eine e-Charakteristik der Aqui-
valenz ¢ genau dann, wenn ¥"* = g ist.

31. Bezeichnung. Mit dem Symbol #%’(A4) bezeichnen wir die Menge aller linearen
Ordnungen auf 4.

32. Lemma. Es sei v < %’(A), sei n = 1 eine natiirliche Zahl und es seien
Ay, ..., A, V'-konvexe Mengen mit A; ~ A;, *+ 0 fiir alle i = 0, ...,n — 1. Dann

n

ist \J A; eine ¥ "-konvexe Menge.
i=0

Der Beweis wird induktionsweise nach n durchgefiihrt; fiir n = 1 folgt dieser
unmittelbar von der Definition einer ¥ -konvexen Menge (Abs. 22).

33. Lemma. Es sei ¥~ < %’(A), ae A und sei o/ ein nichtleeres System ¥ -kon-
vexer Mengen, welche alle das Element a enthalten. Dann ist o/ und auch N/
eine ¥ -konvexe Menge.

Der Beweis folgt direkt von der Definition einer ¥"-konvexen Menge (Abs. 22).

34. Lemma. Es sei ¥ eine e-Charakteristik. Dann ist ¥"* eine ¥ -Aquivalenz.

Beweis. Wihlen wir Be A/¥"* und a € B. Fiir x € B existieren dann eine natiir-
liche Zahl n(x) = 1, Aquivalenzen o(x)ee(¥”) (i =0,...,n(x)) und Elemente
By(x) € Afo/(x) derart, dass a € By(x), X € B,x(x), Bj(x) 0 Bj4(x) = 0 fiir j = 0, ...

n(x)

(x

.., n(x) — 1 ist. Nach dem Lemma 32 ist B(x) = U By(x) eine ¥ "-konvexe Menge
i=o

und offenbar ist a € B(x), x € B(x) und B(x) = B. Nach den soeben hergeleiteten
Beziehungen und nach dem Lemma 33 ist B eine ¥ -konvexe Menge; es ist also ¥7*
eine ¥"-Aquivalenz, da die Menge B, B € A/¥"* beliebig gewihlt worden ist.

35. Satz. Es sei ¥~ eine e-Charakteristik. Dann ist

¥* = max (e(¥) — {4 x A4}).
(E(4),€)

Beweis. Nach dem Lemma 34 ist ¥°* eine ¥ -Aquivalenz und also ist nach dem
Lemma 23c. ¥* e e(“// ); nach der Voraussetzung und der Definition der e-Charak-
teristik (Abs. 30) ist dann ¥"* im Sinne der Inklusion das grosste Element in e(¥") —
— {4 x A4}.
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36. Lemma. Es sei ¥~ eine e-Charakteristik und sei C eine echte ¥ -konvexe
Menge. Dann existiert B, Be A[¥"* so dass C < B ist.

Der Beweis folgt vom Lemma 23c.: Unter den Voraussetzungen des zu beweisen-
den Lemmas ist die Aquivalenz ¢ =p¢(C x C) U id,_( eine ¥-Aquivalenz auf A4
(s. z. B. [7], Abs. 41, wo wir ¢ = k(¢) = C x C legen) und deswegen ist ¢ € e(¥").
Der Voraussetzung nach ist § « C < A und darum ist 0 + 4 X A; also ist o €
ee(?7) — {4 x A} und 7" ist eine e-Charakteristik. Von der Definition der e-Cha-
rakteristik (Abs. 30) ergibt sich dann von dieser Inklusion ist dann die Behauptung
des Lemmas sofort ersichtlich.

37. Satz. Es sei card A = 2und ¥~ < %'(A). Dann ist ¥ genau dann eine e-Cha-
rakteristik, wenn ¥~ der folgenden Bedingung geniigt.

(6) Wenn X eine echte ¥ -konvexe Menge ist, dann existiert eine im Sinne der
Inklusion grdsste echte ¥ -konvexe Menge B = B(X), fiir welche X < B ist.

Wenn ¥~ der Bedingung (6) geniigt, dann ist das System *¥" aller echten, im
Sinne der Inklusion maximalen ¥ -konvexen Mengen einer Zerlegung von A[¥*
gleich.

Beweis. Setzen wir zuerst voraus, dass ¥~ eine e-Charakteristik und X eine echte
¥ "-konvexe Menge ist. Nach dem Lemma 36 existiert dann B = B(X) € A[¥"* so
dass X < B ist. Nach der Voraussetzung iiber ¥ ist § =« B = A4; von diesem und
von dem Lemma 34 folgt, dass B eine echte ¥ -konvexe Menge ist. Wenn B, eine
echte ¥"-konvexe Menge, welche der Inklusion B < B, geniigt, ist, dann ist es mit
Hilfe vom Lemma 36 zu sehen, dass B = B, ist; B ist demzufolge eine im Sinne der
Inklusion grosste echte ¥"-konvexe Menge, fiir die C = B gilt.

Erfiille umgekehrt die Menge ¥~ die Bedingung (6). Jede nur ein Element enthal-
tende Teilmenge in A4 ist #-konvex und es ist A # @; also ist *¥ + (. Wir zeigen
zuerst, dass *7” eine Zerlegung auf A ist. Dem Obigen nach ist U*¥~ = A. Wéhlen
wir B, Ce *¥", B = C. Wenn B n C =+ (ist, dann ist nach Abs. 33 B n C eine echte
¥ -konvexe Menge, wobei BN C = B, Bn C < C, B #+ C ist. Die Bedingung (6)
ist also nicht erfiillt; dieser Widerspruch hat die Punktfremdheit des Systemes *¥~
zufolge. Die Elemente von *¥~ sind echte ¥ "-konvexe Mengen und also sind diese
alle nichtleere Mengen, d. h. *¥” ist eine Zerlegung auf 4 und zugleich folgt daher,
dass *¥~ # {A} ist. Wenn ¢ € E(A) diejerige Aquivalenz ist, fiir welche *¥~ = Afo
gilt, dann ist nach dem Voranstehenden und nach dem Lemma 23c. g € (7") —
— {A x A}. Die Bedingung (6) bringt zugleich mit sich, dass ¢ im Sinne der Inklu-
sion maximal in e(¥") — {4 x A} ist und also ist ¢ = ¥"*. Dadurch ist der Satz
bewiesen.

38. Folgerung. Es sei card 4 = 2 und ¥" = %'(A). Dann ist " genau dann eine
e-Charakteristik, wenn das System *¥" (s. Abs. 37) eine Zerlegung auf A ist und
wenn *¥" % {A} gilt.
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Beweis. Es sei *¥" % {A} eine Zerlegung auf A und sei X eine echte ¥ -konvexe
Menge. Setzen wir voraus, dass B, C € *¥~ so existieren, dass B + Cund X n B +
£+ 0 # X n C ist. Nach Abs. 32 ist dann X U B eine ¥ -konvexe Menge und von
der Beziehung X n C + @ folgt B < X U B; soeben kann gezeigt werden, dass
C < X u C ist und dass X U C eine ¥ -konvexe Menge ist. Zumindest eine der
¥ -konvexen Mengen X U B, X u C ist eine echte und dieses widerspricht der
Definition des Systemes *¥". Die Menge *¥~ erfiillt also die Bedingung (6) vom
Abs. 37 und demzufolge ist nach dem Satz 37 ¥~ eine e-Charakteristik.

Ist umgekehrt ¥~ eine e-Charakteristik, dann ist *¥” + {4} und nach dem Satz 37
ist *7” eine Zerlegung auf A.

39. Definition. Es sei ¥~ = #'(A). Fiir x, y e A definieren wir dann (x, y) € v,
genau dann, wenn eine echte ¥ -konvexe Menge B = B(x, y) so existiert, dass x, y €
€ B ist. Die Relation v definieren wir als die im Sinne der Inklusion kleinste transitive
Hiille der Relation v, auf A.

40. Lemma. Es sei ¥~ < U'(A) und card A = 2. Die Relation v ist dann eine
Aquivalenz auf A.

Beweis. Die Relation v, ist auf A4 reflexiv, nachdem fiir jedes Element x € A {x}
eine echte 7 -konvexe Menge ist; die Symmetrie von v, auf A4 folgt unmittelbar von der
Definition 39 und es ist v; = A x A. Also ist auch v (als die =-kleinste transitive
Hiille der Relation v, in A) reflexiv und symmetrisch in 4 und definitionsgemass ist v
auch transitiv. Es ist auch id, € v; € v € A x A und daher ist ve E(4), d. h. v
ist eine Aquivalenz auf A.

41. Satz. Es sei card A =2 2 und ¥" = %'(A). Dann ist ¥~ genau dann enie e-Cha-
rakteristik, wenn v = A x A ist. Wenn ¥ eine e-Charakteristik ist, dann ist *¥" =
= Afv(d. h. v* = v).

Beweis. Setzen wir zuerst voraus, dass ¥~ eine e-Charakteristik ist. Wahlen wir
ae A. Dann ist {a} eine echte ¥ -konvexe Menge und daher existiert nach der
Bedingung (6) vom Abs. 37 eine Menge B = B(a), welche die im Sinne der Inklusion
grosste echte ¥"-konvexe Menge ist, die das Element a enthilt. Wahlen wirxe 4 — B
und zeigen wir, dass (a, x) ¢ v ist. Ist nimlich (a, x) € v, dann existieren eine natiirli-
che Zahl n und echte ¥ -konvexe Mengen A, ..., A+, S0 dass a € Ay, x € 4,,, und
A;n Ay F 0fiirallei = 0, ..., nist. Nach der Definition von B als der <-gréssten
echten ¥"-konvexen Menge beweist man dann induktionsweise nach n die Inklu-
sionen Ay, ..., 4,41 € B, d. h. x € B, dieses widerspricht aber der Wahl des Elemen-
tes x. Esist also (4, x) ¢ v,d. h.esist v + 4 x A.

Von der soeben durchgefiihrten Erlauterung folgt auch die Beziehung A4/v € A4/¥*
(s. [7], Abs. 1); die inverse Relation A/¥"* € Afv folgt sofort von der Definition der
Relation v, nachdem fiir eine e-Charakteristik ¥°, B € A/¥"* und a, b € B nach dem
Satz 37 sogar (a, b) € v; < v gilt. Also ist A/¥"* = A[v, oder auf eine andere Schreib-
art: es gilt ¥"* = v (s. [7], Abs. 10).
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Sei umgekehrt ¥~ nicht eine e-Charakteristik. Dem Satz 37 zufolge existiert dann
eine echte ¥-konvexe Menge B derart, dass keine echte ¥"-konvexe Menge C, fiir
welche B = C ist, im Sinne der Inklusion eine grosste ist; das System solcher Men-
gen C bezeichnen wir mit €. Es ist Be & und also ist € + 0. Nach dem Lemma 33
ist D =p U% eine ¥ "-konvexe Menge, welche nach der Voraussetzung nicht echte
sein kann; nachdem @ = B < D gilt, ist D = A. Wihlen wir beliebig a € B und x € A.
Dann existiert C(x) e % so dass B = C(x) und x € C(x) ist, wobei C(x) nach der
Definition des Systemes % eine echte ¥ -konvexe Menge ist. Also ist (a, x)e v, S v
und demzufolge auch v = 4 x A.

42. Bemerkung. Sei ¥~ = %'(A). Dann kann man die Untersuchung ob ¥ eine
e-Charakteristik ist, nach dem Satz 41 und der Definition 39 auf die Untersuchung
der Relation v, tberfiihren. Dabei k6nnen uns die Lemmas 43 und 45 behilflich sein.

43. Lemma. Es sei ¥" = %'(A) und a, b € A. Mit dem Symbol &(a, b) bezeichnen
wir die Menge aller ¥ -konvexen Mengen, welche die Elemente a, b enthalten.
Dann ist (a, b) € v, genau dann, wenn E(a, b) =p; (\&(a, b) eine echte Teilmenge
in A ist.

Beweis. Nach dem Lemma 33 ist E(a, b) eine ¥ -konvexe Menge und die Relatio-
nen a, b € E(a, b) bringen die Nichtleerheit von E(a, b) mit sich (4 € &(a, b)). Die
Menge E(a, b) ist also im Sinne der Inklusion die kleinste ¥"-konvexe Menge, die
Elemente a, b enthalt. Daher ist der Beweis der Bechauptung schon klar.

44. Definitionen und Bezeichnungen. Fiir x,ye A4, ue#'(4) und (x,y)eu
definieren wir im Fall x & y
(X, ¥y =pr{zed I (x,2)eu, (y,2)eu"}, x>y =pn0,
(%, 9. =pri{zed|(x.z)eu, (y,2)eu™", x*+z y+z}, (1x)y=p0;
im Fall x = y legen wir {x, y>, =p¢ {x}, (X, ¥), =p¢ 0-
Es sei X eine Teilmenge in 4, a € A und ¥~ < %'(A). Dann definieren wir
Ey(a, X, ¥) =pr U (Ka, x>, v {x, ay,) -
xeX
ue¥y"

Wenn fiir die natiirliche Zahl n, n + 0 die Menge E,(a, X, ¥") definiert ist, dann legen
wir

+
En+ 1(as X’ 'V) =Df El(a, En(aa X, V), 1/) s E(aa X" V) =bf U En(a: X’ V) .
n=1

Wenn bei irgendeiner Erlduterung die Menge ¥~ gegeben ist, dann lassen wir bei
den Bezeichnungen das Symbol ¥~ einfach weg und bezeichnen kiirzer nur (n €N,
n # 0) E,(a, X) =p; E,(a, X, V), E(a, X) =p E(a, X, V).
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45. Lemma. Es sei ¥" < %'(A), a€ A, X = A und seien die Mengen ¥~ und X
nicht leer. Dann gilt

@) E(a,X) < E,sy(a,X) S E(a,X) S 4,
(8) a€Efa,X), (xeX)=(xeE,a,X))

fiir alle natiirliche Zahlen n, n + 0 und die Menge E(a, X) ist im Sinne der Inklu-
sion die kleinste ¥ -konvexe Menge, welche den Beziehungen a eE(a, X) X c
S E(a, X) geniigt.

Beweis. Die Behauptungen (7) und (8) sind unmittelbare Folgerungen der Defini-
tionen vom Abs. 44 und der Nichtleerheit von ¥ und X; von (7) und (8) folgen dann
die Beziehungen a € E(a, X), X < E(a, X).

Wir beweisen zuerst, dass E(a, X) eine ¥ -konvexe Menge ist. Wir wihlen x, y €
€ E(a, X). Dann gibt es natiirliche Zahlen n(x) und n(y) so dass x € E,x(a, X),
y € E,(a, X) sein wird. Fiix n = max {n(x), n(y)} ist nach (7) x, y e E,(a, X).
Dann gilt nach der Definition von E,, (a, X) fiir eine beliebige Ordnung u € ¥~ die
Inklusion

(X, Y2y U LY, XDy € Epyq(a, X) = E(a, X)

und also ist E(a, X) offenbar eine ¥ -konvexe Menge.

Es sei B = A eine 7 -konvexe Menge, fiir welche a € B, X < B ist. Dann ist
El(a, X) < B nach der Definition von E; im Abs. 44 und daher, dass B eine 7 -
konvexe Menge ist. Mittels Induktion nach dem natiirlichen Index n zeigen wir dann
schon leicht, dass fiir alle neN, n #+ 0 E,(a, X) = B ist; der Definition 44 der
Menge E(a, X) nach gilt aber dann auch die Inklusion E(a, X) < B.

46. Bemerkung. In dem folgenden Schlussteil suchen wir fiir die gegebene Aqui-
valenz ¢ auf A eine Abschitzung der Zahl m(g) (s. Definition 47). Dabei hilft uns
im Falle card A/g > N, die Behauptung vom Abs. 50, welche selber einen bemer-
kenswerten Satz darstellt.

47. Definition. Es sei 0, ¢ + A x A eine Aquiva'znz auf A. Mit dem Symbol m(o)
bezeichnen wir die kleinste aller Michtigkeiten von e-Charakteristiken der Aqui-
valenz g.

48. Lemma. Es sei card A > 2 und 9, ¢ + A x A sei eine Aquivalenz auf A.
Dann ist m(g) > 1.

Beweis. Wenn ¥~ = @ ist, dann ist e(¥") = E(A). Der Voraussetzung nach ist
card A > 2 und darum ist

sup (E(4) — {4 x A}) =Ax A;
(E(4), <)
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also ist @ keine e-Charakteristik und daher ist m(g) = 0. Es sei u € %'(A) und ¥~ =
= {u}, d. h. (4, u) ist eine Kette. Von der Voraussetzung card 4 > 2 folgt dann
v = A x A fir die Relation v und also ist ¥ nach dem Satz 41 nicht eine e-Charak-
teristik, d. h. es ist auch m(g) =+ 1. Dieses beweist die Abschitzung m(g) > 1.

49. Lemma. Es sei O = v~ = %'(A), ¢ € E(A) und sei B eine ¥ -konvexe Menge.
Bezeichnen wir # =p{X|X € Alo, X n B + 0}. Dann ist # fiir alle ue ¥
eine u 4,,-konvexe Menge in (A/Q, uA,(,) und jedes Element von # mit Ausnahme von
héchstens zweien ist eine Teilmenge von B.

Beweis. Die Terminologie und Bezeichnungen sind in [7], Abs. 16 und 35 ange-
geben. Wir wihlen u € 77, C, D € # und setzen voraus, dass (C, D) € uy,, ist. Wenn
C = D ist, dann ist jedes Element des abgeschlossenen Intervalles <{C, D}, in
(A/g, u4y,) dem Element C gleich und gehért also zu #. Es sei also C + D und
wihlen wir ce BN C,de B D. Dann ist ¢ * d, (c, d) € u (nachdem u eine lineare
Ordnung auf A ist) und daher, dass die Menge B ¥ -konvexe ist folgt <c, d), = B.
Es sei E€(C, D),,,, (s. Abs. 44; die dort angefiihrte Bezeichnung fiir (4, u) iiber-
tragen wir auf den Fall der Kette (Ao, u4,)); dann erfiillt jedes Element e, e € E die
Beziehungen (C, {e})eu, ({e}, D) eu. Daher folgt die Relation ee<{c, d), und
dadurch auch die Inklusion E < {c, d), < B. Die Menge % ist also in (4]0, u,,)
eine u 4,,-konvexe Menge.

Es seien C, D, E € # drei paarweise verschiedene Elemente, fiir welche C < B,
D < B, E < B nicht gilt. Wahleman u € ¥". Dann ist u eine lineare Ordnung auf 4
und darum ist (4/g, u4,) eine Kette. Man kann also voraussetzen, dass E € (C, D), , .
ist. Nach dem ersten Teil des Beweises ist dann E < B; dieser Widerspruch beweist
die tibrigen Behauptungen des Lemmas.

50. Lemma. Es sei M eine unendliche Menge. Dann existiert eine Relation o
so dass (M, o) eine Kette ohne kleinstes und grostes Element ist und dass jede
nichtleere offene o-konvexe Teilmenge in M die gleiche Mdchtigkeit wie M hat.

Beweis. Wir erinnern zuerst an einige Definitionen und Ergebnisse der Theorie
der geordneten Mengen; diese sind in einem engen Zusammenhang mit der Ordinal-
potenz 2= (s. [5], Kap. VI und VII, insbesondere § 5 vom Kap. VI und der Satz 6
im § 7, Kap. VII, S. 261 der russischen Ubersetzung).

Wenn ¢ eine Ordinalzahl ist, dann definieren wir W(f) als die Menge aller Ordinal-
zahlen 5, n < & Wenn f : W(&) — {0, 1} ist, dann legen wir N(f) =y {n | n € W(¢),
f(n) * 0}. Fiir die Ordinalzahl o bezeichnen wir (nur fiir den Gebrauch in diesem
Bewelis) '

WY@ =p {f|f: W(w,) > {0,1}, 0 < card N(f) < N,} .

Auf W(2)¥©? definieren wir die iibliche lexikographische Ordnung <,; fiir f, g €
e W(2)"“=) definieren wir also (f, g) € <, genau dann, wenn ¢ € W(w,) so existiert,
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dass f(&) = 0, g(¢) = 1 ist und f(n) = g(y) fiir alle 7, n < & ist oder wenn f =g
gilt.

Die geordnete Menge (W(2)"“?, <,) ist eine Kette ohne dem kleinsten und
grossten Element, welche soeben wie jede deren nichtleere offene konvexe Teilmenge
die Michtigkeit N, hat.

Wenn M cine unendliche Menge ist, dann existiert genau eine Ordinalzahl « so
dass card M = N, ist. Es existiert dann auch eine bijektive Abbildung f : W(Z)W("’“) -
— M als o wahlen wir diejenige lineare Ordnung auf M, fiir welche f ein monotoner
Isomorphismus von der Kette (W(2)"“<), <,) auf die Kette (M, o) ist. Die Kette
(M, o) hat offenbar die verlangten Eigenschaften.

51. Satz. Es sei ¢ eine Aquivalenz auf A und sei card Ale = Xy. Dann ist
m(g) = 2.

Beweis. Bezeichnen wir N, =p card (4/g). Es ist card 4 = X, = card (4/o) =
= Ny > 2 > 1;esist daher alsocard 4 > 2 und ¢ = 4 x A. Nach dem Lemma 48
gilt die Abschitzung 1 < m(g).

Bezeichnen wir o/ =g Af. Sei u, diejenige Wohlordnung auf &, fiir welche die
Kette (o, u,) die Ordinalzahl w, hat. Ferner wihlen wir u, als diejenige lineare
Ordnung auf «, fiir welche die Kette (<, u,) den Behauptungen des Lemmas 50
geniigt. Fir jedes Element X € & wihlen wir eine lineare Ordnung vy auf 4 und
fir i = 1,2 sei w; die Ordnung der lexikographischen Summe Y (X, vx); der

Xe(L ,uy)
Konstruktion von w; nach folgt, dass (4, w;) Ketten sind. Wenn wir ¥~ =p, {w,, w,}
bezeichnen, dann ist jedes Element X, X € &/ eine echte #"-konvexe Menge. Wir
zzigen durch einen Widerspruch, dass alle X € o7 im Sinne der Inklusion maximale
echte ¥"-konvexe Mengen sind.

Es sei B eine echte ¥"-konvexe Menge; wir definieren 8 =p; {X | X € o/, X N B *+
+ 0} und setzen voraus, dass card # = 2 ist. Sei C das erste Element in (&, u;),
welches zu % gehort (2 ist offenbar ein nichtleeres System). Nachdem Lemma 49
ist Z eine (w,)4,,-konvexe Menge in (&, (w,),) und diese ist daher also auch eine
u,-konvexe Menge in (s, u,); nach dem Lemma 11 ist nidmlich (w;)s, = u,.
Dabher folgt die Beziehung card # = N,; nach der Definition von w, und der Wahl
von u, muss dann & = {X | X € o, (C, X) € u,} sein, nachdem auch eine (w,) ,/, =
= u,-konvexe Menge in (&, u,) und die Ordinalzahl der wohlgeordneten Kette
(s, uy) gleich w, ist. Dabei ist jedes Element von # mit der zufilligen Ausnahme
von C eine Teilmenge in B. Es sei D das erste Element in (7, u,); dannist &/ — % =
= (D, C),, eine u;-konvexe Menge (ein Intervall) in (o7, u;) und deren Méchtigkeit
ist offenbar kleiner als ¥,. Die Kette (7, u,) geniigt den Behauptungen vom Lemma
50 und so ist &/ = 4. Dadurch ist zugleich auch gezeigt, dass fiir jedes Element X,
X € o/ mit der moglichen Ausnahme von C die Inklusion X < B gilt. Das Element C
ist aber nach der Voraussetzung iiber die Kette (&, u,) auch nicht das letzte Element
in dieser Kette und die Voraussetzung C — B =% 0 bringt so einen Widerspruch mit
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sich, nachdem B eine ¥ -konvexe Menge sein soll. Es gilt also C = B, womit die
Gleichung 4 = B bewiesen wurde, welche aber der Voraussetzung, dass die 7-
konvexe Menge B eine echte ist, widerspruch. Das System Z enthilt also nur ein
Element, d. h. jedes Element X € o/ ist im Sinne der Inklusion eine maximale echte
¥ -konvexe Menge. Nach der Folgerung 38 und nach dem Satz 37 ist dann ¥ eine
e-Charakteristik der Aquivalenz ¢ und daher ist dann auch m(g) < 2. Also ist

m(e) = 2.

52. Satz. Es sei card A > 2, o € E(A), n eine natiirliche Zahl, n > | und
card Afo = n. Dann ist 1 < m(g) < n.

Beweis. Bezeichnen wir I =y {1,2,...,n}, o =y Afo, & = {4,, ..., 4,} und
fiir X € o sei uy eine lineare Ordnung auf X. Es sei < die lineare Ordnung auf der
Menge der natiirlichen Zahlen und fiir i €I sei v; die lineare Ordnung auf I, welche
der Ordinalsumme (i, n) @ <1,i — 1) zugehort (s. [1], § 8, Kap. I). Fiir iel
sei v; diejenige lineare Ordnung auf o/, mit Riicksicht auf welche die Abbildung
j = A; (j €I) ein monotoner Isomorphismus der Ketten (I, v;) und (&7, v;) ist. Fiir
j el sei w; die zu der lexikographischen Summe Y (X, uy) gehérende Ordnung

Xe(A,vj)
auf A; der Wahl von uy und v; (X € o, j€l) ist die gjeordnete Menge (4, w;) eine
Kette. Wir definieren noch ¥~ =y {w; I i eI}; die Elemente der Zerlegung « auf 4
sind dann der Konstruktion von ¥~ zu Folge echte ¥"-konvexe Mengen. Wir zeigen
mittels eines Widerspruches, dass 7~ eine e-Charakteristik ist.

Wir wihlen ae A;, be 4; (i,jel, i < j) und es existiere eine die Elemznte a, b
enthaltende ¥"-konvexe Menge B. Dann gelten die Beziehungen

j-1
{x|xed, (a,x)euy}u U 4 u{x|xed;, (x,b)eu,} =<ab),, =B,
k=i+1

{x|xed, (x,a)eu}u U A uUA U{x|xed;, (byx)euy} =
k=j+1 k=1

= (b, ay,,, < B

(in (o, vj4,) ist A; das grosste Element und in (&, v;,,) ist A; das grésste Element;
fiir j = n legen wir w,,; =p¢ w,), nachdem B eine ¥ -konvexe Menge ist. Es ist
{a, b,,,, v<b,a),, = A und daher ist A = B. B ist also nicht eine echte ¥"-
konvexe Menge und daher ist nach dem Satz 41 leicht zu sehen, dass ¥~ die e-Charak-
teristik der Aquivalenz g ist, woher die zu beweisende Beziehung m(g) < card ¥" = n
folgt. Die Abschitzung 1 < m(g) gilt nach dem Lemma 48, da von card (4/o) =
=n>1,0+ A x A folgt.

53. Vermutung. Es sei card 4 > 2, g€ E(A) 1 < card (4g) < R,. Dann ist
m(p) = card (4/o).
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54. Bemerkung. Viele oben angefiihrte Ergebnisse kann man nach geringen Ande-
rungen auch auf den Fall iibertragen, wo nur solche e-Charakteristiken von Aquiva-
lenzen auf A erwigt, deren Elemente Wohlordnungen auf A sind.

Bei der Korektur: Das ist ausgefiihrt in einer vorbereiteten Arbeit Zur Aqui-
valenz- und Ordnungsrelationen, wo die Funktion m (s. Abs. 47) voll charakterisiert
ist, und u. a. ist belichtet die Unrichtigheit der Vermutung 53.
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