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HOHERER ORDNUNG

MANFRED MULLER, Berlin und JINDRICH NECAS, Praha

(Eingengangen am 22. November 1973)

1. EINLEITUNG

Im beschrinkten Gebiet Q < Ey mit hinreichend glattem Rand 0Q betrachten wir
eine schwache Losung der Differentialgleichung

(L.1) Y (=) Dlafx, Du) = Z( Nl Dy,

li| 2k

die zum reellen Sobolewraum W2(Q) gehort.
Hierbei ist k positiv und ganzzahlig, m 2> 2, D' = 8'"l[ox¥ ... 0x}Y, £, € Lyym—1(Q).
Wir nehmen an, daf die Dirichletsche Randbedingung

(1.2) u — uy e Wy(Q)

erfiillt ist, wobei W,:(Q) die AbschlieBung der Menge D(Q) aller beliebig oft stetig
differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Trager in Q in der W,ﬁ(Q)—Norm
bedeutet und u, € W,(Q).

Sei M eine Menge von Multiindizes i, [1] < k, mit folgenden Eigenschaften:
M enthalt alle Multiindizes der Lange k und mit einem Multiindex der Lange k' < k
enthilt M auch alle anderen Multiindizes der Léange k'.

& = {&;} jem sei ein Element des r-dimensionalen euklidischen Raumes E,, wobei r
die Anzahl der Elemente von M angibt.

Wir bezeichnen

V=1+1Y |¢.
JjeM
Voraussetzungen:
(1.3) a;eC(@xE,), ||k
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(1.4) lai(x, &) = %( ol < cm?,

'Yle_z Z A? = Z aij(x7 é) }‘i'lj’

lil=k lilljl1sk

laie, &) + |2 ax, &) < cymt.
0x,

Solche Voraussetzungen findet man z. B. bei Viscuik [1] und Morrey [2].

Der Hauptschritt zum Nachweis der Regularitit (oder partieller Regularitit)
fir die Losung des Problems (1.1), (1.2) im Inneren von Q besteht in der Abschitzung

(L.5) J Y ayp MMy <o
o lilLlil=k ox, 0x,;
wobei Q' = Q (2 ist die Abschliefung von '), =1,...,N.
Eine genauere Abschitzung findet man bei Neas [3], [4]:

(L6) I 2 Y (D) dx < oo
° lil=k+1
mit ¢(x) = Abstand (x, 02).
Diese inneren Abschidtzungen sind bisher im Falle N > 3 die besten fiir die Lésung

des Problems (1.1), (1.2). Das Gegenbeispiel von Grusti und MIRANDA [12] deutet
darauf hin, daB sie nicht wesentlich verbessert werden kénnen.

Fiir die Dimension N = 2 hat Negas in [5], [6] unter entsprechenden Voraus-
setzungen iiber die Funktionen uo, f; gezeigt, daB die Ableitungen D, |o| = k,
in Q hélderstetig sind. Dieser Fakt ist (entsprechend den bekannten Sétzen aus der
Theorie der linearen Differentialgleichungen) der Ausgangspunkt fiir Aussagen iiber
Regularitat hoherer Ordnung.

Im vorliegenden Artikel werden fiir N > 3 Abschitzungen der Art bewiesen

(17) L V"2 ¥ (Do) dx < e,

li[=k

wobei d,u die unten definierte ,, Tangentialableitung* ist, und

(1.8) J.(V'"—2 Y. |Piul)rdx <
Q lilSk+1
" mit

1=1+(N—2)(m-—2)
q 2 2Nm ’
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Fir m =2 ist auch ¢ = 2, d. h. die (k + 1)-ten Ableitungen sind zur gleichen
Potenz integrierbar wie die k-ten Ableitungen. Regularititsaussagen fiir m = 2
sind von Miiller in [10], [11] bewiesen worden.

2. DEFINITIONEN UND HILFSSATiE

Der Einfachheit halber nehmen wir an, daB das Gebiet Q einen unendlich oft
differenzierbaren Rand 0 hat.

Mit E(Q) bezeichnen wir die Menge aller reellen, unendlich oft differenzierbaren
und in @ zusammen mit allen Ableitungen stetigen Funktionen.

D(Q) ist die Teilmenge von E(Q) aller Funktionen mit kompaktem Trager.

Sei k positiv und ganzzahlig, 1 < p < co0. Mit W,(Q) bezeichnen wir den Raum
aller reellen Funktionen, die zusammen mit allen Ableitungen (im Sinne der Distribu-
tionen) D'u, |i| < k, zur p-ten Potenz integrierbar sind. Die Norm in W}(Q) ist gegeben

durch
. 1/p
[l = luls = (] % [afrax) "
o lilsk

Alle positiven Konstanten in den folgenden Sédtzen und Beweisen bezeichnen wir
mit C oder C;. Wichtige Konstanten, deren Werte wahrend des ganzen Artikels
unverindert bleiben, bezeichnen wir mit y,, y,, ...

Das folgende Lemma findet man z. B. in der Monografie von Negas [7]:

Lemma 2.1. Fiir W¥(Q) gibt es die dquivalente Norm:
1/p
<j Y |Dul dx) .
o la|=k
Fiir W¥(Q) gibt es die dquivalente Norm:

D’u

1/p
(J‘Ql:ék de+jM]u|de> , McQ, p(M)+0.

Fiir k < 0 definieren wir den Raum W,(Q) folgendermaBen: Es sei im folgenden
stets 1/p + 1/p’ = 1. Dann setzen wir Wx(Q) = (W,.(Q))*, wobei B* der zu B duale
Raum ist.

Die folgende wichtige Aussage gilt fiir Gebiete mit lipschitzstetigem Rand (vgl.
Netas [8]):

Lemma 2.2. Sei f € W)(Q), | ganzzahlig positiv, negativ oder Null, 1 < p < oo,
v positiv, ganzzahlig. Dann gilt:

i 5 €S 0Tl + Uliov)

A
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Definition. Die Funktion u € Wj(€) heiBt schwache Losung des Problems (1 1),
(1.2), wenn (1.2) erfiillt ist und

(2.1) '[ Y. Digay(x, D/u)dx =f Y Digpf;dx
o lilsk o lilsk
fiir jedes ¢ € W(Q) gilt.

Die Existenz einer schwachen Lésung des Problems (1.1), (1.2) beweisen wir hier
nicht, denn diese Frage ist bereits in vielen Arbeiten untersucht worden (vgl. z. B.
Vischik [1], Nedas [4]).

Aus den Voraussetzungen (1.4) folgt fiir die schwache Losung des Problems (1 1),
(1.2) ohne Schwierigkeit die Abschitzung:

Satz 2.1.

Juliat = et + 5

If.Ho me o+ uolE

Beweis. Aus der Identitat (2.1) erhalten wir mit ¢ = u — ug:

1
2.2) j dt 'f S ay(x, Dy + (DU — D*ug)) Di(u — o) Di(u — ug) dx =
olil.lilsk

= J” Y. Di(u — up)f;dx — J\Q“ékD"(u — o) a,(x, D°u,) dx .

o lilsk

Es 1aBt sich aber leicht zeigen, daB fiir beliebige reelle Zahlen a, ¢ gilt:
1
(23) - J' la + te]""2dt 2 C,c|"2.
0
Die Behauptung des Satzes folgt dann aus (2.2), (2.3) unter Beriicksichtigung von
(1.4).

3. DIE ABSCHATZUNGEN

Zuerst definieren wir ein lokales Tangentialvektorfeld. Sei X € 0Q beliebig und
(xy5 - .-, xy) ein Koordinatensystem mit dem Ursprung in X, dessen x,-Achse parallel
zur inneren Normalen an 0Q in % verlduft. Entsprechend unseren Voraussetzungen
geniigt der Rand von Q in einer gewissen Umgebung von % der Gleichung

xy =ox'), x' = (x,,_ e XN—1) s
wobei o € E(4,,) fiir

4,, ={xll —uy < X; < 0y, i=1,...,N—1}.
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“Wir wihlen o, auBerdem noch so, daB alle Punkte x = (x’, xN) mit x' €4
o(x") < xy £ o(x') + o, zu Q gehéren.

Sei o reell, 0 < o < «;. Mit { = {(x) bezeichnen wir eine Funktion mit folgenden
Eigenschaften:

i) { e D(Ey),
i) supp ¢ = M, = {(x, xy) | X' € 4,,, 0(x') — 2, < xy < (x') + o3},
iii) {(x) = 1 in N, = {(x', xN)I x' €4, o(x') £ xy < ox) + o}

@y’

Angenommeh, wir haben endlich viele Mengen N, ausgewahlt, die den Rand 0Q
tiberdecken.

Fiir hinreichend kleines <, 1| < ¢ und v = 1,..., N — 1 definieren wir folgende
Abbildung von supp { in M, :

y =x + h(x,7),

wobei
h(x,7) =0 fir 1SISN-—1, I+v
h(x,7) =1,
hy(x,7) = o(x’ + h'(x, 7)) — o(x').
Offensichtlich gilt:

x =y + h(y, —1)

und wenn x e 09, so auch y € 0Q. AuBerdem haben wir fiir die Jacobi-Determinante
D(3)/Dx) = 1.
Fiir x € supp { definieren wir den ,,Tangentialdifferentiationsoperator

du u dw
ou =20+ X)) ).
i ox, (y) Oxy (y) ox, (y )

Es gilt dann der folgende grundlegende Satz:

Satz 3.1. Sei u € W,(Q) eine schwache Lisung des Randwertproblems (1.1), (1.2).
Unter den Voraussetzungen (1.3), (1.4) und f; € W;(Q), uo € Wy"(Q) gilt die Ab-
schdtzung:

(3.1) DL (Di ("—“ + "—”,a—‘ﬂ»f dx <

0x, Oxy 0x,
S C(U+ Jultn + X 1AdE2 + ol Eerm) -

Beweis. Zunéchst vermerken wir folgenden wichtigen Fakt: Die Voraussetzungen
(1.3), (1.4) sind invariant beziiglich Drehung und Translation des Koordinaten-
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systems. Wir konnen also annchmen, daB sowohl die Identitat (2.1), als auch die
Voraussetzungen (1.3), (1.4) bereits in dem Ortskoordinatensystem mit dem Ursprung
in X notiert sind.

Sei T(x) eine lokal definierte, unendlich oft differenzierbare Abbildung von Q
in Q. Fiir ¢ € W)(Q) bezeichnen wir dann mit 9'p(T(x)) die verallgemeinerte Ablei-
tung D', berechnet im Punkte T(x).

Offensichtlich gilt:

(32) Dio(x + h(x,t)) = d'o(x + h(x,7)) + Y &¢(x + h(x, 7)) bi(x, 1),
le| =11}
wobei die Funktionen bl(x, t) beliebig oft differenzierbar sind und

bi(x, 1)

T

<c.

(3.3)

Sei nun ¢ € WX(Q) mit supp ¢ < supp {. Dann folgt aus (2.1) zunéchst:

[ B Dot s 9) = ) s, ) 8 =
= . Ii;ékDi(q)(x + h(x, 7)) — o(x)) fi(x) dx .

Unter Beriicksichtigung von (3.2) ergibt sich hieraus:

O [ [0 3 a4 10, =0, 00) + ity + . =) = FuO)) dt =

o lil,ljl1sk

x (du(y + h(y, —7)) — 'u(y)) d'p(y) dy —

- LJI ) i ba, (v + h(y, =), &u(y) + 1(@u(y + h(y, —7)) — Fu(y))) -

o lifzk1=1 0x,

h .
. %—' (v, —tr) dt d'p(y) dy +
. \

+ J. Y Y afx, du(x)) bi(x, 7) *¢(x + h(x, 7)) dx =

lil =k |a] =1l

= ! S of oh, i
= -1 Y ¥ i (y + h(y, —t7)) = (y, —tr) dt d'p(y) dy +
eJolilzki=1 0x; / ot

#[ 5T M) Tl s ) .

Ji| £k lal =il
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Wir setzen

o) = =5 CHO)uly + . =) = 1) = waly + h(y. =) + uy)]

=[foeg

. (Df (240 = u@)))z oy

li[=k T

und

Ouly) + @y + My, =) = Fu)) do x

Aus der Ungleichung (2.3) erhalten wir

(3s) - f[a +1(b — a)|""2dt = C|p|""?
und damit
(3.6) Jzc L(x + 3 [0y + bl =7
i (4 + h(y, =7) = WY 2
Xlilz=k(D<y yr y))C dy.

Aus (3.4) erhalten wir unter Beriicksichtigung der Wachstumsbedingungen (1.4)
sowie der Voraussetzungen iiber f;, u,:

(37) T2 O+ Julin + fuolterm + X 1AlR2)-
Wir haben die Darstellung:

uly + h(y, —7)) — u(y) _

T

= — J.: [j—; (v + h(y, —r0)) + B_axti,,,(y + h(y, —t7)) gi% O + 1y, —-tr))] dt.

Da aber u € Wy *'(Q') fiir jedes echte Teilgebiet @' = Q gilt (vgl. [3]), konnen
wir annehmen, daB die Funktion u zusammen mit ihren Ableitungen D'u, ]z] Lk,
fiir fast alle y e supp { auf der Kurve y + h(y, —-r), 0 < 7 < ¢, absolut stetig ist.
Diese Tatsache folgt aus den Eigenschaften von W, (Q) (vgl. Negas [7] oder Deny,
Lions [9]).

Damit hat der nichtnegative Integrand in (3.6) fiir = — O f. ii. den Grenzwert:

1+ u;}JD"u(y)I)"'"Zl:Z;k(Dia, u(y))? .
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Die Behauptung des Satzes folgt dann aus (3.7) und aus dem Lemma von Fatou.
Lemma 3.1. Unter den Voraussetzungen von Satz 3.1 geniigt die schwache Losung

des Problems (1.1), (1.2) fiir jedes echte Teilgebiet Q' = Q und N = 3 der Ab-
schdtzung: ‘

([ 0 e gl . piiras)” s

< C@) (1 + [ulfn + [uolfim + T 2275,

wobei

L1, (N=)m =2
q 2 2mN ’

Beweis. Es gilt folgende Abschitzung (vgl. [3]):

D%u

)"“2“ Y, (Du)ydx = C(@)(1 +

|Sk+1

(3.8) L‘(l +3
 Julf + il + 5 D)

Wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, daB Q' einen lipschitzstetigen Rand hat. Fiir I j] =k
folgt aus (3.8):

| DIu|™? e WH(Q). .

Nach dem Sobolewschen Einbettungssatz und Lemma 2.1 erhalten wir dann fir
o s &

(3.9)

(N=2)/mN
([ e ) s @) fulgn + uoltinn + 3 Ll

Sei nun
q mN
2—q (N=2)(m=-2)

Dann folgt aus (3.8) und (3.9):
.. 1/q
( (1 + Y |Duf)m=2e % |Diuft dx> <
o aeM li|=k+1 -
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D*u

ef0x
([0 s By, 5 o)

so@)(1 + ““Hr'c".m + ”u()[!;c"+1,m +|4§kllfi‘]f,z)l'_1/m.

(2-9)/2q
)(m—Z).q/(Z—q) dx) X

D’u

Damit ist das Lemma bewiesen.
Wir fithren nun fiir 0 £ ¢ < 1o folgende Bezeichnung ein:
N,, ={(x,xy)| x €4, o(x') + 6 < xy < o(x) + o} .

Offensichtlich ist N, o = N,,.
Wir beweisen den folgenden grundlegenden Satz:

Satz 3.2. Sei u € W(Q) eine schwache Lisung des Randwertproblems (1.1), (1.2).
Unter den Voraussetzungen (1.3), (1.4) und f;e W;(Q), uoe Wa*'(Q), N = 3,
1/g =% + (N = 2)(m — 2)[2mN gilt folgende Abschitzung:

D*u

(3.10) (L(l +.,§u )""‘”qM;H[D"u[q dx)”q <

< 1+ [l + [oalferm + % W2

Beweis. Sei y = y(x) eine Abbildung, die durch die Formeln definiert wird:

’ ’

Vi =x, x' =(x4,..., Xy-1)»
vy = xy — ox').

Diese Abbildung transformiert die Menge N, , in die Menge K, = 4, x (o, ).
Ihre Determinante ist gleich Eins.

Wenn wir setzen

u(x(y)) = o(y), o(x(y)) = ¥(»),

so haben wir

(3.1) DLu(x) = ¥ H(x) D} o(3(3)

lal =1

Unter Beriicksichtigung dieser Beziehung erhalten wir aus der Identitit (2.1) fiir
jedes ¥ € D(K,):

(3.12) L o W(v) 4y, D* o(y)) dy = L |a|Z§kDa Y(v) F(y) dy .

o
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Wir bezeichnen
i) =1+ 3| % t(x() m -
ieM |l <1i]

Dann gilt fiir die Koeffizienten A,,(y, n):

Il/\

(3.13) |4y, n)| + l% (> 15)

Zé n,m=" s

|4ap(y m,)| < Cr(y, m)"%,

Z Aaﬂ(y: ny) wumﬁ C"(,V, ’17),”_ 2 Cl): .
lal,|B]=k la]=k

IV

Hierbei ist lediglich die letzte Ungleichung nicht trivial. Wir erhalten sie unmittelbar
aus der Bezichung (3.11), den Bedingungen (1.4) sowie unter Beriicksichtigung der
Tatsache, daB die Determinante D(y)/D(x) = 1 ist.

Seien nun Y € W5 '(K,), 1/g + 1/g’ = 1, und

S= Y sup
lal k=1 1wy, -1k 0y =1

J D%y 4 Ay(y, Dbv) dy’ +
Ko d

YN

+
Il'l'llwq Je= 1(K,)-

J. !ﬁ——- Ay, Div) dy‘

Dabei bezeichnen v = (0, ..., k), v = (0, ..., k — 1). d/dyy bedeutet die vollstindige
Ableitung.

Aus Lemma 2.2 folgt:

q
— Ay(y, Dbv)

@19 .

Unter Beriicksichtigung von (3.13) erhalten wir fiir p = 1, ..., N

1/q 1/q
(I ORE TN
Ko oy K, lelSk

»n

(N=2)(m—2)/2mN
<cC [1 + ” "m/2 (J Zé IDa ]mN/(N 2) dy) :I

1/q
dy) = CS.

D3v)

Wir setzen

/a
o(v) =( f oy, D™D T | Dfe dy)
K. Jal =+ 1

236



Aus den Einbettungssatzen fiir N > 3 folgt aber:

(N-2)/mN
(3.15) (j sz D% mN/(N—z)dy> < C oo™ + Clul].,
Ko l#l= :

und damit firy =1,...,N

(3.16) (IK,ZfF

I3
Offensichtlich ist

q
D3v)

w><cn+pwwwmww”+pu

Qo _ou 0w de LN,
0y, 0x, OxyO0x,

Deshalb erhalten wir fiir ||, |j| < k, j + ¥ unter Beriicksichtigung von (3.13) und
(3.15) sowie (3.1) ahnlich wie im Beweis von Lemma 3.1:

(3.17) q@

+ |-|Zék”fiuf»2)”2 (1 + Q(v)(m—Z)/Z(m—l) + ”u",’:'/"f'l) .

AvﬂDl ov
Oyn

1/q
ar) " s €+ el + ol +

Mit Hilfe der positiven Definitheit der quadratischen Form Y 4,500,005 gewinnen wir
aus (3.14), (3.16) und (3.17) die Abschitzung:
k+1.. 1q 1/q
dy) s

(3.18) (f oy, Dap)m=2a |70
S €5+ Cl1+ ol + funltern + 3 12

ayI;I+l
x (1 g 4 ful2 )

Wir schitzen nun noch den Ausdruck S ab. Genau wie (3.16) erhalten wir:

‘. E“/iAvdy =

ll‘l'[IW = !(K,,)‘ Jx, Oyn
< O+ [ulfer o)™ 220 + Julin ).

(3.19)

J 1//—A dy\ = sup

Ist nun « = v, so erhalten wir unter Verwendung von (3.16) und (3.17) mit einem
d
(3-20) sup D™y . A; dy| = sup
Ko

gewissen p % N: )
j pry & 4, dyl <
W llw o= 1K) =1 N k., 4y,

OO0+ fulfn + funlfeom + % I

x (1 + op)m=2/2m=1 4 "uu;‘n’/"?'.—l).
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Fir o = v driicken wir

f D'y A, dy
Ko

mit Hilfe der Identitat (3.12) durch GréBen aus, die pereits abgeschatzt sind, und
erhalten:

(3:21) sup
W llw - 1(k ) =1

< O+ [ultn + [uolerm + 3 11327 >

YN

J py L4, dyl <
. d

x (1 + Q(U)(m—Z)/Z(m—l) + ||u“,r‘n/':—l)
SchlieBlich Bekommen wir wie in (3.17):
q 1/q
dy)

N-1 av
62 (e
Ko
SRETC BT N Y VTR

0y,

IIA

1Blski=1

X (L4 o) 2D )

Aus (3.18)—(3.22) folgt dann:

62) o) s A+ [ulfn+ folfern + T 12
X (L4 o) )

und hieraus unter Verwendung der Youngschen Ungleichung:

(324) o) = €1+ ultn + ol s + 3 7137

Diese Abschiatzung hingt nicht von ¢ ab und gilt demzufolge auch fiir ¢ = 0. Unter
Beriicksichtigung von Lemma 3.1 sowie der Tatsache, daBl die Gebiete N, den
Rand 09 iiberdecken, erhalten wir schlieBlich die Behauptung des Satzes.
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