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АРХИМЕДОВЫ РЕШЕТОЧНО УПОРЯДОЧЕННЫЕ 
ГРУППЫ CO СВОЙСТВОМ ОТЩЕПЛЯЕМОСТИ 

А. В. КОЛДУНОВ, Г. Я. РОТКОВИЧ, Ленинград 

(Поступило в редакцию 21/11980 г.) 

Решеточно упорядоченные группы (/-группы) со свойством отщеплаяемостй 
рассматривались П. Конрадом с сотрудниками, С. Бернау, Я. Якубиком. 
Последний в [13] доказал ряд достаточных условий для того, чтобы архимедова 
/-группа обладала свойством отщепляемости. М. Андерсон, О. Кении и П. 
Конрад в [1] доказали некоторые условия, равносильные тому, что архимедова 
/-группа обладает свойством отщепляемости. В предлагаемой статье дается 
внутренее описание архимедовой /-группы со свойством отщепляемости. 
Основным результатом является теорема 2, из которой в качестве следствий 
получено внутреннее строение архимедовых /-групп со свойством отщепляемос
ти, удовлетворяющие некоторым дополнительным условиям. В статье при
водятся два примера, показывающие невозможность улучшения приведенных 
результатов. 

Термины, которые имеют одинаковый смысл для решеточно упорядоченных 
групп и для векторных решеток, используются те же, что и в [2], [6]. Если одно 
и то же понятие названо в них по-разному, то предпочтение отдается [6]. 
Только вместо ,,компонента'' говорится ,,полоса" (в [1], [13] в этом случае 
употребляется термин ,,поляра"). Топологическая терминология используется 
та же, что и в книге [7]. 

Все рассматриваемые группы предполагаются архимедовыми. Дедекиндово 
пополнение (iC-пополнение) /-группы X будем обозначать кХ, а то максималь
ное расширение — IX, 

Будем называть /-группу X о-полной (соответственно равномерно полной 
относительно регулятора и е Х+), если для любой такой последовательности 
{х„} с: X, что |х„+р — х„| ^ у« I о (р 6 N) (соответственно т{п) | х^+р — х„| ^ i/, 
т{п)-^ +оо) существует элемент х G X, для которого |х — х„| ^ у„ J, О (со
ответственно, т{п) |х — х„| ^ и) (см., например, [9]). /-группа, равномерно 
полная относительно любого пбХ+, называется г-полной. Наименьшую 
/-подгруппу из /сХ, содержащую образ X и г-полную, называют г-пополнением 
X и обозначают гХ. 

Непрерывную функцию, которая задана на компакте (т.е. компактном хаус-



дорфовом пространстве В) и может принимать бесконечные значения на нигде 
не плотных множествах из В, называют расширенной ([6]). Как известно, 
всякая архимедова /-группа X алгебраически и решеточно изоморфна /-группе 
Х{В) расширенных функций на некотором компакте В. Если при этом Х(В) 
разделяет точки Б, то реализацию будем называть минимальной ([З]). Если 
VE Х+, ТО минимальную реализацию X, при которой v соответствует характе
ристическая функция XBV ее носителя Б^, будет обозначаться X(v, В), В этой 
реализации Б^д = v~^(l), B^Q = v~^{G). Описанный изоморфизм будем обо
значать X ^ X{v, Б). 

Предложение 1. Пусть X есть архимедова 1-группа и пусть условие (а) означает 
(а) Xесть 1-идеал в архимедовой 1-группе Y. Тогда эквивалентны утверэ^сденыя: 

I) из (а) следует, что X есть полоса с проекциями в Y; 
П) из (а) следует, что X есть полоса в Y\ 

Ш) из (а) следует, что существуют 1-подгруппа Z cz Y и полоэм:ителъные лин-
нейные операторы p:Y ->Х и q:Y ^Z, для котороых (р + q) (у) = у {у е У), 
р(х) = X (х е X); 

IV) из (а) следует, что если ср: X -> R есть линейный решеточный (т.е. ç{x v у) = 
= ç{x) V (р{у)) функционал такой, что (р{Х) = О, то и (р{Х^^) = 0. 

Доказательство. Доказательство проводим по схеме 1)<^11), 1)<^Ш), 
I) о IY). 

I) => II) очевидно. 
II) => I). Пусть Z есть /-группа в kY вида {Рг̂ ^ ш+ — Ргх œ_\a)E Y}. Пока

жем, что X есть /-идеал в Z. Если и eZ+, то и = Рг;̂ {г; е У+} и v А хе Х+, 
то есть и А X = FY(V А х) = V А хе Х+; это и означает, что X = Z, т.е. X 
содержит проекцию любого элемента из У. 

I) => Ш). Достаточно задать ру = Ftx У> Я.У = У — РУ-
Ш) => I). Покажем, что ру = sup^y {xeX+\x^y]=Ä для любого yeY+. 

Поскольку руеХ+, то ру ^ А (т.к. У "^ и = ру + ру А qy '^ ру, ие X). 
С другой стороны, если х е X+, х S У, ^о ру ^ рх = х. Остается заметить, что 
ру = supfcY {xeX+\xSy}= Fvxdd у, т.е. Х^^ полоса с проекциями в У. Если 
Же ие Х^^, то и = sup^y {х е Х+\х ^ и} = pu е X, т.е. X = Х^^. 

I) => IV). Поскольку X = Х^^, то из I) следует IV). 
IV) => I). Пусть X есть /-идеал в У, но не полоса, т.е. найдется и е Х^^ \ X; 

пусть Z есть /-идеал в У, порожденный X и и. Тогда Z cz Х^^. Рассмотрим 
2(w, Б). По предположению суш.ествует t е и~\1) = B^^l, для которого x{t) = О 
(и е X). Функционал (р{у) = y{t) {у е Z(u, Б)) линейный и решеточный (т.к. Z 
порождено X и W, и u(t) = О, x{t) = О, то (р(у) е R); (^[Х] = О, но ^[Х'̂ ^] ф О, 
т.к. (р{и) = 1. Таким образом доказано, что из а) следует, что X = Х^"^, т.е. 
IV) => II), а по предыдуш;ему П) => I). 



Определение 1. (Архимедова) l-apynna, удовлетворяюгцая любому из условий 
I) —IV) называется 1-группой со свойством отщепляемости. 

Замечание 1. Из условия 1 и доказательства I) => III) следует, что при про
верке свойства отщепляемости в данной /-группе X можно счита1ъ, что X есть 
/-идеал в УяХ^^ = Y. 

Замечание 2. Требование архимедовости Y в условии (а) отбросить нельзя. 
В самом деле, в лексикографическом произведении X и Z группа Z является 
/-идеалом, но не полосой с проекциями (напомним, что лексикографическим 
произведением /-групп X и Z называется /-группа, состоящая из всех пар (х, z) 
(х G X, z G Z) с покоординатными алгебраическими операциями и следующим 
упорядочением: (х, z) ^ (х^, z), если х < х̂  при производольных z, ẑ  или если 
х= Xi и z ^ z^. 

Учитывая сказанное, будем рассматривать только архимедовы /-группы, что 
в дальнейшем не будет специально оговариваться. 

Определение 2. В /-группе X система 
(1) { x , G X ^ . | a G ^ } 

будет называеться полудизъюнктной, если для любого ае А множество 
{̂  G Л I x̂ j л х^ Ф 0} конечно. 

Теорема 2. Для 1-группы X эквивалентны утверэ*сдения 
1) X обладает свойством отщепляемости; 
2) Если (I) такая полу дизъюнктная система, что для любого х G Х+ 
sup {х л Хд, I а G ^} G X, то sup {х̂ } G X. 

Доказательство. 1) => 2). Из полудизъюнктности системы (I) и латеральной 
полноты IX следует у =• sup {х̂  | а G Л} G IX, Предположим, уеХ. 

Пусть У есть /-подгруппа в 7Х, порожденная X и у; будем рассматривать 
реализацию У(у, В). Ниже будет доказано, что X является /-идеалом в F, т.е. 
X = Х^^эу = sup {х̂  I а G .4}. 

Сначала заметим, что любой элемент z G У имеет вид z = sup inf {Рт«У + г̂пп}? 
теМ neN(m) 

где M, iV(m)-K0He4Hbie подмножества iV, р^„ G Z, x,̂ ,„ G X. Кроме того, существует 
tgeBy^t, в которой x{to) = О для любого X G X (действительно, в противном 
случае для любого teBy^u существует Х^ЕХ+, ДЛЯ которого 1 < x (̂f) ^ оо. 
Выбираем конечное покрытие {х~^(1, +оо]} компакта Буд и полагаем z = 
= sup {Xf̂  I /с ^ /со} G Х+, тогда Z ^ } ; H 3 ; = Z A } ; G Х+) . ЕСЛИ t е Вух ^ {h)] = 
= Г, то существует х G Х + , ДЛЯ которого x{t) > О (поскольку У(у, В)-минималь-
ная реализация). Дальнейшее доказательство разобьем на ряд шагов: 

1) Если t G T, то найдется х̂  G Х+ п {уУ"^ = Х^, для которого х = 1 на окрест
ности точки t. Действительно, для некоторого х G Х+(у, В), x{t) > О и найдется 
ne N, z(t) = n x{t) > 1. Полагаем x̂  = sup (x^ Az\aeA]=yAz. 

2) Если t^, t2 e T, найдется x G X^, для которого x(fi) > 0 и x = 0 на некото-



рой окрестности 2̂- По 1) найдутся z^, Z2 е Х^, такие, что z^ ^ у, z^{t^ = 
= ^1(^2) = 1 2̂ 2(̂ 1) > ^2(^2)- Тогда при подходящих l,meN искомым будет 
X = (/z2 — mz i )+ . 

3) Для t е Г найдется х е Х^, x(t) ^ 1 и х = О на некоторой окрестности to-
В силу 1) существует х^ е Х^, Xi(t) > 1. Положим ^2 = 2 sup [х^ л х^\ае Л] е 
е Хх, Хз = sup {2xi л x^l а е А] е Х^. Тогда z = ^2 - Хз е Х + , z{t) ^ 1, 
z [ { p 6 ^ , , i | ; . , ( ^ 7 ) < 1/2] ЕЕ 0. 

4) Для любой окрестности Жэ Го и te Буд \ с 1 Ж найдется хе Х^, x(t) ^ 1 
и х[Ж] = 0. В силу 3) существует х^ е Х^, Xx(t) ^ 1 и х^ = О на некоторой 
окрестности VBÎQ. Для любого pEclW\V существует х^еХ^, хДг) ^ 1 
и Хр = О на некоторой окрестности Wp3 р (по 2)). В силу компактности clW\V 
найдется его конечное подпокрытие {Wp^ | к g /CQ}. Остается положить 

X = inf {xj л х̂ ,̂  I к ^ ко} . 

5) Для любой окрестности We ÎQ найдется х е Х^, х ^ 3̂ , ^{ßy,! ^W^ = I 
и X = О на некоторой окрестности точки о̂- Выберем окрестность W^ э г, для 
которой cl W-X с W. По 4) для любой t е Буд \ W^ найдется х^ е Х^, х^(г) ^ 1 
и Xf = О на окрестности W^B ÎQ. Пусть {х~/(1/2, +оо) | /с ^ /со} конечное по
крытие компакта Буд \ Pfj, х = sup (х̂ ^̂  [ к ^ к^] е Х^. Элемент х == sup {х^ л 
л 2х I а е Л} искомый, т.к. 2х ^ 1 на Буд \ Pf̂  и 2х = О на П{^г7с | ^ = '̂о} ^ ̂ о-

6) Если Z е 7+, Z = О на некоторой окрестности WB tg, z[Бy 0] = О и z ^ c j , 
то Z е Х+. Поскольку z е F, то 

(2) z = sup inf (р„,„у + х„,„) . 
теМ nejN(m) 

В силу 5) найдется z^ е Х^, Zi(ßyj \ Ж) = 1, z^ = О на Кэ ^Q. Тогда (с + 1) Zj ^ 
^ Z, т.к. су ^ Z. Снова в силу 5) найдется Z2 е Х^, Z2[zJ'^(0, + 00)] = 1, Z2 ^ у. 
Положим z = sup inf {Рпгп^2 + '̂«m)̂  гдс всс элсменты взяты из (2). Покажем, 

теМ neN(rn) 

что Z = |z| на zj^(l) u Буо- Действительно, если te By,о, то О ^ z(^) = 
= sup inf х,„„(̂ ) = [sup inf x^„(r)| = \z\{t). Аналогично для t e z j ^ (1) имеем 

mefi neN(m) теМ neN(m) 

Z,it) = 1 = y(t) и 2(0 = |z(0 = |z(0|. 
Теперь положим x = (с + 1) z^ л |z| e X^. Если t e Бу 0, то z^Çt) = x(t) = 0, 

т.е. z(t) = 0 = x(t) (no условию). Если Г ë Буд n Z2 ^(1), то Zx{t) = О и z(r) = О, 
т.е. z(t) = О = ((с + 1) zi л \z\)(t) = х(0. Если ГеБуд п zj^( l) , то z{t) = 
= \z{t)\ = \{с + 1) z, л |z(0| I (О = ^(0 (т-к. (с + 1) z,(t)^ z{t) = |z(0|). 

Окончательно z = х е Х ^ . 
7) Если z G 7+5 î̂  ^ ^+5 то найдется x e X+ и окрестность точки Го, на которой 

z А V = X. Если z(to) ФО то Z A Î ; = Î̂  на z"^((i z(ro), f ^(^о))) ^ ^~Ч[0, 
i z(ro))) э Гф. Пусть теперь z(tQ) = 0. Тогда, как и выше, 

z = sup inf (РтпУ + х„,„) 
теМ neN(,m) 

10 



npHHeivt inf (РтпУ + x,J (to) й 0 при любом ineN. Обозначим 
neN(ni) 

M' = (m e M I inf (р^„У + ^mn) (to) = 0} . 
neN{m) 

Если m e M\ то положим iV'(m) = {n e N{m) | jp̂ ,„ = 0}. Поскольку z{to) = 0 
и x,^Jto) = ^' то на некоторой окрестности V точки о̂ имеем 
Z = sup inf (РгппУ + ^mfd' Далее для теМ' имеем /?,„„ ^ О для любого п е N(m) 

И inf {р„гпУ + ^rnn) {to) = О, откуда inf (p^r^y + ^mn) = inf (jP,„«y + x,„„) на 
neN(m) neN(m) 

некоторой окрестности F;„ G Г̂ ,, TO есть 

inf {РпшУ + ^mn) = inf x,„„ GX на V^ . 
neNl(m) «eiV(m) 

Окончательно, на окрестности f][V n У^п\ me M'} э ô имеем z = sup inf x„,„ G 
G X. Остается положить x = ( sup inf x„,,)+ G X. "^^' "̂ '̂("'̂  

meM' neN'(m) 

8) Покажем, наконец, что если z e Y+, v e X+, то z A v e X+, т.е. что X есть 
/-идеал в Y. Пусть, как и выше, z = sup inf (р^пУ + ^тп)- Положим и = z А 

те M neN(jn) 

Л î  — ü Л sup inf x,„„. Имеют место следующие факты: 
теМ neN{m) 

a) и = О на Бу о? т.к. z = sup inf х^„ на Ву,о-
??1ЕЛ/ neN(m) 

b) w совпадает с некоторым Зс G X на окрестности точки о̂- ß силу 1) z А v = 
= Xi на некоторой окрестности Уэ t^^ тогда и ^ х^ ~ v А sup inf х^„ G X на F. 

т е М neJNim) 

c) W ограничено на Б. В самом деле, если Ä = max {\ртп\ \ гпе М, ne N{m)}, 
то x„,^{t) + Л ^ (/?̂ „>' + х^„) (t) ^ х,„ (̂0 - ^ для Г G Б, т.е. sup inf х„,„ + Л ^ 
^ z ^ sup inf х,„, - А тя teB. Таким образом, теМпеЩт) 

теМ neN(in) 

\и\ (t) = \z - sup inf x„„,| (t) й л {teB). 
me M neN{m) 

Рассмотрим 

где X G X из в). 
Заметим, что 

Wi = и+ — sup {х+ л х̂  I а G л} , 
«2 = 1/_ — sup {х_ л XQJ I а G л} , 

zAv = ii-{-vA sup inf х,„„ = w+ — i/_ + г; л sup inf x^„ = 
теМ neN{m) теМ neN(m) 

= Wi — U2 + sup {x+ Л x̂  I a G A] — sup {x_ л x̂^ | a G Л} + 
+ V A sup inf x,nn , 

теМ neN(m) 

поэтому, если доказать, что W^GX, ТО отсюда следовало бы сразу z А veX. 
Докажем, что lî - G X. По а) г/,- = О на Ву,о1 по в) ŵ  = О на некоторой окрестности 
точки Го; по с) t/f ограничено. Тогда по 6) W^GX. Таким образом импликация 
!).=> 2) доказана. 

11 



2) => 1). Если X не обладает свойством отщепляемости, то сундествует 
/-группа Y = Х^^ 3 X и Y Ф X, причем X есть /-идеал в 7; тогда найдется 
J 6 У+ \ X. Рассмотрим Y{y, В). В ней в силу ее минимальности существует 
единственная о̂ ^ ^y,i такая, что x(to) = О для всех х е X. Если же t е Б^д \ {ÎQ}, 
то найдется х^еХ, для которого х̂ (̂ ) > 1. Выберем в X максимальную 
дизъюнктную систему {Z^E Х^ \ z^ ^ у, аеЛ]. Для каждого аеЛ и neW 
положим /zj" =^ (п + 2) z^ ~ (п + 2) z^ А у е Х+, Щ"" = /ÎZ^ Л J — (П — 1) Z^ Л 
л у е Х .̂ и /1„„ = hT л ЙГ 6 Х^. Тогда /г,„ ^ О на Б \ z ; ^((1/(п + 2), 1/(п - 1))) 
и /г̂ „ ^. 1//|(п + 1) на z;\[ll(n + 1), 1/и]). (Действительно, hf = 0 на Б \ 
\ z;\{ll(n + 2), 2)); на Б \ z;^([0, l/(/i - 1)]) /Î«/ ^ 0; /tf ^ l/(n + 1) на 
z-\[ll{n + 1), 1/n]) и /î̂ " ^ 1/п(п + 1) на z;\[ll(n + 1), l/n])). Поэтому систе
ма {ẑ ,j = n(n -}- 1) h^n A y e X+] является полудизъюнктной и sup {z^„] = у. 
Но sup {z^^ A v] = у A V e X + для любого f G X+, что означает по условию 2) 
у = sup {ẑ „} е Х + , что противоречит выбору у. Импликация 2) => 1) доказана. 

Теорема 2 полностью доказана. 
Замечание 1. Известный факт, что латерально полная /-группа обладает 

свойством отщепляемости, непосредственно следует из теоремы 2. 
Замечание 2. По условию полная /-группа (/с-группа) с условием отщепляе

мости обладает порядковой единицей. Но как показывают примеры, уже 
условно о--полная /-группа (даже /Со.-пространство, т.е. условию сг-полная век
торная решетка) не обязана обладать порядковой единицей. В примере, из
вестном авторам, существенно используется конструкция, введенная в [И]. 

Пример 1. ^^-пространство с свойством отщепляемости и без порядковой 
единицы. 

Пусть а>1 и С02 суть наименьшие порядковые типы, соответствующие карди
налам Kl, К2, PFi = {̂  < coi}, W2 = {rj < 0J2} и T = Wi X W2 — их декартово 
произведение. Если fj е W2, то A{fj) = {{^,г])е Т\^ е W^} назовем горизон
талью; если leTfi , то В{^) = {{^,Г])Е T\rj Е W2} назовем вертикалью. Со
поставим каждой горизонтали А{г}) трансфинитную последовательность a^j = 
= {^ц{^^ Ю\^^ ^ i ] , причем â ((J, fj) = 1,2 ж если /̂ i Ф ^2. то а^^^, ц^) и a^J^^, /̂2) 
не становятся кратными ни с какого (̂о < coi (точнее, для любых Ц^ "¥ Цг < ^г 
и Д е i?, любого (Jo < СО1 существует ^^ < ш ,̂ ̂ о < ^и для которого Да̂ (̂(̂ 1, ц^) ф 
Ф ^nii^i^ ̂ 2) (существование таких последовательностей а^ следует, например, 
из [12] - T.I; § 3, гл. XVII). 

Обозначим через X совокупность всех вещественных функций х на Т, обла
дающим следующими свойствами: 

1) на каждой горизонтали A{YI) существуют Х^^^ Е R м ^(х, ц) Е W^, для ко
торых x((J, rj) = X^^n^^rjiL п) при ^ > ^{х, ц). Причем card {?/ е И̂2 | К,п Ф 0} = ^^ь 
т.е. для УХЕ X существует tj^ Е W: для tj < rj^ х{^, rj) ~ О, начиная с некоторого 

2) На каждой вертикали Б(^) существуют Ь{х, ^)Е R и г](х, ^)EW2, ДЛЯ 
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которых x(f, rj) = b{x, 0 при Г] -=; ,j(x, Q. Заметим, что 

Покажем, что X есть JK;̂ -npocTpaHCTBo. Действительно, Х-векторная решетка. 
Если х„ е Х(п еМ) и х„ ^ х G X, то положим z(^, rj) = sup {х„( ,̂ ^) | n б iV}. 
Проверим, что Z е X. Пусть ?/ G Pf2, тогда положим 4^ = sup {4«J- Выберем 
<?о < <̂ 1- <̂о > <?(̂ п. ^) (п G AT); тогда z((̂ , rj) = 1,^а^{^, ц) при <^ < U^ причем, 
если n^W2\\j{ne Ж :̂ 4^, Ф 0}, то 4^ = О (А,̂ , = О, п G iV). Пусть ^ G W^, 

neN 

положим Ъ^^^ = sup {Ь(х„̂ )̂ I /1 G N} и выберем ц{2, О < оУг'- п{^^ ^) > ^(^ю О • 
. {п G N); тогда z(^, /̂) = Ь̂ ,̂  для любого ?/ > ?/(z, ^). Таким образом, ze X. 

Далее, Х-векторная решетка без единицы. Остается проверить, что X со 
свойством отщепляемости. Предположим противное, т.е. X есть /-идеал в /-
группе Y = Х^"^, но не полоса. Пусть Y(B) есть такая минимальная реализация 7, 
что каждый h^^ есть характеристическая функция на В. Поскольку Х(В) есть 
/-идеал в Y{B), то /г^^(1) есть точка р^ ,̂ изолированная в В, Положим Т = 
= UP,, ^ в. 

По предположению существует J G У+ \ Х . Покажем, что у[^ не совпадает 
ни с каким x\f для х е Х(В); в противном случае О ф |х — j ; | G Х^'^, т.е. существует 
Xi G Х+ : Xi л 1% — 3̂1 ф 0; тогда для некоторого О < Àh^^ g х^ л |х — у\, что про
тиворечит |х — 3̂1 (^, f]) = 0. Поэтому y\f G X(f) = {xjĵ  I X G Х(Б)}. Сначала за
метим, что У\А(П) ^ ^(^) (поскольку Т ^ Т, то А(Г]) В У имеет смысл). Действи
тельно, па^ А у Е Х(Т). Предположим, что для любого neN существует 
(̂f/, п) < œ^, для которого если ^ > (̂/у, п), то па^{^, rj) л у{^, ц) = па^{^, ц); 

но тогда для любого ^Q < ^{ц, п) (для любого neN) имеем п ^ па^(^о, rj) ^ 
^y(^Q,r])< +00. Поэтому существует ПдеМ, для которого Поа^{^,ц) А 
А у(^, ^) Ф о̂<̂ (̂̂ 5 п\ начиная ни с какого ^ < w^. Но п^а^{^, rj) л у(^, rj) = 
= oca^iè, rj) при ^< ^ < cOi, т.е. у{^, rj) = оса^(^, ^) при (̂  > (̂  и j;|̂ ,̂̂ ) G Х(Т) . 
Затем yL^) G XCf). Действительно, для любого neN имеем пЦ А у е Х(Т). 
Если для любого neN существует ri{n, ^) е W2'- при /70 > (̂'̂ ^ О (^ 1̂  л j ; ) . 
, ((̂ ^ Г]) = п 1^{L п\ то найдется ц^ е W2, По < фьО Д^я любого neN, но тогда 
п == пЦ{^,г1о) й у{^,По) < + ^ - Поэтому существует noeN, лдя которого 
По 1̂  л у((̂ , ̂ ) Ф n 1̂ (4', ^) начиная ни с какого >/ < со2. Но По 1̂  л у G X и при 
t| < î] G ^2 (по 1̂  А у) {L п) = «' т.е. а - К̂ ,̂ т]) {п > п)^ у\в(о ^ Ч^У 

Заметим, что у\в(^^1^ п) = «̂  "ри rj < niO- Пусть tjo > п{0 Для любого 
<̂  < û>i; тогда для любых ^i, ??2 ^ ^о JU^X) = У\А(Г,2У ЭТО означает, что суще
ствует fo < ^ 1 - 3^U,o)(̂ ' ^0) ^ 3^U.)( '̂ ??) = О при 4 > (̂ 0, ̂  ^ ^0. Положим 

H рассмотрим , , , fO, ^ > 0̂ 
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Проверим, что иеХ. Поскольку м|л(,) = У^п) "РИ пйПо^ у\л(п) - Ч "ри 
Ç > (̂ ,, то условие 1) выполнено. Условие 2) выполнено, т.к. и[^, rj) ^ ^ при 

П > По-
Таким образом, у = z + иеХ.что противоречит выбору у. 
Установим аналог теоремы 2 для случая /-группы с порядковой единицей 1. 

При этом будем использовать понятие башни, введенное [8] и по существу 
(в нашем случае) появившееся в [5]: последовательность {х„еХ^\пеЩ 
называется башней, если х„ А ml = x„,(m ^ п) и {п 1 — x^l п е N] полно в X. 

Предложение 3. Если X l-epynna с 1, то эквивалентны утверж:дения 
1) X обладает свойством отщепляемости. 
2) Если {x„} башня в X и sup {х„ л х} еХ+ для любого х е Х + , то sup {х„} G X, 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Будем рассматривать реализацию Х{\,В). Известно 
([5], [8]), что для любой {х„} в Х{1, В) f = sup {х„} есть расширенная функция 
на Б. 

Докажем 1) => 2). Для любого neN существует t / „eZ+, для которого 
u,{f-'([n, п + 1])) = W + 1 и иХВ\Г\{п - 1, /1 + 2))) = 0. Тогда {и,} есть 
счетная (полная) полудизъюнктная система в Х\ тогда и система [œ^ = w« л 
л 'Хп + \] является полудизъюнктной и suPJ;^ {со„} = supj;^{x,,}. Поэтому для 

любого положительного v еХ^ имеем sup [œ^ л Î;} — sup {х„ л i;} е X и по 
теореме 2 sup {х„} = sup {œ„] е Х+. 

Докажем 2) => 1). Пусть X есть /-идеал, но не полоса в У. Рассмотрим 7(1, В), 
тогда по предположению существует zeX^f\X, т.е. z есть расширенная 
непрерывная функция на 1~^(1) = В^^, но тогда ([5]) z = sup (z л nleX] 
Vi {z А п Х\ п е N] башня в X. Если v е Х+, то sup {zAnlAv}==vAzeX, 
тогда по условию 2) z = sup (z л ni} е X, что противоречит выбору z. 

Следствием из предложения 3 являются необходимые и достаточные усло
вия, чтобы /-группа с сильной единицей 1 обладала свойством отщепляемости. 
Как оказывается, такие группы связаны с введенными А. И. Векслером ([4]) 
Р'-пространствами, которые характеризуются тем, что в них не существует 
нигде не плотных нуль-множеств (примером Р'-компакта могут служить 
ßN \N, ßlR\ R). 

Предложение 4. Пусть X есть 1-грутга с сильной единицей 1. Эквивалентны 
ymвepэ^cдeнuя: 

\) X обладает свойством отщепляемости; 
2) X ^ Х{1, В), где В есть Р'-компакт; 
3) если х„ J, О в X, то {х„} равномерно сходится к 0; 
4) любая не более чем счетная полу дизъюнктная система в X либо конечна, 

либо неполна в X. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 1) => 2). Если {х„} башня в X, veX^, то v^n^l 
и sup [уСп л i;} = sup [хп А v\n ^ HQ] Е Х + . Тогда по предложению 3 
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sup {x„} e X Œ C{B), т.е. любая расширенная функция принадлежит С(Б), что 
означает В есть Р'-пространство. 

2) => 1). Если {х„} башня в Х{В), то ([4], [8]) существует UQ е N, для которого 
^п = ^noi^o й 'О- По предложению 3 X обладает свойством отщепляемости. 

Эквивалентность условий 3), 4) условию 2) непосредственно следует из опре
деления Р'-пространства и свойств о-сходимости (см., например, [10]). 

Следующее утверждение является усилением предложения 3 для случая 
о-полных /-групп с единицей. 

Теорема 5. Пусть X есть о-полная 1-группа с единицей 1. Эквивалентны 
утверждения: 

\) X обладает свойством отщепляемости; 
2) если {х„} башня в X, то sup {х„} 6 X; 
3) Х{1, В) Majfcopupyem решетку ^^{В) всех расширенных непрерывных функ

ций на В. 
Доказательство. Будем рассматривать реализацию Х(1, В). 
1) => 2). Пусть V е Х+ и {х„} башня в Х+. Нужно проверить, что sup {v л х„} е 

е Х+. Если V ̂  UQ 1, то 
t? л X„Q = ü л Х„(п ^ По) , s u p {v А Х„} = V А Х„^ Е Х+ . 

Если V ё C(ß), то покажем, что существуют w„ е Х+, w„ | О, 

uj^v-\{n, +0)])) ^ V, ц,(^-Ч[0. " - 1])) ^ О . 

Тогда [у л х„+ ,̂ — Î; Л Х„ | ^w„ i О и по о-полноте X существует у G Х+, для 
которого |у — х„ л Î; I i/„, т.е. j ; = sup [v л x„} G X+ И ПО предложению 3 
импликация 1) => 2) доказана. В качестве же w„ положим inf {(/с + 1) [i; — 
— (/с — 1) 1 л г;] I /с ^ п). Действительно, w„|0 и у — (/с— 1 ) 1 A I ; = 0 на 
г;"^([0, к — 1]). Остается проверить, что (/с + 1) [i; — (/с — 1) 1 л г;] ^ г; на 
v~^{\k, +оо]): пусть v{t) = к + s, где 5 ^ 0 , тогда (г; — (к — 1)1 А v){t) = 
= v(t) - /с + 1 = s + 1 и (к + I) [v - {к - I) 1 А v](t) = (к + 1) (s + 1) ^ 
^ /с + 5 - Î;(0. 

2) => 3). Пусть/G 9^{B)J^ 0. Существуют i/„ G Х + , i a / - 4 [ 0 , n - 1])) ^ 0, 
^n{f~^{\ß^ +^ ] ) ) ^ ^ И u„ S n 1. Положим % = sup {u„ \n ^ к] e X+; при 
к ^ n, Vj^ A n 1 = [sup {wp I j7 ^ n] V sup {ŵ  I fc à P > ?î}] л П 1 = i;„ V 
V sup {lip Ап1\к^р>п}, но Wp = О на /"^([0, и]), Up А п1 -^ п (для 
к ^ р > п), т.е. t/ĵ  л /Î1 g w„ и i;;t л п 1 = г;„. Наконец, если (п 1 — f„) (г) = О 
для любого п G N, то i;„(r) = n и t G / " ^ ( [ 0 , W — 1]), т.е. ^ G / ~ ^ ( + oo), что озна
чает полноту системы {n 1 — х„ | п G iV} в X. Таким образом, {% | /с G N] башня 
в X и sup {vk\ke N} ^ /. 

3) => 1). Следует из предложения 3. 
Замечание 1. Если /-группа X с сильной единицей равномерно полна и со 

свойством отщепляемости, то X о-полная. 
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Замечание 2. В формулировке теоремы 5 ^оо(^) можно считать векторной 
решеткой, т.к. из о-полноты Х(1, В) следует о-полнота компакта (или 0-про-
должимость, в другой терминологии) В ([Ю]). В обш;ем случае, как хорошо 
известно, ^оо(^) не обязано быть линейным пространством. 

Замечание 3. Если /-группа X ^ ^оо(^)? то по теореме 5 X обладает свой
ством отидепляемости; но не каждая о-полная /-группа со свойством отщепляе-
мости гомоморфна некоторому ^а^{В). Укажем класс О-ПОЛНЫХ /-групп с еди
ницей, в котором все /-группы со свойством отпдепляемости имеют вид ^оо(^)-

Предложение 6. Для того, чтобы о-полная 1-группа X с единицей 1 и свойством 
отщепляемости имела вид X = ^оо(^) необходимо и достаточно, чтобы для 
любого ne N существовал х„ е Х+, О ^ х„ ^ пх^ ^ 1 ^ (?г + 1) х„. 

Доказательство. Необходимость. Если X ^ SJ^{B), ТО (1/(П + 1)) 1 явля
ется требуемым x„. 

Достаточность. Рассмотрим X = Х(1, В), со свойством отпдепляемости. Из 
условия следует, что для любого t е Вя любого ne N существует х̂ „ е Х+(1, Б), 
для которого О < Xf„(t) < Ijn. Если теперь / е С{В), то для любого te В ипе N 
существует 

у,„ е ХД1, В), y,„uf, О < ДО - у M < Цп . 

Выбираем конечное покрытие В множествами вида {(/ — Уг^^~^ (О, \\п) | к ^ 
^ /с(п)] и полагаем z„ = sup {у̂ „̂ [ к ^ /с(?г)}. Тогда | / — z„| < \\п на В, т.е. 
|/— z„| g x„_i, где x^_i из условия предложения 6. Остается заметить, что 
л„ I О по о-полноте X, имеем / е X, т.е. С(Б) с: Х(1, Б). Если теперь g е Q)J^\ 
ö̂  ̂  О, то {̂ „ = 0̂  /̂  /îl|?îGiV} есть башня в C{ß) cz Х(1, Б) и по теореме 5 (2), 
Q = sup (ö^J е Х(1, Б), т.е. Х(1, В) = ^^(В). 

Замечание. Как показывают примеры, условие о-полноты в теореме 5 
и предложении 6 нельзя заменить на близкое ему условие г-полноты, даже для 
случая векторной решетки. 

Пример 2 (СН). Существует г-полная векторная решетка (тем более /-
группа) счетного типа с единицей, обладающая свойством отщепляемости 
и с неограниченной башней. 

Напомним, что точка t в топологическом пространстве Г называется р-точкой, 
если для любой последовательности окрестностей и„ точки t имеет место 
t е int п {и„ I ne N}. 

Выберем Р-точку tge ßN\N (СН). Пусть 

{/, 6 C^ißN) I / ^ 1, /G C{ßN)} = {/, I а < со J (СН) . 

Построим ниже три трансфинитные последовательности 

{g.eClißN)}, {p,eßN\N}, {s,eßN\N} (а < œ,) 

для которых выполняются следующие условия: 
1) если д^ = /«, то р^ = 0, s« = 0; если д^ Ф /,, то jp«, s« суть Р-точки в ßN\N; 
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2) 9<x{n) ф О при ÏIEN; 

3) g M < +00; 
4) g M = Ö̂ a(5a) = +00; 
5) 9al9aXPoc,) = dalOaX^oct) < + 00 (в силу 2) частнос gjg^^ имеет смысл для 

всех а, «1 < со^); 
6) е с л и ö'a Ф Л , т о ( / , л ö'a/öfa) (Ра) + ( / а А о̂ ос/б̂ а) («а)-

Покажем, что если эти последовательности уже имеются, то можно построить 
наш пример. Пусть Z есть векторная решетка, порожденная в C^{ßN) всеми 
{д^\(х< coj, {h е C{ßN) \ h[ßN\N'] = const}. Если X = rZ, то 

X Œ {fe C^ißN) I flgM = flgls^) e R] = T, . 

Тогда X есть г-полная векторная решетка счетного типа с неограниченной 
башней {х„}, где 

/ ч [п, m ^ п xJm) = < [m , m < п 

Остается проверить, что X обладает свойством отщепляемости. Для этого 
достаточно установить, что X не может быть /-идеалом в /-группе 7 а C^{ßN), 
Действительно, если X есть /-идеал в /-группе 7, то пусть 7 = 7(1, В); тогда, 
если у^еХ Œ C^{ßN) и Уп{п) = 1, Уп{т) = О (m ф п), то соответствуюпций 
элемент sy„ + 7(1, В) таков, что он есть характеристическая функция, {еу„)~^ (1) 
есть точка, т.к. Х{В) есть /-идеал в 7(1, В). Если у е Х^+ \ X, то существует 
Z G Х(В), т.ч. О Ф |z| л у G Х(В). В этом случае найдется еу„ G X(ß), для которого 
а8у„ S \z\ А у. Таким образом и[(^Уп)"М1) | ^^^1 плотно в 1~^ (1) и уе 
G C^iß u {8у„)-' (1)) = C^ißN). Если у е 7+ \ X, то Л, = J V 1 G 7+ \ X. Тогда 
/ао + 9ао И Рао. ^^о + ^- ^ О 6) /^^ Л gJg^oiPao) + /ао ^ Qaold^^J^ ЧТО ПрОТИВО-
речит л , л 0̂ ,̂ G X с: Т«̂ . 

Перейдем к построению указанных объектов. Предположим, что {д^, {]?«}, 
{5̂ } построены для всех а < а^ < œ^. Построим д^^, р^^, s^^. Для этого будет 
рассмотрен ряд возможностей, для каждой из которых будут построены тре
буемые объекты — непосредственная проверка того, что свойства 1) —6) вы
полнены для семейств при а ^ ао, опускается. 

a) /a^4+°o)\U{ö'(74+^) I а < о̂ о} + 0- Как известно, ßN\N есть Р'-ком-
пакт ([4]), поэтому супхествует непустое открытое W с ßN \ АГ, для которого 
cl Pf п g; Ч + оо) = 0(а < ао), W Œ f'^ (̂ + оо). Выберем Р-точки р^^, s^^ е W, 
отличные от ÎQ И уже построенных р^, s^ (а < ао). Берем д^^ G C^(ßN), удовлет
воряющее условиям 2) —3), для которого gocoiPa) = daoi^a) = О при а < ао, 
9ао = fao на окрестности точки р^^ и д^^ = ^/„^ на окрестности точки s^^. 

b) /а^Ч+ ^ ) ^ öidä^i-^^) I ^ ^ ^о} И существует ä < ао, для которого либо 
faoldäiPä) = +00, либо fjgäisä) = +00. Пусть fjg^ip^) = +оо; по 4) /Jp^) = 
= +00. Существует h е C'^(ßN) такое, что h{p^) = О, hf^Jg^lPâ) = +оо. По
скольку jPä ~" ^^ть Р-точка, то в ßN\N существует окрестность We р^ такая, 
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что / j P f ) = +00, hfJW) = hfJg^X^ = +00 при любом ai < ao (это сле
дует из 5 и равенства h/Jg^X^ = hfjg^ . götjgj- Выберем Р-точки р^^, s«„ е Pf, 
отличные от р«, s« при а < «о и от to, и построим д^^ е C (̂jSiV), удовлетворяю
щее 2)-3), для которого дао(Ра) = дао{^а) = ^ (X < а^, д^^ ~ / Д на окрестности 
т о ч к и Рао и дао = ¥ао » ^ ОКрССТНОСТИ ТОЧКИ 5«^. 

с) fäoi-^^) ^ и{даЧ+^) I ^ < '^o}JaoldMJjga(Sa) Е R при а < OCQ И най-
дется ä < «о, для которого faJgâiPà) + Âoldâi^â)- Выберем дизъюнктные окрест
ности Wep^, Ues^, на которых f^^^Xg^, ö^ä^+oo, gjgû = gocjgäiPa) S 
s galdäiSa) п р и а < а о , л , I б̂ а = /ао | о ' а Ы , /«o/ö^ä = /ao/ö^äC^ä). В ы б с р С М Р-ТОЧКИ 

p̂Q е Pf, Sao ^ ^5 отличные от р^, s^ при а < ао и от о̂- Построим «̂о ^ ^œ(i^^)? 
ö'ao(Pa) = Ö̂ oroĈ a) = О ПрИ Œ < do, д^^ = Àg^ На ОКрССТНОСТЯХ т о ч е к Рао' ^ао-

à) / Г о Ч + ^ ) ^ и { о ^ а ~ Ч + ОО) I а < « о } , faojdlPa) = faoJGoL^a) G i^ ПрИ а < aQ. 

Имеем/ао(Го) е i? (в силу 3). Положим ^̂ о̂ = /ао и Рао = «̂0 = •̂ 
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