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SVAZEK 2 (1957) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 2

NEKONECNE DLOUHY NOSNIK NA PRUZNEM PODKLADE
ZATIZENY POHYBLIVYM BREMENEM

LADISLAV FRYBA

(Doslo dne 23. €ervence 1956.) DT.534.11.624.042.8:625.14.08

V této praci se studuje dynamické namahan{ nekonetné dlouhého
nosniku na pruzném podklads, ktery je zatiZen rovnomérng se pohy-
bujicimbfemenem. Je podéno fefenipro ptipad pohyblivé sily konstantni
velikosti a piiblizné fefeni (s odhadem chyby) pro ptipad pohybujici
se sily obecnd v dase prom&nné. Metoda je pouiita v pripads, kdy se
po nosniku pohybuje odpruZena hmota, jejiz valici se kolo sleduje libo-
volnou kiivku. Vysledky jsou aplikoviny pii studiu svislého namahani
kolejnice dynamicky zatiZené: osovym tlakem, odstiedivou silou
protizdvaii u lokomotiv a Géinkem plochych kol.l) -

A. Uvod

Utelem této prace bylo objasnit otdzku pisobeni plochého kola na namahani
kolejnice. Nez k tomu piistoupime, viimneme si i Géinku osovych tlaki kol
zelezni¢nich vozidel a Widinku svislé slozky odstfedivych sil protizavazi u hna-
cich kol lokomotivy.

Statické a dynamické namahani kolejnice od osovych tlaku kol je dakladné
zpracovano v etné literatute, viz na pt. [14], [13], [10], [1], [4], [12]. Utinky
_ svislé slozky odstfedivé sily protizdvazi u hnaciho kola lokomotivy podita
" Timo$ENKO v [13], aviak neuvazuje zde pohyb takto vzniklé harmonicky
proménné sily. V této praci je podano piiblizné feSeni tohoto problému,
které viak v praktickych piipadech je dostatedné piesné.

Literatura o namahéni kolejnice udinkem plochych kol a nerovného povrehu
kolejnice je chuda. (Oba druhy namahani jsou co do vyjadfeni velmi podobné,
a proto je probirdme soudasné.) SALLER ve své praci [9] uvaZuje kolo, jehoz
ploché misto je vytvoreno piimkou-seénou. Takto vsak ploché misto ve sku-
tednosti nevypada. Timosenko v [12], [13], [156] uvaZzuje kolejnici s nerovnosti

1) Poznamka: Oznadeni v této préci je provedeno podle knihy prof. Korou$ka [3].
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tvaru fa(l — cos wyt), po niZ prejizdi samotné kolo bez odpruZeného vozu.
ScERAMM uvadi v [10] empiricky vzorec pro chybovy moment od plochého
kola bez odvozeni. Odvolava se p¥i tom na teoretické zkoumani a na vysledky
méfeni, uveiejnéné v lasopise ,,Archiv fiir Hisenbahntechnik. Avsak tento
¢asopis u nds neni a nepodatilo se ndm ho zatim opat¥it.

V této prici je problém plochého kola formulovan znaéné obecnéji nez ve vyse
uvedenych ¢lancich, aviak je FeSen pro svou piilisnou slozitost pouze pfiblizné
a to jen v ptipadé, kdy se kolo neodloudi od kolejnice (to znamend, Ze nenastane
raz). Je zapotiebi jesté dal§iho teoretického a experimentalniho zkoumani
k objasnéni problému. :

Ploché kola vznikaji na nakoleich kol Zelezni¢nich vozidel p¥i brzdéni tim,
%e se brzdéné kolo zablokuje, neot4¥i se a smyka se po kolejnici. Tim se kolo
v misté styku s kolejnici obrusuje a vytvafi se tak zv. ploché misto zvané téz
,,smyk. Na obr. 6 je podélny fez plochym kolem.

Nagimi piedpisy [8] je dovoleno pouzivat kol, jeZ nemaji plochd mista
hlub8i nez 2mm (u lokomotiv 1 mm). Prakticky ov8em bywvaji hluboka
0 az 20 mm, ba dokonce i 31 mm, viz [9], {10]. Plocha mista zpasobuji velka
pridavna namahani kolejnic. Za vétsdich mrazi, kdy jsou kolejnice namahany
znaénym tahovym napétim, mohou zavinit i zlom kolejnice. Saller uvadi v [9],
e plaché kolo o délce smyku asi 30 em zpusobilo na 4 km dlouhé trati 19 lomt
kolejnic. Jinde bylo zaznamenano az 81 zlomt z téze p¥idiny. Z uvedenych
prikladda je vidét, Ze plocha kola plisobi na kolejnice velmi nep#iznivé; proto
je nutno se zabyvat touto otdzkou teoreticky i experimentalné.

B. Nekone&nt diouhy nosnik na pruzném podklads
zatiZeny pohyblivim bifemenem
Teorie

Diferencialni rovnice pfitného kmitani nosniku konstantnitho pratezu
lezicim na pruzném podkladé ma tvar:

ol ! 02
BJ i-”a(gg LI i—”—c%i) + kv, 1) = p(x, t) (1)
kde znadi: v(x, t) — prihyb nosniku v misté z a dase ¢,
E — modul pruznosti nosniku,
J — moment setrvadnosti pfiéného prafezu nonsiku,
)z — hmota nosniku na jednotku délky, “
k — koeficient podloZi,

p(x, t) — zatiZeni nosniku na jednotku délky.

Odvozeni této rovnice (viz na p¥. SNitRo [11]) je provedeno za tdchto
predpokladi:
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1. Plati zakon Hookiv, hypotesa Navierova a princip Saint-Venanttv.
2. Plati teorie malych deformaci.

3. Nosnik je ulozen celou svou délkou na souvislém pruzném podkladé
a to na takovém, Ze p¥i prohnuti nosniku je velikost spojité rozloZené reakce
v katdém prifezu nosniku imérnd prihybu v tomto pritezu. Je to tak zv.
podklad Winklertiv. Setrvadnost podlozi se neuvazuje.

4. Neuvazuje se ttlum a podélné kmitani nosniku.

5. Neuvazuje se vliv smykovych napéti a setrvadnych momenti na prahyb
nosniku.

Rovnice (1) je obecné pro dané okrajové a pocatetni podminky jednoznaéné
fefitelnd. Avsak pro praktické piipady zatiZeni je obvykle Feseni této rovnice
velmi pracné. Ukazeme si, Ze velmi jednoduse lze Yesit tuto rovnici v pfipadé
nekoneéné dlouhého nosniku, po némZ se pohybuje biemeno konstantni
rychlosti.

I. Sila v ¢ase neproménna pohybujici se konstantni rychlosti
I ) y

a) Kvasistaciondrni stav.

UvaZujme ptipad, kdy se po nekoneéné dlouhém mnosniku pohybuje zatiZeni
Pz, t) od nekoneéna do nekoneéna konstantni rychlosti ¢, aniZ pii tom mént svou
velikost. Pak je vyhodné zavést misto soutadné soustavy z, ¢, v soustavu sou-
Fadnou &, v pohybujici se se zatiZenim konstantni rychlosti ¢. Vztah mezi
pivodni a novou soutadnou soustavu je dan rovnief:

E=uw—ct. ' (2)
Pak za pfedpokladu, Ze v(z, t) == v(&), prejde parcialni diferencidlni rovnice (1)
v obyéejnou diferencidlni rovnici:

d*u(§)
dé

L d20(é)

BJ T+ () = 9. e

+ pe

Pozorovatel, ktery by se pohyboval rovnomérnou rychlosti ¢ spoleéné
ge soufadnym systémem &, v, nepozoroval by zadné kmitani nosniku. Takto
nastava tak zv, kvasistaciondrni stav, ktery tedy znamend, ze nosnik je vzhle-
dem k pohyblivé soufadné soustavé v relativnim klidu.

Piesnéji Ffe¢eno je kvasistaciondrni stav definovin takto: zatiZeni p(§)
ge pohybuje rovnomérnou rychlosti po nosniku, ale samo zdvisi jen na &,
nikoli jiz na &ase f. Redeni r. (1) v(x,t) zavisi pak jen na & w(x, t) = v(£).
Regeni r. (3) je partikularnim integralem r. (1) a vyjadiuje tak vlastn vynucené
kmitani ustdlené; nesplituje sice podateéni podminky, ale lze ukdzat, Ze v po-
mérné kratkém dasovém intervalu po zadatku plsobeni pohyblivé sily nastdva
s dostatednou presnosti kvasistacionarni stav.
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Predpoklddejme nyni, Ze se po nosniku pohybuje osamélé bfemeno P.
Pak zatizeni p(z, t) z r. (1) mé tento tvar:

&
0 7 x <= ¢l — -
pro x < ct 5
P ' e €
plx, t) = -~ Ppro ct — 5 <r< ct +—§ (4)
0 pro x> ct +%

P# tom lim ¢ — 0. Kvtli strudnosti budeme takovéto zatiZeni v této praci
oznatovat takto:
pla,t) = o(§) . P, - (%)

kde 6(£) je t. zv. Diracovou funkei (coZ je derivace nespojité funkee po &astech
konstantni se skokem v misté bfemene rovnym jedné).
b) Osamélé biemeno pohybujict se konstantni rychlosti.

Resme tuto zakladn{ tlohu: nekonetné dlouhy nosnik na prusném podkladé
je zatiZen osamélym bFemenem konstantni wvelikosti P, které se pohybuje po
nosniku od nekoneéna do nekonebna rovnomérnouw rychlosti ¢. Mame zjistit:

priohybovou ¢aru nosniku o(z,t), dile sklon gv(;;i ) , ohybovy moment
Mz, t) = — EJ g_}f&xzi) a posouvajici silu 7'(x, t) = — EJ Q.EL(;.Q kazdém

priafezu nosniku za predpoklad®, které jsou uvedeny na zatitku kap. B.2)
Tuto dlohu Fedi rovnice (1) a piislugné okrajové a poéateéni podminky,
které predepiSeme timto zplsobem: v kazdém okamziku je prihyb o(z, ¢)
a sklon prihybové dary ov(z, t)/ox v nekonedné velké vzdalenosti vpravo
i vlevo od bfemene P roven nule. Pod b¥emenem P (tak jako v kterémkoli
jiném prafezu) jsou v kazdém okamziku prahybova &ara w(x, l), év(z,t)/ox
a o%(, t)[ox® funkce spojité a v posouvajici sile je v tomto bodé skok rovny
hodnoté bfemene P. Pfi této tloze nastavd kvasistaciondini stav. Uloha
je fefena v [4] a zde jen shrneme vysledky: ‘
Regent r. (3) s pravou stranou dle (5) je:
| (@, t) = o) = o ﬁI:EJ ~lEl(y cos p& 4 o sin p|E]) = v(€) . P . (6)
Dosadime-li sem za & vyraz x — cf dle r. (2), dostaneme partlkularm feleni
v{, t) rovnice (1) s pravou stranou (4). V r. (6) znadi:

= A2~¥76m = |/ B2 'MC - fﬁk;, 7Y {(8) (9
2 Zigl;&;o funkee v(z, t), M(x, t) a T'(x, t) z uvedenych piedpokladt je cilem ve viech )
tlohéch v této préci fefenych.
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Refeni plati pouze pro x realné, musi totiz byt g2 ——fg« > 0. Z toho
vychazi podminka pro rychlost ¢:
4B
C < Cpri Cpr = ﬁv A[u‘ . (10)

Pro ¢ = ¢;, je nutno vzit v dvahu utlum p¥i kmitdni nosniku; o tom viz [2]
" a [4]. AvSak v praktickych p¥ipadech je kritickd rychlost c;, podle (10) velmi
vysoka, takze ji neni mozno dosdhnout (viz kap. C. 1. a).

Sklon, ohybovy moment a posouvajici silu v kazdém pritezu nosniku vy-
potteme derivovanim r. (6):

ov(z, t) do(§) P —alEl 5
B I(;;;Ej ealflgin p& = {(&) . P, (11)
Mz, t) = M) = ;}% e~elél(y cos y& — xsiny|&)) = M(&). P, (12)
e, 1) = T(§) = — L e=sltl[(y? — o?) sin y€ +
H - — 4“,}) o Y V¢
+ sgn £ . 2y cos p&] = T(&) . P . (13)

¢) Vv setrvaénosti pri kvasistaciondrnim stavu.

V rovnici (1) jsme brali zatizeni p(z, t) pouze s jeho silovymi dsinky. Aviak
kazdé zatiZeni pusobi dynamicky jedté svymi setrvaénymi Géinky, jak je to
vyjédteno principem D’Alembertovym. Pro zatiZeni pohybujici se konstantni
rychlosti ¢ béfeme pravou stranu r. (1) ve tvaru (viz [7]): '
dzo(ct, t)

p(ﬂj, t) — My N—diz T . (]4)

kde m,, je hmota zatiZeni p(z, t).

Uvazujeme-li nyni kvasistacionarni stav, pro néjz plati v(z, t) = (&), & =
= & — ct, snadno vypoéteme, Ze druhd derivace z r. (14) je pro viechna
& rovna nule : d%(ct, t)/dt? = 0.

Z toho vyplyva dilefity poznatek: pii keasistaciondrnim stavu — zatt¥en’
nepiisobi Zddnygmi setrvaénygmi silams.®) ‘

3) V [4] je mylné uvedeno, %e druhd derivace z r. (14) je rovna c? . d%(&)/d&3, &im%
autofi dofli k nespravnym zavdrim o vlivu setrvanosti pohybujiciho se osam¥lého
bfemene na nekonedns dlouhy nosnik na pruZném podklad&. Odvodili toti¥, e v tomto
piipad’ je kritickd rychlost znagnd mens a tim i nebezpesndjsi, proto¥e je dosaZitelnd
i v praktickych ptipadech.
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IT1. Sila obecnd v ¢ase promé&nné pohybujici ge
konstantnirychlostf

a) Priblizné Feseni.

Budeme nyni Fesit slozit8jii lohu: nekoneéné dlouhy nosnik na prufném
podkladé je zatifen osamélym biemenem Q(t), obecné v Case proménnym, kieré
se pohybwje po nosntkw od nekomeéna do mekoneéna rovnomérnou rychlosti c.

Tuto dlohu Yedi opét diferencidlni rovnice (1), jejiz prava strana je
P, 1) = 8(¢) . Q) (15)

a piislusné okrajové a poédtedni podminky. Pro tento pifpad lze odvodit
piibliZné YeSeni, jestliZe na n&j aplikujeme kvasistaciondrni stav vylozeny
v predchozich odstaveich. Musime se oviem na konec presvédéit, zda chyba,
které se dopustime timto pribliZnym Fedenim, neni piili§ velka.

Pii odvozeni piiblizného feSeni budeme postupovat stejné jako v tiloze
v odst. B. 1. b).

Piiblizné feseni rovnice (1) s pravou stranou (15) je analogicky jako u kvasi-
stacionarniho stavu:

v(x, ) = — W N} e~alEl(y cos & + « sin p|€]) = v(£) . Q) , (16)

kde & = x — ct a plati r. (7) az (10). Pak také:

D@D Fey Quy, M@t = TTE) . Q) (17) (18)

Tle,t) = T(&) . Q) . (19)

b) Odhad chyby.

Podminkou kvasistancionarniho stavu bylo, Ze zatiZeni se vzhledem k po-
hyblivé soutadné soustavé neménilo. JestliZze bylo aplikovano Tefeni takové
Glohy i pro ptipad, kdy se zatiZeni vzhledem k pohyblivé soufadné soustavé
v ¢ase méni, dopoustime se tim jisté chyby. Nage p¥iblizné feSeni (16) této
tlohy splituje okrajové podminky; aviak presné fefeni také musi vyhovovat
puvodni rovniei:

t) 220z, )

By D L TED =) Q0. (20)

v(z,
Ot
Ale této rovnici nage feSenf (16) nevyhovuje. Dosadime-li vyraz (16) do levé
strany r. (20), dostaneme jakési zatiZeni p(x, t) na jednotku délky:

ple, t) = xu e~alsl [Q(t) y eos & - (Q(t) + sgn & . 4Q(t) E—?) o sin y |§}], (21)
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kde
1 5 — 900 d*Q(t)

x = W—J ’ Q(/) = T Q) = de
Vyraz (21) predstavuje vlastné zatizeni v misté i v tase proménné, které
zatéZuje nosnik kromé nageho daného biemene @(t). Jestlize je zatiZeni p(x, t)
podle r. (21) ,,dostateéné malé (spravné by mélo byt nulové), mizeme r. (16)
povaZovat za piiblizné YeSeni nagi dlohy. K tomu je nutno vysvétlit pojem
»dostatednd malé zatiZeni: zatiZeni p(x,t) dle r. (21) musime néjakym zpt-
sobem srovnat s biemenem @(t), jeho% ptsobeni na nosnik chceme vypoditat.
Toto srovnéani lze provést nékolika zpusoby, z nichz nejjednodussi je tento:

Biemeno @(t) — jako kaZdou fysikalni veli¢inu — uréime nikoli absolutné
pFesné, nybri s jistou pfesnosti + ¢9%. Jestlize celkovd hodnota zatiZeni
p(z, t) podle (21) na celém nosniku je v kazdém okamziku mendi nez chyba,
které se dopustime, béifeme-li biemeno ¢(t) s pfesnosti + ¢%, pak muZeme
tvrdit, Ze YeSeni (16) je dostateéné presné, Toto srovnani matematicky vy-
jadiené vypadd takto:

1 [ P, ) Ao 19Q) (22)

(Tim, Ze béfeme p(x, ) ve druhé mocning, odstranujeme vliv piipadného
zéporného p(x, t).) V praktickych ptipadech viak tplné postadi toto kriterium:

| [ ple, 1) de| = |qQ)] (23)
protoze ucinek opaténych znamének u p(z, t) je vlivem exponencidlni funkce

velmi maly. Dosadime-li sem za p(z, t) hodnotu z r. (21) (bez ohledu na sgn &)
a vypodteme-li piislugné integraly, obdriime podminku:

“ 5 5o PP - ‘

“ [Q(t) + 20) ﬁ]’ < 4Q()] . (24)
K tomu je nutno je$té poznamenat, ze vyraz (21) — jako spojité zatizeni —

nahrazuje pt¥i naSem piibliZném YeSeni osamélé bfemeno @(f) a %e toto nahra-

zeni mizeme udinit s dostatetnou presnosti proto, protoze se p(z, t) vlivem

exponencialnj funkce roznasi na pomérné malém tseku nosniku.

Tedy zavérem: wlohu zadanouw v odst. a) Fefi pribligné r. (16). Chyba, které
se dopoustime timto priblitnym reSenim, nent véist nef chyba v bemenu @Q(t)
zadaném s presnosti 4 q%, jestlife plati nerovnost (24). Usili o v&t&i presnost,
vychéazime-li jiz z pfibliznych piedpokladd, by byla celkem zbytedéna. Oviem
¢iselné srovnani v kazdém daném konkretnim piipadé @(f) je nutné, abychom
se nedopustili vétsich chyb.
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¢) Vliv setrvaénosts.

vy

Protoze v nynéjsim piipadé pohyblivé sily @(f) obecnd v dase proménné
nejde jiz o kvasistaciondrni stav, je nutno vzit v tvahu i setrvaéné déinky
bfemene. Prava strana r. (1) ma pak tvar:

dv(ct, t)] (25)

oz, t) = 8(&) [Q(t) B I P
kde mg je hmota biemene Q).
Regeni rovnice (1) s pravou stranou (25) budeme predpoklddat podobnd
jako u r. (16) ve tvaru
vz, t) = (&) . Q) , (26)
coz je vlastné piblizné (ve smyslu odst. b) Fefeni p¥ipadu, kdy se po nosniku
pohybuje sfla Q(t), u které zanedbdvdme setrvaéné tucinky. MySlenou sflu

¢(¢) uréime 7 podminky, Ze posouvajici sila fefeni (26) pro & = 0 bude rovna
sfle, kterd se po nosniku skutedné pohybuje:

@) = Q) — mg UL,

Do této rovnice dosadime za d?v(ct, {)/di* piisluSnou derivaci r. (26), totiz

Q(t) . . Zde Dy = [9(£)]cng = 1/8xf2EJ. Pak ném z této podminky vychazi

diferencialni rovnice }
. Q) = Q) — meuQ(t) .

jejiz TeSeni je: .

t

Q(t) = wefQ(r) sin‘we(t — 1) dz 4 € cos wgt + C, sin wqt | (27)
0

‘kde w} = 1/mgv, a €, O, jsou integraéni konstanty, které uréime z podateénich
podminek. '

Timto zpisobem jsme velmi jednoduchym obratem prevedli pfipad bfemene
Q(t) a jeho setrvadngch udinks na nosnik na pitpad pohyblivé sily Q(t) bez setr-
vabnych winkd.

Reseni (26), kam za Q(t) dosadime (27), je oviem piiblizné ve smyslu odst. b),
a proto bychom se museli na konec piesvédéit podle kriteria (24), zda se timto
nedopoudtime nepiipustné chyby. Sklon prihybové ¢ary, ohybovy moment
a posouvajiei sflu v kazdém prifezu nosniku bychom dostali derivovanim
r. (26) podobng, jak to bylo provedeno v pfedchozich odstaveich.

ITI. OdpruZend hmota jejiz valiei se kolo sleduje k¥ivku f(f)

Nyni se budeme zabyvat takovouto tlohou: po nekoneéné dlouhém nosniku
na prufném podkladé se pohybuje od nekonetna do nekoneéna konstantnit rychlosti ¢
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hmota m,, jeZ na peru nese odprufenow hmotu m,. Vzddlenost 16£i&é hmoty mn
(kola) od mosnikw se pii tomto pohybu méni o f(t), viz obr. 1. To muZe byt zphso-
beno na pf. vlivem nerovnosti na obvodu kola nebo nerovnostmi na jizdni
draze a pod.

a) Predpoklady dlohy.

Piedpoklady pro nosnik na pruzném podkladé, uvedené na zadatku kap. B.,
plati i v tomto pfipadé. Kromé nich predpokladiame jesté:

1. Odpruzené bfemeno m4 vahu P, a
hmotu my, kde m, = Py/g. NeodpruZené r‘——'l
bifemeno m4 vahu P, a hmotu m,, kde i
m, = P,Jg. P¥i tom plati: P = Py + P,

2. Soustava dvou hmotnych bodi m,

a m, se pohybuje ptimodaie vodorovné
konstantni rychlost{ ¢ a kromé toho —"i——r

L £\
N TS

My fatd ¢ Ylt]

tézidté hmotného bodu m, vykonava ' St
nuceny pohyb podle kiivky f(¢), za- Obr. 1.

vislé pouze na dase. Casové rozvinuti

této kiivky je na obr. 1, kde kladny smér f(f) je dola. O ktivee f(t) predpokla-
déme, Ze je to funkce spojitd, m4 spojitou prvni derivaci f(£) a Ze existuje jeji
druh4 derivace f(f).

3. Za predpokladu, Ze se m, dotykd nosniku, vzniks vlivem piitomnosti f(£)
jistéa sila Q(¢), jakési dynamické ptitiZeni, jehoz kladny smér na nosnik je smé-
rem dolit a na m, smérem nahoru. Q(¢) je osamélé b¥emeno, obecné v dase
proménné (jeho ¢asovy prubéh vSak dosud nezndme), které se pohybuje
konstantni rychlost{ po nosniku.

4. Mezi kolem a nosnikem plsobi pii f(t) = 0 sila P; je-li f(t) + 0, pFistupuje
tam jeité sila Q(f). Nosnik je pak zatiZen silou P + @(¢). Je-li P + Q(t) > 0,
dotyks se kolo nosniku; je-li P 4 @(t) = 0, neptsobi kolo Ziddnym tlakem
na nosnik. P¥ipad P + Q(t) << 0 nemuze nastat.

5. Je-li f(t) = 0, pohybuje se m, a m, po vodorovné pfimce a nosnik ma pod
pohybujicim se bfemenem P konstantni prihyb v, (viz obr. 1). Je-li f(t) & 0
pohybuje se m, po kiivee y,(t), m, po kiivee y,(t) a nosnik ma pod bifemenem
piidavny prihyb v,(f). Kladné sméry jsou ve viech pfipadech dold (viz obr. 1).

6. Kolo, pod kterym si pfedstavujeme neodpruenou hmotu m,,, mé polomér
r a je absolutné tuhé, nedeformuje se.

7. PruZné pero spojujici hmoty m, a m, ma pérovou konstantu C, je
znamend silu, které je tfeba ke stladeni pera o jednotku délky.

8. V peru nastdvé vlivem smykového treni sila K,, kterd vidy sméfuje
proti pohybu. M4 tedy vidy opaéné znaménko ne# vyraz ¥,(t) — 7,(t). Presné
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analytické vyjadieni smykového tfenf je velmi sloZité, a proto zde budeme
postupovat podle [3] tak, Ze na konec vidy piipojime konstantni tlumfci
sila 4 K. ‘

9. Predpokladdme okamzité ptisobeni pera. Jistd jeho setrva¢nost se ne-
uvazuje.

Nagim cilem je vypoéitat: v(z, t), M(x, ¢) a T'(x, t) v kaZzdém prafezu nosniku

zatizeného vySe uvedenym zpasobem. Proto musime

mﬂgf&(ﬁ zjistit také neznamé funkce Q(¢), y,(t) a y,(t).

R
b) Priblizné fedent.
Clin-x) 2 Pro &tyti neznamé funkee v(x, £), Q(t), y.(t)y, ¥o(t)
Clyp-) R A, sestavime &ty¥i rovnice:

1. Rovnice rovnovahy sil ptisobicich na hmotu m,,.
Viz r. (28). '
P+Qt ="1m, _L(f) 2. Rovnice rovnovahy sil pasobicich na hmotu »,,.
2 At Vig . (29),
ateld V obou piipadech 1. a 2. musi byt souéet viech sil
pusobicich na m, a na m, roven nule, viz obr. 2. Pro
sestaveni téchto rovnic predpokladdame P - Q(¢) > 0.

Obr. 2.

3. Pro nosnik plati diferencidlni rovnice rovnovahy elementu nosniku
podle . (1), kde pravd strana mé tvar (5) a (15). Nosnik je totiz zati%en pohy-
bujicimi se bfemeny P a Q({), jako dynamickym pritizenim vlivem piitomnosti

f(t). Viz r. (30). _
4. Z predpokladu, %e se kolo dotykad nosniku, vyplyvé étvrta rovnice:

) o wpt) = yu(t) + 7 — f(t) .
Odtud pak r. (31):

Py my L0 1 Oy, 0) — 0] — Py san 19,0 — 901 K, = 0, (28)

P” M dggtnz(t) - O(yn(l) - %(t)] + Pﬂ -
— sgn [1(0) — go(®)] Ko — [P+ Q)T = 0, (29)
ot 02 .
my B PUBD e = o) 1P+ Q) (30)
) = 1ult) — 1) (31)

P#i odvozeni rovnic (28) aZ (31) jsme predpokladali P + Q(t) > 0. Pak se rusi sily
Pya — Pyvr (28) asily P, + Pya — P vr. (29). Je-li P + @(¢) = 0, v r. (29) zlistdva
P, -+ Pg), v . (30) je na pravé strang nula a r. (31) pozbyvé platnosti, protoZe pak je

10(t) Z Yp(t) — ().
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Zahrnuji tedy rovnice (28) a% (31) oba mo#né pripady, ale vyfeeny jsou v této praci
jen pro P 4 Q(t) > 0. V praxi se muze stat pripad, Ze po uréitou dobu je P 4 Q(¢) >0,
pfi tom se- kolo dotykd nosniku. Ale pak se stane P 4 @(¢) == 0. To potrvé tak dlouho
aZ se zase kolo dotkne nosniku a nabude platnosti r. (31). Pfi tomto dotyku nastane raz
kola na nosnik. Postupnym pouZivanim r. (28) a% (31) pro £ + Q(¢) > Oapro P + Q(t) =
= 0 bychom tedy vypotetli i takovyto piipad. OvSem poméry p¥i rdzu, ktery by zde
nastal, jsou ponékud jiné a nebudeme se v této praci o nich Sirit.

Regme tedy simultanni diferencialni rovnice (28) a# (31) pro P + Q(t) > 0.
Predpokladejme na okamzik, Ze jiz zname funkei ¢(t). Pak feSeni rovnice (30)
je-soudtem rovnic (6) a (16), protoze r. (30) je linearni diferencialni rovniei,
pro kterou plati zadkon superposice. Je to oviem Tedeni pifiblizné ve smyslu
odst: B. II. b). Prithybova ¢ara nosniku je tedy: s

‘ v(@, t) = o(&) . [P + Q)] . o (32)
Pii oznadeni [9(£)],, = v, je prithyb pod pohyblivym biemenem: ‘
[0(, D]see = Vo -+ v0(t) = 0P + 0Q() . (9

Sklon prithybové éary, ohybovy moment a posouvajici silu dostaneme obdobng
jako v r. (32) soudtem p¥islugnych r. (11) az (13) a (17) aZ (19).

Nyni ndm zbyvé urtit funkce Q(1), ,()) a y,(f). Ty stanovime z r. (28), (29)
a (31). Soudasné Yedeni téchto simultdnnich diferencidlnich rovnic je zdlouhavé
a nepiehlednd. Budeme je Ye&it postupnymi aproximacemi. Viimneme si totiz,
ze v praktickych pripadech je b¥emeno m, mnohokrat vétsi nez m,. Z toho
plyne, Ze y,(/) bude malé. Vezméme tedy jako prvni aproximaci y,(f) = 0
v 1. (29). VyFeSenim takto upravené r. (29) dostaneme: ’

.

¢ ‘ ‘

Ya(t) : — mnlwn fQ(r) sin w,(t — v)dr F y, + C, cos w,l -+ C, siﬁ Wyt " (34)

k.det‘ ‘ ° : . N ,‘ ; | ‘ o : s
w: = ;% , | (35)

a Uy, O, jsou integractni konstant,y. Regeni (34) pla,ti Pro w, &= joy, m, = w,,
predpoklddame-li, ze €(!) je sloZeno z harmonickych funkei o kruhové frek-
venci jw, resp. w,.)

- Druhou rovnici pro #.(t) obdrzime z r. (31) za pomeci (33):
gl =) ) = o) + ) - L3
Y Vg kap. €L TIL bYy 7= 1, 2.3, ..
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Srovndnim r. (34) a (36) dostaneme integralni rovnici Volterrova typu pro
nezndmou funkei Q(¢). Jepm vytesenim dostaneme:

Q) = f()] sin w,(t — ) dv F T Ov +
+ A cos wut + B sin wyt , (37)
kde .
o} = o (1 ¥ Fio) (38

a A, B jsou integradni konstanty. Jsou-li f(t) a f(t) sloZeny z harmonickych
funkei 0 kruhové frekvenci jo,, plati (37) p¥i w, + jw,.%) v

Tim je prvni aproximace pro urdeni Q(f), y,(t) a y,(f) hotova. P¥i druhém
pfiblizeni dosadime #,(t) z r. (34) nebo (36) do r. (28), z niZ vypoéteme druhou
aproximaci pro y(t):

i
Yolt) = @, [4n(7) sin wy(t — 7) dz F g + C5 cos ot -+ Cysin wt,  (39)
0

kde

¢ :
wp = ,'7!; ’ (40)
Wy == joy, wy F Wy, 0y F o, za predpokladu, %e y,(t) je sloZena z harmonickych
funkei o kruhovych frekvencich jow,, w,, w,*) a Cy, C, jsou integradéni konstanty.

Rovnici (39) bychom dosadili do (29) a cely postup bychom znovu opakovali
a tak bychom se postupné bliZili pfesnym hodnotdm Q(t), ¥.(t) a y,(f). Integradni
konstanty z r. (34), (37) a (39) dostaneme z poéatednich podminek pii konkretni
tloze a daném f(¢). :

Rovnicemi (32), (36), (37) resp. i (39) je nafe uloha rozfeSena (aspoii v prvni
aproximaci). Na konec se nesmime zapomenout presvédéit podle podminky
(24), zda nage ptriblizné ¥ resem r. (30) pii @Q(t) daném rovnici (37) je dostatedéné
piesné.

C. Aplikace
Svislé naméahini kolejnice
Existuje nékolik zpuisobt vypodstu namihani kolejnice — této nejdtlezitsjdi
téasti Zelezniéniho svriku. Za nejmoderndj¥ je nyni povaZovina teorie Timo-
Senkova (viz [12] aZ [14], [1]), kterd povaZuje kolejnici za nekonetné dlouhy
nosnik na pruzném podkladé Winklerové. Toto zjednoduseni vlivu uloZeni

kolejnice je na misté, uvazime-li, e podklad je fysikdlng velmi riznorody
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a matematicky tém&F nevystihnutelny. Spojité pruiné podlozi je jakymsi
statistickym primeérem viech proménlivych okolnosti, které se zde vyskytuji.
Vysledky experimentdlniho méfeni potvrzuji opridvnénost Timosenkovy
teorie. Proto jsme pfijali takovouto idealisaci kolejnice i v nasi préci.

I. Osovy tlak Zelezniénich vozidel

Osovy tlak kola P Zeleznidniho vozidla, které pojizdi rychlosti ¢ po kolejniei,
si miZeme predstavit jako osamélé biemeno P, které se pohybuje konstantni
rychlosti po nosniku. Vidime, Ze je to pfipad probrany v kap. B. I. Pro kolej-
nice namahanou osovym tlakem kola P tedy plati r. (6) az (13).

ay Vv rychlost: c.

Viimnéme si vlivu rychlosti ¢ na rovnice (6) az (13). Pii téchto uvahach
(i v celé této kap. C.) budeme poditat s Zeleznidnim svrikem soustavy 7', kde
kolejniée ma J = 1862 ecm4, F = 2,1 . 10% kg/em? a hmotu nosniku (kolejnice,
drobné kolejivo a dfevéné prazce o vzdalenosti 65 cm) na jednotku délky
béfeme u = 1,275 . 1073 kg sec? cm 2.

Odvodili jsme v kap. B. I. b), Ze Ffeseni (6) plati jen v tom piipadé, kdyz
rychlost ¢ je men§i nez kritick4 rychlost c;,, dand rovniei (10). Pro svriek
soustavy 7' & pro rtizné hodnoty £ jsou kritické rychlosti’c, udany na obr. 3.
Odtud vidime, Ze jsou to rychlosti velmi vysoké, které se v dnesnim Zeleznié-
. nim provozu nevyskytuji.

Z podrobnéijdiho zkoumdni vlivu rychlosti (viz [16]) plyne velmi ddlezity
zaver: pro béiné rychlosti do 300 km/[hod. je vliv rychlosti zanedbatelny. Dopustime
se tim chyby maximélné 2 a% 39%,; tedy dostaneme vysledky s velmi dobrou
pfesnosti.

Dusledkem toho je, e miizeme pro b&#né rychlosti piiblizng brat:

a=y=f; vh=72; ﬁo‘ifi[o;

kde
‘ _ 1. 1= 1
= gy v gpmr Moo n =g
Pak rovnice (6), (11) az (13) maji tvar:
v(,t) = v(§) = @%j e~Al¢l(cos BE + sin BlE]) = (&) . P, (41)
ov(x, ¢ d P o >
v(aa; ) —%f—) = — M e AlElgin BE = ((&). P, (42)
Mz, t) = M(¢) = 4—1; e~FlEl(cos BE — sin flE}) = M(£). P, (43)
T(x,t) = T(&) = — sgné&. % e~ AlEl cos BE = T(E) .P. . (49)



Tim jsme dospéli k YeSeni, které pro & = & souhlasi s TimoSenkovym. sta-
tickym FeSenim nekoneéné dlouhého nosniku na pruiném podkladé zatiZeném
nepohvbhvym osamélym bremenem (viz [14]). Tam je také mozno nalézt
tabelované a vyobrazené funkee #(£), (&), M (&), T(£). Funkce 5(£)/7, a M(&)/Mo
jsou graficky zndzornény té#% v autorové préci [16].

b) Vliv koeficientu podlozz k.

’\Tej\mtsl nanutkou proti viem preansml vypoctum namaham kolejnice
je argument, %e koeficient podlozi m4 velmi proménné hodnoty a %e ho tedy

T — 1

Mo v \ i [ 7,
Cm) - {emjg EL - V;/“ (kglern)
- - 1 ]
50| 5.40°] \ | — o 11010°
Jo \ [ . o G
400416° | / g 18.10* _Ikm/hﬂd]
T : | T '/_,4/"”*'"* 0 ~ Jeooo Ag
30| 3.10° / L l610° [1500 [cm’]z
T <>% 1 —— fij 1540
20240 A % s k10* |1000 [1.107
| / \j\\_—‘\ ' — . ,
10| 1107 D —— R A 210° |500 |0510
o N . T — T r .
% =
ol o 1 B o o o
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 K
fkg/cm2]
Obr, 3

neni mozno dostateéné presné urtit. Podivejme se podrobnéji, jaky vliv ma k
na nage YeSeni (41) a% (44). (Viz téz v [16].) ' '

Pro rizné hodnoty % od 50 do 1000 Kg/em? byly p¥i svisku 7 vypodteny

. 1 - . . . X
hodnoty 3, %, = M,, ¢, a graficky jsou zndzornény na obr. 3
0

Muzeme olekdvat, Ze koeficient & se nam nepodabi uréit s vétsi presnosti
nez -+ 100 kg/em?. Divame-li se s tohoto hlediska na obr 3, vidime, ze tato
neptesnost v uréeni & mé velky vliv pouze na 7, a — pro k od 100 asi do

400 kg/em?. U ostatnich funkei to zphisobi chyby ve stavebm praxi jesté
piijatelné.

Proto¥e pro naméhéni kolejnice nenf rozhodujici prihyb, nybrz napéti,
které uréujeme z ohybového momentu, vyplyva ndm dalezity zavér: napéti
v ohybu kolejnice uréime dostateéné presné pomoci ohybového momentu (43),
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1 kdyZ koeficient k nezndme 1ipiné presné. Nesmi byt tedy vliv k& na namahani
kolejnice precetiovan. Zato pfi wréent priahybu podie (41) je moind ¢ dosti
velled chyba, jeé plyne z nepiesné udané hodnoty k.

II. Vliv protizdavazi lokomotiv

Svisla slozka odstiedivych sil nevyvazenych hmot u protizdvazi na hnacim
kole lokomotivy zphsobuje piidavné zatiZeni kolejnice, které se harmonicky
méni. Tento piipad si predstavujeme jako osamélé biemeno R sin ot, které
se pohybuje konstantni rychlosti ¢ po nosniku. Vidime, Ze zde miuZzeme apli-
kovat vysledky kap. B. Il. pro @(f) = R sin wf. Pro kolejnici namahanou
odstiedivou silou protizavazi plati tedy r. (16) az (19) pro Q(f) = R sin wt.
To je fefSeni piibliZné a musime se tedy v konkretnim piipadé presveédéit
o chybé, kterou tim udinime.

Protoze i zde prakticky dosazitelné rychlosti jsou malé viéi rychlosti
kritické, plati i pro tento p¥ipad vyvody odstavee C. 1. a) o vlivu rychlosti c.
Utijeme tedy rovnic (41) aZ (44), kde v8ak misto sily P davame silu R sin wt,

a) Odhad chyby.

Piesvédéme se zde, jaky pribéh méa zatiZeni (21) pro nas pifipad @(f) ==
= R sin wt. Dosadime-li tuto funkei do r. (21), pak pii o = » = £ dostaneme:

plx, t) = R‘Ll;f;f e~ M — o sin wi cos & |- (sgn & . 4¢ff cos wt —

— w sin wt) sin §|&]7. (45)

Toto zatiZeni na jednotku délky bylo vy¢isleno pro lokomotivu fady 475.1,
kterd méd nejvétsi amplitudu odstfedivé sily B = 1130 kg p¥i max. rychlosti
¢ = 100 km/hod; priimér hnactho kola D = 175 cm a z toho max. kruhovd
frekvence o = 2¢/D = 31,7 sec~'. Vypodlet je proveden pro okamzik { = 0;
njdw; 7/2w; 374w, Daldi hodnoty po osminich periody 2x/w maji stejné
hodnoty, jen znaménka se méni. Pribéh zatiZeni p(z, t) podle r. (45) je znazor-
‘nén na obr. 4, kde poloha kola je dana koletkem se zadernénou tsedi, ktera
pfedstavuje polohu protizavazi. Pii otadeni kola se zatiZzeni opakuje s periodou
2nfw. ‘ '

Obr. 4 slouzi jen k ilustraci o tom, jaké zatiZzeni p¥i naSem priblizném FeSeni
se vlastné pohybuje po nosniku. K odhadu chyby, jaké se timto piibliZnym
fefenim dopouitime, postadi ndm podminka (24), kterd pro nas pripad Q(t) =
= R sin wf dostdva tvar (pfi o ==y = B): :

) ) . , _ . ,

R 5 (— o sin wt + 2c8 cos wi) | < |gR sin o] . (46)
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K urdeni procenta pfesnosti ¢ musime uvazit, jakym zpasobem se dojde
k amplitudé R odsttedivé sily: velikosti protizdvazi hnacich kol lokomotiv
se vypotitivaji z podminky (viz [6]), ze amplituda R nesmi byt v&t&i nez 159,
statického tlaku kola P. Oviem staticky tlak pro tento tdel se béte jen pri-

R O SN
- AV S S / 7 8 0
p(x,% 4 324 (1 2 3 4 56 7 9 10 x

nNOoON N
———+

!
f?]t Q@ _ pixds)
2 e
_21
4 x
plss)
H (O il
2
) ' pisE)
! Q7
_zi
4 AN
Obr. 4.
Tabulka 1.
: R ’L% (— w sin ot + 2¢f cos wt) qR sin wt
kgl kel
0 13,5 0
/4w 4,42 : 53
7/2w - — 7,22 75
3n/4w — 14,65 53

mérnou hodnotou, ktera se miize lidit od skuteéného tlaku na kolo a% o 4 500 kg
(viz [5], kde jsou uvadény jesté vétsi naméfené odchylky). V nagem priklade
tedy maZeme uréit pro lokomotivu 475.1 kolovy tlak P == 7500 kg maximalné
s piesnosti - 500/7500 = 4- 0,0667. NanejvySe s toutéZ presnosti miZeme
i urdit amplitudu R, je tedy ¢ = -+ 6,679,.

Nyni jiz miZeme vyéislit podminku (46). Srovnani je provedeno v tab. I.
pro ¢asové okamiiky ¢ = 0; n/dw; n/2w; 37/4w, dalii hodnoty po osmindch
periody 27/ se lisi jen znaménky.

Z tabulky je vidét, Ze nejvétdi hodnota levé strany r. (46) pfi ¢ = 3n/dw
je mendi nez nejvétdl hodnota pravé strany pi ¢ = n/2w (|— 14,65| < |75]).
Je tudiZ podminka (46) eplnéna. Podle nadeho pribliného tedent ve smyslu
odst. B. I1. b) se tedy dopoustime v nasem pfikladé pfi vijpoctu kolejnice zati¥ené
pohyblivgm, osamélym bfemenem harmonicky proménnygm R sin wt menst chyby,
nef jaké se dopoustime tim, fe vychdzime 2 nesprévmijch hodnot R.
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b)Y Vv setrvaénosti.

_ Vypotitejme pro nasi lokomotivu 475.1 setrvaéné Géinky harmonicky
proménné sily R sin wf. Vyjaditime proto silu Q(f) podle r. (27) pro Q(t) =
= R sin wt a mg = mp. Po integraci a p¥i nulovych poditetnich podminkich

[@(0) = 0, Q(0) = 0], kdy bude C, = C, = 0, dostaneme:

w sin wgt
wg sin wt
w?

wh

R
Q(t) = R sin ot —

(47)

Tato myslena sila bude mit nejvétsi hodnotu p#i t = n/2w, pak obdrZime:

. 1 — e s —721 —
~ A 2 ®
ofg)-n'm .
wr
Vyéislime-li tuto sflu, dostaneme
=[x
() = rams

Pro zajimavost uvidime je§té hodnoty r. (48) pro ¢ = n/w, kde Q(njw) =

= — 0,00545R a pro ¢ = 3n/2w kdy Q(37/2w) = — 0,994E.

Prihybovou éiru nosniku bychom pak dostali z r. (26). Z vypodteného
ptikladu vidime, Ze setrvaéné aéinky harmonicky proménné sily maji velmi maly
vliv, zZvétsuji resp. zmensuji v naSem piikladé jeji amplitudu o 0,4% resp.
0 0,6%,. To je vliv tak maly, Ze ho mtZeme zanedbat. :

I1I. Uéinek plochych kol

Zelezniéni vozidlo si idealisujeme takto: kolo s ostatnimi neodpruZenymi
tastmi (jako loziska a pod.) tvofi hmotu m,, é4st vozidla i s nakladem pfipa-
dajici na kolo je hmota m,. Kolo a vz nejsou vzajemné pevné spojeny, nybrz
nosny ram vozidla spoéivd pruZnicemi na napravé. Takovouto idealisaci tedy
vzniks pohybliva soustava: hmota m,, pero, hmota m,, jak o ni bylo teoreticky
pojednano v kap. B. ITI. Pro kolejnici uvazovanou jako nekoneéné dlouhy
nosnik na pruZném podkladd, po niZ se pohybuje rovnomérnou rychlostf
Zeleznitni vozidlo s plochym kolem, plati pak viechny vyvody kap. B. IIL.

_ Je-li na kole ploché misto, pohybuje se jeho stied pii pomalé jizd® (vlastns
v limité pii nekoneénd malé rychlosti) po kiivee f(t) (viz obr. 5, kde je Sasové
rozvinuti drahy stredu kola).
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Kiivka f(t) je ddna v pfipadé plochého kola takto:

ft) = f1{t) .... pro T < t<il +T }
)

9
() =0 ..proilT +Ty<t<(i+)T]| (49)

kde =znadi: ¢ = 0, 4

41, £ 2, ... (mame na

mysli pohyb od neko-

neéna do nekoneéna),

T  — doba potieb-

. na k jednomu otodeni
kola,

T, — dobapotieb-
na k projeti pres plo-
ché misto,

f1(t) — pofadnice
plochého mista v urdi-
tém okamziku. Udava-
ji vlastné délku, oé se
zkratil polomérkolana
plochém misté®), Na
obr. 6 jsou tyto pofad-
nice vyznadeny éarko-
vanymi dostfednymi

Obr. 6. tisetkami. Zde zna-
mena:
« — hloubka plochého mista,
I, — délka plochého mista, je velmi piibliZné rovna délee oblouku nebo

seény. Vztah mezil; a T je p¥i rychlosti ¢: I, = ¢T';.

a) - Geometricky tvar plochého mista.

Abychom mohli postupovat dale, musime znét geometricky tvar kiivky
f1(t). O tvaru plochého mista se v literatufe nemluvi. Bylo tedy nutno meremm
zjistit pfesny tvar plochého mista.

Odmeétovany byly dosttedné tusedky (viz obr 6) ve dvacetinach délky I,.
Nameétené hodnoty jsou udany v tab. II. (pro polovinu soumérné k¥ivky)
a na obr. 7..V druhém ¥adku tab. IL. jsou skutetné naméfené hodnoty v cm,
ve tietim ¥adku jsou pak tyto hodnoty vztdhnuty na mérnou jednotku a.

5) Predpokladd se pii tom ptiblizng, %e bod dotyku Lola. 8 koleJmcl je stéle svisle pod
stiedem kola.
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Nameérenou funkei f,(f) danou tabelarné vyjadiime pomoei Fourierovy Fady
jako periodickou funkei o periodé 7';: :

| (50)

o0 o
fi(t) = ay — > a; cos jot
i
Tabulka 2.
T, . I ,
i 0 1 2 3 4 5 6 ¢ )
5 ’ j 5 7 8 9 1«
) i [ T .W“"i B
L@ o000 0,021 | 0,060 \0,123 0,170 | 0,212 | 0,246 | 0,270 | 0,288 | 0,298 | 0,300
[em] T . PO
; - : -
A | 0,0699 | 0,199 ]0,407 0,566 | 0,712 | 0,820 | 0,900 | 0,960 | 0,991 | 1
a ) R
’ i S I
ha® | o145 0,234 | 0,469 0,759 0,094 1,083
a I
| — - |
Lio® | 6,041 0,202 | 0,553 0,843 0,962 | 0,979
a !
) | |
. | T
Lo 0139 |- 0,2104 | 0,575 0,821 0,9536 1,0061
| ' | |
!
i _7;
0 2 T
2 )
0,2,
04 ~\ %
(i (t)
06 M, a
- 08 hd
1 e
- Obr. 7. n
kde ) ‘
9 .
. . 2r 27c
A A A

A

R i T, .
1 , 2 e
Ay = Tlffl(t) dt; a; = — T;ffl(t) cos jo,t df
5 0

jsou Fourierovy koeficienty. Ziskdme je numerickou integraci z hodnot tab. II.:

ay = 0,614a, a, = 0,469, a,= 01040, ay = 0,027la atd. (50')

Kiivka f,(t) dand rovnici (50) konverguje velmi rychle k funkei f,(¢), Kterou
jsme ziskali méfenim. Hodnoty f,(f) podle (50), béteme-li prvni, prvni dva,
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resp. prvni tfi dleny Fady, jsou vypotteny na 4., 5. resp. 6. Fadku tab. II.
(poditany pouze v desetinich I;). Odtud je vidét, %e vezmeme-li pouze prvni

t¥#i tleny nekoneéné fady (50), je jiz shoda s naméfenou kiivkou f(f) (podle
3. fadku tab. I1.) velmi dobra.

b) Reseni plochého kola s kfivkou fi(t).

Pro Yefeni namahani kolejnice vlivem plochého kola plati viechny vyvody
z kap. B. II1. a rovné% viechny p¥edpoklady, které jsme tam uéinili. V kap.
B. I1I1. jsme ptipad Fesili pro obecnou k¥ivku f(t). V pfipad$é plochého kola

mé viak tato kiivka zvlastni tvar dany rovnicemi (49) a (50). VyfeSime nynf
tento p¥ipad pro takovéto konkretni f(¢).

Sila @(t) je ddna rovniei (37), do které dosadime za f({) rovnice (49) a (50).
Po integraci dostaneme:

1 2 o 2 2
Q) = — = [% a(l — cos wyl) — S a ;2‘;’)1 - “’; (cos jow,t — cos w,t)] F
0 2 B

kK,

T4 o, + A cos wyt + Beinwyt ... pro T <t <iT + Ty,

Q(t) 10( Zaj L(UL; C()2

Wy
15”0; + A coswyt + Bsinwyt ... pro T +7T <t<(@+41)T.

j=1

:F

) [cos wy(t — Tl) — co8s w,t] F

Integradni konstanty 4, B dostaneme z podatednich podminek. Za pfed-
pokladu velkého dtlumu v perech muZeme bezpedné piredpoklidat, Ze rozkmi-
tani zplsobené plochym mistem bude dplné utlumeno do té doby, nez kolo
najedé po druhé plochym mistem na kolejnici. Z toho pak plynou poéatedni
podminky (jez se oviem periodicky opakuji): k

QET) =0, QuT)=0, (=0, +1, +2, ..)).

Z nich a z vyfie uvedenych vyraz pro Q(t) plynou integraéni konstanty:

Predpokldddme pii tom, Ze tlumici sila [ _f o) bude kladna, protoze Q(t)
0

olekavame v prvnich okamfZicich zdporné.
Dynamické piitizeni je pak po tprave:

w‘l

1 —-= ‘
22 jPei ( ; ~w1t( @y
t) = — — a; — sin 1 4+ =) singf = |1 — 2} —
Q) % ;?1 et jox o 1) 13 Fors
Ve '
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2 w? ol wg K, Wy K,
— 2 U Dy D2 — GOS8 @ e i
'vowéausn 2w, 1409 twlv‘Fl-wLCE“'
pro T <t<iT 4T, (51)
o,
2 [ ® o\ . @, .
Q(t) = —‘rl;;; z;g Ay — P a; N{’:ﬂig)i— Slnnaf sm—(i(wlt ——'ﬂ) —
jPot
[) Wy K, T T < (s
—'I—I—O—E‘Gosw]tz-:F-ﬁ”ﬁ“... pro ? +,1<t\(’b+1)T. (52)
0 1 i 0
Pfidavny prihyb kolejnice pouze od Q() je podle (33):
vo(t) = 2e@() o (53)
a pohyb stfedu kola je dén r. (31):
Ynll) =0 Q) + f1(t) ... pro T <t <iT +7T,, (54)
Ya(t) = 9, Q(t) veoopro W4T <t<@4+1)T

kam dosadime za Q(t) z rovnic (51), (52). ;

Za prvni aproximaci pohybu vozu y,(f) jsme zde brali y,(f) = 0 jako v kap.
B. II1. JestliZe jiZ zname y,(¢) dle r. (54), mlZeme vypoditat i druhou aproxi-
maci podle r. (39). P¥i tom zde budou poéiteéni podminky:

Yo(iT) = 0, 4o(iT) = 0
a z nich a z r. (39) za predpokladu, Ze tlumici sila bude zpoditku zdpornd,
protoZe odekdvime nejdiiv pohyb vozu dold, plynou integraéni konstanty:
Cr=1yr, Co=0.

Dosadime-li do r. (39) ¥.(t) podle (54), dostaneme po integrovéni:

2 2 2

w, Ws — @ .
g g " (cos jw,t —
wE — j2wi 2wl — ol

w? @
Yolt) = g, (1 — 3) (1 — cos wyt) + Z a;
2 i=

— €O8 wyt) + Za, ajw (%;?*;Z;i:zz) (cos wyt — €08 wyt) +
—l——[—aﬁ‘-—wz-——y,c(coswt——coswt)i}i 2y(l—~coswt)]+
w} 0} — w§ 0 2 Ik ’
+ yrcos ot F gy, ... pro T <t <iT +T,, (65)

%(t) = [ao(l — ciz’) + i a,- wﬁy ) w3 — wz] [cos wo(t — T'y) —

w3 203 2o — wl
2 5 i

202 —
— cos wyt] + Z @; —5— 0 (w" — ?__wl, w;) . [cos we(t — T'y) cos w, T, —

R v 20
wp — 0 0} o} — w}

w,
— 008 wt — aTo sin wy(t — T',) sin (ule] + {— —5 -



. '"“:Lajz Y [00"i ao(t — T') ¢os w, ) T,)sin szl] +

9 .
I a);, Y [cos wot — T',) — cos wgt]} + Yy cos gt F oy, ...
pro. I + T, <t<(+ 1T

Avsak v praktickych pripadech je y,(f) tak malé, Ze je dplné zanedbatelné.
. Tim se jenom potvrzuje oprdvnénost vychoziho pfedpokladu, ze totlz jsme
pokladali y,(t) = 0.

Zname:li nyni Q(t) z r. (51) a (52), maZeme také vypoditat namahani kolejnice
od pojizdéjictho vozidla s plochym kolem podle rovnice (32) atp. Nakonec
se, ovéem musime presvéddit, zda naSe priblizné Yeseni, podle kterého jsme
postupovali, vyhovuje podmince (24).

¢y Priklad.

Po Zeleznicnim svrsku soustavy T jede ndkladni viz fady Vir, na jeho¥ kole
je ploché misto. Mdme vypolitat silu Q(t), privhyb kolejnice vy(t), pohyb stiedu
kola y,,(t) @ vozu yy(t) zpisobené plochym kolem. Dané hodnoty: ' o

rychlost ¢ = 50 km/hod.
svrdek T (viz kap. C. L. a)), Vg = 2,65 . 105 em/kg,
z)d;: kolox;y' tlak PP = 10 000 kg, P, = 700 kg, m, = 7,14 . 107! kg sec? em™1,
P, = 9300 kg, m, = 9,48 kg sec? cm™1
pérovd konstanta: C = 1380 kg/em, w? - 1935 sec™2, wl = 145,6 sec™2,
2

w?
wy = 234 sec™, '—-— = 3,64 .1072,
w}

utlum: viz Fady Vir mé listové pruZnice, ve kterych je silny atlum. Vznika tim, %e
mezi listy pruZnic je smykové tfeni, které podle zkouSek ¢ini asi 10%, ze zatiZeni. PruZnice
v nafem ptipads je zatiZena silou P, - Q(¢), tak¥e tlumici sila by méla byt: K, = 0,1 .

[Py 4+ Q(#)], t. j. proménné. To by viak cely problem znadénd zkomplikovals, proto bé-
feme tlumief silu konstantni priomé&rné velikosti K, = 0,1P, = 930 kg, K,/(1 + O%;) =
= 898 kg, ¥, = 0,674 cm, ) ) . s -

ploché Eplo: a = 0,3 cm, Iy = 13,45 cm, w, = 650 sec™?, ‘T, = 9,68 . 10~3 sec. Tvar
plochého kola béfeme podle r. (50) s koeficienty (507). :

S témito hodnotami je vypotteno Q(t) podle (51) a (52), v(t) podle (53),
y,(t) podle (54) a yo(t) podle (55) a zobrazéno na obi, 8. -

Z obr. 8 je viddt, Ze je zachovén vychozi predpoklad, toti #e P -+ Q) > 0
v kazdém okamziku. To znamend, Ze v nafem piipadé nénastane rdz kola
na kolejnici. Nejvétsi pfitizeni kolejnice nastane v okamiiku ¢ = 1,2067,
kdy Q) == 11 380 kg, to znadi, Ze kolejnice je ».-tomto okamiiku zatiZena vic
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jak dvojndsobnou silou, neZ je staticky tlak P. Z obr. 8 je také videt, fe y,(t)
mé nepatrné hodnoty, takZe nas predpoklad, Ze y,(f) = 0, je velmi blizky
skutednosti. '

d) Odhad chyby.

Nyni musime provést iivahu o tom, jaké chyby jsme se dopustili v pted-
chozim ptiklad® tim, Ze jsme pouzili ptiblizného fedeni ve smyslu odst. B. I1. b).

. LA._ I 7//_\4{__ ‘ "’"T'7/_' N _7[ ““KY‘“"‘"""_'“"
AL N P P [\ .
0_:‘_:\: iiif"iii:’Yi,i“"j' “““ *“‘”“/"'/:ﬂ‘ ““““ ’l‘““r
knh 2T 374\ ‘j“ﬂ’""'éﬁk“%"sﬁ"“ *9n>—~1or]‘1-112,r,
\‘\,}// NEE é /

12 1/ nellum. 7

e g I
N N = t
03 _:‘__\_T’ :::?T::%[fl = {::':ffhﬁ;};'?;T::
02 it N —FA 1

0

Volt) ’ )

em)

Obr. 8.

Pro tento odhad jsme odvodili podminku (24), do které za @({) bychom méli
dosadit rovnice (51) a (52). ProtoZe grafické zndzornéni kiivky @(¢) (viz obr. 8)
piipoming funkei harmonicky proménnou o kruhové frekvenci w,, nahradime
ji rad&ji pro tento itel funkef Q(t) =~ R sin w,f, kde B = 11 380 kg je maximalni
hodnota Q() vibec. Toto nahrazeni mazeme udinit tim spige, protoze stejné
v r. (24) srovnivame nejvétsi hodnotu levé strany proti ne]vetéi hodnoté
pravé strany.

Tim oviem dostaneme misto (24) podminku (46), kde jsme jiz takovyto
pripad Q(!) = R sin ot zkoumali. Zde jsme také zjistili, Ze levd strana nerov-
nosti (46) ma nejvétsi hodnotu pro { = 3n/4w.
~ Budeme tedy v nagem piipadé srovnavat levou stranu podminky (46) pro
t = 3r[4w,, kterou zde oznadime @), s nejvétsi hodnotou pravé strany qR:

1@ = |oR] . . - (56)

Pro srovnani musime je§té znat prodento piesnosti ¢, s jakym uréime ampli-
tudu R. Na R ma velky vliv pomér 1/v, = 1/9,, jak vidime z r. (52). Proto
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byly vypotteny hodnoty R a @ pro rizné koeficienty podlozi k a vyneseny
na obr. 9.

Pro na§ piipad £ = 200 kg/em? miZeme z obr. 9 udinit tyto zdvéry: jestliZe
v hodnoté k se miZeme mylit az o 4 100 kg/em?, pak vidime, Ze v hodnoté R

34Q R
R 1
5t - +50
114 44 L\\ - L40
3t \ \\ = el +30
\ \hh.\?ai Q
o5t 2 N e 20
0y
0,3J- 14 \< - a L0
o T R
y k
0+ 0+
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 [kglepy?]
Obr. 9.
' -~
s /
127 T 7 n
-1 1
-0‘8 [ 4/;‘3\ 5‘512‘.0 / /,
22 N 7
_0’6 » It _2 N\\ // \7’( -
04 for :j SN N 7
2 TREAN \/ J N /
-0, , ; 4 \ \ ~ ,:r N 17
05 @ TN % i ST T
02 BT X NN G
04 \\ \ i\ \/ ’
06 A \\ \“,//\\“" AL
08 \ \ N/ I/, .
’: \\ X ,//
12 < \ //;
1 N
d
Eau
- Obr. 10.

miZe byt chyba a% ¢ = + 40%,, zatim co chyba v @ bude “mnohem men§i.
Pak mi¥eme udlinit srovnini podle podminky (56): 3160 < 0,4 .11 380;
0,4 .11 380 = 4550 [kg].

Vidime tedy, Ze podminka je splnéna. Pro vy3i hodnoty k je ptesnost
vypodtu vétsi, jak je vidét z poméru Q/R, ktery je také zobrazen na obr. 9.
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- -y e y
e) Zdwvislost dynamického pfitifeni Q(f) na poméru .
y

Vr. (51) a (52) maji nejvétdi vliv prvni ¢leny p#i j = 1. Proto byly vydisle-
ny pro riazné hodnoty poméru w,/w, a zobrazeny na obr. 10.

D. Zavér a diskuse

Pii platnosti viech predpoklada uvedenych v této praci vyplyvaji pro dyna-

1oko namahani kolejnice tyto zavéry:

. Namahdni kolejnice od osového tlaku a od déinkd protmav&m hnacich
kol lokomotivy je prakticky stejné jako od pisobeni téchto dvou druht
zatizeni v pipadé, Ze by se kola proticela na misté (bez tieni). Vliv rychlosti,
s jakou se pohybuji po kolejnici, je totiz zanedbatelny pro b&iné rychlosti
dosahované na Zeleznicich. .

2. Podlozi mé velky vliv na prihyb kolejnice, ale mnohem mensi viiv na
ohybovy moment a tim i na naméhéani kolejnice.

3. Osovy tlak nemd Zadnych setrvaénych tdinkt a setrvaéné tdinky odstie-
divych sil protizdvazi lokomotiv jsou zanedbatelné malé.

4. Nage p¥iblizné Yefeni nekoneéné dlouhého nosniku na pruzném podklads,
po kterém se pohybuje konstantni rychlosti osamélé bfemeno obecné v ase
proménné, je velmi vhodné a presné v piipadsé, kdy dasovd zména sily se déje
pomérné pomalu vzhledem k rychlosti pohybu biemene po nosniku. Tak tomu
bylo na pf. pifi vypoétu Géinkd protizavazi hnacich kol lokomotivy. Méni-li
se viak sila pomérnd rychle, je toto pfiblizné Yefeni jiZz méné presné (viz na p1
udinky plochého kola).

5. Dynamické pritident Q(1), které vanikd od plochého kola, zdvist na hloubce

plochého mista a, na poméru 5 (@ tim i znaéné na koeficientu podloZi k) o didle
0

na poméry %f, v kterém je zahrnut vliv rychlosti ¢, délky plochého mista 1,,
vdhy kola P, a zpisobu a sile odprufent C. Q(t) zavisi také na dtlumu v perech
K,, ale pti velkych osovych tlacich téméi nezdvisi na vaze vozu a nakladu P,.
V tomto piipads také nenastava raz kola na kolejnici. Je-li viak £, malé a pérové
konstanta C' velkd, md jiz viha vozu a nakladu vétdf vliv (v tomto piipadé
bychom nemohli brat piiblizné y,(f) = 0) a muze snadno vzniknout riz.

6. Nejvevtéi hodnoty dynamického pFitizeni Q@) wnastdvaji pfi  poméru
wyf/w, = §. (Viz obr. 10.)

To jsou zavéry, ke kterym jsme dospéli z pfedem vyloZenych predpokladii.
Ovsem jen nékteré predpoklady odpovidaji skuteénosti, o jinych mtzeme pied-
pokladat, ze nemaji ptili§ velky vliv na piesnost vysledkit, a konetnd jsou
i takové, které mohou nékdy znaéné ovlivnit vysledky. O téch se nyni zminime
v diskusi:
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1. O podloZi jsme piedpokladali, Ze je idedlné pruiné. Ale skutetnost je
daleko od tohoto predpokladu. Nestejnomérné podbiti prazel, §patné ptipevnéni
kolejnic na podkladnice a jiné vlivy zpisobuji, Ze koeficient podloZi je vlastné
proménny. Kolejnici jsme povazovali, jako kdyby byla uloZzena na spojitém
podloZi; vliv plochého kola je vSak omezen na velmi malou délku maximalné
do 20 em. Zde jiz miZe mit vliv i to, pasobi-li ploché kolo na kolejnici mezi
prazei nebo na prazei.

Podlozi mé také proti naemu predpokladu jistou setrvaénost, miZe pasobit
v zaporném sméru jen do jisté miry a je v ném i atlum. S timto vSim jsme
nepoditali.

2. Také pruznici mezi kolem a vozem jsme predpokladali idedlné pruznou
a bez setrvadnosti, zatim co ve skutetnosti v piipadé plochého mista, které
plsobi velmi kratkou dobu, pruznice sotva postaci v tomto okamziku neustéle
pitladovat kolo na kolejnici. Odloudeni kola od kolejnice a tim i raz pak nastane

yeyr

v mnohem é&astéjsich ptipadech, neZ jak jsme odvodili v na&f praeci.

To jsou vlivy — nékteré téméi nevystihnutelné — které jsme v nasi praci
neuvaZovali a jez podle nadeho ndzoru ovliviiuji namahani kolejnice. Pres
nékterd zjednoduseni miazeme viak povazovat zde feSeny problém plochého
kola, o ktery &lo predeviim, za dobré pFibliZeni skutednosti.
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Pesome

BECKOHEYHO IJINHHAA BAJIKA HA YIPYTOM OCHOBAHUU
MOJl AENCTBUEM ABUIKVIIETOCT TPY3A

JATUCIAB OPLIBA, (Ladislav Fryba).
(ITocrynuao B pegarnuio 23/VII 1956 r.)

B pafore pacemorpeno gmHaMUdecKoe yemmine GecKOHEIHO ANMHHON Gaikm
Ha YOPYroM OCHOBAHHM WoZ jefcTBHEM pPaBHOMEpPHO MBIRYIUETOCA Ipysa
¥ ero maccel. Ecmm ABmsRyImasca cuia MOCTOAHHA BO BPEeMEHH, BO3SHHKACT
KBasueTanyoHapuoe monoskenne. IIpumenss oTOT cmocod peineHns, aBTop
BEIBOUUT NPHONIKeHHOe pelneHye JIIA ¢JIy4as ABMIRYIICTOCA Tpysa BoobIe
mepeMeHHOT0 Bo BpeMeHum. B pafore maercd Takike oIeHKAa OMMOKIN, KOTOPas
BO3HUKAET NPK HTOM TPHGIDEREHHOM peinenun. MeTox upuMeHeH JJIsa caydas,
KOT/Ia Ha 0ajiKe JBIKOTCH CUCTeMa: KoJieco, NPYIRMHA, Macea, IPHUeM KOJIeco
IlepemeniaeTcs IO IIPOM3BONRHON KpEBOH. PeaynbraThl HWCIONIBBOBAHE ITPH
pacuere yCWJIMA DENbCH, JUHAMHYCGCKH HATPYREHHOTO: JaBICHHeM KoJeca,
BePTHKAIBHON COCTABJIAIOMEN HEHTPOOEKABX CHI M30BLITOYHEIX IPOTHROBECOB
HapoBO3OB U AeHCTBHEM HAIuJna BHGOUH B GaHAAKaX KoJec.

Summary

INFINITELY LONG BEAM ON ELASTIC FOUNDATION
UNDER MOVING LOAD

LADISLAV FRYBA
(Received July 23, 1956.)

This paper deals with thé dynamical stress of an infinitely long beam on
elastic founidation under the action of a moving load and its inertia. If moving
force is constant in time, we have the quasistationar state. We deduce an
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approximate solution for the case of movnig force generally variable in time.
The estimation of error of this approximate solution is also discussed in the
paper. The method is used for a beam under the action of spring borne mass,
the wheel of which moves along an arbitrary curve. The results are applied
to the study of stresses in rails dynamical loaded due to loading per axle,
to hammer-blows in locomotives and due to acting of flat spots on the wheels.
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