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SVAZEK 2 (1957) APLIKACE MATEMATIKY CISLO 3

UPRAVENA RELAXACNI METHODA

VLADIMIR PANC

(Doglo dne 10. Fjna 1955.) DT:512,25:518.12

Redeni soustav linearnich algebraickych rovnic upravenou relaxadni
methodou. Nova tabulkova tprava a methody zrychleni konvergence
relaxaéniho procesu, které podstatné zkracuji praktické provedeni
vypocétu. Zpiisob relaxadnf eliminace.

1. Uvod

Reseni znaéné tasti daleitych technickych problémi vede nebo lze prevést
na soustavy linearnich algebraickych rovnic. Pi vétSim podtu neznamych
veliéin byva plresné fefeni této zakladni soustavy rovnic piimymi methodami
¢asové znadné nirotné, pracné a dasto pifl poditacich piistrojich, které jsou
k disposici, jen stézi prakticky proveditelné. Kromé toho v mnohych technic-
kych ulohach obvykle postaduje vypoéist neznamé velidiny jen s urditou
omezenou piesnosti.

Uvedené skutecnosti daly v inZenyrském stavitelstvi podnét k mnohym
pracem zejména z theorie ramovych konstrukei, pro jejichz refeni bylo vy-
tvofeno nékolik riznych method a mnoho jejich obmén. Téchto method lze
pak dasto uZit nebo je piizptisobit pro fefeni jinych technickych problémi
a piipadné je presentovat v ryze matematické formé bez ohledu na jejich
staticky ¢i fysikdIni vyznam.

II. Relaxaéni methody

Princip vSech tiprav relaxa¢nich method tkvi v tom, %e v dané zikladni
soustavé n linedrnich rovaic o n neznamych fixujeme hodnoty (n — m) ne-
znamych (1 =m < n) a hodnoty zbyvajicich m neznamych vypodteme

ze soustavy m rovnic vybrané z plvodni zékladni soustavy. Nejjednodussi

a plitom nejobvyklejsi je pfipad m = 1, kdy relaxadni methody se blizi zkra-
cené (Gauss-Seidloveé) iteraci.
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Pii m = 1 vypoéteme v relaxatnim procesu pro kazdou neznidmou velidinu
nekoneénou fadu, pii ¢em? postadujici podminkou konvergence téchto fad
je positivni definitnost matice zdkladni soustavy rovnic. Tim tedy vlastné
uréujeme v postupnyech aproximacich takové hodnoty vsech nezndmych,
které piiblizn¢ vyhovuji zakladni soustavé rovnie, ¢ili které rusi s urditou
plesnosti veikeré zatdZovaci akce. Zatézovacimi akcemi pfi tom rozumime
pravé strany (absolutni ¢leny) jednotlivych rovnie zédkladni soustavy. Rela-
xatni proces pak ukonéime ve stadiu, kdy residua (zbytky na pravych stranach
rovnic) jsou mendi nez libovolnd piedem volitelnd hodnota. Velikost residuf
je zde tedy kriteriem podetni plesnosti feSent.

Ve vyjimkovém pripads, kdy determinant soustavy je nulovy, vychazeji
bud riznym Ffazenim operaci v relaxaénim procesu réizné hodnoty neznamych
velid¢in, t. j. Fefeni je mnohoznaéné, nebo v procesu dospéjeme k uréitému
sporu, coZ znadi, Ze Fefeni neexistuje. Tomu odpovidd po statické strance
konstrukee, ktera neni schopna stabilni pruzné rovnovahy a které tedy nelze
uzit za nosnou.

Nejznaméjsi a nejuzivanéjsi druhy uprav relaxaéni methody jsou methoda
rozdélovant sil a momenti, relaxadni methoda Southwellova a methoda po-
stupného rozvodu deformace. Ve v8ech daldich Gpravach se vlastné vychazi
z nékterého tohoto druhu. Matematicky princip vSech téchto typi relaxadéni
methody je stejny, lisi se toliko ve vykladu a potom hlavné ve zptisobu prak-
tického provedeni a uspofadani relaxaéniho procesu.

V Crossové methodg, které je patrné prvym druhem relaxaéni methody,
a rovnéz v methods postupného rozvodu deformace se relaxaéni proces provadi
obvykle p¥imo v osovém mnohostranu konstrukece samé, coz mmnohdy dava
vypoétu velmi nepfehledny tvar. U rdmovych konstrukel s posuvnymi styé-
niky, kde konvergence feSeni byva zpravidla mnohem pomalejsi, je dalsi
nevyhodou tohoto zptsobu jen nesnadnost uziti nékteré z method zrychleni
konvergence relaxa¢niho procesu. Kromé toho se tento zptisob viibee nehodi
pii dané zakladni soustavé rovnic s jinym fysikdlnim vyznamem.

Uvedené nevyhody odstraiiuje dprava akademika V. Da%ga [1], v niZ
se rozdélovani ka#dé velidiny, tedy relaxaéni proces, provddi v samostatné
rozdélovaci tabulce. Potet téchto tabulek je stejny jako podet neznamych
velidin a souhlasi tedy na pf. se stupném pretvarné neurditosti konstrukee.
PH relaxa¢nim procesu je zde t¥eba piepisovat rozvedené velitiny z jedné
tabulky do prislusnych tabulek ostatnich. VSovTHwELLOVE Gpravé [ 2] se naproti
tomu cely relaxaéni proces provadi v tabulce jediné, ve které podet sloupcit
prevysuje o dva potet neznamych veli¢in. V jednom z daldich sloupci je zde
totiz treba zaznamenat oznadeni uzité operace, ve druhém pak jeji koeficient,
tedy soucinitel, jimz je uzitd operace vynasobena. Vyhodou Southwellovy
upravy je piehlednost relaxatniho procesu, moznost zrychleni jeho konvergence
a moZnost rozdélovani téze veliéiny nékolika rdznymi operacemi. Proti tomu
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nevyhodou je vice potetnich ikonl (se¢itdni) ne v dpravé Daskové a znadnou
nevyhodou je vlastni vypodet neznamych po ukondeni relaxaéniho procesu.
ktery je mnohdy tieba provést v daldi zvlastni tabulce. KaZda neznama velidina
je zde totiz dana algebraickym souétem soudina koeficientii operaci a hodnoty
neznamé v piislusné operaci.

HI. Navriena tabulkova tUprava relaxaéniko procesu

V podané apravé relaxa¢ni methody js‘em se snazil zachovat viechny vyhody
shora uvedenych zpusobl, odstranit jejich nevyhody a praktické provedeni
vypottu podstatné zkratit jednak omezenim pisa¥ské 1 podetni dinnosti vhod-
nou tabulkovou dpravou a jednak zrychlenim konvergence relaxaéniho pro-
cesu. Vysledkem této prace co do tabulkové dpravyje podobné jako u South-
wella jedind relaxacni tabulka, ve které se providi relaxadni proces i vlastni
vypolet v8ech nezndmych veli¢in, Pfitom kazdd nezndma velidina se snadno
uréi z algebraického soudtu urditym zptisobem oznadenych, na p¥. podtrzenych?,
¢isel v piislusném sloupei relaxadni tabulky. Proti Southwellové Gpravé mé
navrzend relaxaéni tabulka pro tyz pripad poloviéni podet Fadek, protoZe
se nezaznamenavaji diléi soudty, a méné o dva sloupce. Neni zde totiz t¥eba
zazrnamendvat oznaceni uzitych operaci, ani jejich koeficienty, kterymi jsou
v podané fipravé oznadené hodnoty v p¥islugnych sloupcich s opaénym zna-
ménkem. Pro rudeni veli¢in v uréitém sloupci tabulky je zde viak tieba zdsadnd
uzit vidy jedné a téie operace. Polet rliznych operaci nZitych v relaxa¢nim
procesu musi souhlasit s podtem nezndmych velitin a nemtze byt vyssi.

Navrzend relaxa¢ni tabulka vznikla v podstaté sloudenim vyhod tupravy
akademika Dagka a R. V. Southwella.

IV. Methody zrychleni konvergence relaxatniho procesu

Ke zrychleni konvergence relaxaéniho procesu uvadim dva zpisoby, a sice
,,methodu predpindni neznamych* a methodu skupinovych operaci.

Principem methody piepinani neznamych je zrufeni jiné hodnoty, mensi
nebo vétsi, nez jakd odpovidd prisludnému stadiu relaxadéniho procesu. Tato
methoda mé dvé alternativy, které jsem nazval , methoda pfedpinini nezn-
mych s ohledem na nésledujici operace a ,,methoda ptedpindni neznamyech
soudty nadhradnich geometrickych fad«, kterych obou lze uZit v témz relaxag-
nim procesu i je kombinovat s methodou skupinovych operaci.

1) Prakticky je vhodné provést cely vypodet na détverectkovaném papiru. PodtrZend
ésla, kterd jsou algebraickym soudtem vSech vyfe psanych hodnot v tém# sloupei aZ
k ptedchozimu podtrZenému &islu, oznadime vhodné na pi. podtrienim &ervenou tuzkou.
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Budiz dana zakladni soustava n rovnic

(1) x4 oapr, oo agx o agw, == ay,
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(k) Uy + gy + .- Ty A o Gy, = Ay
(n) @&y *_ gy "E“ s ‘+> ) &y ‘l s 'F Iy == Ay

Zafixujeme-li na pf. v této soustavé hodnoty neznamych x, az x,. t. j. po-
lozime-liwy, = x; == ... = z, = 0, davaji koeficienty p¥i neznamé x, v jednotli-
vych rovnicich piicinky operace 2, = -+ 1 na levé strany viech rovnic. Piitom

viv:

hlavnim pFiéinkem operace z;, = + | nazyvame hodnotu vyvozenou touto
operaci na levé strané rovnice 1 (je to tedy diagonalni ¢len matice soustavy,
v nasem pifpadé + 1). Na levych stranach ostatnich rovnic vyvedi operace
@, = -+ 1 vedlejsi pricinky a,, a7 a,,.
Tab. I. Vzor operadni tabulky pfi uziti pouze jednoduchych operaei
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Pii¢inky viech jednoduchych operaci odpovidajicich dané soustavé sesta-
vime do t. zv. operaéni tabulky podle vzoru tab. I. Radky této tabulky jsou
tedy totoZné s prisluinymi sloupei matice zakladni soustavy (1)2. V kazdé
fadce operaéni tabulky jsou zaznamenany hodnoty, jimiz pri¢inuje neznama
v diagondle matice zakladni soustavy nalevé strany jednotlivych rovnic pii
hodnoté této neznémé rovné pievratné hodnoté diagonalniho élenu.

2) Jestlize diagondlni ¢leny matice zékladni soustavy jsou rlizné od -+ 1:ay, + + 1,
mitZeme budto kaZdou rovnici (veetné jeji pravé strany) délit hodnotou diagondlniho
dlenu, ¢im# uvedeme soustavu do tvaru (1), nebo hodnotou a,, délime k-ty sloupec

1

matice zdkladni soustavy, a tak odvodime jednoduché operace z;, = —.
.
kle
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Nyni piikrotime k relaxaénimu procesu, ktery provedeme v navriené
relaxaéni tabulce podle vzoru tab. IT. Kaidy sloupec této tabulky piislugi
jedné rovnici a zdroveil neznamé s tymz indexem. V prvé fadce tabulky jsou
uvedeny hodnoty pravych stran rovnic, které pledstavuji ur¢ité zatizeni sou-
stavy. PFi vypoétu rameovych konstrukei jsou to na p¥. nevyrovnané akce zats-
zujief jednotlivé styéniky a patra. Kazdou nevyrovnanou akei rusime operaci,

Tab, I1. Vzor tabulkové tipravy relaxacniho procesu pii uziti methody predpinani nezndmych

P |
1 |
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ktera ma v pfislusném sloupei pficinek 4 1 (t. j. nevyrovnanou akei zatézujici
rovnici & rudime operaci z, = - 1), pii ¢em? ruenou akei rozvadime do pra-
vych stran ostatnich rovnic. To znamens, Ze v kaZzdém sloupci relaxaéni ta-
bulky stanovime algebraicky soudet vy$e psanych hodnot, ktery oznadime
podtrZenim, a timto soudtem s opadnym znaménkem vyndsobime piislusnou
radku opera¢ni tabulky. Jestlize chceme ruSené akei udélit urcité predpéti,
zménime o jeho hodnotu tento soudet, pii ¢emz hodnotu predpéti ihned za-
piSeme pod daru oznadujici ruSenou akeci. Hodnoty zavedeného predpéti je
totiZ tieba dbdt pfi dal§im ruSeni nevyrovnanych akei v témz sloupei relaxaéni
tabulky.

Tak na pf. v prvém sloupei tab. II. bychom bez predpinani rusili zatézovaci
akel a,y. Zrudime-li na jejim misté hodnotu z,, kterou oznad¢ime podtrzenim,
zbude na pravé strané rovinice 1 nevyrovnand akce a,, — #;, coZ je hodnota
predpédti. Zrusenou hodnotou s opadnym znaménkem, t. j. (— x,), vynisobime
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piidinky operace x, = -+ 1, ¢imZ vlastné rozvedeme hodnotu #; do pravych
stran ostatnich rovnic.

Alternativa methody piedpinani neznamych s ohledem na nasledujici ope-
race spodiva v tom, Ze si poviimneme Gdinkd operaci, kterych dale uZijeme,
piipadné pouze té operace, jer ma ve sloupei rudené veliiny nejvétsi pticinek,
a zrudime piiblizné o tolik vice nebo méné, udélime tedy neznamé urdité
predpéti, aby nasledujici operace toto predpéti zrusily. Predpindme-li pti tomto
zplisobu pouze pro jednu néasledujici operaci, lze poZzadované predpéti, ovsem
s vyloudenim vlivu pfedpéti pii nasledujici operaci, snadno t¢Z urdit YeSenim
rovnice o jedné nezndmé. Chceme-li na pt. rufené velidine v prvém sloupci
tab. II. udélit predpéti s ohledem na operaci z, == 4 1, jiZ rudime nevyrovnané
akee ve druhém sloupei, je t¥eba pii prvé operaci zrugit veli¢inu x,, pro kterou
plati relace '

Uy — X — Aoy — Uy ,) = 0. (2)

Ve velmi mnohych piipadech, jak bude ukdzéno na prikladé, postaduje viak
dobte hodnoty predpéti pouze odhadnout. V praktickych piipadech nebyvaji
v k-tém sloupci tab. I. viechny koeficienty a,,; téze velikosti a predpéti velidin
rufenych v k-tém sloupci tab. II. pak zavadime jen s ohledem na nejvétsi
z nich, pripadné pifi velmi riizné velikosti jednotlivych nevyrovnanych akei
zavedeme predpéti s ohledem na nejvétsi akei.

Jestlize by se nam podatilo zvolit ptedpéti pii viech operacich tak, aby sou-
¢et hodnot v kazdém sloupci pod podtrzenou (zrusenou) veli¢inou byl roven
nule, skonéil by se relaxa¢ni proces v jediném béhu a zrusend akce v kai-
dém sloupei by jiz byla hodnotou ptislusné nezndmé. Podle tab. IL. z tvaru
soudt@t hodnot pod zrusenou akei kazdém sloupci plyne, ze vypodet pozado-
vanych predpéti v uvedeném ptipadé je ekvivalentni s feSenim dané soustavy
rovnic a tedy urdeni predpéti ohledem na viechny daldi operace se zahrnutim
vlivu ptedpéti pii téchto daldich operacich nema pro relaxaéni methodu prak-
tického vyznamu.

Druha alternativa methody piedpindni spoéiva v tom, Ze po provedeni dvou
az tif béhi relaxaci v uréitém pofadi, které jsou v podaném f¥efeni vlastné
zkracenou iteraci, miZzeme posledni rusené veli¢iny povaZovat za prvé cleny
geometrickych fad, jejichZ kvocient uréime jako aritmeticky primér kvocienti
vypottenych ze dvou poslednich nasledujicich velidin ruSenych ve vSech
sloupcich, a souéty takto zjisténych nekonednych geometrickych fad rozdélit
v dalsim stadiu relaxaéniho procesu. Ponskud lepsi tidinek na zrychleni konver-
gence relaxadniho procesu dava ¢asto tento zplsob s provedenim tii az ctyf
béhti relaxaci v uréitém pofadi a s kvocientem fad uréenym pro kazdy sloupec
zvlasté. Této alternativy methody piedpinani lze oviem uZit jen tehdy, kdy#
pro danou soustavu rovnic je i proces zkricené iterace konvergentni, byt
i sebe pomaleji (kvocient nahradnich Yad musi byt mensi nez |1]). Zminénou
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vlastnost, kterd je podminéna positivni definithosti matice zakladni soustavy
rovnic, maji viak v8echny soustavy rovnic, které davaji statické fefeni uréité
konstrukee.

Obg uvedené alternativy methody pfedpindni neznamych maji v mnohych
piipadech velmi dobry vliv na zrychleni konvergence feseni. Jejich aplikace
bude ukazana na prikladech.

Methoda skupinovych operaci, respektive jeji nazev, pochazi od R. V. South-
wella. T8sné souvisi se zphsobem Cdsteéného rozdélovani sil a momentii pres
dva nebo vice pruti. Je to vlastné nahrazovani ptivodnich nezndmych jinymi
nezndmymi (viz odst. 16 na str. 87 zminéné publikace akademika V. Daska).

Zatim co jednoduché operace vyjadiuji Géinek jednotkové hodnoty jediné
nexndamé veliiny pii ostatnich nemnamych nulovych na levé strany vsech
roviie soustavy, principem skupinovych operaci je uréita linedrni kombinace
G¢inkd obecué riznych hodnot nékolika nebo i viech nezndmych velidin.
U ramovyech konstrukel znaéi na p¥. skupinovad operace jistou kombinaci
soudasnych premisténi nékolika raznych styénika, zatim co jednoduchou
operaci je zde zména pouze jediné soufadnice jediného styéniku.

V podané tpravé se této methody uziva k odvozeni , hodnotnéjsiche operaci.
Vsechny jednoduché operace (viz tab. I) odpovidajici dané soustavé rovnic
nebyvaji totiz stejné hodnotné. Méné hodnotnou operaci rozumime pak tako-
vou jednoduchou operaci, jejiz vedlej§i wudinky pfevySuji znaéné vedlejsi
uéinky operaci ostatnich, piipadné se blizi hodnoté diagondlniho &lenu nebo
jej dokonce prevy8uji?). Takovou ménd hodnotnou jednoduchou operaci,
kterd by tedy zpomalovala konvergenci relaxaéniho procesu nahradime
hodnotn&j§ operaci skupinovou, jejiz vedlej§i utinky (pidinkové koeficienty

Tab. 1II. Vzor operaéni tabulky pfi uZiti skupinovyech operaci — systém skupinovych operaci
s trojihelnikovou matici pro relaxaéni eliminaci

Pfitinky vyvozoné operaci v rovniei . Pi#i hodnotd nezndmych
; I . : I [
_] A! 2 7},, . k B ,'___ . 4 - 'y Do ’ - | Ty [' . .f_”k*,
| ! l | | | 1
I ‘ iy | . [ A T 1 U ‘ 0 ] i 0 0
|
b ; : P ! Uz | a0 by byy |0 ‘ 0 l 0 0
| |
o e | ’ i ‘ A 0 0
* : : i J | ‘ ’
! | |- | |
) ’ oo ! N I bars Db |0 0
0o E T T E | 0
0 [ U TR i | ' | Dun
i | | : | i
B S S L I
%) Vedlejsl ti¢inky operace x, = 4 1 jsou vyjédieny hodnotami pif¢inkovych koc-

ficientt ag (¢ = 1,2, ...,n; i * k).



a;,) jsou obeené mensi ne? vedlejdi icinky a,, nahrazované jednoduché operace
(|@w] < |aw]). Pidinkové koeficienty @, této skupinové operace lze obvykle
snadno urdit samostatnou relaxaci méné hodnotné jednoduché operace x;, =
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Tab. IV. Schema rolaxadéni eliminace
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Pro danou soustavu rovnic existuje kromé systému samych jednoduchych
operaci jesté nekoneénd mnoho systémi operaci jednoduchych i skupinovych,
pripadné samych operaci skupinovych, pti tem, pokud je oviem determinant
soustavy od nuly razny, je vidy moino zvolit takovy systém operact, pfi jehoz
uZiti je relaxaéni proces konvergentni. Mezi témito systémy operaci zvld&tnim
piipadem je systém operaci s trojahelnikovou matiei, pii jehoz uziti relaxaéni
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proces konverguje v jediném béhu a nabude tvaru relaxaéni eliminace. Pitom
systém operaci s trojihelnikovou matici existuje tehdy a jen tehdy, pokud
determinant soustavy ma hodnotu od nuly rtznou.

Pro shora uvedenou soustavu n rovnic s nenulovym determinantem existuje
tedy systém operaci s trojithelnikovou matici podle tab. 1I1. Operaéni tabul-
kou ITI. nahradime operaéni tabulku I. samych jednoduchych operaci a rela-
xatni eliminaci potom provedeme podle schematu daného tab. IV.

Priklady teSeni

Piiklad 1. Jako pifklad uziti prvé z uvedenych alternativ methody predpinéni
nezndmych uvadim fefeni hodnot styénikovych pootodeni patrového rdmu s neposuv-

Tab. V, Zakladni soustava rovnic piikladu |

X Levé strana rovnice Pravs
Rovnies | - -
strana
e e e L e | e [ e T
i |
a 10,68 3.5% | l | 0,76 +4,160
b 3,58 15,86 \ 274 | 0,61 | — 4,160
e 2,74 | 8,70 ’ 0,61 0
d [ 061 | 4,86 182 0
| |
¢ 0.61 ] o182 9,62 | 2,38 0
|
f | o6 i ' [ 238 | 628 0
i i i 1 i i
Tab. VI. Operaéni tabulka pifkladu 1
T e — l
Zpuasob | Pritinky vyvozendé operaci v rovnici |
(koeficient) | —— S
operace @ L b } ¢ d e | f
e e R e e e
i |
g - 1/10,68 | 1 L 0.3352 ! i | | 00712
‘ . : |
gy = 11586 | 02257 1| u172s 1’ 0.0385 |
i |
e =1/ 870 | 0,3149 | 1| 00701 |
: | | i
@y = 1] 4,86 ' | | 01255 | 1 03745 |
b ] i
) | | |
@, = 1/ 9,62 r 00634 | > 0.1892 l ‘ 0,2474
1 1 i
py =1/ 6,28 F 0,1210 l ! ; ‘ 0,3790 i 1
! ‘

— ! ! |
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Tah. VII. Relaxaéni proces pikladu 1 — methoda prepinéni nezndmyeh s ohledem na nasledujici

O])(‘I'RC(‘
e T T O J
Rov.: a b ¢ d e f |
| | - | [ |
| ot +-4,160 - 4,160 i ; ‘\ |
N t
45,520 — 1,850 i i‘ L0,393
— 1,360 ‘
11,433 —6,350 1,097 Coro24d
40,340 |
0,350 | 41,110 —0,078
0,013
-+ 0,060 40,189 0,500
‘ i 40,107
- 0,082 ! - 0,005 ‘ 10,500 -0,124
I L 0,067
10,022 -0,173 } 4+ 0,065
| | ]
‘ 0,154 0,062 | \ 0,011
| J
—0,021 ‘
+0,023 —0,103 4-0.018 “ 10,004
0,009
— 0,008 40,027 — 0,002 |
+ 0,004 40,012 —0,031
+ 0,003
- 0,001 —0.003 | 10,016 0,004
f 0,002
40,006 -.0,002 0,000
0,901 —0,005 | - 40,002
hof + 5,680 “ — 6,455 41,138 —0,178 10,516 — 0,532
Lo +0.582 | 0,407 40,131 —0.0366 | 10,0536 —0.0847
[
| i |
1 SN —— — — - . S )

nymi styéniky?). Zdkladni soustava rovnic pro tento piipad je ddna tab. V., ze které
sestavime opera¢ni tabulku jednoduchych operaci (tab. VI.) zdménou sloupcu za fadky
a délenfm kazdé fddky hodnotou diagonalniho élenu, jeho# pievratnou hodnotou uvedenou
v prvém sloupei tab. VI. je ddna velikost prislusné nezndmé (styénikového pootodeni)
v operaci. Relaxaéni proces provedeme v tab. VIL. V tomto piipads predpsti pii kazdé
operaci byla uréovéna s ohledem na jednu operaci ndsledujici. Tak na p¥. pii relaxacnim
procesu bez piedpindni bychom prvou operaci ¢, = 1/10,68 rugili nevyrovnanou akei
-+4,160 zatéZujicl styénik a (pravou stranu rovnice a). Poviimneme-li si viak pii¢inku
vyvozeného v rovniei ¢ nésledujici operaci ¢, = 1/15,86, kterou zrufime nevyrovnanou

) Viz prof. Ing. dr Otakar Novidk: Patrovy rdm v theorii a piikladech, 1944, str.
56 — 60.
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akei — 4,160 i pPidinek prvé operace v rovniei pro styénik b, plyne dosazenim do relace (2):
+ 4,160 — 2, — 0,2257(— 4,160 — 0,3352%,) = 0, Ze pfi prvé operaci je tfeba zrusit
veliéinu =, = 4 5,520. Takto zavedenym predpétim, jehoZ velikost je 4,160 — 5,520 =
w= -- 1,360, dosdhneme sniZeni nevyrovnané akee, kterou bude tieba pozdg&ji zrusit
ve styéniku a, a tedy zrychleni konvergence fady pro nezndmé styénikové pootocéeni ¢,.
Protoze viak hodnota kaZdé rufené nevyrovnané akce se projevi i v rovnicich pro ostatni
styéniky, zrychli predpéti byt i jediné veli¢iny konvergenci fad pro videchny nezndmé
a tim i celého relaxaéniho procesu.

Ve druhé fadee tab. VIIL. rusime tedy veli¢inu +5,520. Tin v ostatnich rovnicich
pfibudou pridavné akee, které uréime vynésobenim pi{éinkl operace ¢, uvedenych
v tab. VL. hodnotou ruSené velidiny s opaénym znaménkem, t. j. soudinitelem - 5,520.
Pritom hodnota predpéti — 1,360 znad{ nevyrovnanou akei, kterd zGstdvd v rovuici
pro styénik « a algebraicky se séitd ¢ pHidavnymi akcemi vyvozenymi v této rovniei
ndsledujfeimi operacemi.

V feSenéin p¥padé nabyly nevyrovnané akee zanedbatelnych hodnot po vZitf t¥indeté
operace a relaxaéni proces byl tedy ukondéen. Hodnoty nezndmych stanovime z algebraic-
kého souétu podtrienych (rufenych) velidin v kaidém sloupei ndsobenim pievratnou
hodnotou prisluiného diagondInfho ¢lenu. Tak na pf. pro styénikové pootodeni ¢, platf
@q = 1/10,68 . (+ 5,520 -+ 0,154 - 0,006) = + 5,680/10,68 = + 0,532. Pro dosaZent
téZe presnosti s uzitim iteraci bylo téeba sedmi iteradnich kolobdha, coZ odpovidd 7. 6 =
== 42 operacim.

Priklad 2. Pifkladem uZiti druhé alternativy methody piedpindni je #eSeni styéni-
kovych a prutovych ptetvoreni rdmové konstrukce zatiZené vodorovné’). Tomuto pii-
padu odpovidé zékladni soustava rovnie podle tab. V11I. a operaéni tabulka jednoduchych
operaci podle tab. IX. Pri relaxaénim procesu (tab. X.) byly provedeny tii relaxadéni
béhy bez predpindni (zkrdcend iterace) se zaokrouhlovanim rozvddénych veliéin na celé
desitky a &tvrty pomoeny s rozvddénim pouze do pravé stmnyZ_tabulky pro zjisténi
prvého élenu a kvocientu ndhradnich geometrickych rad. Pritom hodnoty rozvédéné
(ruend) pti tfetim iteradnim béhu jsou ddny poditrZenymi velidinami ve 14. aZ 21. fddce
tab. X. (na pf. pro styénik a hodnota 4 7830) a hodnoty odpovidajici étvrtému pomoc-
nému bdéhu bez predpindni jsou uvedeny v prvé rddce tab. XI. (na pf. pro styénik a
hodnota +4080). V tab. XI. je téZ proveden vypodet kvocientu a soudétu néhradnich
geometrickych ifad, ktery rozvedeme na misté prislu§nych hodnot pomoceného bé&hu.
Tak na pt. pro styénik a vypolteme kvocient ¢ = 4080/7830 = 0,52 a soudet nihradni

1
geometrické fady £ = 4 080 . T 082 = 8490. Hodnotu -+ 8490, rozvedeme potom
— 0,5
operaci @, na mistd hodnoty -+ 4080, PFi této operaci je tedy udéleno predpéti + 1 —
— 1160 + 2195 -+ 3045 — 8490 = — 4409.

Jak jiZz bylo fedeno, souéty ndhradnich geometrickyeh fad je v mnohych piipadech
mozno prosté odhadnout. Déle pak provadime relaxadni proces s u#itim predpinani podle
prvé alternativy této methody, pfi ¢emZ vidy rozvddime piibliZné nejvétsi nevyrovnanou
akei, V FeSeném piikladé nevyrovnané akce nabyly zanedbatelnych hodnot po uZitf
40. operace. Hodnoty nezndmyech uréime potom stejné jako v piedchozim piipadé.
Pri uziti iteraci bylo dosaZeno stejné presnosti a ve 12 itera¢nich kolohézich, coZ odpovidd
12 .8 == 96 operacim.

5) Viz zminénou monografii prof. Ing. dr O. Novdka, str. 173~ 174.
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Tab. X. Relaxaéni proces piikladu 2

geometrickych rad

Rov.:

”I\'(j

|
t

|

+10 325

+5 510

415 830

+5
—1474

44 440

44 860

-+ 7 830

-1
~1 160

2195

+3045

-5 510

+3 305

—1 764

7 050

+1

- 565

-+4 860

12125

-3 045

4-1 520 |

43 305

+1 100

}w
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+2125

|- 865

— 670

2 160

+1
144

1520

- H95H

1100

-~ 413

F 690

865 |

1610
+4

595

I I § IT1 '
[
‘s
+20655 | --11025 | 6615
420 650
+5
F11020
+5
% 46610
| 5
8873 45202
44421 42553
41 695
+8 880
V‘ ‘
-9 1720
-2
+4 250
,4,3
+4389 ] +2617
3480 | +2010
+1031
+4 390
-3
+6 090
-5
-3 040 |
| —

|

+2 200

+5

+ 1 240

489

+ 11730

4

+1 1490

— methoda predpindni nezndmyeh sou¢ty ndhradnich




+8 490

—4 409
—2 462

+ 334

-+ 800
— 187

+227

—8 506

— 046

11 780

— 804

44775

1-3 380

— 1600

-+ 445

-89

— 400

|56

—60

+22

25

— Zi)

+22 720

+2 047

— 1422

-+5 0560

—4 500
— 321

-+ 3 380
+1 380

+103

—400

- 14

-2

10 396

-+ 1235

—h88

11360
—1 349

4-1 380

+41

— 80

-
14759 | 42838
17386 | +4266
12411 | 41768
+963
44750
6
-9 550 j
|
rem
| 16760
70
+21760
| —34
L3 —579
[7448 + 267
—800
1142
—167| —122
454
160
T4
—~100
143
—38 -~ 22
—50
+3
-7 -5
—7
—3
439124 | +36280 | 19810 | 47712
F1676 | 12606] 2464 1312
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Tab. XI. Vypotet souttli nahradnich geometrickych fad pro relaxaini picces piikladu 2

| ; T i ] T T e R

| Rovnie ! (, ' b S o g 8 o

o e ) ! { )

| ‘ i i | i

‘ Prvy ¢len fady | HOS0 | 3765 1atT 422 ‘ 2284 3730 0 2ou2 829

[ i i ‘ I |

| Kvoeient ¢ [ o2 0 oms | o070 ome |05z 0,61 069 o070 |

l ;’ | : ‘ !

B g 1 208 1 3,3 f B33 323 1208 0 256 | 323 333
T i ! i i ;

| X ondhe fady | 8490 1 11780 | 5050 | 1360 | 4730 9850 | G760 2760 {

O A L b

Zavér

Uvedeny zplsob tpravy relaxadni methody byl vyzkousen na mnoha prak-
tickych p¥ikladech, jimiz byly prokdzény jeho velké vyhody spodivajici v -
spofe prace a znaéném zkraceni doby potiebné k tedeni.

Co se tyde postupu Fazeni jednotlivych operaci v relaxaénim procesu, lze
vyslovit dv¢ obeené zdsady, jejichz respektovani zpravidla urychluje kon-
vergenci Feseni. Pii ptiblizné stejné hodnotnych operacich, at jednoduchych
¢i skupinovych, rusime vidy v prvém pofadi nejvétsi z nevyrovnanych veli¢in
a pFi zhruba stejnych hodnotich nevyrovnanych velidin uzivame vidy nejdiive
operaci méné hodnotnych. Podrobnéjsi rozbor vhodného fazeni jednotlivych
operaci se vymyka rameci tohoto pojednini a ostatné kazdy, kdo uvedené
methody uZije, po praxi ziskané vyfesenim nékolika soustav rovnic sdm p¥i-
padne na nejvhodnéjsi postup ve specidlnich pfipadech.

Vhodnost uziti nékteré z uvedenych method zrychleni konvergence rela-
xagniho procesu zdvisi na nékolika okolnostech.

V bézném piipadé soustavy rovnic, jejiz determinant neni blizky nule a ji%
odpovida systém dosti hodnotnych jednoduchych operaci, pii demz soustav:
méa byt Fesena jen pro jeden systém pravych stran (pro jediné , zatiZeni’),
je vhodna methoda piedpinani nezndmych s jednou z uvedenych alternativ,
piipadné jejich kombinaci, pokud ndm postaduje pFesnost ziskanych hodnot
neznamych rovna presnosti uZitého poditaciho pfistroje — na pf. pii uziti
256 em logaritmického pravitka nebo s omezenim ndsobkft a podilt na tii
platné cifry pii uziti poéitactho stroje dosdhneme v béznych pripadech pies-
nosti vysledk vetsi nez 2%. ’

Jestlize pozadujeme vétsi presnost vysledkt a pfitom cely vypodet checeme
nebo miZeme provést na p¥. pouze na tii platné cifry, nebo v piipadé, Ze touz
soustavu rovnic mame i'esit pro nékolik riznych systémi pravych stran (né€kolik
raznych zatiZeni), je vhodna methoda skupinovych operaci kombinovand
piipadné s methodou piedpinani neznamych nebo i relaxaéni eliminace, kters
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ma v uvedenych piipadech proti Gaussové eliminaci nékteré piednosti. Votsi
presnosti vysledki, neZ jakd odpovidd uzitému poditacimu piistroji, dosihne-
me pak velmi snadno postupnymi aproximacemi.

Pocletni kontroly v FeSeni podle navrzené tipravy je mozno dobie provadét
v jednom piipojeném sloupeci k uvedenym tabulkam jako kontroly soudtové,
a sice algebraickym souttem hodnot v kazdé fddce operatni i relaxaéni ta-
bulky. Hodnoty rozdélované v relaxadni tabulce oznadené podtrzenim je
oviem tieba zavést do téchto soudti s opaénym znaménkem, nebo v operadni
tabulce je t¥eba poklidat jednotky v diagondle matice za zaporné.
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Peswowme
HOBOK BHJIOUSMEHEHKE PEJSAKCALIMOHTONO
METOIA

BalAJTUMMAE HAMIL (Viadimir Panc)

{(Itoerymuio B peganumo T0/X 1955 1))

I peinaraemMasn cTaTha COREPHITT BAIOMBMEHEHMC PCIAKCAIMOHHOIO MCTOJIA,
KOTOPBIE ObIT paspaboTaH aBTOPOM ¢ LENBIO COXPAHCHUS BCEX BBHIIOJL ¢ViHIe-
CTBYIOMIAX BUJIONBMENCHMI PeTAKCANMOHHLX METOHOR, YCTPAHeHms MX OT-
JICTRHBIX MEBHIOJ W CYHIECTBEHHOTO CORPADICHIA NPARTHUCCKOIO IPOBEeH U
PacdeToB YACTLIO OrPAHUYEHNCM URJIPIIHEH 1NcapcKoil M ¢UeTHoH paborn
MOJIe3HbIM TaOIWYHBIM BHJIOMZMEHEHUEM, YacThI VCKOPCHWEeM C¢XOJUMOCTU
PEJISTKCAIIMOHHOTO HPOTICCea.

[IpemaracMasr pensxcanuoHHAs TabauIa, B KOTOPOH HPOBOJMTCS  pe-
TAKRCAUMONHBIN TpoLece 1 cOOCTBeHHBII pacueT BeeX HEM3BECTHBIX, BOBHWKIA
10 ¢YUIECTBY COCIMHEGHITEM BLINOJ BULOU3MEHEOHWI, KOTOpBle paspadoralm aka-
aemuk V. DaSex n R. V. SovrawrLL. 718 yeROPeHTSI CXOMUMOCTH pellaKean-
MOHHOTO Iiponecca B paboTe NpuBOIATCA ABA METOJA, & UMCHIO ,,METO TP CBa-
PUTENLHO  HATIPSUKEHHBIX HEeM3BeCTHHIX B JIBYX aJbTCPHATHBAX — ,,MCTOJ
1peJBAPUTENILHO HANPHKCHAEIX HEeM3BECTHBIX 0 OTHOMEHHWIO K CICAYIONIM
omepanwAM' ‘I ,,MeTO] HpejiBaPUTeIbH0 HATPAKCHHBIX HOM3BCCTHEIX IIPIMeHC-
HEeM CYMM IOJACTABHBIX I'6OMETPUYECKHMX PAI0B° — U MeTOR IPYNIOBHIX
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onepanyni, RKOTOPLIT UMeeT 3jicch HECKOJLKO HHOE 3HadeHue, 4veM KaKoe
upugaer eMy R. V. SOUTHWELL, HasbiBast ero temu sie ciioBamu. Cuerema rpynmo-
BBLIX OlEpalUNil ¢ TPCYTOABHON Marpuueil cBOIATCH K PEIAKCANHOHHON 3IRMNI-
HALMY, KOTOpast WPUHOCUT ¢ co00M 1Py olpee/IeHHBIX 11pobieMax HeKOTOPBIC
BLITOJIbI 110 cpaBHenuio ¢ sammuHanueil Maycca. '

CraTna JOLOJHEeHA [ByMA IHOAPOOHBIMM YUCICHHBIMU IpHMepPaMy, Ha KOTO-
PHIX TIPOBEPAOTCA GOIBIINE BRITOJLI BUOW3MEHCHIA aBTOpa, OCHOBBBAIOUHECH
Ha cHepeskeAny paboTsl M HA 3HAMATEIILHOM COKPAHIERNN BpeMeHY, HOTPefHOT0
1K pemeHnio. B 3aiI0YeHUN CTATHLU IPHBOIATCH 0OCTOATENLCTBA, OKAa3BIBAIO-
I¥Me BAMSHWC Ha Ilejlecoodpasnocts TpAMeHeHWHS TOTO MM APYTOTO MeTofa
YCKOPEHHUA CXOJMMOCTH peIIcHyA.

Zusammenfassung
DIE VERBESSERTE RELAXATIONSMETHODE

VLADIMIR PANC
(Eigegangen am 10. Oktober 1955.)

Die vorliegende Abhandlung umfasst eine vom Versfasser stammende
Verbesserung der Relaxationsmethode, die mit dem Ziele ausgearbeitet
wurde, alle Vorteile simtlicher Gattungen von Relaxationsmethoden auf-
rechtzuerhalten, etwaige Nachteile dieser Methoden auszuscheiden und gleich-
zeitig eine grundsitzliche Verkiirzung der praktischen Durchfiihrung von
statischen Berechnungen durch Verminderung unnétiger Schreib- und Rechen-
tiatigkeit mittels eines zweckdienlichen tabellarischen Rechenvorganges sowie
einer Konvergenzbeschleunigung des Relaxationsprozesses zu erreichen.

Die vom Verfasser entworfene Relaxationstabelle, in der der Relaxations-
prozess wie auch die eigentliche Auflosung aller unbekannten Gréssen durch-
gefithrt wird, entstand im Grundsatz genommen durch Verbindung der Vor-
teile, die die Methode vom Akademiker V. DASEK und die von R. V. SOUTHWELL
darbieten. Zur Beschleunigung der Konvergenz des Relaxationsprozesses
werden vom Verfasser zwei verschiedene Verfahren angefiihrt, namlich die
Methode der sogenannten Vorspannung der Unbekannten und die Methode
der Gruppenoperationen. Die erstgenannte Methode wird in zwei Alternativ-
formen vorgefiihrt, erstens als ,,die Methode der Vorspannung der Unbekannten
mit Riicksicht auf die folgenden Operationen” und zweijtens als ,,Methode
der Vorspannung der Unbekannten mittels der Summen von geometrischen
Ersatzreihen”. Die Methode der Gruppenoperationen wird hier vom Verfasser
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in einer anderen, von der von R. V. Southwell gleichlautend benannten Me-
thode sich einigermassen unterscheidenden Bedeutung angefiihrt. Das System
der Gruppenoperationen mit einer Dreieckmatrix fithrt dann zu einer Relaxa-
tionselimination, die in bestimmten Aufgaben gegeniiber der (Gauss’schen
Elimination gewisse Vorteile mitbringt.

Die vom Verfasser ausgearbeitete Berechnungsweise wird an Hand von
zwel ausfithrlichen numerischen Beispielen erliutert, womit gleichfalls auch
die grossen, aus der betridchtlichen Arbeitersparnis und Verkiirzung der fiir
die Lésung bendétigten Zeit sich ergebenden Vorteile dieser neuen Methode
nachgewiesen werden sollen. Zuletzt werden noch einige Umsténde aufgezahlt,
die die Zweckmissigkeit der Anwendung derjenigen zur Beschleunigung der
Konvergenz der Lésung dienenden Methode beeinflussen vermdgen.
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