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SVAZEK 3 (1958) APLIKACE MATEMATIKY &IsLo 1

CLANKY

MATEMATICKA TEORIE INFORMACE

ALBERT PEREZ

(Ioslo dne 24. &ervna 1957.) DT: 621.89.001: 51

Po zavedeni pojmit zprdvy a entropic na ziklad® uvah z thermo-
dynamiky a v tésném spojeni s pojmem rozli§itelnosti zavedeném
pravdépodobnostnim zphsobem se poddvd obecnd teorie informace
(pro libovolnou abecedu), obsahujici jako specidlni pripad diskretniteoo-
rii informace (pro koneénou abecedu). Zejména jsou v élanku uvedeny
zobecnéné verse limitni véty McMillanovy a zdkladniho lemmatu
Feinsteinova a pomoci nich se zkoumaji otdzky moznosti pfenosu zdroje
informace sdélovacim kandlem (véty Shannonova typu).

Ohsah
- Cast 1.
Uvod
. Teorie informace a rozlisitelnost.
. O jedné pravdépodobnostni koncepei pojmu rozlisitelnosti.
. Stuperti rozlisitelnosti a opakovani. Pojem entropie.
4. Vlastnosti zobecnéné entropie a pojem informace.
Cast 1LY
5. Mohutnost rozlisitelnosti a jemnost pozorovani. Uloha pojmu informace.
Pojem kapacity kanalu. '
6. McMillanova limitni véta a jeji zobecnéni na pripad libovolné. abecedy.
. Rychlost entropie a informace. Redundance.
7. Zobecnény tvar zakladniho Feinsteinova lemmatu. Pojem regulérniho
kanalu a kapacity.
8. O pravdépodobnostni koncepci pojmu rozliditelnosti (pokratovani): pro-
blém moZnosti pienosu zdroje informace sdélovacim kanalem. Kodovéni.
9. Odhad charakteristické mohutnosti ve staciondrnim p¥ipadé.
10. Moznost pienosu (v $irsim smyslu) zdroje informace sdélovacim kanaiem.
Stacionarni ptipad. Kapacity (| a C,. :
11. Zavér.
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1) Vyjde v piistim éisle tohoto dasopisu.



Cvod

Tento ¢lanck obsahuje vSeobeceny piehled o souc¢asném stavu matematické
teorie informace se zietelem k aplikacim.

Pokud jde o t. zv. diskretni teorii informace (koneénd abeceda) poskytne
¢tendfi zeela uspokojivy a presny obraz piehledny ¢lanek [1] od A. Ja. CHIN-
C1Na a priace J. Nupomy [2], obsahujici jisté zajimavé myslenky o pojmu
diskretniho sdélovaciho kandlu a jeho kapacity.

Docela jina je situace v zobecnéné teorii informace (libovolnd abeceda).
Avsak v nejnovéjsi dobé byly publikovany jisté prace [3], [4], [5], které pied-
stavuji vazné snahy o zobecnéni vysledki diskretni teorie informace. Ackoliv
forma jejich podani neni takova, aby davala upluy obraz o jejich obsahu,
mizZeme nyni konstatovat, ze jsou velmi podobné fadé vysledk sdélenych
na raznych konferencich v CbR v letech 1954, 1955 a 1956 [6], [7], [8].

V roce 1954 zavedl autor zobecnéné pojmy nejistoly, entropie a informace
a odvodil nékteré jejich zakladni vlastnosti. Jejich dal§i studium umoznilo
v roce 1955 nalézti jisté nové vlastnosti téchto pojmht a urtit jejich vztah
k teorir martingalic a semimartingald, coz jsou nahodné procesy specidlniho
typu (viz [23]). Pocatkem roku 1956 jiZz bylo mozno zobecnit také limitni vétu
McMinnanovu [9] a [1], coz dale umozZnilo zobecnéni zdkladni FEINSTEINOVY
véty [10], kterou Chindin v [1] nazyva zdkladnim lemmatem Feinsteinovgm.
Specidlné toto zobecnéni, které je podstatné pro teorii pfenosu staciondrnich
zdroja informace stacionarnim sdélovacim kanalem, bvlo umoznéno pouz1t1m
jisté pravdépodobnostni koncepee pojmu rozligitelnosti. Pomoci pojmu - rozlidi-
telnosti lze uvazovat a vySetrovat diskretn{ a nediskretni p¥ipad s jednotného
hlediska. Pokud je nam znamo, pravé toto sjednoceni pisobilo autortim zaby-
vajicim se obecnou teorif informace znacéné starosti. Nejobecndjsi verse za-
kladni véty Feinsteinovy v zahrani¢nich publikacich je obgaZena v praci
RoseNBLAT-ROTA [5] a tyka se nejvyse spodeiné abecedy. Naproti tomu tvar
Feinsteinovy véty uvedeny v tomto ¢lanku plati pro libovolnou abecedu. Vy-
sledky jsou obsaZeny v publikaci Transactions of the First Prague Conference
on Information Theory, Statistical Decision Functions and Random Processes
(1957) v pracich {11}, [12] a [13]. Tento ¢lanek se opird hlavné o posledni t¥i
odkazy, kde ¢tenafl nalezne uplné dikazy véech formulovanych vét.

v

. 1. Teorie informaee a rozliSitelnost

V tomto paragrafu se pokusime osvétlit skuteiny smysl a predmét teorie
informace v uZ§im smyslu, kterd je velmi mladym odvétvim védy a v soutasné
dobé se rychle rozviji. Mluvime o teorii informace v uzdim smyslu, nebot
v literatute se Casto pod nazev teorie informace zahrnuji vSechny pravdé-
podobnostni problémy, které se tykaji raznych systému sdélovani a tizeni.
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Je mimo jakoukoliv pochybnost, Ze pravdépodobnostni hledisko dominuje
v teorii informace, a to plnym pravem. Je tomu tak proto, ze zprdva a to co se
s ni stane, které jsou hlavnimi predméty této teorie, maji pravdépodobnostni
charakter.

Podle sméru nacrtnutého N. WiensreM [14], C. SHANNONEM [15] a jinymi
autory, ktefi uspésné pracuji v tomto oboru, je uvedena koncepce teorie
informace véda, kterd se snafi proniknout do podstaty pojmu zprdvy, pfi fem#
abstraluje od jejich riaznych fysikdlnich forem (signdl) a snafl se jich vyu#it
k tomu, aby omezila rufivé vlivy (Sum), které zprdvy znehodnocuji.

Co je tedy zprava?

Intuitivni smysl pojmu zprava si kazdy uvédomuje. Pokusme se nyni vystih-
nout podstatny charakter tohoto pojmu.

Piedeviim jen tehdy mé smysl mluvit o zpravé, kdyz dva fysikalni systémy
jsou ve stavu vzdjemného pusobeni nebo interakce. (P¥i tom se nevyluduje
zivodich nebo dokonce dovek jako specialni pripad takového fysikalniho
systému). Pro studium jistyeh aspekta tohoto vzajemného plisobeni je pojem
zpravy naprosto nutnym a vzniké otizka, které jsou to aspekty.

Obecné kazda interakce mezi dvéma fysikdlnimi systémy se projevuje jed-
nak vzdjemnéu vyménou energie, jednak zménami stavit téchto systémi.
Jak znamo, energetickd bilance (podle prvniho zakona thermodynamiky) ndm
poskytuje vSeobecny obraz o jistych Sasto dulezitych aspektech interakce.
Pouziva se tu pojmu energie, ktery byl ziskan abstrakei ze vsech mozZnych
fysikalnich forem, jimiz muZe byt realisovan a ktery je jednim z nejdilezi-
téjsich pomoeniktt védy. Energeticka bilance popisuje jen ndkteré aspekty
interakce fysikdlnich systémii. Casto se stava, %e pravé emtropickd bilance
{(podle druhého zikona thermodynamiky) spolu se svym dvojnikem informaéng
bilanci jsou dulezitéjsi nebo alespoli stejné dilezité jako bilance energeticka.
Tak je tomu v fad$ problému z thermodynamiky a zv1a§té v problémech sdé-
lovani a Fizeni. Pojmy zprdva resp. entropie a informace maji v entropické
a informadéni bilanei stejnou dlohu jako pojem energie resp. mnofstvi energie
v bilanci energetické.

Nyni miZeme naznacit jeden z podstatnych rozdilit mezi pojmem energie
a pojmem zpravy. Podle prvniho zikona thermodynamiky jakékoliv trans-
formace isolovaného fysikdlniho systému zachovdvd jeho energit. Naproti tomu
podle druhého zdkona thermodynamiky toliko t. zv. reversibilni transformace
zachovavaji entropii isolovaného fysikalntho systému. KaZdd jind transfor-
mace entropiv zvét§uje. Ve statistické thermodynamice to znamena, Ze systém
mé tendenci se vyvijet k takovym makroskopickym stavim, které odpovidaji
stile se zvétsujicim ,,objemim’‘ ve fizovém prostoru, az do okamziku, kdy se
dosahne makroskopické rovnovahy. Jak znamo, kazdy bod fazového prostoru
pledstavuje jeden mikroskopicky stav uvazovaného systému a systém md ten-
denci se vyvijel k takovému makroskopickému stavw, jehof vdaj ndm &m ddle
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tim méné dovoluje rozeanat mikroskopicky stav systému. To znamena, Ze ,,chaos*
vzriasta.

Zatim co energie isolovaného fysikalniho systému se zachovava, udaje
o makroskopickém stavu systému uvazované jako zpravy o jeho mikrosko-
pickém stavu se stdvaji ¢im ddle tim chud&imi, t. j. znehodnocuji se v tom smys-
lu, Ze ndm v priabéhu vyvoje systému éim ddle tim méné dovoluji rozlisit jeho
mikroskopické stavy.

Pro takové znehodnocovani zprav je métitkem vzrlist entropie systému,
nebo jinymi slovy informace o jeho mikroskopickém stavu, obsaZena v idajich
o jeho makroskopickém stavu, klesa podle toho, jak entropie vzrasta v tom
smyslu, Ze rozliSitelnost mikroskopickych stavi stale klesa.

Druhy zékon thermodynamiky je zcela ve shodé s na&t intuitivni piedstavou,
Ze 7idna transformace piijaté zpravy nemuze zvétsit imformaci, pravé tak
jako nemuze zvysit rozliSitelnost.

V piedeslych avahach jsme piredpokladali fysikalni systém isolovany a niko-
liv v interakei s druhym takovym systémem. Je to snad v rozporu s nasim pre-
deslym tvrzenim, Ze pojem zpravy ma smysl jen pii interakei fysikalnich
systémi ?

Skutednsé se zda na prvy pohled, Ze tu jde o rozpor. AvSak kdyz identifiku-
jeme zpravu s udaji o makroskopickém stavu fysikalniho systému, pak musime
nutné predpokladat, Ze pfed tim bylo provedeno méfeni tohoto makroskopické-
ho stavu, t. j. tento systém musel byt ptiveden do stavu interakee s jinym fysi-
kalnim systémem (méfici piistroje). Toliko zménami stavu druhého systému
 se konkretisuji udaje o stavu systému prvého. Véda s tispéchem pouziva tako-
vych abstrakei. Tato diskuse mé upoutat pozornost ¢tenatfe na tu skutecnost,
ze informace, idaje, zpravy nemohou byt nic jiného nez vysledky pozorovani,
méfeni, tedy vysledky interakce daného systému a ,,pozorovatele’. Kdy-
bychom nerespektovali tuto skutec¢nost, pak bychom snadno mohli dospét
k absurdnimu zavéru, ze druhy zdkon thermodynamiky mitZe byt porusen
zasahem ,,inteligentni bytosti*, jako je Maxwelliv demon [16], [17]. Nechceme
v tomto ¢lanku uddvat piiklady, kdy neuplnd entropicks a informacni bilance
muze vést k ,,porueni” druhého zdkona thermodynamiky. Av8ak Gplnd bi-
lance je vidy ve shodé s timto zdkonem a ani tomu nemtze byt jinak. Obeend
entropie celého systému, t. j. pozorovaného systému a pozorovatele vzrasta
v prabéhu pozorovani, jimz se ziskdva informace, avak tuto informaci lze opét
vyuzit pouze k édsteénému kompensovani vzriistu entropie celého systému.
Celkova definitivni bilance je tedy vidy ve shodé s druhym zakonem thermo-
dynamiky. -

Shrneme nyni predeslé tvahy. Pojem zprivy je nutny ke studiu jistych
aspekti vzdjemného plisobeni mezi dvéma fysikalnimi systémy, zcela obdobné
jako je nutny pojem energie. Tyto aspekty se tykaji vérnosti, s jakou jsou
stavy pozorovaného systému odrazeny nebo registroviny druhym systémem
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(pozorovatel). Tento druhy systém se miize poptipadé piizplsobovat vesp. miize
reagovat na pozorovany systém (zpétnd vazba). Jinak fedeno jde o rozliSovani
stavil pozorovaného systému pozorovatelem, pii ¢emz 1ilohy obou systému se
mohou vzajemnd vyménit.

Kdyz na p¥. pozorovany systém je plyn v rovnovazném stavu a pozorova-
telem je indikator tlaku, pak ziejmé tento indikator zahrne v jednom svém
stavu, celou fadu mikroskopickych stavi plynu, které davaji stejuy tlak.
"Tento podet mikroskopickych stavi plynu se jesté zvétdi, kdyz pFihlédneme
k presnosti tdaji indikatoru. RozliSovael schopnost indikdtoru se jesté dile
zmensi, kdyz tlak plynu se méni rychle ve srovnani s éasovou konstantou,
takze indikator nemu’e presné sledovat tyto rychlé zmény tlaku.

Analogicka je situace, uvazujeme-li dvé spolu hovoiici osoby, mezi nimiz je
tedy akustickd interakce. V tomto pifipadé akustické viny tizené mluvicim
clovékem (pozovovany systém) prichazeji do ucha naslouchajiciho ¢élovéka
(pozorovatel). Zanedbame-li ostatni moznosti interakee, pak pozorovatel
bude moci tim lépe svym sluchovym organem rozliSovat vysilané zpravy, ¢im
lépe mu bude jazyk (kod) zprav srozumitelndjsi, éimz se rozumi schopnost
reagovat a piizplisobovat se prijimanym signiltm tim lépe, ¢im jeho asem
nahromadéna zkufenost je bohats{.

2. Pravdépodobnostni koncepee pojmu rozligitelnosti

Diive nez podame pravdépodobnostni pojeti pojmu rozlisitelnosti je Géelné
alesponl naznacit, jak se tento pojem Sasto chape bez piimého pouiziti pojmu
z teorie pravdépodobnosti. V tomto sméru je velmi poutnd prace [18] A. N.
Kormogorova.

Kdy# prostor X mé konetnou mohutnost Ny, t. j. obsahuje koneény pocet
Ny bodit, pak stadf log Ny + 1 idaji (ano, ne) k uréeni kazdého bodu tohoto
prostoru. Proto mizeme povazovat [y = log Ny za miru pro mnozstv{ infor-
mace, jez obsahuje urcéeni jednoho bodu prostoru X.

V nekoneénych prostorech je tidelné a zcela piirozené zavést pojem pFiblizné
rozliditelnostt bodi. Nejnazornéjsi je priklad metrického prostoru. Urdeni
bodu x prostoru X s , plesnosti ¢ lze chapat dvéma zpusoby:

(a) bod x e X uréime pomoci bodu «* z pevné mnoziny X* ¢ X tak, #e vada-
lenost p(x, *) bodid x a x* je mensi nez ¢,

(b) bod x ¢ X uréime pomoci pevného rozkladu P prostoru X na podmnoziny
o praméru men$im neZ & tak, Ze uddéme mnoZinu z P, kters obsahuje bod z.

Podle téchto dvou hledisek zavddi Kolmogorov dvé funkee Ny(e) a Ni(e),
které jsou definovany pro vsechna kladna ¢ takto:

(a) funkce N%(¢) je definovand jako minimum mohutnosti viech podmnozin
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X* metrického prostoru X, které maji tu vlastnost, 7e ke kazdému = ¢ X lze
pritadit bod a* ¢ X* tak, %e p(x, x*) < &.

(b) funkce N%(¢) je definovand jako minimum mohutnosti viech rozklada
P metrického prostoru X na mnoziny o priméru mensim nez e.

Nalezeni vhodnych metod pro piiblizné rozlisovani boda prostoru ma ne-
pochybné zakladni dulezitost v teorii informace. Bylo by vSak ufelné uplat-
nit pti hleddni téechto metod pravdépodobnosini hledisko, které zcela plirozend
plevlddad v této teoril. Daldi vyklad vychézi z tohoto hlediska.

Necht (X, ¥) je méFitelnij prostor, t. j. dvojice, kterou tvori neprazdny prostor
X a o-algebra ® podmnozin prostoru X. Jak znamo, o-algebra X je neprdzdnij
systém. podmnoZin prostoru X obsahujict s kaZdouw mmoZinou jeji komplement
a se spolelné mnoha sviymi mnofinami jejich sjednoceni. V Yedi teorie pravdé-
podobnosti jsou mnoziny z ¥ ndhodnymi jevy. Realnou funkei p definovanou
v X nazyvame pravdépodobnosini mirou, kdyZz je nezdporna, g-aditivni a spl-
fuje podminku p(X) = 1, pti temZ o-aditivita znamend, Ze pravdépodobnost
uskuteénéni alesponl jednoho ze spodetné mnoha navzijem se vylutujicich
(po dvou disjunktnich) ndhodnych jevit je rovna soudtu pravdépodobnosti
téchto ndhodnych jevi. Trojice (X, %, u) nazyvame pravdépodobnostnim polem.
Rekneme, e redlnd funkee f definovana v X je %-méfitelnd, kdy% pro kazdou
borelovskou mnozinu M realnych disel, t. j. vytvofenou jistym zptisobem po-
moci otevienych nebo uzavienych intervalii, mmnozina f(M) ={x:zxe X,
f(x) e M} nalezi do X. Je znamo, Ze méfitelnost funkee f je ekvivalentni pod-
mince {x:x ¢ X, f(x) << ¢} ¢ ¥, kterd musi byt splnéna pro kazdé realné cislo
¢. Abychom intuitivné pochopili smysl méfitelnosti, uvazujme jednoduchy
specialnd pripad, kdy o-algebra X je wytvofena rozkladem prostoru X, t. j. E:
je minimalni ¢-algebra podmnozin prostoru X, obsahujici viechny mmnozZiny
rozkladu. Funkee f je v tomto specidlnim pripadé tehdy a jen tehdy ¥-méii-
telna, kdyz je konstantni na kazdé mnoziné rozkladu prostoru X. Kdyz tedy
f nabyva vice hodnot nez je mnozin v rozkladu prostoru X, pak samoziejmé
neni moZné, aby byla X-méiitelnd. Ctendt, kterému takové pojmy jako je
g-algebra, mira, métitelnost a piisluind symbolika nejsou bézné, najde velmi
pristupné pouceni v [19]. -

Necht (X, ¥) je métitelny prostor. Pozadavek, aby byl ptimo piistupny po-
zorovani, klademe jako rovnocenny poZadavku, aby piisluiné nahodné jevy
byly piimo pozorovatelné. Rekneme, e mnozina {z, : x, € X, y ¢ I'} je pfimo
rozliditelnd, kdyz ke kazdému y € I'lze ptitadit mnozinu K, ¢ ¥ tak, Ze mnoziny
£, jsou po dvou disjunktni a x, ¢ K.

Predpokladejme nyni, ze (X, X) a (¥, 9) jsou métitelné prostory a kazdému
bodu # ¢ X je ptifazena pravdépodobnostni mira v, v 9 tak, 7e pro kazdou
mnozinu ¢ je v (F) (jako funkce proménné x) X-métitelnd. Mnozinu
{v, : x e X} nazyvame kandlem se vstupni o-algebron X a s vystupni o-algebrou
9. Kanil budeme oznadovat trojici (£, v,, V).
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Rekneme, 7ze métitelny prostor (X, X) je pozorovatelny kandlem (X. v, W),
kdy# méfitelny prostor (1. ) je piimo pozorovatelny.

Kdy# & > 0, pak ¥ekneme. ze mnozina {x,:w, ¢ X. y e '} je e-rozlifitelnd
kanalem (X, »,, D), kdyz kazdému y e I' Ize piitadit neprizdnon mmnozinu
F, e Y tak, ze mnoziny F, jsou po dvou disjunktni a plati

”’-"y('Fy) >1—¢. (2.1)

Tato definice e-rozligitelnosti kanalem (X, »,, 2)) byla zvolena pii studiu Chinéi-
nova dikazu zakladniho lemmatu Feisteinova [1].

Poznamenejme, ze piimd rozlisitelnost mnoziny {x, : x, e X, y e I'} znamena
totéz co e-rozlisitelnost kandlem (X, v,. D), kde v, je charakteristickd funkee
xe mnoziny K e ¥, t. j. xg(x) = 1 nebo 0 podle toho, je-li ¢ X nebo x e £’ =
==X — K a dslo ¢ > 0 je libovolné malé.

Z hlediska rozlisovaci schopnosti lze kanal charakterisovat mohutnosii
g-rozlisitelnosti, coz podle definice je supremum mohutnosti viech mnozin
erozlisitelnych danym kandlem. MéFime-li stupersi (presnost) rozliditelnosti
prevratnou hodnotou &sla &, pak obecné vy&&imau stupmi rozliditelnosti odpovida
menst mohutnost rozlisitelnosts.

Rekneme, ze kanal (3, »,, B) je v kaskddé s kandlem (£, »,. 9), kdyz vystupni
méftitelny prostor (V, B) prvniho kandlu se shoduje se vstupnim méfitelnym
prostorem (X, X) kandlu druhého a zminénd dvojice kandlt urcéuje novy
kanal (3, 7,, V), kde pravdépodobnostni miry v, jsou definovany vztahem

v(F) = vam(h') dw, | ‘ (

|89
8
-~

pro K € ), z € Z, pii Cemz integrdl je Lebesqueiw (viz | 19]).

Uvazujme nyni kanaly (¥, v, X) a (%, v, V) v kaskade a necht (X, v, D)
je vysledny kanil. Pak z¥ejmé mohutnost e-rozliditelnosti kandlu (X, »,, D)
je nejvyse rovna mohutnosti e-rozliSitelnosti kanalu (¥, », 9). Skutetné,
v nejlepdtm pripadé mize byt kanal (¥, »,, X) kandlem pFimého pozorovini,
t. j. takovy, Ze jeho mohutnost e-rozlifitelnosti se shoduje s mohutnosti jeho
vstupniho méfitelného prostoru pro kazdé & > 0, pii Semz mohutnosti méri-
telného prostorw rozumime supremum mohutnosti viech pfimo rozligitelnych
mnozin tohoto prostoru. Specidlnim piipadem je ten, Ze v, (E) = yg(x), kde
2e je charakteristickd funkece mnoziny K e ¥. V tomto piipadé oviem jsou
mohutnosti obou kandld stejné. ) ’

Pokusme se nyni{ interpretovat pravé zavedené definice v Fedi pouité v pred-
chazejicim paragrafu.

Méiitelny prostor (X, ¥) necht piedstavuje pozorovany fysikalni systém.
Body = € X necht pfedstavuji mikroskopické stavy systému a kazda mnoZina
E ¢ £ necht predstavuje tidaj (zpravu) o daném fysikalnim systému. Na pt.
idaj o energii nebo tlaku a pod. plynu vymezuje mnoZiny jeho mikroskopickych

7



stavy. Volba c-algebry % zavisi na tom, jak podrobné cheeme dany fysikdlni
gystém zkoumat. Kdy# na pi. se zajimame jen o makroskopicky stav systému,
pak je zbyteéné a nékdy dokonce zcela netiéelné snazit se o rozlidovani kazdého
mikroskopického stavu zvIast, t. j. volit o-algebru X tak, aby obsahovala na pt.
viechny jednobodové mnoziny. Je tedy adelné volit strukturu o-algebry podle
charakteru zkoumanych jeva a procesu.

Z hlediska teorie pFenosu zprav méfitelny prostor (X, ¥) lze interpretovat
jako prostor vSech moznych zprav se s-algebrou jistych mnozin zprav.

Aviak fysikdlni systém neni vidy pozorovan piimo, resp. ani neni piistupny
primému pozorovani. Jinak fec¢eno, kdyz métitelny prostor (X, X) predstavuje
pozorovany fysikdlni systém a méfitelny prostor (Y, ) pozorovatele, pak
existence riznych rusivych vlivi ndhodného charakteru, které maji sviij pa-
vod jednak v samotnych systémech, které jsou v interakei, jednak v prostiedi
mezi obéma systémy (thermicky Sum, Sum zpusobeny nespojitym pritokem
elektrického proudu po elektronech a pod.) zplsobuje, Ze interakce mezi
systémy nelze vyjadiit pevnou transformaci mezi (X, ¥) a (Y, 9), nybrz
transformaci nahodnou. To znamend, Ze kazdému bodu x ¢ X neodpovida
jeden bod y € Y, nybrz pravdépodobnostni mira », v ). Tim je vyjadieno, %e
pro dany bod & miZe nastat kazdy z ndhodnych jevt z ), aviak s pravdépodob-
nosti, kterd je podminéna bodem 2. Nazyvame proto v,(F) podminénou pravdé-
podobnosti ndhodného jeva F e 9 za predpokladu, Ze systém vyjadieny mé¥i-
telnym prostorem (X, ¥) byl ve stavu x ¢ X. Zavedeni pojmu kanalu vyjadiuje
pravé tuto skutetnost. Tak méfitelny prostor (X, ¥) neni pozorovan piimo,
nybrz kandlem (%, »,, 9). Tento kand]l mize oviem byt ve specialnim ptipadé
kandlem piimého pozorovani.

Piejdéme nyni k pojmu rozliditelnosti. Pozorovatel rozliSuje stavy pozoro-
vaného systému (X, X) kanalem (%, »,, D), t. j. pozorovacim kanilem. Jelikoz
kazdému bodu z € X je piitazena pravdépodobnostni mira », v 9, je tcéelné
zavést pojem e-rozliSitelnosti jako zobecnéni piimé rozliditelnosti. Kdyz po-
zorovatel zaznamenal stav y € ¥ a y ¢ F,,, t. j. jako vysledek pozorovani byla
realisovana mnozina F, ¢ 9, pak podle vztahu (2.1) a pro ¢ < 1 (coZ budeme
vidy piedpokladat), je udelné zvolit jako odhad stava systému (X, X) bod x,,
a tento odhad je tim pfijatelnéjsi, ¢im je e mensi.

Poznamenejme, ze kdyz ¢ < %, pak mnoziny

&

E, ={x:v(F,)>1— ¢}, (2.3)

kde y probihd mnozinu I, jsou po dvou disjunktni a podle definice kandlu
patii vSechny do o-algebry X. Pozorovatel tedy miize misto mnoziny {z, :x, €
e X, y e I'} uvaiovat systém {E,:E, e X, y e [}, nebot staci zvolit v kazdé
z mnozin K, pFesné jeden bod, abychom dostali ¢-rozlisitelnou mnozinu podob-
né jako je ptvodni mnozina {x, : x, ¢ X,y e I'}.
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Jak vidime, pojem rozliSitelnosti md dvé stranky, a to kvalitativni, uréenou
Cislem ¢ (stupen rozliditelnosti) a kvantitattoni, méfenou mohutnosti mnoziny
bodt rozlisitelnych s piesnosti e. Pojem. mohutnosti e-rozlisitelnosti pozoro-
vactho kanalu byl zaveden pravé proto, aby se vyjadiila jeho rozlisovaci
schopnost.

UvaZzujme nyni kandl (¥, »,, 9) a ptedpoklidejme, Ze je dana pravdépodob-
nostni mira u v o-algebie X. V fedi teorie informace to znamena, %e zdroj
informace (pravdépodobnostni pole) (X, X, u) je pfimo pFipojen na vstup
kandlu (%, v,, D), nebo ze zdroj informace je pozorovdn timto kandlem, t. j.
pozorovacim kandlem.

Identifikace zdroje informace s pmvdépodobnosf;nim polem je opravnéna,
kdykoliv vyskyt raznych stavil fysikdlniho systému (vyskyt riznych signala)
ma pravdépodobnostni charakter. Tak je tomu u v8ech fysikalnich systém,
které tvor predmét statistické thermodynamiky, u systému sdélovani zprav
a pod. Tak na pi. v dlouhém textu maji relativni ¢etnosti vyskytu raznych
pismen abecedy jistou charakteristickou stabilitu. Samoziejmé hluboké du-
vody pro tuto stabilitu relativnich Cetnosti je tfeba hledat v samotné pod-
staté prislusnych fysikdlnich systémt (viz na pi. [20]).

Ze viech pozorovacich kanall zdroje informace (X, X, p) lze vybrat jeden,
ktery je nejlépe piizplsoben moznostem pozorovatele nebo adresita (Clovék,
stroj atd.) a jeho vlastni podstaté. Takovy privilegovany pozorovaci-kanil se
vidycky nutné zafazuje mezi méfitelny prostor (X, X) zdroje a méfitelny
prostor (¥, ) piimo pozorovatelny. Tento kanal (¥, »,, 9) nazyvame kand-
lem pFijemce zpriv. _

Kanal ptijemce zprav je jen ve vyjimedénych ptipadech kandlem pfimého
pozorovani. Daleko nejéastéji ma kanal p¥jemce zprav rozliSovaci schopnost
(mohutnost) podstatné mensi neZz je mohutnost pozorovaného métitelného
prostoru. Uvedme alespoil jeden priklad. Bylo zjisténo, Ze lidské ucho nemuaze
rozlidit vice ne# 250 hladin intensity zvuku vzdalenych od sebe o pil decibelu
a néco analogického plati o rozliSovani akustickych frekvenci.

Znaény podet vyzkumu v raznych zemich (viz na pi. [21]) o smyslovém
vniméni a o srozumitelnosti z hlediska teorie informace je mozno si vysvétlit
jejich velkou diilezitost pro aplikace. Aviak jsme piesvéddeni, Ze tyto vyzkumy
by byly mnohem plodnéjsi, kdyby byly provadény s plnym védomim té skutec-
nosti, Ze to co se snazime uréit neni vlastné nic jiného, nez kanal pTijemce
ZPTav.

V dalsim, pfi zkoumdni moznosti prenosu zdroje informace sdélovacim ka-
ndlem, budeme dile rozvijet pravdépodobnostni koncepei pojmu rozlisitel-
nosti, zavedenou v tomto paragrafu. V ndsledujicim paragrafu zavedeme po-
jem entropie jako automaticky disledek té skuteénosti, ze opakovanim pozo-
rovani se zvétduje rozlifovaci schopnost.



3. Opakovani a stupen rozliSitelnosti. Pojem entropie

Intuitivné usuzujeme, Ze opakovani pozorovani zlepduje rozliSitelnost.
Budeme tento zjev studovat matematicky pomoci pojmi zavedenych v pred-
chazejicim paragrafu.

Predpoklidejme, Ze pozorovany méfitelny prostor je (X, ¥), kde X = {1, 2}
a X = {0, {1}, {2}, {1, 2}}, t. j. pozorovany systém md dva moiné stavy.
Necht dale (¥, 9)) je métitelny prostor pozorovatele, ktery odpovidé jednomu
pokusu, t. j. jednomu pozorovani. Potom métitelny prostor odpovidajici podta
n pokustt (n pozorovani) je n-nasobny kartézsky soudin (¥ x ¥V x ... x T,
D XD X ... xY) == (Y2, D) (viz podrobnéjsi vysvétlent v [19]).

Necht (X, »,, D) je pozorovacel kandl odpovidajici jednomu pokusu. Potom
pozorovaci kandal, ktery odpovidd n nezdvislym (ve smyslu teorie pravdé-
podobnosti) pokusim je (X, »,, D7), kde v, znati pravdépodobnostni miru
v Y7 pro x = 1, 2, indukovanou pravdépodobnostni mirou v, v 9.

Oznadime-li p, pravdépodobnostni miru v méfitelném prostoru (Y™, V) -=
== (4, 3) nekonednych posloupnosti nezavislych pokustt indukovanou pravdé-
podobnostni mirou », v ) pro z = 1, 2, pak misto (¥, +}, D*) mlzeme psit
(%X, o, D) pron = 1, 2, 3, ..., nebot +, lze identifikovat s pravdépodobnostni
mirou g, pro x = 1, 2 na o-algebfe P, kterou ziejmé muzeme identifikovat

se o-algebrou vsech n-rozmdérnych valel o-algebry 3 bez obavy z nedorozuméni.
Mizeme tedy psat " c 3.

Problém je nyni zjistit, jak vzrista asymptoticky stupeil rozlisitelnosti
posloupnosti kanalia (¥, p,, 9*) pro mohutnost rozliditelnosti rovnou dvéma,
odpovidajici dvéma bodtm prostoru X, které je ticha rozliit.

Budeme nyni predpokladat, Ze pravdépodobnostni mira », je absolutné
spojita vzhledem k »,, z Cchoz plyne, Ze u; je absolutné spojitd vzhledem k u,
na o-algebie P a budeme psdt 1, <€ pu, (V") pro » =1, 2, 3, ... Piipomelime,
Ze v, je absolutné spojitd vehledem k »,, kdyz kazdda mnozina z ), ktera je
vy-miry nula, je také »,-miry nula. Rikame také, ze v, dominuje »;.

Je znamo (viz na pi. [19]), Ze potom existuje nezaporna funkce f(y) méfi-
telna vzhledem k o-algebie 9) a splitujici vztah

n(ll) = 'ff(y) dr,

pro viechny K e ). Funkei f nazyvame RapoN-NIxkopymovou hustotou
miry »; podle »,. Je jednozna¢né urcena az na mnoZinu v,-miry nula, coz bu-
deme strucné znadit [v,].

Oznatme z = (¥4, Yy, Y, - --) Nekonetnou posloupnost pozorovani a necht f,(z)
je hustota pravdépodobnostni miry u, podle u, na s-algebte Ympron=1,2,3,....
Z predpokladu nezavislosti pokust plyne

fn(z) = fn(?/la ?/2% s yn) == ﬁf(yl) - (31)

i=1
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Podle klasické ergodické véty (platné pro posloupnosti nezdvislych nahod-
nych proménnych se stejnymi distribucemi) je i

"

lim -17 log f,(2) = lim—l— > log fly,) = H (3.2)

noo ¥ N> W1
podle u,-stfedu za predpokladu, Ze sttedni hodnota funkee log f(y) (zobecnénd
nejistota [117), t. j.

Jlog/(y)dvmy)::)fﬂy)lﬂgf(y)dvz(y):<:17 (3.3)

existuje.

Piipomeiime, %e posloupnost g, ¢,, ¢a, ..., p-integrovatelnych funkei konver-
guje podle stiedu k p-integrovatelné funkei g, kdyz [lg, — g/ dy = 0 pro
n — 0.

Specialné je

1
lim. ;flog ]{n Cll’(l = I . (34)
Jak zndmo z konvergence podle stiedu plyne konvergence podle pravdépodob-
nostt. Tedy kdy% € a 7 jsou libovolné mala kladnd ¢isla a

-Fl — {z < on(H ) /i: an(z) :\; Gn(_H 1,)} , (3.5)
(kde e je bdaze logaritmu, avsak nikoliv nuiné prirozenych), pak podle

(3.2) existuje celé kladné Cislo ny(e, n) tak, Ze pro n == ny(«, n) plati
p(F) =1 ¢, (3.6)

Integrujeme-li podle i, pies mnozinu F; nerovnosti v (3.5), dostdvame
(a(Fy) e = [102) dpee = ga(Fy) = pa(Fy) €707 (3.7)
Fy

a tedy podle (3.6)
(1 e)e M <y (F) e """, (3.8)

Prvni z nerovnosti (3.8) #ikd specialné, ze H == 0, kterouito viastnost lze
také odvodit piimo (viz [11], véta 5).

Skuteins kdyby bylo H < 0, pak pro # < [H| a dostatetnd velké n by levé
strana prvni nerovnosti byla vétsl nez prava, kterda je nejvyse rovna jedné,
coz je spor. V nasem piipadé predpokladdme v, + », a tedy je H > 0.

Polozime-li ', = Z — F,, pak podle druhé z nerovnosti (3.8) pro dostatecéné
velké n, které mlze byt tim mensi éim vétsi je H, plati nerovnost

to(Fy) = 1 — e "tH-m (3.9)

Tim jsme dostali rozklad méfitelného prostoru (Y7, D) posloupnosti y™» =
= (Y1, Yo, ---» Yn) ve dvé mnoziny F] a Fj tak, ze vzhledem k nim (viz defi-
nice e-rozlisitelné mnoZiny) jsou oba body prostoru X kandlem (X, u,, D")
pro dostatetné velké n e-rozlisitelné. Tento pofel n nutnych pokusi je podle

11



(3.9) tim mensi &im H je vét&i, takze H v jistém smyslu mé¥# ,,snadnost’, s jakou
Ize rozlidit body 1 a 2 prostoru X (resp. »; a v, nebo u; a u,, coz v podstatd
mamend totéz). Vidime tedy, ze pro vztah mezi pottem opakovani a rozlisi-
telnosti mé cislo H dilezitou Glohu. AZ na znaménko je H t. zv. zobecnénd
entropie pravdépodobnostni miry »,"podle v, kterd v [11] byla zavedena axio-
maticky pomoci pojmu nejistoty: H, (v, ) = — H.

Nez vyjmenujeme ncékteré daldi dilezité vlastnosti zobecnéné entropie,
poznamenejme, Ze entropie obvykle definovana v piipadé konecného pravdé-
podobnostniho pole, uréeného koneénym systémem {¥,, E,, ..., E,} n nadhod-
nych jevi po dvou disjunktnich, jejichZz pravdépodobnosti py, P, ..., Pu
davaji soucet jedna, je specidlnim piipadem. Skutedné tato entropie je uréena
formuli

n

H(py, poy s pa) = — 2 pilog p; . (3.10)
i=1

Kdyz v (3.3) mira », je uréena pomoci pravdépodobnosti py, ps, ..., p, a domi-
nujici mira v, (podle niz je uréena hustota f) je takova, ze kazdému z ndhodnych

_— ey, . 1 ] v ..
jeviv Ky, B, ..., I, ptifazuje pravdépodobnost — , pak zobeenéna entropie je
n

n

H,(r) = — [log fdvy == — > p; log (np,) = — > p; log p; — logn (3.11)
i-1 i1

T
a vidime, Ze az na konstantu log n se shoduje se zobeenénou entropii (3.10).
Ostatné tuto konstantu lze uplné vylouéit, kdyZ netrvime na tom, aby
v, byla pravdépodobnostni mira, nybrz zaddme, aby prifazovala kazdé mno-
ziné K\, E,, ..., E, miru jedna.
Jak se snadno pfesvédéime, nabyva obydejna entropie (3.10) svého maxima

1 . . . .y .
PO Py = Py = oo = P = t. J. pro takovou miru v, ktera kazdému nahod-

. . N v 1 y Ly
nému jevu £, £,, ..., B, ptitazuje pravdépodobnost —, coZ znamena, ze », —
n

= »,. Jak uvidime v nasledujicim paragrafu je podminka », = », nutné a z4-
roven postacujiei k tomu, aby zobecnénd entropie byla nulova. Ve viech
ostatnich piipadech je zaporna (viz specialné (3.11)).

4. Vlastnosti zobecnéné entropie a pojem informace

Pro dikaz vét, které budou v dal§im formulovany, se odvolavame na [11].
Véta 4.1. Zobecnénd entropie H, (u, ¥) pravdépodobnostni miry u podle
pravdépodobnostni miry A, kierd dominuje u na o-algebfe X (t.j. p<K 4 (%))

splituje nerovnost .
Hy(u, %) £0, : (4.1)
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¥ CemZ rovnost plati tehdy a jen tehdy, kdyf 1 a 1 jsou idenfické na X (t. j.
p=A(X)).

Véta 4.2, KdyZ u <€ 2 (X) a X, X,, X, ... Je nellesajici posloupnost o-pod-
algeber o-algebry %, t. j. X, c X, ... ¢ X pak posloupnost pZislusnijch zobec-
nénijch entropit je merostouct, t. j.

H (i, %) = H(u, ) = ... = H,(n. ¥), (4.2)

a rovnost mezi dvéma za sebow ndsledujicimi éleny, t. j. Hy(u, X,) = Hy(u, X,41)
platt tehdy a jen tehdy, kdy? o-algebra %, je suficientn{ [24] pro mmodinu mér {u, 2}
na X, .y, jinak feceno rovnost plati tehdy a jen tehdy, kdyt existuje hustota miry,
u podle A méFitelnd vzhledem X, .., kterd je také méFitelnd vzhledem I mendl
a-algebie X, ‘ v
Praveé uvedeny vysledek lze také vyjadiit v Feci transformaci. Necht tedy 7'
je méfitelnd transformace méfiteiného prostoru (X, X) do métitelného prostoru
(Y, ), t. j. takova transformace prostoru X do prostoru Y, Ze mnoZina
T-YF) = {x: T(x) e I'y patii do g-algebry X pro viechny mnoziny I ze ¢-algebry
P, jinak Teceno c-algebra T-1(0)) = {T-1(F): F e D} = X’ je dasti s-algebry
X. Necht dale T resp. AT! je mira indukovana v ¢-algeb¥e ) mirou u rvesp.
A b jo p ) = p(T-HT)) vesp. AT-YI) = A(T-XLF)) pro F ¢ V. Z piedeilé
véty dostaneme ihned tento dasledek: :
Korolar 4.1. Zddnd méfitelnd transformace T nemitfe zmendit entropii, t. j.
HF.T—!(/LIPVH ‘p) Z HA(M: &0) ’ (43)

pFi CemE rovnost plati tehdy a jen tehdy, kdyZ transformace T’ je éu/"icientm’ pro
mnoginu mér {u, Ay, jinak ¥edeno, kdyf o-algebra T-YN) = X' je suficienini
[24] pro {u, A}. ‘

Diive nez budeme pokracovat, pokusime se interpretovat vysledky. Piede-
viim je zcela jasné, Ze kazdda méfitelnd transformace mi tendenci zmen$ovat
»,jemnost’’ struktury jeva, ma tendenci potlacovat ,,detaily*‘ pozorovatelné pied
pouzitim transformace. To je vyjadfeno ,,ochuzenim pavodni ¢-algebry, ktera
se stane , hrubsi” (¥’ ¢ ¥). Av8ak ¢im je systém pozorovatelnych jevia chudsi,
tim je obtiZnéjsi rozlifovani mezi dvéma pravdépodobnostnimi mirami definova-
nymi na o-algebfe obsahujici tento systém. Toliko ve specialnich pripadech
(kdy% uvazovana o-algebra resp. p¥islusna transformace je suficientni pro uvazo-
vanou mno#inu pravdépodobnostnich mér) je tato rozligitelnost stejné obtiznd
jako pied transformaci a nestane se obtiZngjsi, jako je tomu v obecném ptipade.

Toto konstatovani je v naprosté shodé s vysledky predchéazejiciho paragrafu,
kde ¢im vice se g-algebra zvétiovala (zvétSovanim pocétu n nezavislych pokusi,
zkratka opakovanim) tim snadnéjii se stdvalo rozliSovani mezi mirami u, a
L, b. j. mezi body 1 a 2. Na druhé strané jsme zjistili pii této ptilezitosti, ze
pro dané » bylo rozlifovani tim snadnéj&i, ¢im vétdd bylo I (podle (3.3)), t. j.
¢im menéi byla zobecnéna entropie H, (v, ) miry », podle »,. S ohledem na

13



to, Ze v (3.9) vystupuje soutin nfl a e aZ na znaménko tento soucin je roven
zobecnéné entropii I, (u, D*) miry p; podle u, na o-algebie 9, tedy uvedend
dva vysledky jsou obsazeny v tvrzeni, Ze &m vétsl je zobecnénd entropie,
tim obtiindjst se stane rozlisovdnt mezi body 1 a 2.

Z tohoto hlediska je zfejmé, Ze zobecnénd entropie jako mira obtiZnosti
rozlisovani nutné klesa, kdyz piislu$nd o-algebra se zvétiuje (véta 4.2) anebo,
coz je totéz, musi se po transformaci zvétsit (korolar 4.1).

Mizeme si polozit otdzku, v jakém vztahu jsou prededlé vysledky s poznim-
kami v paragrafu 1 o druhém zékonu thermodynamiky, podle kterého entro-
pie isolovaného fysikdlnitho systému se zachovdva jen pro t. zv. reversibilni
transformace & jinak vidycky stoupd, t. j. podle interpretace, kterou dava
statistickd thermodynamika, Ze systém md tendenci se vyvijet k takovym
makroskopickym staviim, jez odpovidaji ¢im déle tim vétsim ,,objemim® ve
fazovém prostoru (az do okamziku dosaZeni rovnovahy), takze tidaje o téch-
to stavech nam ¢im dale tim méné dovoluji rozlisit piisludny mikroskopicky
stav.

Abychom mohli odpovédét na tuto otazku, je tfeba napied precisovat, co
znamend ,,idaj o makroskopickém stavu‘’. S hlediska statistické thermody-
namiky to znameni, Ze zvolime jistou pravdépodobnostni miru ve fazovém
prostoru, jehoz body predstavuji jdenotlivé mikroskopické stavy uvaZovaného
systému. Kdyz fazovy prostor, jak tomu éasto byvd, je euklidovsky prostor
s jistym pocétem rozmérii, pak uvaiovani c-algebra je g-algebra borelovskych
mnoZin (obsahujici specialnd vSechny mnoZiny, které maji ,,objem* v oby-
dejném geometrickém smyslu). Vyjdeme-li z pohybovych rovnic mechaniky,
pak zjistime, Ze pro konservativni systém kazda méfitelnd mnozina (kterd
m4 objem) fazového prostoru zachovava Lebesgueovu miru (objem) vzhledem
k transformacim mechaniky (které zobrazuji fazovy prostor do sebe), zkritka
tyto transformace zachovavaji Liebesgueovu miru.

Na druhé strané rovnice mechaniky ndm umoziiuji z pocatedniho makro-
skopického stavu (z pocateini pravdépodobnostni miry) vypoéitat makro-
skopicky stav v kazdém pozdéjsim okamiziku, takze tidaj (zprava) o poda-
teénim makroskopickém stavu lze povaZovat za rovnocenny tdajim o viech
pozdéjsich makroskopickych stavech. Za pifedpokladu, Ze podatedni pravdé-
podobnostni mira neni singuldrni, nybrz absolutné spojitd vzhledem k Lebes-
gueové mife, je snaha ukéazat, Ze isolovany systém se vyviji a p¥iblizuje se k rov-
novaznému stavu, pii kterém pravdépodobnostni mira (charakterisujici tento
stav) se shoduje s mirou Lebesgueovou. Pravé toto checeme vyjadiit tvrzenim,
ze systém se vyviji k makroskopickym staviim odpovidajicim ,,objemtm**
ve fazovém prostoru, které jsou ¢im dale tim vétsi az do okamziku dosazeni
rovnovahy.

Druhy zikon thermodynamiky vyjadfuje tuto skuteénost pomoci thermo-
dynamické entropie, kterd matematicky neni ni¢im jinym nez pravé spe-
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cidlni piipad zobecnéné entropie, pi ¢emz dominujici mira je v nagem piipadd
mira Lebesgueova. Volba této miry jakozto miry dominujici je pro rozsahlon
kategorii fysikdlnich systému diktovdna pi{rodnimi zdkony (pFipomenime
specialné jeji invarianci vzhledem k transformaeim mechaniky, jakoz i tendenci
fysikalnich systémia vyvijet se k takovym makroskopickym stavim, odpovi-
dajicim ¢im dale tim vice Lebesgueové mite v jejich fazovém prostoru, jinymi
slovy k makroskopickym staviam &éim dale tiin vétsiho chaosu). Avsak jakmile
jsme jednou zvolili dominujici miru, pak véta 4.1 nam zajidfuje, Ze zobecnéna
entropie nabude maxima, kdyZz a jen kdyz dominovand pravdépodobnostni
mira se shoduje s mirou dominujici (po pripadé az na multiplikativni konstan-
tu). Rekneme-li, ze dominujici mira je invariantni vzhledem k uvazovanym
transformacim, pak to neznamend nic jiného, nez ze makroskopickd rovnoviha
je dosazena soucasné s maximem zobecnéné entropie pravé vzhledem k této
dominujici mife.

Obecnsd, ¢asté tvrzeni ve statistické thermodynamice, Ze rovnouvdhy se dosdhne
soubasné s maximem entropie, predpoklidd, e tato entropie je politina vzhledem
k vhodné dominujict miFé, jejicht volba je diktovina prirodnimi zdkony.

Ze vzriist entropie znamené v thermodynamice p¥iblizeni se makroskopic-
kého stavu systému ke svému rovnovaznému stavu, to snadno-vyplyva z toho,
co jsme konstatovali dfive, Ze totiz ¢im vétsi je entropie, tim méné je rozlisi-
telna dominujici mira od miry dominované, t. j. tim obtiznéjsi je rozlisovani
mezi obéma odpovidajicimi makroskopickymi stavy.

Neni nasim tkolem, abychom tu déle rozvadéli nade dvahy zvlasté pokud
jde o problémy spojené s ditkazem druhého zdkona thermodynamiky na
‘zakladé jistych hypotéz o obecném charakteru elementdrnich procestt v makro-
skopickém systému (princip detailni bilance, atd.).

Zda se nam viak, ze je na misté poznamka o obyejné entropii v koneéném
piipadé (viz (3.10)). V § 3 jsme konstatovali, Ze je to zobecnénd entropie vzhle-
dem k rovnomérnému rozlozeni pravdépodobnosti. Z tohote hlediska je tvrzent,
%e obycejnd entropie nabyva svého maxima pro rovnomérné rozlozeni pravdé-
podobnosti, ve shodé s vétou 4.1. PFi této piilezitosti je poutné konstatovat,
%e jeden z postulat na kterém Chindin [22] zalozil svoji vétu o jednoznacnosti
entropie zavedené jako mira stfedni nejistoty, pozistava pravé v piedpokladu,
ze tato mira nejistoty nabyva svého maxima pro rovnomérné rozlozeni pravdé-
podobnosti.

Mezi zdkladnimi vlastnostmi entropie zaujimd vyznalné misto aditivita,
ktera v axiomatické definici entropie tvoii zakladni postuldt (ptimd definice
v koneéném piipadé viz [22], definice pomoci pojmu nejistoty v obecném pii-
pads viz [11]). Setkali jsme se s pouzitim aditivity na zadatku tohoto paragrafu,
kde zobecnéné entropie H, (v, V) a H, (u, Y*) pro n =1, 2,3, ..., spliuji
vztah H, (p;, P") = 2H, (v, D), coz je ziejmé z logaritmické formy entropie
a z formule (3.1), jejiz platnost plyne z predpokladu nezavislosti pokusi.

t
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V obecenéjdim piipadé zavislosti se aditivita vyjad¥i pomoel pojmu stFedni
podminéné entropie, jejiz obvyklou definici pro konedény ptipad lze najit na pt.
. v citovaném Chindinové ¢lanku {22]. Tady jenom struéné naznadime, jak se
tento pojem zavede v obeeném pripadé. Pokud jde o podrobnosti, odkazujeme
na praci [11].

PouZijeme terminologie zavedené v § 2 a budeme znadit (X, X, u) zdroj
informace pfipojeny na vstup kandlu (¥, v, 9) piimo. Piedpoklidejme, Ze
mnozina {v,:x ¢ X} pravdépodobnostnich mér je dominovana mirou %,
v tom smyslu, %e kaZda mira v, z této mnoZiny je absolutné spojita vzhledem
k 4, na ¢-algebie ). Hustotu miry », podle 4, pro x ¢ X oznaéime g(x, y) a
zobecnénd entropie je

H, (ve, D) —"—val y) log g(z, u)dl

Piisludnd stredni podminénd entropie je pak definovana jako stiedni hodnota
podle u zobecnéné entropie vztahem
H, (v,, D) — jHA( v D) dp = — [[g(x, y)log g(x, y) dp dis (4.4)
Xy
Uréeme nyni pravdépodobnostni miru w, indukovanou zdrojem (X, X, y1)
a kandlem (%, »,, 9)) na métitelném prostoru (X x YV, X x 9), ktery je kar-
tézskym soudinem méfitelnych prostorti (X, ¥) a (¥, 9). Jak zndmo, je tato
mira jednoznaing urena jiz na systému méfitelnych obdélnikit B x F =
={(x,y):well,yeF}, kde Il ¢ X a F ¢ ) (ptipomeiime, ze g-algebra X x _Q)
je podle definice vytvorena pravé témito obdélniky). Aviak pro tyto obdélniky
plati (B 3 F) = [(F) d. (4.5)"
V dalsim budeme nazyvat pravdépodobnosﬁni pole (X X ¥V, ¥ x D, w)
dvojitym zdrojem vytvoienym zdrojem (X, X, n) a kandlem (X, v, D).
Necht » je pravdépodobnostni mira indukovand pravdépodobnostni mirou
o na métitelném prostoru (Y, M), t. j. pro F ¢ D je »(F) = o(X x F).
Pra,vdépodobnosthi pole (Y, D, »), které jsme takto dostali budeme nazyvat
vystupnim zdrojem, indukovanym wstupnim zdrojem (X, 95, 1) a kanalem
NER R ’
Jestlize w << 1, X 4, na 9&' X D, kde A, je mira na ¥ a 1, mira na 9, lze
ukézat, Ze existuje podminénd pravdépodobnost p(-|-) tak, Ze pro kazdé
y e Y je p(- | y) pravdépodobnostni mira v ¥ (viz [19]). Podminénd pravdé-
podobnost p uréuje kanal (D, p(- | y), ¥), ktery nazyvame inversnim kandlem.
Tento inversni kanal spolu s vystupnim zdri)jem (Y, 9, ») indukuje vstupni
zdroj, ktery se shoduje s pavodnim zdrojem (X, ¥, u). Poznamenejme, Ze
pavodni kanal (%, »,, D) je urden mnozinou pravdépodobnostnich mér, které
nejsou ni¢im jinym, nez podminénou pravdépodobnosti ¢(- | ¢) tak, Ze q(- | )
je pravdépodobnostni mira na ) pro kazdé x ¢ X.
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Necht za uvedenych predpokladi je A(x, 7) hustota miry o podle 1, X A,
a e(x) hustota miry u podle 2,. Pak piislu$né zobecnéné entropie jsou

‘[jﬂxxla (U): Ef X ?)) = fﬂ?(”’, ?!) Iog }l’(x> Z/) dll dlz 3 (4’6)
XY
o, (1, ) = H, ; (0, X) = — fﬁ ) log e(x) d2, (4.7)

Z predpokladu o <€ 4, X 4, (¥ X D) plyne také, Ze », << 1, (V) pro z ¢ X,
takze existuje pi'l%lusna hustota g(z, ¥) a tedy také stfedni podminénd entropie

dand formuli (4.4). — JelikoZ, jak se snadno presvédéime, A(z, y) = g(x, y)
. e(x) [w], tedy podle (4.4), (4.6) a (4.7) plati
H, 0,0, % X O) = H,; (u, X) + Hy (0, D), * (4.8)

jinak feleno, zobecnénd entropie, odpovidajict dvojitému zdroji, je rovna zobecnéné
entropii, odpovidagict vstupnimu zdroji, zvétsené o stfedni podminénou entropis,
odpovidajict vystupnimu zdroji indukovanému (podobné jako dvojity zdroj)
piwodnim zdrojem a kandlem.

Je ziejmé, Ze podle aditivity entropie (4.8), vstupni zdroj a pavodni kanal
Ize nahradit vystupnim zdrojem a inversnim kanalem.

Ve specidlnim piipadé nezdvislosti mezi vstupem a vystupem, t. j. v ptipads,
Ze viechny pravdépodobnostni miry », kanalu (¥, v, 9) jsou identické (tedy
rovny »), dostava vztah (4.8) tvar

5, (0, 8 X 9) = H, (u, ®) + Hy (v, D), (4.9)

se kterym jsme se jiz setkali ve specidlnim tvaru, kde misto s-algebry ¥ x 9
jsme meéli P (prisludnou formuli jsme mohli ziskat opakovanym pouZitim
formule (4.9)).

UvaZzujme nyni specidlni piipad, Ze 1, se shoduje s u a 4, se shoduje s ».
V tomto piipadé miZeme misto (4.8) psat

]((1), ‘f X §D) - ymv(w £ (.D) - H(vxa p) (4.10)
a toto ¢islo je podle véty (4.1) nezdporné a je rovno nule tehdy a jen tehdy,
kdyz @ =pu X v, t. j. kdyz a jen kdy% je stochastickd nezivislost mezi vstu-
pem a vystupem (mezi x a y).
Snadno zjistime, Ze nezdvisle na dominujicich mirdch 2, a i, plati

I(w, X X V) = H,(»,9) — H, (v, D) , (4.11)

jinak Feceno é&islo I{w, £ X ) je rovno zobecenéné entropii, odpovidajici vy-
stupnimu (vstupnimu) zdroji, zmen$ené o stfedni podminénou zobecnénou
entropii (podle stejné dominujici miry), odpovidajici témuz zdroji. Podle
(4.11) je toto ¢islo védy mendi nebo rovno zobecnéné entropii, odpovidajics vystup-
nimu (vstupnimu) zdroji, t. j. apriorni entropii, a je rovno této apriornt entropii,
kdy% a jen kdyZ je stochastickd nezdvislost mezi vstupem a vystupem (mezi x a y).

’

17



Za téchto okolnosti je zeela pFirozené povaZovat I za mirw informace o vstupnim
nebo vyslaném signdlu x, ziskanow ddajem o vystupnim nebo piijatém signdlu y
a opacné. Pravé tuto cestu jsme nastoupili v prieci {11] pro zavedeni pojmu
informace (zobecnéné informace), podobné jako se zavadi informace v koneé-
ném piipadé (viz na pi. [1}).

V tomto ¢lanku pouzijeme pro zavedeni pojmu informace jedté jiného zpi-
sobu, ktery je analogicky zptsobu zavedeni entropie v paragrafu 3 a podle
kterého dostaneme pojem informace zcela automaticky jako dusledek jistych
tvah o rozliovaci schopnosti kandlu. Tato druhd metoda bude pouzita v para-
grafu 5. Je celné udat jiz nyni n¢které viastnosti miry informace f(w, X x 9)
jako primé dusledky jeji definice (4.10) a to tak, Ze budeme identifikovat I
s jistou zobeenénou entropii az na znaménko. Podle véty 4.1 plati

Véta 4.3. Mira informace I definovand pomoci (4.10) a (4.1) spliuje nerovnost

Iw, X x D)

(4.12)

Pt GemZ anaménko rovnosti plati tehdy a jen tehdy, kdyZ & = p X v, t. §. v pFi-
padé stochastické nezdvislosti mezi x a y.

Necht X' je o-podalgebra o-algebry X a )" o-podalgebra o-algebry ), takze
X x Y X x Y. Zvéty 4.2 plyne

Yéta 4.4, Json splnény nerovnosti
Y

Iw, 2 X D) =Ho, XXM, (1)
[, %' x D) = Io, £x D), (ii)
I{w, £ % 0 = I{w, £ X 9), (iii)

a znaniénko rovnosti plati: v (i) tehdy a jen tehdy, kdyZ o-algebra )’ je suficientni
[24] pro mnoZinw mér {v, 1 x ¢ X} kandlu (X, v,, V), v (ii) lehdy a jen tehdy,
kdy% o-algebra X' je suficientni pro mmoZinu mér {v,:y e Y} inversniho
kandlw (D, v,, X) a v (iii) tehdy o jen tehdy, kdyZ o-algebra ' X T’ je sufici-
entni pro mnofinu mér {w, X v}. Tato posledné podminka implikuje pred-
chdzejict dvojici podminek, avsak obecné s ni nent ekvivalentni.

Podobné jako v korolaru 4.1 muzeme také tvrzeni predeslé véty vyjadrit
v feéi transformaci, aviak nebudeme tuto formulaci véty 4.4 uvadét explicitné.

Interpretace predeslych vysledkd je snadna. Tak véta 4.3 vyjadiuje jistou
viastnost, ktera jak vidime musi byt obsafena v kazdé adekvatni definici pojmu
informace, totiz ze informace je rovna nule v piipadé nezavislosti mezi vysla-
nym signdlem a signilem plijatym a pravé jen v tomto piipadé. Z tohoto hle-
diska mite noopak kaidd adekvdtni definice informace slouZit jako vhodnd mira
stochastické zdavislosti mezi dvéma ndhodnyyma elementy, mezt vyslangm. a prijatym
signdlem (viz [11]). Koeficient korelace a rtizné jeho zdokonalené verse, kte-
rych lze ostatné pouiit toliko ve specidlnich ptipadech, obeené nemaji uvede-
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nou vlastnost a nejsou tedy adekvatni miron zavislosti. UkdZeme hned, Ze
koeficient korelace ani zdaleka nepredstavuje universdlni miru zavislosti.

Jedno-jednoznainé transformace kazdého ze dvou ndhoduych elementi,
jejichz stochastickou zdvislost méfime, obecené nezachovavaji hodnotu koefi-
cientu korelace, coz je zdvainym nedostatkem. Skuteéné kafdd adekvdint mira
zavislostt musi byt invariantnt vzhledem k takovgm jedno-jednoznaénym trans-
formacim.

Zobecnénd informace. definovand v tomto paragrafu pomoei formule (4.10)
splituje woedengy poiadavek vnvariance, jak plyne z véty 4.1, nebot kazd4 jedno-
jednoznaina transformace je suficientni.

Véta 4.4 vyjadiuje jesté jinou vlastnost, kterou musime zcela plirozend
vyzadovat od adekvatni miry informace nebo zavislosti, totiz Ze ¢nformace
resp. zdvislost se must obecné zmensovat, kdyz ndhodné elementy jsouw popisovdny
Etm ddle tim hrubfim zphsobem, coz matematicky znamend postupné zmengo-
vani piislusnych o-algeber.

Abychom mohli formulovat jisté dalsi vysledky obsazené v praei [11],
piipomenime definici rozkladu métitelného prostoru (X, ¥). Je to systém po
dvou disjunktnich mnozin z ¥, jejichZ soudet je roven prostoru X.

Reknéme, e rozklad Q mé¥itelného prostoru (X, X) je jemnéjéi nes rozklad
P a piseme Q <3P, kdy# kazda mmnozina rozkladu Q je obsaZena v néjaké
mnoziné rozkladu P. Pomoel relace ,,<* muzeme definovat nestoupa-
jict posloupnost rozkladi P,, P,, P, ..., méfitelného prostoru (X, ¥) t. j.

P3P, pron =123, ... ’
Kdyz S(P,) je o-algebra vytvoiend rozkladem P, pro n =1, 2, 3, ..., pak

posloupnost S(P,), S(P,), S(P,), ..., o-algeber je neklesajici, t. j.
SP)cSP,y)c SP)c...cX.

Véta 4.5. KdyZ << A (%), pak existuje nestoupajics posloupnost Py, Py, P, . . .,
koneényjch rozkladé méFitelného prostoru (X, %) tak, Ze (nestoupajict) posloupnost
H,(u, P(8))), H,(1, S(Py)), ..., entropié konverguje ke zobeenéné entropis H(u, %),
t. j. . .

! lim H (e, S(P,)) = H,(u, ¥) . (4.13)
Tato posloupnost konetnych rozkladi obecné zavisi na w a 4, avak existuji
diilezité specidlni pripady (separabilni metrické prostory a pod.), ve kterych
posloupnost rozkladt lze volit nezdwisle na u a A.

2

Véta 4.6. KdyZ o € u X v (¥ X V), pak existuje nestoupajici poslowpnost
koneénych rozkladd Py, Py, P, ..., méfitelného prostoru (X, X) « nestoupajict
posloupnost koneénijch rozkladi. Qp Q,, Q,, ..., méFitelného prostoru (Y, D)
tak, Ze (neklesajict) posloupnmost I{w, S(Py) <X $(Qy)), L(w, S(P,) X S(Q,)), ...,
(obydengich) informact konverguje k zobecnéné informaci I{w, £ x 9), t. j. ’

lim Hw, S(P,) X $(Q,) = I{w, ¥ X ). (4.14)

N 0O
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Existuji duleZité specidlni pripady, kdy uvedené konedéné rozklady lze volit
nezdvisle na w.

~ Dikazy téchto vét a osvétleni jejich vatahu k teorii martingalovych né-
hodnych procesi [23] jsou obsazeny v praci {11]. Pokud jde o vyznam téchto
vét pro otdzky aproximace zobecnéné entropie resp. informace pomoct vybé-
rovych entropii resp. informaci, odvolavame se na praci [13].

Zakonéime tento paragraf nasledujicimi dvéma vysledky:
Véta 4.9. Platt identita
Hy(n, X) =inf H,(1, S(P)) , (4.15)
P

Ide P probihd vdechny koneéné rozklady méFitelného prostoru (X, %).

Vita 4.8, Plati identita

I(w, ¥ X ) = sup I{w, S(P) X $(Q)), (4.16)
rQ
kde P a Q probihaji vSechny konetné rozklady méFitelngch prostoris (X, %) resp.
¥, 9).

Vztahy (4.15) resp. (4.16) by mohly slouZit jako definice zobeecnéné entropie
resp. zobecnéné informace, ale je jasné, ze kdyz u neni absolutné spojita vzhle-
dem k A resp. kdyZ o neni absolutné spojitd vzhledem k p X », Ze jsou obé
uvazované hodnoty nekoneéné.
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