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SVAZEK 3 (1958) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 1

RESENT PRVNTHO PROBLEMU PRUZNOSTI V EXCENTRICKEM
MEZIKRUZI

JAROSLAV FUKA

(Doslo dne 22, kvdtna 1957.) DT:539.31

V tomto ¢lanku je pouZito homografického zobrazeni k odvozeni
explicitnich vzoret pro fefeni 1. problému pruZnosti v excentrickém

mezikruzi.

1. V tomto odstavei uvedeme nejprve definici prvniho problému pruznosti
pro excentrické mezikruzi (t. j. pro oblast, ohraniGenou dvéma kruznicemi)
a pak jej rozieSime pro specialni ptipad, pro mezikruzi, t. j. oblast ohrani¢enou
dvéma soustfednymi kruznicemi.

Umistéme podatek soutadnic do sttedu vnéj$i kruznice (oznadeni a orientaci
hrani¢nich kruZnic viz obr. 1). Budtez dana vnéjsi napéti, pasobici na kruznice
€y & ¢;. Stanovme z nich funkei hlavniho vektoru: Dy(@) na ¢,, D,(@) na c¢,!),
jako#to (obecné komplexni) funkei Ghlu @ (na ¢, je z = 7,¢'®, na ¢, z =2z, +

6
- e’y 2z, = 0).

Predpokladejme, ze Dy(@) a D,(6) jsou po ¢dstech dostatednsd hladké (viz [ 2],
str. 109, Definice 2.11.3). Prvni problém pruZnosti na excentrickém mezikruzi
budeme definovat?) jako )

Problém I. Jest uréiti funkee @(z), 9(2), holomorfni v 7', a komplexni kon-
stantu g, tak, aby platilo:

1. Funkee ¢(z), ¢'(2), v(z) a D(z) = ¢(z) + 2(777(;) + zp_g) jsou spojité v 7'3)

1} Fysikalnd znamend hlavni vektor vyslednici sil, pasobicich na néjaky oblouk.
Funkee hlavniho vektoru je pak ¢-ndsobek (i? == — 1) hlavniho vektoru. Pfesnou definici
t&chto pojmt viz v knize [2], str. 94, Definice 2.11.2. Nutno si vSak uvédomit, Ze v nafem
oznadeni je (podle [2], str. 92, umluva 2.11.1)
s=r(27 — O)nak, 0<0O <2z
8 == 2ar, - ry@naky, 06O < 2m.

2) Za piedpokladu, e vyslednice sil (t. j. hlavni vektor), puisobicich na kaZdou z krui-
nic ¢, ¢;, jo nulova.

3) 1" znamond uzaver télesa 1.
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s vyjimkou konetného postu boda t,(k = 1,2, ..., p), v jejichz okoli se funkee
@(2) a D(z) chovaji tak, g

p-a
5 a

1

z— 1

gl < 17 @

Tz - t,L.'
2.Jeliz £ ¢, je
D(z) = Dy(@) nacy,
D(z) = D,(O) + By nac,, (2)
kde B, jest (komplexni) konstanta.

<

=0. (1)

Obr. 1

Pozndmka. Funkee D) a D () v definici problému 1. jsou predem
dané funkce, jejichz fysikalni vyznam je uveden v poznamce pod Carou?).

Budiz nyni specidlné 7' mezikruzi. Oznadme hraniéni kruznice k,, k,, R;
polomér k(s = 0,1). (Toto oznadeni zachovivime i v dal$im textu).

Ponévadi funkee Dy(@), D,(0) jsou po dastech dostateéné hladké, jsou
integrovatelné s kvadratem a lze je tedy formélng rozvinout ve Fourierovu
fadu:

Dy(@) = 3 4™ | Dy(0) =3 Bpe™® . (3)

Pfedpokladame-li, ze funkce @, v jsou feSenim problému 1., lze je uvnitt T

rozvinout v Laurentovu fadu. Budiz tedy ¢(z) = > a2*, p(z) = > bz*. Po

-0
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jednoduchych upravach dostaneme

@0

D) = ¢ + 29+ p =3 [aR 4 (2 k) ay RE% - DR+ ™, (4)

-0

Porovnejme nyni koeficienty rozvoji (2) a (4) pro B =R, a R = R,,
nestarajice se zatim o opravnénost tohoto kroku. Dostaneme nekoneény sys-
tém rovnic o neznamych a;, b, f;: _

Ay = a,RY - (2 — k) a, RE ¥ 4 b, Ro*, kcelé,
By = &R} + (2 — k) az—kR?k +bLBE, k+ 0, celd,
' -- 2 .
By -+ fy == aq + 20,R7 + b, . (5)

Zvolme pevné k + 0, 1, 2. Pak je i 2 —k # 0,1, 2. Vezméme v 1ivahu
rovnice systému (5) pro k' =2 — &

2.k -k k-2

Ay = ay By + kay By + by Ry,

2.k o i ] k-2
By = ay By " A kay Ry - b B T (6)
Ptejdeme-li v rovnicich (6) ke komplexné sdruzenym hodnotam, dostavame
ve spojeni s rovnicemi systému (5) pro zvolené k soustavu &étyf rovnic pro
koeficienty a,, @,_;, b_s, bir_,. Lehce se presvédiime, 7e determinant d, této

soustavy je nenulovy?), takie koeficienty «,, a,_;, b_, b;_, jsou jednoznacéné

urdeny.
Vypodéteme
‘ A" — ]fi , (b —2) Bg;ﬁﬁi
0 — Ay A, — = RE f‘g’ ) (RoR)* .‘
d,’ A, By [Ro\° R\
a
by = [Ay — aRE + (k — 2) Gy RE*¥] RE =
= [By — ax B} + (k — 2) a, R} *IRy .

Vypiéme nyni rovnice systému (5) prok = 0, 1, 2:
ay + 20,Ry + by = Ay ay + 2a,RY + by = By + (80)

4 Je totiz

R\2(k 1) RAXE 1) R.\2 RB.\2 R \2 (B, \* 2
dy = [0 SR ieS 2V 2 e — w2 ({2} 1] . Oznae
R, B, R, B, R, R
2

gime-li @ = kl > 1, jest dy, = ~ §;(a), kde 8,(x) = a% + 2% — a2 — 1+ k(2 — k)
A% a

Sz — 1)2 Snadno zjistime §,(1) = 6,(1) = 6(1) = §;/(1) = 0,87 (x) = k(k — 1){k — 2).

A — Bkt 4 (k= 2)(k — 1) k(k + 1) a2 > 0 pro x = 1. Odtud jiZ plyne d,(a) > 0,

tedy d, > 0.
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a Ry + @Ry + b_ Ry = Ay ; a,R, + R 4+ bR, =By,  (8)
ayRE 4 b_,Ry® = A,; a,R}+ bR =B,. (8,)

Z rovnic (8,) vidime, Ze musi byt

Im (4R, — ByRy) = 0. (9)

Snadno zjistime, Ze (9) znamend, Ze hlavni moment M (vzhledem k podatku),
kterym vnéj8i zatiZeni pasobi na hranici mezikruzi 7', je nulovy.’) Pak jiz
z rovnic (8) vypocieme

ARy —BR, R,R,

2 Roa, = [ B

])z - ])z (BlRO o AIRI) (101)
Z rovnic (8,) vypodteme
AR} — B,R} _ B R: — A4,R?

= R — [R2R2 22 0,
R} — R? ’ = ROR B4 R (10,)

L2

Konecné z rovnic (8;) dostdvame
7 o7 p2 — 2 2
ag -+ by = Ay — 20Ky, fy = Ay — By — 2a,(Ky — RY) . (105)

@(z) je tedy systémem (5) jednoznacné uréena aZz na funkei tvaru icz + d
(¢ redlnd, d komplexni konstanta). Zvolime-li konstantu d, je » jednoznainé
uréena. To souhlasi s vétou o jednoznalnosti fefeni prvniho problému prui-
nosti (viz [2], str. 208, véta 3.2.2).

Nyni vznikaji otdzky: konverguji viibec nalezené fady v 7'? A dale: kon-
verguji-li, jsou Fefenim problému I. v 7'? Na tyto otdzky nyni odpovime.
Podle [2], véta 3.3.1, str. 219, existuji holomorfni funkce ¢*, y*, jez fesi
problém 1. Funkee ¢*, p* jsou jednoznaing uréenV ve smyslu zminéné jiz

véty 3.2.2, str. 208, [2]. Necht tedy plati p*(z) = Z arzr, p¥(z) = > byzr, pii
demz
a¥ = 1 (P*( ) U T b* — _}_ w*(c) é‘—(rﬁl) d: (11)
» o " 27t ; ’
£ E,

kde k, je kruinice se stfedem v pocéatku a polomérem o, B, < p << R,. Poné-
vadz funkee D*(z) = D*(p, ©) mé na k,, k, podle podminky 1. def. 1 omezeny

5 Jest toti? M = Re( f]) () de + fl) ") dt) (¢ = Riet® na ky, 1= 1,2) (viz na pi.

ko
21'1 0 27z

[2], str. 202 a 203). Aviak j]) ) dt = f\‘A £ ORI A0 = iRy ¥ [ A0 k1946 =

k, [ —030

= 2mRoAl. Zaména integrainiho a suma¢niho znameni plyne z p()dminky (1) wZitim

véty 65, str. 121, [5]. Podobné [D, (1) dt = — 27iR, B, atedy M = 27 Tm (A, Ry — ByR,).

23

48



riist a ponévads je uvnitt 7' spojitd, plati podle véty o zdmeéné limity a inte-
gralu (viz na p¥. [5], str. 121, véta 65)

2 2n
- 1 , ) 1 ) A
lim — | D¥g, @) e *8dO = - | D¥(R,, O)¢ #9d6E
olty 27T 2n
¢ 0
21 27T
. ) 1 X ) .
lim f]_)*(g, O)e 0 4H — [.I)*(Rl, O)e #0 40 .
¢ R, 2T 2
0

Ponévadi se viak D*(R,, ©) a Dy(®) resp. D*(R;, &) a D (M) 1isi na k, resp. k,
jen v konetném podtu bodi, jest na k, resp. k,

~

27T 27T
1 ) )
A= [ Dy@ye #0460 = [ DR, 0)c #0 do
27 2n
0 0
resp.
k 27T 2
1 . .
B—= " [ D@ #0do — f D¥R,, @) ¢ %940 .
27 27
o ]

Konecéné tedy plati:

2
A, = lim ‘]' f D*{p, @) e *® d@ |
o—ky 27T
0
1 [ _
B, =lim5—- | D*p,@)e *dO (k + 0),
o—R, &7T
0
2
1
By -+ By = lim o f D*(0, ©) d6 . (12)
0ok, 27
0
Nyni viak (v dalim ¢ = 0€*®) -
2 2
1
if Do, 0)e *9d0 — o [ ¢¥(0, 0) e 9 d0 +
27 27
0 0
2 2r

o 1 .
+ .l,f (70, §) 0 46 +;~fq)*(g, GY e %040 ~
27 =7

0 0

27 23

1 ) ) ‘
o f (p*(Q, 0) e-*0 4O + % f P* (0, O) i-10 4@ |-
0

o B
1 )
-+ 5 f p*p, @) e~ *9dE .

0
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Vypodctéme kazdy z téchto integrali. Jest:

2 2

1 " ) ok g .
5. | PO e 0o = L[ ¢¥e, 0) rdo =
im e 4
(] . o
o
= 5 L) TR AL = pFaf  podle (11) .
I;Q
Stejné
1 o
27 f y*(o, ) ¢ d6 = p7FhE .
0
Koneéné
2r 21
0 ) o2k
g [ v ey enveao =8 [ g 0) a0 -
L7 ~TT
0 0
02415 . )
= f @FE) Al = (2 — k) o Fafy, podle (11)
k
2

nebot koeficient u &2 funkee @*(z) je roven (2 — k) ay_y, kde @y J© koefficient
u 227" funkee ¢*(z). Jest tedy
21t

] . . - J—
ap [ Ve 4006 <ot ¢ gt 4 Bet
0

Odtud a ze vztahi (11) a (12) plyne
Ay = afRE (2 — k) ap REF 4+ DER,
By = a¥fRF 4+ (2 — k)aF , R¥* 4+ b Ry* (k + 0),
By + B, = aif + 205 K3 + b . - (13)

Systém (13) pro neznamé ay, by, k celé, je totozny se systémem (5), ktery
jednoznaénd uréuje a; (k + 0,1), bi(k + 0), Reay, a, + b,. Pondvadz viak
funkce holomorfni v mezikruzi je jednozna¢né urc¢ena koeficienty svého Lau-
rentova rozvoje, jest (p¥i vhodné volbé konstant Im oy, ag) @(z) = ¢*(z),
p(z) = »*(z). Shriime vysledek vétou:

Véta 1. Koeficienty Laurentova rozvoje funkei, jez fesi problém 1. na mezikruZi,
jsou Fesenim systému (5), ktery se sestavi tak, Ze se funkce D(z) a Dy(®), D,(O)
rozvinow na kruinicich kg, ky formdlné ve Fourierovy fady a porowmaji se koefi-
cienty téchto rozvoji.

Poznamka. Zname-li funkce napéti ¢(z), w(z), urécime slozky tensoru
napéti X,, X,, Y, podle [2], str. 75, vztahy 2.8.13, 2.8.14, 2.8.15.

Yy
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Na zavér tohoto odstavee uvedme piiklad na vypodet koeficientt Laurento-
vych rozvoji funkei napéti ¢(z), w(z) na mezikruzi, které je zatizeno dvéma
osamélymi bfemeny velikosti p podle obr. 2.

JQ ziejmé, 7e funkce hlavniho vektoru je dana takto:

D(@) =0 pro O§.0<g,

7T 3n

Dy(@) = 0; D{(O)= — p pro §§(9<—;,
3

Dy(@) =0 pro ~‘)iz_<:(~)<2n.

y

Obr. 2

Fourierovy koeficienty jsou (zachovavame oznadeni z (3)!):

- 2p 2p

A, =0, By=—ap, By =0(k +0), By, =

1 B = g3
Ze vzoreh (10,), (10,), (10;) pak mame:
PR,
R — RY’

Ostatni koeficienty vypodteme ze vzored (7).

— 2pRER,

ﬁlzﬂp:(l/o”f‘Bo:O:R’e”q: b_l:T;‘T:—R%_,azzbuzzo.

2. Pristupme nyni k Fefeni problému I. na excentrickém mezikruzi 7'.

Excentrické mezikruzi lze snadno zobrazit pomoci homografického zobra-
] aw + b I .
zeni z = — -——, ad — be + 0, na mezikruii se stfedem v podatku. Touto

cw + d’
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transformaci piejdou funkce napéti g(z), y(z) ve funkee ¢*(w), p*(w) a funkece
D(z) ve funkei D*(w) = @*(w) +

(cw + (l)~ aw + b d(p_*(w) dzp*(w

ad —be cw+d dw dw

Pokusime-li se viak metodou odstavee 1. nalézt holomorfni funkee p*(w), w*(w)
spliiujici transformovanou krajovou podminku, #iistime, %e se nam nekonedény
systém pro koeficienty funkei ¢*(w), 9*(w) nerozpadne a Ze neumime nalézt’
explicitni vzorce pro koeficienty, jako se ndm to podatilo v odstavei 1. Snadno
se presvéddime, ze ani umélé dpravy (na p¥. vynasobeni D*(w) dvojélenem
cw -1- d a pod.) nevedou k cili. Viz ostatné poditek § 64 str. 231 knihy [1].
az

-—Jr-»—— zobrazuje 1" na me-
zikruzi Tl), svazané jistym zpasobem s @(z), x(2), (x'(2) = p(z)) tak, aby

Pokusime se tedy nalézt funkee f(w), A(w) {w =

funkece U,(w) = Re [wf(w) - k{w)] byla biharmonick4 a abychom umli vyja-
diit krajovou podminku pro funkei U, (w) pomoci krajové podminky pro funkei
U(z) = Re [2¢(z) 1 x(2)]. To je smysl véty 2, kterou nyni vyslovime.
Véta 2. BudiZ T téleso, jef neobsahuje bod z = — ¢, T'y téleso, kieré venikne
z T transformact w = CL:—TF——; ,
BudiZ  U(z) = Re [2(z) - %(2)] funkce biharmonickd mna T, U,(w) =
= Re [wf(w) - h(w)] funkce biharmonickd na Ty. Nechl funkce f(w), h(w) jsou
s ]’unkcemi @(2), x(2) svdzdny vzlahy

ac — b = 0, redlné.

9() = = [w) +af(w)], x(z) = *{—Ct [ch(w) + (b'— ac - ac) f(w)] . (14)

w — w

Potom plati )
_(17715)‘ EL({U‘) z ~]— c [ZU(_ZE) B (‘I’( d¢(2) R (1)?( ))] (15)

f(w) ;l- W —— ’7 'dﬁw“ = o 4 7“) + Z‘ dzM I~ dz

dw z+c ;—‘_F c
a
oy b —ac
Ulz) = o~ af? Uy(w) . (16)
Dikaz. Lehce nahlédneme, Ze (16) vskutku plati. Dokazme tedy (15).
e, _—cw+b b—ac dw ac—>b (w—a)
Snadno zjistime z = — a0 * fo= ol = GroF T ar b
a dale
dh(w) . df( v)) o
oL+ 2 =0 — 00 e,
PR =" (w— a) dz
1 dh(w) = _ df(w) P -
- —0—7-( ) 4@ N w — @) — — " () + af(w)
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a podobné

1 cdh(w y
1 _
~ae =B [ch(w) 4 (b — ac -+ ac) f(w)] .

Dosazenim do (15) a uzitim (16) dostaneme po dpravich, v nichZ uZivame

vztahu b — ac = b — ac, platnost vztahu (15).
Poznamka. Vaztahy (14), (15) lze lehce odvodit pro speciddni zobrazeni

o o wave o L. “ .
w=2z—a,w= gz, p +.0, redlné. Obtiznéjsi ptipad w = — je rozfefen v né-

. . . - A az -+ b ,
meckém piekladu knihy [2]. Obecny piipad w = e ac -— b % 0, real-
PHIE 7 e
né, dostaneme postupnym uzivanim vztaht pro uvedend specialni zobrazenf,
. b—ac . -
nebot lze psat w = a 4~ e Vzorec (16) je uveden v praci [3].
z4c¢

Vztah (15) ukazuje, jak budeme dale postupovat pii YeSeni problému T.
na excentrickém mezikruzi 7" budeme se snaZit stejné jako v odstavei 1 roz-

. . dhfw . , ey
vinout funkee 'f(w), g(w) = - a(—-~~)~, definované v mezikru#i 7', vztahy (14), roz-

w
vinout v Laurentovy rozvoje a porovnat f - wf -+ g na hranici 7; s Fou-
rierovym rozvojem nové krajové podminky, dané vztahem (15). Abychom tak
mohli uéinit, musi byt f(w), g(w), jednoznaéné funkee. Z (14) vypodsteme
b —ac - . . . . - T
z Hw) = y(z) — cp(z). flw) je tedy jednoznaéna v T, pravé tehdy, je-li

w —
2(z) jednoznatnd v 7. To viak v nafem piipadé nemusi byt splnéno, nebot
excentrické mezikruzi neni jednodude souvisla oblast. Dalif obtiZ spodiva v tom,
%e na hranici 7' zndme pouze D(z) = D;(®) na ¢;, ¢ = 0,1 a nikoliv U(z) a %e
tedy musime U(z) néjak na hrani¢nich kruZnicich ¢, definovat, abychom mohli
uzit podminky (15). Tyto nesnize budeme nyni postupné odstranovat. Pred-
pokladejme nejdiive, ze U(z) je jednoznalnd v T a Ze funkce ¢(z), p(z) jsou
Tefenim problému 1. v 7'. Potom na kazdé kruznici soustfedné s ¢, a s polomé-
rem g, jex lezi v 7', ziejmé plati (z = pe’®)

1 ) oU @
ve =t [ (i”ﬂ oy ”) s,
0

dx Os oy 0s
kde y, je redlné &islo, s je parametr délky. V nagem piipadé tedy

6
o LU ou
18 — 4, ! — 1 & R 3
Ul(oei®) = 3, + f ( o Sin 6+ oy cos 0) 0 do .
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Vzhledem k (1) miZeme uzit véty o zAméné limity a integralu a dostaneme
o
U(rye'®) = yo 4 [(— Re Dy(0) sin @ - Im Dy(0) cos @) r, d@nac,, (17)
0

nebot plati (viz [2], str. 74, vzorec (2.8.1))

oU oU _
T i, = v+ @6y = D)

a na ¢, je D(z) = Dy(0) s vyjimkou kone¢ného poitu bodi. Budeme tedy defi-
finovat U(ree’®) vztahem (17). Z tych# dévodd budeme na ¢, definovat
(]

Uz, + €% =y, + Af[(Re Dy(O) + ) sin ©® — Im (D(O) + B,) cos O]

@
(—r)d@ = y, + 2f(- Re Dy(0) sin @ - Tm D,(0) cos @) r, d@ — Re fyr, +

+ Re fyry €08 @ 4 Im i, sin @ (c, je orientovana opadné ne# c¢,!) a tedy
[}
Uz, 4+ 1€®) =y, + [(—Re Dy(O) sin © 4 Im D,(0) sin O) r, dO -+
27
+ Re [pi(z — 2z,) — Bl (18)

kde z, je soufadnice sttedu krugnice ¢,

Obratme se nyni k mnohoznaénosti funkee y(z), t. j. k pripadu, Ze U(z) neni
jednoznaénd. BudteZ ¢(z), y(z) Yefenim problému I. Zobrazime-li 7' pomoci
az + b

zobrazeni w = —-—— z véty 2 na mezikruzi T',%), zjistime lehce, 7e funkce

z .

1¥w) = y(z) = [y(z) dz
bude tvaru '
2*w) = go(w) + algw,

w
kde y¥(w) je holomorfni v7'; a « je komplexni &islo (nebot y*(w) = f (&e}z_% .
. @¥(w) dw, kde yp*(w) = p(2)). o
Funkce %(z) bude tedy tvaru
2(2) = xo(2) + xlgw, (19)
%) Takové zobrazeni existuje. Nebot lehce lze ukézat, Ze existuje homografické zobrazeni
w = a::()b,wc — b % 0, pFevadgjici excentrické mezikruZi na mezikru¥i se stfedem

v potatku tak, Ze vnitiek kruZnice ¢, piejde ve vnitfek k, (k, je obraz cy; k, leZi tedy ve
vnit¥ku kg). Vynasobeni &islem efare(ac—b) ¢, j. otodenim mezikruZi, dostaneme zobrazeni
s vlastnostmi pofadovanymi vétou 2. Zejména bude 2 4 ¢ + 0 v T' a tedy w — a + 0
vT,a+ 0.
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az - 1

. , ). . .
kde y,(2) je funkce holomortni v 7', w = -7 -7 je zobrazeni s vlastnostmi
¢

z véty 2, x je komplexni ¢islo. Nyni doecilime toho, ze bude platit Im ~ = 0.
Plati totiz (viz |1], str. 113, vzorec (3))

M = Re |5(z) — 2p(z) — z2¢" ()|, (20)
kde M je hlavni moment (vzhledem k potatku) uvazovanych napéti pasobicich
na oblouk o po¢atednim bodu A a koncovém bodu B, symbol [f]’} znamend
A(B) — f(A4). : o

7 (20) vidime, 7e Re y(z) a tedy i U(z) je jednoznatnd v 7" prave tehdy, je-li
M = 0 na kazdé uzavtens kiivee, leifcf v 7. Ponévads viak je 7' v rovnovaze,
stadi k tomu, aby bylo M = 0 na ¢,. Toho viak lehce docilime pti¢tenim FeSent,

které ma na ¢, hlavni moment rovny —— M. Takovym feSenim jsou funkce
i . M . .
napjatosti tvaru ¢,(z) = 0, y,(z) = ; (2, je stied ¢;), jak se snadno

2m(z — z,)
piesvédéime. Mazeme tedy piedpokladat, e 37 = 0 a %o Re x(z) a tedy i U(2)
je jednoznac¢nd. Ponévadz vdak ma x(z) mnohozna¢nost tvara ~lgw, jest
Re x(z) jednoznaéna pravé tehdy, je-li Im a = 0. V dal$im mizeme tedy pied-
pokladat, Ze x(z) = yo(2) -+~ « lg w, (21), kde y,(2) je holomorfni v 7" a « je redlné
¢islo, takze Re y(z) a tedy i U(z) budou jednoznaéné v 7',

Uvédomme si dale toto: funkece ¢(z) je urdéena jednoznac¢né az na funkei
tvaru 4z 4 B a zvolime-li 4, B, je 9(z) urtena jednoznatné. Re y(z) a tedy
Re y0(z) bude uréena v tom piipadé jednoznainé az na redlnou konstantu,
ktera bude diana hodnotou funkee Re y,(z) v jednom bod&, na pt. v bodé z = r,
(nebot soutadny systém lze vzhledem ke konednému podtu vyjimecnych bodit
funkei @(z) a () na hraniénich kruznicich %, k,, zvolit tak, aby bod z =7,
byl bodem spojitosti funkei g, v). Zvolme tedy Re (x(r,)) tak, aby bylo U(ry) =
= 0. Pak bude Re y,(z) jednoznaéné uréena a ve vzorci (17) bude y, = 0.
Dosadme konelné y(z) = y,(2) + «lg w do (14). Z druhé rovnice (14) vypoc-
Steme

[;0{% fw) = 2(2) — op(z) = 7o(z) — c(z) + xlgw
a tedy
f(?,U) = fu(w) + gb(w_—zzf‘)’ lg w, (22)
kde fy(w) je holomorfni v T',(f,(w) = ;;—0-:?(:2 (1o(2) — cp(2))).

Dosazenim (22) do prvni rovnice (14) dostaneme podobné
| () — 20— D g, 23
h(w) = ho(w) — = — g (23)

kde Ay(w) je holomorfni v T',.
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Dosazenim (22) a (23) do (15) zjistime vzhledem k x = «

dhy(w
(piéem E(A) golw ))

few) +w f( w) 4 gw) = fow) + w dfo( )

+go( ) +

+ “’5}”“4 (218 1ol + )

ac 'w
t. j.
i) | o TTe[ 20
folw) 4w dw + golw) = P [z e D(z)] —
_ “b(w::a_i’) (2 Ig w| + 2 %‘f) , (24)
kde

D(z) = w(&) + 2¢(2) + ()

Tyto tvahy nas pfirozenym zplsobem vedon k formulaci.

Problém IL Budiz dan problém I. na excentrickém mezikruzi 7' takovy,
z Moy zy 7 . L T o sy gl
%e hlavni moment vn&jiiho zatizeni je nulovy na kazdé z kruznic ¢, ¢,. Budiz 7'y

mezikruzi, jez vznikne z 7' transformaci w == - . +}— cb ac — b =+ 0, redlné. Jest
nalézti funkee fo(w) a go(w), holomorfni v 7', komplexni konstantu f§, a re-
alné konstanty y,, o tak, aby platilo:

dhy(w)

1. Funkee fo(w) a ho(w) (gn(w) ﬁrdw*) jsou s funkcemi @(z) a.xo(2) =

= y(z) — x lg w (p(2) a p(z) = (l;é(z) jsou FeSenim problému I. v 7' takovym,

ze plati U(ry) = 0, kde U(z) = Re (zp(2) + x(2)), svazany vztahy (14).
2. Funkece hy(w) je holomorfni v 7';.

3. Funkee fo(w), fi(w), golw) a Aw) = folw) + wdf‘;" 4 golw) jsou

spojité v T, s v¥jimkou konetného potu bodt 7,k = 1,2, ..., p), v jejich
okoli se funkce A(w) chové tak, Ze

, >0 (25)

4. Je-li w + 7, je

Aw) = 228 [2 ::: U (w) — D*(w)] —
w — a b - (26)

w— a w— a ;
T ae [2 Ig [w|-- - za] na  k, ki,
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U*(w) = U(z), D*w) = D(z), kde U(z) je na ¢, definovina vzorcem (17), kde
klademe y, = 0, na ¢, vzorcem (18), D(z) = Dy(O) na ¢,, D(z) = Dy(O) - ,
na c,.

Pomoena viéta 1, Existuje feSeni problému 11.

Dukaz. Existuji funkee @(z), y(z), fesici problém I. v T' s krajovou pod-
minkou D(z) = Dy(0) na ¢, D(z) = D(O) + p; takové, e v (17) plati y, = 0.

Definujeme-li funkee f(w), h(w) vztahy (14) a fo(w), ky(w) vztahy (22), (23),
jsou funkee fy(w), ky(w) Fefenim problému II, jak se lehce presvédéime opako-
vanim dvah na str. 53—56.

Pomoena véta 2. Necht funkce fo(w), go(w) jsow Felentm problémw II. Nech?
folw) = > a®, go(w) = > baw* anecht Ay resp. By jsou koeficienty Fourierovijch

rozvoji pravijch stran vatahi (26) na ky resp. ky. Pak plati:

a) Koeficienty a,, b, vyhovuji systému

A, = auRE+ (2 — k) ay By * - b Re*
By = (I'A~R’f FEZ—k dz—rcRr{)_k + b RE (27)

by 4,, B, pro k # 0, 1, 2 nezdviseji na «, B, y;.
¢) Je splnéna nutnd podminka fefitelnosti systému (5) Im (4, By — B R,) = 0
a dalst podmminky:

Im A, =Im B, == 0, (28)
AR, — BBy =0, (29)
2R — B
Ay — By = "~ R, - R (30)
ARy + B\R 2x lg R _
p Aallo A Dilty 52X g o .
R - - 2¢ b ae (R2 + aa) -} n, (31,)
AR, — BB
2 17 1700 1741 )« .
B T
2 Bl b m) B+ ) By b ) — 2w g By
= BT R DA TR S D TR B (B + ag) —
— apy — af; + ny (3L,)

kde ¢ je redlnd Edst absoluintho Elenu Laurentova rozvoje funkce hy(w), n{i =1, 2)
nezdviseji na «, By, vy, €.

Dikaz. a) Ponévadi funkce w — a, w — a, U*(w) jsou spojité na T,
(nebof U(z) je spojitd na T), w — a + 0, w & 0 v T, a pondvadi D*(w) je
integrovatelna s kvadratem na k,, k, (nebot D(z) je integrovatelns s kvadratem
na ¢, ¢,), lze pravou stranu vztahu (26) rozvinout na k,, &, ve Fourierovu fadu.
Pounévadi fo(w), go(w) jsou FeSenim problému I1., plati (25) a tedy doslovnym

. uZitim metody odst. 1, str. 48— 50 dostaivame tvrzeni.
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b) Jednoduchymi Gpravami (uzivame b — ac = b — ac) dostaneme

W . W — &
b ac 2Re |y, + filz — 2z1) — ] — B w a
w—a R .
b ae [2y) — Bylz + ) — Bulzy + ¢) — (B + B1) 1 il (32
Podobné
xw—a)f . w — a\ on(we—a) [ ‘ a e
e (_ lg |w| - % } = |2 lg R, + 1 Ve w)]  (33)

. . o1 1
na k, (¢ = 0,1), nebot na k, jest o 2
Avsak podle (18) a (26) vyjadiuji (32) a (33) piispévek konstant x, f,, 7,
k rozvojam krajovych podminek na k,, k,. Z (32) a (33) lehce zjistime, ze koefi-
cienty 4,, 4,, 4., B, zaviseji pouze na «, koeficienty B,, B, zaviseji na «, f3,, y;.
Ostatni koeficienty na téchto konstantach nezdviseji.

w (i == 0,1).

I M .
¢) Podle poznamky pod Carou na str. 48 je Im 4,R, = i’"zo’ kde M, je

hlavni moment (vzhledem k podatku) uvazovanych napéti pasobicich na &,.
Podle podminky 2. v definici problému II. a podle (20) je viak M, = 0, tedy
Im A, R, = 0. Stejné plati Im B, R, = 0. Ponévadi je splnéna podminka 2.
z definice problému IL., jest &, = 0. Rovnice systému (27) prok = 0, 1, 2 tedy
jsou:

ay + 2a,Ry + 7J’ro = Ay; ag+ 20,87 go == By (34,)
Rola; + ay) = Ay Ry(a, + a,) == B, (34,)
azR(z) + 2’—2R072 = Ay azRT + bR, ? = B, (34,)

Rovnice (34,) uréuji jednoznacné a,, b_,. Z rovnic (34;) dostdvame vztah (29).
Odeétenim rovnic (34,) dostavame A, — B, = 2a,(Ry — R}). Sem dosadime
hodnotu a, z (10,) a dostaneme (30).

Ponévadz je dale splnéna podminka 1. z definice problému I1., platipodle (16)

9 2
2U,(w) = B -UR) —xlgjw)), wely, zeT, (35)

kde U,(w) = Re (wfy(w) + ho(w)), U(z) = Re (zp(z) + %(z)). Vzhledem ke
spojitosti U(z) v T je i U(w) spojitd v T, a (35) plati i na hranici 7', 7',. Aviak
U(z) je na ¢, ddna vztahem (17), kde klademe y, = 0, na ¢, vztahem (18).
Pomoci (35) muzZeme tedy najit absolutni élen Fourierova rozvoje U,(w) na k;,
oznatme jej m;(i = 0,1). Ponévadi nds viak zajimaji pouze ¢leny, jez jako
¢initel obsahuji nékterou z konstant «, f;, y,, dostaneme pomoci (18) a (35)
— 20 lg R,

b—ac

My =

(RS + aa) -+ n, (36,)
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2y, — pile 4 2) — /3 ( 4 ) (57 f) — 2xlg R,
my = 5 we e T
— af, — afy - n, (36,)
kde ny, n, nezaviseji na , f, ;.
Z Laurentova rozvoje funkei fo(w). go(w) viak s ohledem na 2U,(w) ==
= 2 Re [wf,(w) -+ hy(w)] lehee zjistime

m; —2RERea; + 26, 1 =0,1, (37)

(R? -+ ad) —

kde & je realnd &4st absolutniho ¢lenu Laurentova rozvoje funkee hAg(w).
Srovndnim (36,), (36,) a (37) a dosazenim hodnoty 2 Re ¢, z (10,) dostivame
(31,) & (31).

Pomoena vita 3. Budtes f (w), go{w) a konstanly «, By, v, feSenim problému 1.
Potom plati: konstanty x, By, v, & navic & jsow jednoznaéné wréeny. f,(w) je wr-
dena jednoznainé af na funkes tvaru iAw 4 B, A redné &slo. Zvolime-li B pevné,
je golw) jednoznainé wréena.

Dikaz. Budiz fy(w) = Za ks golw) } bt Podle pomoené véty 2b)

vyhovuji a,, b, systému (27). Z tvrzeni b) te/e véty plyne, ze koeticienty «,
pro k &4 0,1, 2 a koeficienty b, pro k % 0, —9 (b_, == 0) jsou jednoznading
urdeny a jsou dany vzorei (7,). Zbyvajici koeficienty spliiuji rovnice (34,),
(34,), (34,). Na pravych strandch téchto rovnic se vyskytuji konstanty ~, #;, y;.
Z rovnic (34,), (34,,) (34,) jsou tedy jednoznaciné urcéeny koeficienty a_,,
Re a4, ay + by, b_, jakozto funkee «, By, y;. Budou-li tedy «, f3,, v, uréeny jedno-
znalné, bude tvrzeni dokazano. Pro «, f3,, y,, ¢ viak mame systém rovnic (28),
(29), (30), (31,), (31;). Rovnice (31,) a (31,) jsou redlné a vzhledem ke (28)
je redlnd také rovnice (29). Rovnice (30) je rovnice komplexni (t. j. dvé realné
rovnice). Mame tedy celkem 3 redlné a jednu komplexni rovnici pro tii realné
(e, v1; €) & jednu komplexni (5;) nezndmou. Stadi tedy dokazat, Ze determinant
této soustavy je nenulovy. Odeétéme nejdiive rovnici (31,) od (31,) a oznactme
vyslednou rovniei (31). Tak dostaneme systém (29), (30), (31') pro neznimé «,
B, y1- Z(29), (30), (31") dostaneme uzitim (32) a (33) po jednoduchych upra-

vach
R, {1 1
2 T .

,81 : [“) E_ _ o i - Q) = i :
A 71 e CLC) —+ 1 .Rl 2 = Rg _} R2 =) = Qu -+ le (38)

a_l?},i',a_/}l (b R R — ﬁ — R
- aa '

- 72 =20
ac) + a[ Ig 7, o
kde A = 2}}1 IBI(C + 41) - ﬁl(él _7— Z - ’rl(ﬂl I 5_1)3 })1 Qm Q]: R jSOu reé'lné‘
&isla. Pravé strany P, @, B nevypisujeme, nebot zaviseji, jak plyne z (26),
na Fourierovych koeficientech funkei Dy(0) a D,(0) sloZitym zpisobem, takie
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by byly prakticky bezcenné. RozepiSeme-li je$té druhou rovnici systému (38)
na dvé redlné rovnice, bude determinant soustavy (38)

i R, {1 1
9 , I3 -0 i
2, " s 1 , 21g 7 aa (R% RE)
oy Gl e —ag oy B B B
\ aa aa R, R -+ R?
o ay(b — ac) a,(b — ca) ’
0, R s T, 0
an aa
2a,(b - ac) 2a,(b — ac) R R? — R%
o It \ T AP St L 2l 8 T
- aw v aa . 28 R, aa
kde &sla v 1., 2., 3., 4. sloupci jsou koeficienty u y,, fa fy, « a dile fy = 5 -
- ifl, @ = ay } ia,, = — Re (¢ + z;) — 2r, v = — Im (¢ + z,). Z¥ejmymi
upravami dostaneme
R2 — R? 1 1 R — R?
A = 2(ac — 470 L (R e k
A= 2ac =) [ rR (Rf Jeg) ai ] (39)
Kdyby nyni bylo A == 0, bylo by vzhledem k ac — b & 0,a + 07)
. RRE o
(aa)® — 4 R aa |- RZR? = 0. (40)
Diskriminant kvadratické formy na levé strané (30) je
X RR} s
prem ST (g peie <

(RS + R
Avsak vzhledem k 0 << B, << R, je 1% + 0.

Kdyby bylo 1% < 0, nebylo by aa reilné &islo. Tedy A4 & 0 a neznamé «,
L, Bl, 71 jsou jednoznaing uréeny. Nezndmou e vypocteme z (31,) nebo (31,).
Tim je dikaz hotov.

Nakonec se podivejme, jak dalece nalezené funkee fy(®), holw) uréuji funkece

@(2), pol2) |we(2) = dﬁ(;z) z podminky 1. problému 1I. Dosazenim

folw) = ay w + ay, hy(w) = bow + (¢ + i) do (14) zjistime:

2 _ } _ b, -+ aa,)b e - in - a.a) ¢
PE) = (aby + aaa, 4 ¢ - in 4 @) + by tamh (e 4 i + a) o

- ac b — ac b — ac
(41)
_do(z :
Polz) = ¢ _(crl'(i-) + ay + aa, (42)

Aviak Re (aby + ata, + ¢ + in + a,3) = aa Re a, + ¢ -+ Re [@(a, + b,)], tak-
7e redlna Gast koeficientu u z funkee ¢(z) je jednoznatné uréena, nebot Re a,,
&, dy + b, jsme vypoletli. Ze (42) pak plyne, se p,(z) je uréena jednoznadné

aZ na konstantu.

7) Viz pozndmku pod ¢arou na str. 54.
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Z pomocnych vét 1, 3 a z pravé dokdzaného plyne:

Véta 3. Funkce p(z), p(z), jef jsou Fedenim problému I., jsou wréeny funkcema
fow), go(w), ho(w) pomoct vztahs (22), (23) a (14). Funkce fo(w), go(w) jsou Fede-
nim problému II. Koeficienty jejich Laurentova rozvoje dostaneme felenim
systému (27), ktery se sestavi tak, Ze se funkce A(w) a pravd strana (26) formdlné
rozvinow ve IFourterovu Fadu a srovnaji se kocficienty téchio rozvojit. Nezndamé
konstanty «, B, y, se predem wrdi Fedenim systému (38).

3. Budiz dino excentrické mezikruzi zatiZené rovnomérnym tlakem (viz
obr. 1). Lehee zjistime, Ze funkee hlavniho vektoru na ¢, je

Dy(z) = — polz — 2¢) &
na ¢,
Difz) = — pilz — 2) (43)
kde z; je stied c,. :

Vzhledem k tomu, Ze hlavni moment pisobici na ¢, i ¢, je zfejmé roven nule,
miZeme postupovat podle véty 3. Ze (43) zjistime snadnym vypodétem

Ui) =0 na ¢,
Uz) =yy + Re [pi(z — z) — rif4] ma ¢, (44)

Krajova podminka na k, tedy bude po tprave

A) = =2 g — polia - 0)eo F )] - palzo + 0) —

w — 2 V—Wd
——— A— 2 o ) [ —— P
ab—/ac( lg |w| + - = )1nk0,
w — a —
A(w) = b ue 2y, - 51( 2 — ﬂl ¢+ z ) — By + B0 + Pl —
- a w—a
—pile +2)e F2)] + By F (e o) — ’,()":_"“'-—) [2 Ig lw] + EU—TI;—] nak,,
(45)
kde w = R,e"® na k(s = 0,1).
Odtud (zachovdvame oznadeni z pomocné véty 2.)
N 1
AO = - @Mn 1= p()(zﬁ -+ C) -+ *b‘: az (7/\‘(2 ]g RO + ].)
I 1
By = — all, + pyfey T 0) + 5 [ax(2]g By 4 1) - A]
1 aa .
= j o A 1 o e .
A, = R, [Jll'o p——— (2 lg By +1 4 g)] (46)
o I 1
I A
xa
Ay = B, = P Ay, = B, =0 pro E+0,1,2,
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kde M; = pr% — plz + o)z fe), A= 2y, — Bi(c + 2,) — Bilc 4 7)) —
— (Bt B) Dosa?emm ze (46) do systému (29), (30), (31') dostaneme po
upravach pro neznamé konstanty ~, f,, v, systém (38') s determinantem A
danym vzorcem (39). Vypi§me pravé strany systému (38”):

P=M,— M,

v . l —ac T

Q = My — My — "= pofay + ) — pilas + )]

1
Resenim dostaneme
R + P — 20, A

N om= e 2k H = S 0

X o , kde 2ac ~h + (47)
a, Im Q a

1 ! R — R?
L P B S WV
Po = b —ac b - ac [Re @~ P naa (Ri g) + Rz T Rz] (48)

LW hn Q s p 11y 94 R — — R}
pl = b— ac b e Re Q) — P — ~aa B + i R (49)
, R _( 1 1
Oy = P — uft — B — x|20g20 —an|— — — 5
2y, =P — ufl — vl — [ ig z, aa iz Rﬁ)] , (50)
kde u = — Re (¢ + z) — 2r, v = — Im (¢ + z).

Nyni pomoci «, 8y, y, vypotteme ze (46) 4,, B, (1 = 0, 1, 2) a z (10,), (10,)
(10,) vypodteme a, -+ by, Rea,, b_,, a, a b,. Tim jsou nalezeny funkee f,(w),.
go(w) a tedy 1 hy(w). Pomoci vztaht (14) uréime funkee @(2) a x(2), tedy 1 y(2)

& . " ye .
a y(z) = py(z) — ;w‘ Hledana napéti pak uréime ze vztahu

X, = Re [20 — 20" — V],
Y, = Re [20 + 20’ + V],
X, —Im [20' + V],

kde @(z) == ¢'(z), P(z) = v'(2)?).

Pozndmka. Explicitui vzorec pro hlavni napét{ na hranici excentrického:
mezikruzi jsou nalezeny v knize [5] metodou bipolarnich soutadnic. Z nagich
vztaht bychom je dostali vhodnym wmisténim 7' vroving z. Metody uvedené
v tomto ¢ldnku lze vsak uzit i na Fefeni druhého problému pruznosti a na Fegeni
smigeného problému, jak ukaZeme v nékterém z pridtich ¢isel Aplikaci mate-
matiky. "

Jako numericky ptiklad uvedeme Fefeni excentrického mezikruzi 7', zatiZe-

&) Odvozeni té&chto vzore najde étenaf na pt. ve [2], str. 75, vzorce (2.8.13), (2.8.14,),
(2.8.15).
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ného vnitinim tlakem p = 1 kg/em?. Umistime-1i 7' (viz obr. 1) tak, Ze z, = 0,

. t 1
iR, ,f [ 7 1ok e
z, = is, potom zobrazeniw =~ e (51),kde t = |/ %21
‘ b1 (ry—8)*—ri
2 — 17, ;“’_:T

prevadi T' v mezikruzi 7, se stiedem v poditku roviny w o polomérech

rolt + 1) — (s +r)(t — 1) ickv vvnodet i ili
_ ot A1 T — 1) T c ot s
R, = 1) — (s 4T 1) R, = 1. Pro prakticky vypocet jsme volili

7, = 24 cm; 7, = 102,56 em; s = 57,5 cm a dostali jsme

x = —705,1574 ay =  8,672690
p. = - 2,98857 a, = 4,211685
2y, = 706,4522 iy = —0,759594

& = 10,609651 by = 0
b_y == 5,973913

Na obr. 3 je vyneseno napéti X, na pti¢ném fezu ABCD.

Tabulka
z:1 X, (v kgfem?)
|
A 102,5 - 0,000005
1 | 97,977612 | —0,086197
2 | 90,813433 —0,335486
3 87,231344 —0,631310
B 81,5 -—0,999996
c 33,5 —0,999996
4 29,917911 - 0,737901 _
5 22753732 | —0,428012
6 15,589553 —0,262038
7 8,425374 0,165366
1,261185 0,105796
9 —5,902985 —0,067657
10 —13,067164 --0,042612
11 —--20,231343 —0,025926
12 | —27,305522 | —0,014748
13 —34,5659701 -—0,007304
14 —41,723880 —0,002439
15 —48,8880549 +0,000613
16 -56,052238 | +0,002381
17 —59,634327 —+-0,002901 I
- e Obr, 3

Podobny pripad byl zméfen fotoelasticimetricky v praci [6].
Na zavér uvadime strucny ndvod pro prakticky vypodet funkei napjatosti
¢(2), x(2):
1. Ze vzorce (51) uréime zobrazen{ excentrického mezikruzi na mezikruzi se
stfedem v pocatku.
2. Z daného napéti uréime funkei hlavniho vektoru Dy(@), D,(®).
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3. Uréime Fourierovy rozvoje funkei Dy(®), D, (0).

4. Ze vzoret (17) a (18) uréime funkei U (z) a jeji Fouriertiv rozvoj na hranitnich
kruznicich.

. Pomoci transformace (51) (klademe z; == 7,e:® na ¢,, i = 1, 2) urdime funkce
U*(w), D*(w) a ze vztahu (26) stanovime koeficienty A4,, B, Laurentova
rozvoje funkce A(w). .

6. Stanovime pravé strany P, ¢), R systému (38) a ze vzorcti (47), (48), (49),
(50) vypoéteme konstanty , fi;, v;.
7. Pomoci «, f;, y; vypolteme A4, B, pro i =0, 1, 2 a konstantu ¢ z (31,)
resp. (31,) a z (10y), (10,), (10,) vyposteme a, + by, Re ay, b_y, aya b .
8. Ze vzorea (7,) uréime koeficienty «,, b, pro k + 0, 1, 2.
9. Integraci funkce go(w) uréime funkei y(w).
10. Ze vztaht (14) urcéime @(2), yo(z) a ze vztahu (21) funkei y(z).

[

Dékuji kandiddiu fysikdlné matematickijch »éd Ing. dr T. BABUSKOVI za
cenné podnéty a rady pri vypracovdni tohoto clinku.
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Pesowme

PEIIEHUE MEPBOW OCIIOBHOW 3AIAYN TEOPUN
VIIPYTOCTN B SRCIHEHTPUYECIKOM KOJBHUE

SIPOCITAB OVHEA (Jaroslav Fuka)

(Moctynmao B pexaxiuo 22/V 1957 r.)

B uepsom orhene manaracres pemenne 1-0il 0cHOBHOM 3ajauy Teopau yupy-
TOCTH B KOJbIe MerofoM, oumcanuvim B Kuure A. . Mycexannmsman (1).
Hoopdnuuentnt panor Jlopawa Gynwunit nanpsixennsa @(z), p(z) saBiaaworeds

64



permernem GCCRONCUNoI ereTeMbL MTHe M X ypasneinil (5), koropas odpasyer-
e ran, uro Gyurius D(z) == o(z) + 2g(2) - () W orpacnoe venonne Dy(@),
D.(O) passusaioress n pa Dypue 10 cpaBunBaloTen ROdGHUUICHTHL HTHN
PAIOB.

Ecnu s 3aX0Tna Hepencetin 9ToT  MCTOT Ha HRCHCHTPIUCEROC KOIBIO,
CTONRICMCSL ¢ TOIT  TPYAHOCTHIO, UTO HC ¢YMCCM  PEDITh - BOBHITKITYBIIVIO
GECKONCUHYIO CHETCMY JIHeIBIX yPABHCHRIL. DTO NPCISITETBIE BEPCUjI0JIeHO
B ofgene 2 cxepyiotuy cnocobonm: B roane 7' (Romiee puuccRoM), Bosnk-
HYBIICM T3 JAQHIOro Hichenrpuieckoro woipita 7' wpu nomounn japodnoin-

neloro npeodpazopaimst w = - Y OIPEJICIICHA HOBAA 1KpacRast 1TpohieMa
z e

(npoGnema 1LY rar, wro ¢y f(w), k(iw), pemawine npodnemy I, 1w kpace-
BOC YCJOBYUC DTOIL HpohIICMBl CBAZATIBE 0N PEJACTCHILIM OTHOICHNCM ¢ (YR KL=
amn @(z), z(z) penraomumu upobiemy L na ', 1w ¢ KPACBLIM YCIOBACM HPODICMDI
L ya 7. Ecnn mot cymeem pemurn nipodsiemy L1, 1o rem canuim peruena npodie-
ma L. Jlokazawo cyuecrnopatie n ojosnaunocrs pemeunst npotgemnt 11
KOTOpag PemIaeTea B CYHMOCTH MCTo/loM otiena 1. B sarmouciine npusognres
YHCACHHDLIH NPUMED 1 CHRATOC YRABanune U WPAKTHUCCKROTO  HaXOH{CHUI
Qynumun nanpszrennss ¢(2), x(z).

- Zusammenfassung

LOSUNG DER ERSTEN AUFGABE DER ELASTIZITATSTHEORIE
AUF DEM EXZENTRISCHEN RINGE

JAROSLAV FUKA

(Eingegangen am 22. Mai 1957.)

Im 1. Absatz findet man die Losung der ersten Aufgabe der Elastizitits-
theorie auf dem Ringe mittels der Methode, welche im Buche N. 1. Muscheli-
gvili [1] erklart ist. Die Koeffizienten der Laurententwickelungen der Span-
nungsfunktionen ¢(z), w(z) sind Losungen eines unendlichen Systems der
Lineargleichungen (5), das man durch Vergleich der Koeffizienten der Ent-
wickelung der Funktion D(z) = ¢(z) -I- 2¢'(z) + w(z) und der Randbedingun-
gen Dy(0), D,(@) in Fourierreihen erhilt.

Wenn wir diese Methode auf exzentrische Ringe iibertragen wollen, so ent-
steht die Schwierigkeit, dass wir nicht imstande sind das entstandene System
der Lineargleichungen zu lésen. Diese Schwierigkeit ist im 2. Absatz auf fol-
gende Weise itberwunden: Im Ringe 7', (konzentrischen), der aus dem gegebe-
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nen exzentrischen Ringe 7' mittels der homographischen Transformation

az + 0 .. L N ,
w = e entsteht, definieren wir eine neue Randaufgabe (Problem 1I.)
g0, dass die Funktionen f(w), h(1) — die Lisungen des Problems TI. — resp.
die Randbedingung dieses Problems mit den Funktionen ¢(z), y(z) -~ den Ldsun-
gen des Problems L. aut 77 — resp. mit der Randbedingung des Problems I.
auf bestimmte Weise verbunden sind. Wenn wir das Problem I1.16sen kinnen,
80 kiinnen wir auch das Problem I. 16sen. Ks ist die Ixistenz und Eindeutigkeit
der Losung des Problems I1., welche man (im wesentlichen) durch die Methode
des 1. Absatzes erhélt, bewiesen. Am Schlugs ist ein numerisches Beispiel
und eine kurze Anleitvug fiir die praktische Bestimmung der Spannungsfunk-
tionen ¢ (z), z(z) angegebew,
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