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SVAZEK 3 (1958) APLIKACE MATEMATIKY CIsLo 5

0 DIRACOVE FUNKCI V NELINEARNICH DIFERENCIALNICH
ROVNICICH

VACLAV DOLEZAL, JAROSLAV KURZWEIL, ZDENEK VOREL

(Do$lo dne 29. listopadu 1957.) © DT:516.93:621.8.001.2

V é&ldnku je uvedena véta o konvergenei posloupnosti feSeni nelinedr-
nich diferencialnich rovnic v p¥ipadé, kdy jejich pravé strany konver-
guji k Diracové funkei, pritem? je uddn zptisob, jak nalézt limitu po-
sloupnosti feSeni. PouZiti teorie je ilustrovano na typickych piikladech
z elektrotechniky, atomistiky a aeromechaniky.

Necht na ohmicky odpor R > 0 v serii s civkou se zZeleznym jadrem puisobi
impuls napéti e(t), tj. o funkei e(t) vime, e e(t) = 0, e(t) = O pro t = 4 > 0
aprot =< 0, kde 4 je dosti malé ¢islo, a

4
fe(t)ydt =e*> 0.
0
Jestlize magneticky tok @ zavisi na proudu ¢ vztahem
@ =1Ly + xarctgfi, L,x,>0,

potom pro ¢ plati diferencidlni rovnice

P
e(l) = Ri + % — Ri + (L = f%%z) % ,
tj.
di Ri(1 4 pi?) 1 4 g2
P Ty suvny: sy 5 My sy ey A (h

pri¢emz pocdtetni podminkoun bud i(0) = 0.

Funkee ¢(f) miZze mit rozmanity pribsh a vznikd otdzka, zda FeSeni (f)
mize byt podstatné ovlivnéno pribéhem funkce e(t). Jinymi slovy: Zvolme
dvé funkee e,(t), ey(t) tak, aby spliiovaly uvedené podminky, p¥i demz e; = e¥
Budou potom feleni 7,(¢), 7,(¢) blizkd (a v jakém smyslu mame rozumét slovu
blizka)?

Vezméme obecny pfipad soustavy rovnic

dx;
dt

- f?'("L‘D Loy ooy Xy, t) +gi(x17 Loy vuny .I'n) h(t)7 7’: ]'7 23 e, (Z)
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kde funkee f;, g; jsou spojité (a definované pro vSechna x, x,, ..., z,,t). Za
funkei h(f) dosazujeme postupné posloupnost spojitych funkef A, (), kteréd
sphiuji tyto predpoklady:

t ¢
bi(t) =0, [h(r)dv-—>0 pro t<0, [k(r)dr—1 pro ¢>0,

-1 -1
Le(—t,t), t,= 0, ty > 0.

Tak vznikne posloupnost soustav diferencialnich rovnic. Necht [z, (f),
Zpa(t), - ..y en(8)] Je FeSeni soustavy (2), kam jsme za A(t) dosadili 4, (¢), sphiujici
potétedni podminku

Tp(—t) =2, t=12,...,n.
Nagim cilem je dat odpovéd na nasledujici otazky:
1) Existuji limity
mag,(f) =x,(t), 1=1,2,...,n (3)
f—>c0
nezavisle na prabshu funkei 2,(¢)?

2) Jakym zphsobem mtZeme piimo vypoéditat limitni funkce z,(t), 1 =
= 1,2, ..., n aniz bychom vysetiovali celou posloupnost diferencialnich rovnic ?

Predpokladejme na okamzik, #e odpovéd na otdzku 1) je kladnd. Abychom
ukdzali, jaké budou limitni funkee x,(t), ¢ = 1, 2, .... n, zvolme posloupnost
funkei 2,(t) takto:

1

2k

ha(t) = k pro |t =

[ -

=0pro|t| >, k=12, ...

?
=

&

Necht funkee wu,(f), 2+ = 1, 2, ..., n jsou definované na intervalu {— ¢, 0>
a spliiuji soustavu diferencialnich rovnic

du, . Y
P folwy, thgy ooy un t), t=1,2,..,n (4)

a podatedni podminky w,(—t,) =2, ¢ =1,2,...,n.

Pro kazdé & > 0 je h,(t) = 0, jestlite — ; S & — ¢, 5 <6 @ proto je
Za(t) = w,(t), 1 = 1,2, .., n, jJestlite —, S = — ¢, S H b tedy plati
lim () = u,(t), ¢=1,2,..,n

k-sco

pro kazdé ¢, — ¢, =< ¢ < 0.
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] , . co1 .
< o7 plati soustava diferencidlnich rovnic
2%

Na intervalu —

d;

T fole, v, oo 2 ) by, 2y ooy,), ©=1,2,..,0.

Provedme substituci v = kf. Dostaneme

dx; 1 i T ! _ Lo _

P k—/, Ty Xy vony Ty P 4 gy, Tay o, Xy), — 3 ST =Y (3)

ProtoZe & — oo, nedopustime se snad velké chyby, nahradime-li rovnice (5)

rovnicemi

da; ) . _ . .

H‘—F—:gi‘(szwnw'-':mn)y t = ,2,...,%, —"%;T;é (6)

Necht v,(1), ..., v,(r) pro — % = 7 = } je Teseni autonomni soustavy (6)

weg v s . . . . Y 1
s potatetnimi podminkamiz,(— ) = u;(O), i= 1,2, ..., n. Protoze z,, (- 71)
je blizké k u,(0), x4 (/) bude blizké k v(r) pro —3=7=%1¢=12..n
v

o 1 i o Y g ey
a zejména bude x,, (7;) blizké k »,(3), nebot feSeni soustavy (6) zavisi spojité

na pravé strané.
Konec¢né necht w,(f), w,y(t), ..., w,(f) prot = 0 je FeSeni soustavy (4) pfi poca-
teéni podmince '
w(0) =wv,(}), 1=1,2,...,n.

Protoze I (t) = 0 prot > S je pro ¢ > 3 svstém x,(t), o (t), ..., 2p,(0)
2k :

fefenim soustavy rovnic (4), a protoze x,, ( /) —=w,(0), =1, 2,..,n, plati
2 (8) = w(t), 1= 1,2, ..., n pro kazdé { > 0.

Tedy x,,.(f) = u,(t) = z;(f) prot < 0
() > w(t) = 2,(t) pro >0, =12 ...,n.

To znamena, ze limitni funkee x,(f), x,(f), ..., 2,(f) jsou pro ¢ == 0 Fedenim
soustavy (4), pro t = 0 pak dochdzi ke skokim velikosti v (i) — v.(— 1),
t=1,2,...,n.

D4 se skuteéné dokdzat, Ze nafe intuitivni Gvahy jsou opravnéné a ze funkee
Z1e(8), Zoi(t)s + ooy Xp(8) Pro £ = 0 a k — oo se blizi k ndmi nalezenym limitnim
funkeim z,(t), z,(¢), ..., 2,(t) nezdvisle na priabéhu funkei A,(t)!). Pii tom stadi

1)y Konvergence prirozend neni stejnomérnd; lze viak dokdzat, Ze pro vechna 7, & plati

2t < N, —t; £t <ty
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piedpokladat, ze funkee [z, 2, ..., %, 1) & gz, Ty, ..., T,) JsOu spojité, %e
Teseni soustav (4) a (6) jsou jednoznatné urdena podateinimi podminkami
a konedné Ze Yedeni |u (!), uy(t), ..., »,(f)] soustavy (4) existuji na intervalu
{—t,, 0>, FeSeni [v,(7), v5(7), ..., v,(7)] soustavy (6) existuji na intervalu
{(— %, 1> a TeSeni [w (), wy(l), ..., w,(t)] soustavy (4) existuji na intervalu
{0, ty). Plitom ,,existenci” rozumime, %e uvedena feseni na danych intervalech
neutekou do ,,nekonedna‘.

Poznamka 1. V ptipadé, Ze soustava (2) ma specidlni tvar

(1'( z f?} r . zk(t) y Z — 1, 2’ .y H (2')

(7: jsou konstanty), lze dikaz provésti elementdrng. V obecném piipads je
dikaz proveden v praeci [1].

Tenty? vysledek pro soustavu (2’) lze odvodit pomoei teorie distribueci
L. Schwarze. Touto metodou lze vySetiiti i obecnéjsi piipad, kdy funkee A(¢)
se blizi k derivaci (libovolného fadu) Diracovy funkee; jo ovBem nutno pred-
pokladat, Ze funkce f,(t) maji spojité derivace dostateéné vysokého Fadu.
O distribucich 1ze najit nejpiistupnéjsi poudeni v brozuie [2].

Vratme se nyni k rovnici (1). Abychom mohli pouZit dosazenych vysledki,
poloZime v soustavé (2) n = 1,

Ri(1 + )

L - ap £ Lp2z
1+ ﬁlr

gilx)) = L - \p) + L/JH,LZ e

Xy =1, filey, ) = —
Dosazujme nyni za e{t) libovolnou posloupnost spojitych funkei A, (t) tak, ze
hk(t):OprotEOaprotZAk>O

A, —0, j hk Hdi =1,

a oznatme 7,(f) to FeSeni této posloupnosti diferencidlnich rovnie, pro které
i(—1) = 0.

ResSeni rovnic

f{i T__}__’)‘f(l + 6 ,) (7)
At L ~p - Lpe
de 1+ pr? N o
@ T LA e 7

jsou jednoznaéné urdéena pocatedni podminkou. Hledejme limitu posloupnosti
Fefeni 1,(f). Podle vysledku, k nému? jsme dospéli, tato limita #(f) na intervalu
{— 1, 0y spliiuje diferencialni rovnici (7) a podateéni podminku i(—1) = 0.
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v ¥ £ v

Lehko zjistime, %e Yefenfm rovnice (7) na {— 1, 0> pii poddtetni podmince
T(—1) = 0je {(t) = 0. V dase { = 0 dojde ke skoku »(}) — v(—1), kde funkce
v(7) spliiuje rovnici
dv 1 + /321/ «
dt L Eop L LpwE ¢ (8)
s potateéni podminkou v(—3%) = 7,(0) = 0.
Obecné feSeni rovnice (8) mé tvar
Lv + « arctg fv = e*r 4 c.
Z podminky »(—3) = 0 plyne ¢ = }e*. Oznadéime-li pro strutnost ¢ = v(}),
je ¢ jedinym FeSenim rovnice
Lo + o arctg flp = e* .
Konedns prot = 0, 7,(t) = w(f) je opét fefenim rovnice (7), urdenym podatedni
podminkou w(()) = p.
Snadno nahlédneme, Ze obecné feseni rovnice (7) je
B
wh Pl - pru2)” F = Ke R,
Odtud plyne dosazenim za t = 0, w = p, Ze
_«B
K=" (1 + fo?) ®,
takZe na {0, T bude ,(f) feSenim rovnice
«f aff
FLraB(1 4 Bia) = "L pre2) T % e
Pro tvahy, které hodlame provést na konci ¢lanku, definujme na celem
intervalu (—1, 7, 7' >0 funkei 7(t) takto:

i(t) = 4,(8) na (—1,0),
= i,(f) mna (0,7>.

Ukézeme pouziti vyloZeného vysledku o limitnim chovani FeSeni diferencial-
nich rovnic jedté na dvou prikladech.

Piiklad 1. V jaderné fysice se odvozuje, %e pro vektor jaderné magnetisace
litky plati tzv. Blochovy rovnice. Jsou-li X,Y,Z slozky vektoru jaderné
magnetisace latky, H,, H,, H, slozky intensity vnéjsiho magnetického pole,
plati

X =y(YH, — ZH,)) — % ,
2

Y = y(ZH, — XH,) — 7Y,_ ; (9)
2

. 1

7 = y(XH,—YH,) - 7;; (Z — 2,

352



kde z, = x,H.{0), x, je susceptibilita (konstanta), ¢ je gyromagneticky pomér,
T, longitudinalni relaxadni doba, 7', trangversalui relaxacéni doba [3].
Hledame Tesent Sou:tavy (9) pro piipad, kdy H,(t) konverguje k Diracove

tunkei, pi¥i ¢emz [U tydt = h* H, = 0, H, == H, = koust., pti poéatccnich

podminkach X(()) = x4y, Y(0) = 44, Z(0) = 2,. Pidme soustavu (9) ve tvarn

X=- '/* Ly

i )' 7 ’
Vo= — yHX — o+ yZR*h() )
,.J = — e M | e 2 —— "h¥h

7 Tl [ Tl o —yYh*R(t),

kde () ma stejny vyznam jako v rovnici (2). Viimnéme si, Ze rovnice (97) jsou
sice linedrni, ale p¥islugné limitni funkce nemiiZeme stanovit na zaklads distri-
buei L. Schwarze, protoze faktor u funkee A(f) neni konstantni (viz Pozn. 1),

Protoze podatetni podminky jsou dany v ¢ase t = 0 a nezajimd nas tedy
teleni soustavy (9') pro ¢ < 0 miZeme se ihned zabyvat rovnicemi (6), které
v nasem pripadé nm]l tvar

ax, oadv, dz, oy
a0 g A =

pro ve<{—1%, 3> s podatetnimi podminkami
Xi(=3) =m, Yi(—4) =y, Zi(—%)=2.
Odtud plyne X ,(3) = z,,

Y (1) = z, sin ph* -}y, cosyh* =y, ,
Z1(%) = zy cos yh* — y, sin yh* =z, . ;

Pro ¢ = 0 plati rovnice (4), které zde napiSeme ve tvaru

Ko gy

. oy,

} 5 = - 3,/[,’[0)}“_, — 7—,3 ®
. V/ z

/A )

E

s podatednimi podminkami X,(0) = z,, Y4(0) = y, Zo(0) = 2.+
Resenim dostaneme pro t => 0
t

Xy(h) = e T{w,cosyHt -+ y sinyHt},
¢
Yo(t) == e T:{y, cos yl it — x,sinyHt} (10)
12

Zoll) = 20 + (2 — 2) @ T
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Bude-li tedy trvani impulsu I () dostateénd kratké, bude piisludny asovy
prubdéh slozek vektoru jaderné magnetisace latky s libovolnou presnosti dan
vztahy (10).

Piiklad 2. Uvazujme letadlo, letici vodorovnym smérem konstantni rych-
losti 7, na kterém je ve smdéru letu namontovano délo. Nadim tkolem je zjistit

J je z)
vliv vystielu na pohyb letadla, je-Ji nim znama hmota m, a rychlost v, stiely
po opusténi hlavné (neptihlizime k vnitrobalistickym vlivam),

V teorii dynamiky letadel se odvozuje, Ze pro pohyb letadla plati nasledujici
rovhice:

w—uX, —wX, 4 90 +F =0,
w— u, —wh, — V0 =20, (11)
—wM, kO — M0 4 Fr=0,

kde u, w jsou piirastky rychlosti ve
sméru os x resp. z {viz obr. 1), @ je
z thel, sevieny osou letadla s vodo-
rovnym smérem, F(tf) je éasovy pri-
béh reakce déla redukovany na jed-

. notku hmoty letadla, r je vzdalenost
‘%% osy déla od t6zisté letadla, X, << 0,
X, > 0 jsou redukované konstanty
amérnosti prirtstka sil ve sméru osy
x, vyvolanych rychlostmi », w; Z,,
7, jsou podobné konstanty (pro sily
ve sméru osy z), M,, M, jsou redu-

Obr. 1. kované konstanty tdmérnosti pri-
' rastkd momentt, £ je gyraéni polo-
mér a konené g je zemské zrychleni. (Srv. [4].)

V nasem piipadé bude A* = Mo , kde m je hmota letadla.

L .
Abychom soustavu (11) uvedli na tvar (2), polozme ¢ = 6, takie pak bude

w == uX, - wX, — g6 — h¥h(t)
W= uZ, +wZ, -+ Ve

.M, M, k¥
g =w=E gt — Th(t)

O—0.

Necht pred vystfelem je u = w = 0 = 6 — 0. Stadi tedy zabyvat se ihned

rovnicemi (6).
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Pro ve (—4, 3> plati

i

S, 2, ey L
dr Todr dr IN

w(—3) = w(—4) = g(—=1) = O~ }) =0,

du . dae dg o de

Odtud plyne, 7o w(}) = — ¥ w(l) = 0, ¢(§) = — ~}: hE L) — 0.

Pro ¢ = 0 pak plati soustava:
W= ulX, | wX, — g0,
W=ty - why + Vi,

.M, M,
L S T
6=
s pocatednimi podminkami u(0) = — A*, w(0) = 0,
P(0) = — IL B, G0) = 0.

Regenf tohoto systému uréime ji% snadno znamymi metodami.

Zévérem jesté nékolik poznamek. V udebnicich diferencialnich rovnic se
obvykle piedpoklida, Ze prava strana diferencialni rovnice je spojitd funkee
svych argumenti. Tento ramec je vSak piili§ azky a my jsme jej prekrodili
pii tvahdch o soustavé (2) (funkce £,(t) nejsou spojité). Dulezité viak je, Ze
vySetfovanym vztahim mizeme hloubéji porozumét, opustime-li hledisko
diferencidlnich rovnic se spojitou pravou stranou.

Viimnéme si za tim tdelem rovnice (1), kde provedeme substituci 1 = ¥(P),
kde P(®P) je inversni funkei k funkei @ =,Li + « arctg pi, tedy

d:i[t’“ — o) — RV(D,) . (12)
1
Polozme E(t) = [e,(7) drv. Kazdé Fedeni diferencidlni rovnice (12) je soudasné
?
fefenim rovnice
t
Bult) — B,(0) = Tylt) — By(0) — B [P(&y) dr (13)
0

a naopak.

Definujme funkei E‘(t) predpisem I7J(t) =e*prot > 0, E’(t) =0 pro t = 0.
Ukazeme, Ze potom plati té% rovnice

- ~ ~ ~ ¢ ~
D(t) - D(0) = E(t) — E(0) — R [P[&(x)] dr (14)
0
pro te(—1,T), kde D(t) = lim P,(f).
k—w
Ukazeme nejprve, Ze tato limita existuje. Vskutku, plati
D (t) = Liy(t) + o arctg fi(t) . (15)



.

Ponévadz plati i,(t) — i(t) a ponévadz prava strana (15) spojité zavisi na 4,(¢),
plati
D (t) - Dty = Li(t) + ~ arctg pi(t) .
Protoie 7(0) = 0 a i(f) je feSeni rovnice (7) spliinjici podminku lim i(t) = p,
te)
plati ([)(0) = 0 a pro t >> 0 funkce (IJ(I) splituje rovnici
dd

- — /"‘ 3 7 ) — ES
T R¥ (@), t]igll D(t) = e* .

Integraci posledni rovnice v mezich ¢,, ¢ plyne

Oty = D) — R [ t‘l"[ds(r)] dr.

t

Prechodem k limité obdrZime

~ - t
@) = lim @(t,) — R [P[D(r)])d7,
40+ 0

coZ je rovnice (14).

To znamena: E,(t) konverguje k E(t (¢) a Tedeni @,(t) rovnice (13) konverguje
k feSeni D(t) rovnice (14). Na8 vysledek nefikd tedy nie jiného, nez ze feleni
rovnic (13), (14) zavisi spojité na pravé strané.

Vratme se nyni k rovnici (1), aniz provadime néjakou substituci. Pii zavede-
nych oznadenich a za pedpokladu spojitosti funkee e(t) diferencidlni rovnice (1)
je ekvivalentni s rovnici

t t
it) — 1(0) = [G(@)d — R [iG@) dr, (16)
0 8
_ 1+ p?

G(i) = L ap Lpa’

kde integral [G[i(7)] d£(r) miZeme brati ve smyslu Riemann-Stieltjesa?).
0
Chceme-li do vztahu (16) dusadlt i(t) = i(t), E(t) = E(f), snadno zjistime, Ze

Riemann-Stieltjestv integral jG[a ]dE( 7) nemusi existovat®). Tuto obtiz

Tj. of(,x'( ydId(r) = jl—?; z Gli(ey)) [E(z;) — E(v;4)], kde boreme stdle jemméjsi
a jemnéjdi rozdéleni mtuva,lnJ z() t.

3) Polozime-linapi. L = 0, & = f# = ], pfesvédéime se snadno, Ze ¢astedéné soudty (1 4
! ;2(11))(]')(‘71) — E0)) - ...a (1 Tiz(()))(jf}(rl) — 1£(0)) 3- ., (vytedkované éleny volime
v obou pifipadech stejnym zphsobem) se lig o (1 (1y) — @ ( ) - (l‘}(rl) e E(O)), cOZ pri
7, ~» 0 konverguje k hodnoté p?e* == 0.
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odstranime uzitim vhodnéj$i definice integrdlu, nez je definice Riemann-
-Stieltjesova, a potom rovnice (16) je splnéna i tehdy, dosadime-1i i(t) = i(2).
Abychom zjistili, ze limita i(t) YfeSeni 4,(¢) rovnice (1) je FeSenim rovnice (16),
t
museli jsme zavést funkei Z(f) = [e(7) dr.
0

Ukazuje se delné vysetiovat rovnici
dx

dt

— f(, )

t
se spojitou pravou stranou v souvislosti s funkef F(x, t) = [f(x, 7) dv. Pravé
0

funkce F'(x,f) umoznuje vyslovit a dokizat obecné véty o tom, kdy Teseni
dvou raznych rovnic jsou blizkd (spojitd zavislost na parametru) a zavést
vhodnd zobeenéni diferencidlnich rovnic (specidlni piipady jsou rovnice (15),
(16)) takova, Ze i nespojitd limita posloupnosti Feseni diferencidlnich rovnic
v obvyklém slova smyslu jest feSenim zobecnéné rovnice.

Piirozené tyto zavéreéné poznamky plati i pro soustavy diferencidlnich
rovnic.

Na konec vyslovujeme timto svitj dik magistrovi Stan. Safratovi a Ing. Zd.
Kresadlovi, ktert ndm byli ndpomocni pft vybéru prikladi.
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Peswwme

O GVIRIIUA JIVUPAKA B HEJIUHEAHBIX IUODOEPEH-
HUAJILHBIX YPABIHEHUAX

BAIJIAB JOJIEAJL, SIPOCJHAB KYPIBEII, 3TEHEK BOPEJ
(Vaclav Dolezal, Jaroslav Kurzweil, Zdendk Vorel)

(Hocrymmno B pepaximio 29/X1 1957 r.)
B cratne paccMaTpuBaeTrcsi IOBCACHHC CHCTEM, OINHCAHHLIX HCITMTHCH ABIMI

muddepenuualibHbMKE ypaBHCIIIAME (2), KOTOpbie HAXOMsITest DO JCHcTBHCM
HOCTATOUHO ROPOTKOTO MMMYIbCA.
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(0] PYHRIDTAX b () 1 YCIIITONAracTcsT, YTO ORE OITPeJle/Tebl, HelPePhIBHLL U He-
B k l ? I ’ 1
t

t
oTpuarenbibt wa orpesre (— by, &y, [h(r) dr = 0 musa £<2 0, [y(7) dv—> 1
-1, -1

st £ > 00 O Qynemusx f(xg, .., @, 1), g%y, ..., 2,) TPEIIOIATacTes, “To
OHH SIBJISHIOTCS] HCITPePLIBHBIMI DY ITKIIWAMA GBOUX aPIyMEHTOR M UTO PELLCH sl
vpasneunii (2) 0OjUT03HATHO ONPCACIEHbl HAYATLITBIM  YCIOBUCM.
Horaznmaeresr, wro pemenusi () ypasnenwit (2) crpemares jira t== 0
K NpOReHbieM pyHETUAM 2,(f), ®oTopbic He 3anuear or puidopa noczegosa-
rennioern k(). st £ <0 gyuriun ay(f) SIBAsoTesT PelicHuaMyY Y paBHeHuil
(4), o t = 0 gymun 2,(f) IMe0T cravoxR, pasunii v,(L) — v,(— §), Tie v(t)

SIBISHOTCSE peieHyues ciereMst (6) npi HavambsuoM yesosun v(— 4) = lim x,(¢).
t—0—

I ¢ 2> 0 Qyuriny 2,(f) aBisores OusIThL pemenueM ypasuennit (4), juis

KOTOPOTO cHpaBeuinBo pascHeTso lim 2,(f) = v,(1).
t—0 -

IIpuMenenmie M310CHHBIX Pe3yNLTATOR 1IOSCHEHO Ha IpHMepe LCHH, co-
CTOANICIL W3 UMHYCCKOTO COUPOTHBIICHHSI ¥ APOCCENA €O CTAILHEIM Cepied-
HUKOM, Ha BXOJ KOTODOIl [eHCTBYCT WMTYIbC HATPIKCHNI.

B rauecrse manbmelimero IpuMmepa pelieHsl ypabBuenus DBioxa moa cnmma
B ciTydae, KODJa O KOMIOHEHT BHCIIHETO MATHeTHHYCCKOIO MOJA sIBJISETCA
HMILYJIbCOM.

B xawecrnme TpeThero npuMmepa paccMaTPWBACTCA JBIDKCHHE CcaMoJera,
paBHOMEDHOC ABWKeHHe KOTOPOTO HapYyMIaeTcs Pearnuell BHCTPeNa U3 Iy IIKH.

B sawmouenye mokazaH iyTh, IO KOTOPOMY BO3ZMOJKHO CTPOTO MATeMATH-
YecKH J0KA3aTh Pe3YJbTATH, U3JI0KEeHHBIC B 3TOM CTAThE TOIBKO HATVIATHO.

Summary

THE DIRAC FUNCTION IN NON-LINEAR DIFFERENTIAL
EQUATIONS

VACLAV DOLEZAL, JAROSLAV KURZWEIL, ZDENEK VOREL

(Received 29 November 1957.)
The paper treats the behaviour of a dynamical system described by the non-
-linear differential equations (2) to which a short disturbing term is applied.
The functions h,(t) are assumed non-negative continuous on {—i,, ¢,>, and
with

1 t
fhi(r)dr -0 for t <0, [h(r)dr->1 for ¢t> 0,
—t

-1
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te(—t,t,) and every k. The f(x, ...,z ). gz, ..., x,) are continuous;
finally it is assumed that the solutions of (2) are uniquely determined by sui-
table initial conditions.

It is shown that the solutions z;.(f) of (2) tend with & — oo (for ¢ == 0)
to limit-functions a,(f) independent of the form of the functions A.(f). For
t << 0 the functions x,(f) are solutions of (4); for { = 0 they have a discontinuity
equal to v,(1) — v,(—1), where v,(t) is the solution of (6) with initial conditions

v, (1) = lim a;(t); for £ > 0 the x,(f) are solutions of (4) such that lim z,(¢) =
10— 150 1

= v(})- ,

The application of these results is illustrated, first, by a series circuil con-
sisting of an ohmie resistance and an iron core coil to which a pulse of voltage
is applied. In the second example Bloch’s equations for spin are solved when
one component of the external magnetic field has the form of pulse. The
third example considers the motion of an airplane whose flight is disturbed
by a cannon shot recoil.

The paper concludes with a sketch of the manner in which these intuitively
presented results may be proved strictly.
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