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SVAZEK 5 (1960) A P L ! K A C E M A T E M A T I K Y ČÍSLO 4 

PŘIBLIŽNÉ ŘEŠENÍ SOUSTAVY 
FUNKCIONÁLNÍCH ROVNIC GALERKINOVOU METODOU 

JOSEF KOLOMÝ 

(Došlo dne 23. března 1959.) 

V článku jsou udány postačující podmínky pro konvergenci 
Galerkinovy metody. 

Necht symbol H značí úplný separabilní Hilbertův prostor a, f, g, ... jeho 
prvky. 

Definice 1. Hilbertovým prostorem (úplným a separabilnim) H — H X H 
rozumíme množinu všech dvojic funkci {/, g}\ f e H, g e H, přičemž základní 
operace v H jsou dány takto: 

c{f, g} = {cf, cg} , 

{fi, /-} + {gx, g*} = {fx + gx, U + g*}, 
[{fv Uh {gx, 92}] = (fx, gx) + (/» g*) 

pro libovolnou konstantu c a prvky {fv /2} e H, {gv gz} € H. 

Norma v H je pak dána vztahem 

\\{fx, / J l l 2 = Il/ill2 + IWI2 • 

Označme znaky G, T, ... operátory v H\ A, B, K,L, ... operátory v H 
a symboly DA,DB,DK,DL, ... jejich definiční obory. Prvky v H označme 
písmeny u, v, ..,, přičemž {ux, u2}, {vx, v2}, ... je jejich složkové vyjádření 
v H X H. 

Nechť je dána soustava 

(1) Aux + Ku2 = fx, 
Bu2 + Lux = f2, 

kde ux, u2 jsou hledané a fv /2 dané prvky úplného separabilního prostoru H. 
Nechť lineární operátory A, B jsou kladně definitivní a symetrické na lineálech 
Mx, M2 hustých v H. Operátory K, L buďte lineární a takové, že DB c DK, 
DA c DL. Pak operátor Gu = {Aux, Bu2} je kladně definitní a symetrický 
na lineálu M = Mx x M2 hustém v H = L? x H. 
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Definice 2. Nechť operátor G je kladné definitni a symetrický na lineálu M 
hustém v H. Skalami součin 

Wv /.}, {9v íj2}] = (A/i, 9x) + (B/2, 92) 

definuje na lineálu M Hilbertův prostor, v němž norma je dána vztahem 

\{fx, /2}|2 = |/i|2 + |/J2 , 
kde J/XJ je norma v HA, J/2| norma v HB ([1], § 46). 

Takto získaný prostor nemusí být úplný. Doplníme-li jej obvyklým způso
bem limitními prvky, je již úplný, což budeme dále předpokládat. Budeme jej 
značit symbolem H0. 

Věta 1. Všechny prvky prostoru H0 jsou též prvky prostoru H. 

Věta 2. Prostor H0 je separabilni. 

Soustavu (1) přepíšeme na rovnici v H: 

(2) {Aux, Bu2} + {Ku2, Lux} = {fx, /„} . 

Nechť posloupnost <p(k) — {<pf\ y^} je úplná v H0. Úplný systém v H0 existuje, 
neboť H0 je separabilni. Hledáme přibližné řešení rovnice (2) ve tvaru 

n 
u(n) = 2 a^ik)' 

fc=i 
nebo podrobněji 

(3) u?> =--2ťwř> , j=l,2. 
fe=i 

Koeficienty ak, k — 1, 2, ..,, n určíme z podmínky 

[ { ^ < > + KuP - fx, BuP + L<> - /,}, {<Pr), Ám)}] = 0 
pro w = 1, 2, ...,n . 

Tato podmínka má tvar 

(4) 

( M n ) + K*4M)-/-,?P) + (B4n ) + M M ) -/»<ř ( m ) ) = 0, m - 1,2,...,». 
P o dosazení z (3) do (4) dostaneme 

(5) I %{(A#, ?P) + w > ?P) + ( ^ p , ? n + (M&), <?(2w))} = 
fe=i 

= (/i, ¥im)) + (/.,9>P), m = l , 2 , . . . , n . 
Nechť posloupnost <pVz) = {99^, <pp} je orthonormovaná v H0 

[<P<*>, V{i)l = fa . 
Především 

(Kcpf, VF) + ( L # , <pn =- [{K<pí\ Lcp^}, {<pT\ </T}] = 
= [{AQK<pí\ BCL<px% {<pT\ ri">}] - [{2>ř>, T . ^ } , Mm)> 4W)}] = y«,, 
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kde 
Q = A~1, C = B-\ T2 = A~±K, Tx = B-iL. 

(fv <PT]) + (/•, <PT}) = [{fv hh {<PT\ <PP}] = 
= [{AQfx, BCf2}, {cpT\ ?4m)}] = [{/i, /;>, {<pT\ <P(

3
m)}] -= bn , 

kde 
/I = Qfv /; = O/,. 

Po těchto úpravách má systém algebraických rovnic (5) tvar 
m 

a>» + 2 ^ a f c = h«i , m, = 1, 2, ..., n . 
fc=i 

Vyšetřujeme ještě soustavu 

(6) Aux — AK% = 0 , 
Bu2 — A ^ x = 0 . 

Stejným způsobem obdržíme soustavu homogenních lineárních algebraických 
rovnic 

re 
am — l^ymkak = 0 , m = 1, 2, ..., n . 

fe=i 
Rovnice 

Det |<5fcw — Aymfc| = 0 

dává přibližné hodnoty vlastních čísel soustavy (6). 

Platí analogické věty větám MICHLINOVÝM : 
Věta 3. Přibližná řešeni soustavy (1), sestrojená Galerkinovou metodou, konver

gují v prostoru H0 = HA x HB k přesnému řešení, jsou-li splněny tyto před
poklady: 

I. Soustava (1) má právě fedno řešení v H0. 
I I . Operátor Tu = {T2u2, Txux}, kde T2 = A^K, Tx = B^L, je totálně 

spojitý v H0. 

Věta 4. Nechť operátor Tu = {T2u2, Txux} je totálně spojitý v H0. Potom 
Galerkinova metoda pro výpočet vlastních čísel soustavy (6) konverguje v H0. 

P o z n á m k a : Jsou-li splněny předpoklady věty 3 a 4, lze užít Galerkinovy 
metody jak k řešení soustavy 

ux — XT2u2 = fx , 
u2 — ATxux = /2 

(a tedy k řešení soustavy integrálních rovnic Fredholmova typu), tak. i k vý
počtu charakteristických čísel odpovídající homogenní soustavy. 

K tomu, abychom určili přibližné řešení soustavy (1) Galerkinovou metodou, 
je nutné udati způsob, kterým lze nalézti úplný systém funkcí v prostoru H0. 
K tomu nám bude užitečná tato věta: 
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Věta 5 . Nechť posloupnost {qfp}ÍZi ?e A-úplná v H a posloupnost {y^tZi 
je B-úplná v H. Potom systém 

rf.oMO^aM^OHo,^... 
je úplný v prostoru H0. 

D ů k a z . Protože podle předpokladu věty {cp^} je J.-úplná v H5 {rp^} je 
B-úplná v H, je posloupnost {cp(i}} úplná v HA, {cp2

k)} je úplná v HB. Nechť 
{/i5 /a} € -*I0 a nechť je e > O libovolné číslo. P a k fx e HA, /2 e HB. Existují tedy 
čísla Nx > 0, N2 > 0 a konstanty a... & = 1, 2, . . ., Nx; bh l = 1, 2, . . ., N2 

tak, že 

IV, zv. 

i /i ~2**?* 8 = i {A, °i - 2 a^k> °}! < I' 
fe-1 fc=l 

Í V 2 iV2 

i/, - 2 6»v«• = • <o- /2
} - 2 w ^} ! < 1 • 

Í = l í = . l 

Nechť Nx > N2, potom položíme bN2 + x = bN^ + 2 = ... = bNi = 0. (V případě 
že AT

2 > Nx, položíme aN +1 = aNi + 2 — . . . = % = 0 ) . Potom 

'{/i, /a) - 2 ^ ^ * ' °} + 6*í°» V*H < e > 
fe = i 

což bylo dokázat. 

Uvažujme nyní soustavu 

(7) Aux + Ku2 = / x , 

Au2 -f Lwx = / 2 . 

V t o m t o případě lze snadněji rozhodnouti, zda jsou splněny předpoklady 
v ě t y 3. 

Nechť {<p^} je A -úplná v H. P o t o m podle věty 5 systém 

írf l ).0},{0,rfL
1)}>{94 i ),0},{O f # } , . . . 

je úplný v H0 = HA X HA. Hledejme přibližné řešení soustavy ve tvaru 

(8) ^ = Í % { # 5 0 } + 6 , { 0 , # } , 
fc = l 

t e d y ve tvaru 

(8') 4 n > = 2aM f c ) , 4 n ) = 2 t ó f c ) . 
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Koeficienty a,k, bh, k = 1, 2, ..., n určíme z podmínek 

[{-M"} + K<" - fx, Mn) + L< - /J, {?f >, 0}] = o, 
[{Au™ + Zt4"> - fx, AuP + L<> - /,}, {0, rf>}] = 0 , 

[{.á«i"> + * < > - /-, 4«p> + L<> - /a}, {ri">, 0}] = 0 , 
P « S , ) + ^ (

2
n ) - fx, AuP + L<> - /,}, {0, #>}] = 0 . 

V tomto případě soustava (5) má tvar 

ÍMArf>, <#) + ÍMKrf\ # ) = (/i, rí*), 
fc. i fc - 1 

Í,bk(A<Pik), ?.?>) + iMLcpp, rf>) = (/„ # ) , 
fc-l fc=X 

? = 1, 2, ..., n . 

To je systém 2n lineárních algebraických rovnic pro neznámé ak, bk, k = 1,2,.. 
...,n. Určíme-li tyto konstanty a dosadíme-li je do vztahu (8), dostáváme 
přibližné řešení soustavy (7). 

P ř í k l a d 1. Budiž dána soustava 

(9) ( - l ) - * ! " ) - AKU2 = fx(x) , 

(__ l)mygm) _ XLUX = f2(x) , 

kde K, L jsou lineární diferenciální operátory řádu nejvýše 2m — 1, fx(x), 
f2(x) e L2(a, by. Hledáme řešení ux, u2, vyhovující soustavě (9) a splňující 
v koncových bodech intervalu a £S x fS 6 okrajové podmínky 

(10) Ui(a) = u'i(a) = ... = uT~X)(a) = 0 , 

ut(b) =«í(6) = ... = uT-X)(b) = 0 , 

Předpokládejme, že daná úloha má právě jedno řešení. Položme 
dm 

Nechť Jf je množina funkcí majících spojité derivace do řádu 2w-tého v (a, by 
včetně a vyhovující podmínkám (10). Množina M = M x M je hustá v H = 
= L2(a, by X L2(a, by. Operátor Ru = {Aux, Au2} je kladně definitní a sy
metrický na M. 

Skalární součin na uzávěru M 

[{«!,*,}, to, »,}] = ( - ir)uT).vxdx + ( - l)mju[2m\dx 
a a 

definuje prostor H0 = HA x Lj^ s normou 
6 b 

\{ux, w2}[
2 = / \u(r]\2 dx + / \u[mf dx . 
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Operátory T2 = A~XK, Tx = A~XL jsou totálně spojité v HA. Tedy operátor 
Tu = {T2u2, ^\%} ]' e totálně spojitý v H0. Podle věty 3 přibližná řešení 
získaná Galerkinovou metodou konvergují v Hd k řešení soustavy (9). Podle 
věty 4 Galerkinova metoda pro výpočet vJastních čísel homogenní soustavy 
příslušné k soustavě (9) s okrajovými podmínkami (10) konverguje v prosto
ru H0. 

P ř í k l a d 2. Vyšetřování průhybu podepřené obdélníkové desky vede 
k této matematické úloze (TIMOSHENKO, Theory of Plales and Shells, str. 100 
a str. 118): nalézti řešení uv u2 taková, aby platilo: 

1. uv u2 jsou spojité funkce v obdélníku Q= <0, a} X <0, 6); 

2. uvnitř obdélníka Q splňují soustavu rovnic 

(11) ^l+^l^-a 
{ ' dx2 ^ 8y2 q ' 

82u2 d2u2 ux 

dx2 8y2 D 

3. na hranici Q vyhovují okrajovým podmínkám 

(12) ux — u2 = 0 . 

Konstanta q značí intensitu stejnoměrně rozloženého zatížení, konstanta D 
značí pevnost v ohybu. 

Nejdříve ukážeme, že jsou splněny předpoklady věty 3. Položme 

A = Í l + = . 
dx2 ^ dy2 

Potom lze soustavu (11) psát ve tvaru 

(13); — Aux = q , 

-A«, = -£. 

Nechť N je lineál funkci dvakrát spojitě diferencovatelných v Q a vyhovujících 
okrajové podmínce (12). Lineál N — N X N je hustý v L2(Q) X L2(Q) = H. 
Operátor A = — A je symetrický a kladně definitní na N. Tudíž operátor 
Gu =- {Auv Au2) je symetrický a kladně definitní na lineálu N. 

Zavedeme Hilbertův prostor tím, že na lineálu N definujeme skalární součin 

vztahem 
[%, *>J = {Auv vx) 

a tudíž norma . . . 

Tento prostor není úplný. Rozšíříme-li jej obvyklým způsobem o limitní prvky, 
pak takto získaný prostor je již úplný. Budeme jej značit symbolem HA. 
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dostaneme ihned ze vztahu (16) rovnice pro amn, m, n — 1, 3, 5, . . . 

n2 (m2 , n2\ ±q 
T7T I dmm. 

4 \a2 ' b2f mn n2mn 

Odtud 

ICg 
Im2 . n2 

^n\—+T2 

Po dosazení do (14) 

mnx . nny 
_ gin sm —-— 

10? V a Ъ 

UЛX, y) — —• г > -.—5 — r — 

,„,„ = 1,3,5,... W W — + -— 

Určíme nyní koeficienty bmn; m, n = 1 , 3 , 5 , . . . 
a b( 

// 2 ^e+a &2 Z2\ , te; . Iny 
sm sin—r--

/,.,. = !, 3,5, ... 

. knx . Iny \ 
, , _ * sm sm ----

> . ) sm sm —-— dx dw — 0 
„,1 = 1,3,5.... M i—- i — 

Odtud 
/m2 w2\ 1 lбg 

w и Л : •"_-" + 6- ~ 7J "~ T^2 ^-T = 

ţ a 2 62, 

б„„ _ ^ 

^DmnlTL + ___]2 

Po dosazení do (15) dostaneme výsledek 

. mnx . nny 
co sin . sin ~~-

u (X y) _ I6? V a 6 

m,n.i,3,S.... » m | ~ + &2 

_/̂ егаймга 

[1] С. Г. Михлин: Вариационные методы в математической физике, 1957. 
[2] С. Г. Михлин: Прямые методы в математической физике, 1950. 
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Р е з ю м е 

П Р И Б Л И Ж Е Н Н О Е Р Е Ш Е Н И Е СИСТЕМЫ Ф У Н К Ц И О Н А Л Ь Н Ы Х 

У Р А В Н Е Н И Й МЕТОДОМ Г А Л Е Р К И Н А 

ИОСЕФ КОЛОМЫ (Лозе! Ко1оту) 

В статье показывается, что Михлииым [1] предложенный метод Галер-

кнна можно обобщить на системы функциональных уравнений. Справедли

вы теоремы, аналогичные теоремам Михлина: 

Пусть система (1) имеет, не более одного решения в гильбертовом прос

транстве Н0 = НА хНв и пусть оператор Ти = {Т2и2,Тхих}, где 

Т2 = А~ХК, Т = В~ХЬ, вполне непрерывен в Н0. Тогда приближенные 

региения (1), построенные по методу Галеркина, сходятся в смысла сходи

мости в пространстве Н0 к точному решению этой системы. 

Если оператор Ти = {Т2иг, Тхщ} вполне непрерывен в Н0, то метод 

Галеркина в применении к задаче об отыскании собственных значений 

системы (6) приводит к сходящемуся процессу. 

Указывается способ, по которому можно найти полную систему в Ж 0 . 

Рассматривается система (7); ее приближенное решение строим в виде 

(8). Изложенный метод приводит к системе 2п линейных алгебраических 

уравнений для коэффициентов ак, Ък, к = 1, 2, . . . , п. В заключение при

водятся примеры. 

8 и т т а г у 

АЯ АРРВОХ1МАТЕ 8 0 Ш Т 1 0 К Р О К А 8У8ТЕМ 

ОР Б т С Т Ю Х А Ъ ЕОДТАТЮМ8 ВУ ОАЬЕККШ'8 М Е Т Н О В 

Т О 8 Е Г К О Ь О М У 

Сга1егкт'в ше^Ьой 1ог вувйетз ох" 1ипстлопа1 едиатлопв аз Логтгйайес! Ъу 

МШк1т [1], 18 §епегаМ8е(1; Иге апа1о§иез о^ Ш к Ы т ' в 1Ъеогетв аге аа М к э ^ в . 

Зиррове ОъаЬ Оье зузЬет (1) Лаз оп1у опе зоЫИоп ъп Пъе НИЪеН зрасе Н0 = 

= НА х Нв, апА ПъаЬ Ьке орега1ог Ти = {Т2щ, Тхих} гоъгЛь Т2 = А~ХК, 

Тг = ВХЕ, 18 сотрЫеЛу сопИпиоиз ъп Н0. ТЬеп ОакгЫп'з зоЫЫопз о/ ЬЫ 

зуз1ет (1) аге сошегдепЬ ъп 1Ы погт о{ Иге зрасе Н0 1о Ьке ехасЬ зоЫИопз о/ Ыъе 

зузкт (1). 

Ее1 Ти = {Т2и2, Тхих} Ъе а сотркЫу сопЫпиоиз орегаЛог гп 1ке зрасе Н0; 

Гкеп ОакгЫп'з теШоа1 ]ог Иге сакиЫъоп о/ еъдешаЫез о] Иге зузЫт (0) ъз 

сопь-егдепЛ гп 1ке зрасе Н0. А тетЛож! 18 гзйуеа Ъу \УЫСЪ. 11 18 роевШе Ьо :Етс1 

а с о т р Ы е ее! т 1Ье врасе Н0. Ап арргохгтайе вокгЬюп о! "ЬЬе вувг-ет (7) 

18 тоипс! 1п Иге 1огт (8). Тпе соеЙ1С1еп"Ьв ак, Ък; к = 1, 2, . . ., п аге с!е1егттес1 

Ъу 2?г Нпеаг а1§еЪга1с едиаыопв. ТЪе рарег сопс1ис1е8 т и п 8 о т е ехатр !е8 . 
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