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SYAZEK 6 (1961) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 1

CLANKY

NEKTERE ODHADY V TEORIT QUASILINEARNI SOUSTAVY
S JEDNIM STUPNEM VOLNOSTI

ZDENEK VOREL

(Doslo dne 29. prosince 1959.)

Jsoy uvedeny piiblizné vzorce pro feseni skaldrni rovnice X + x= f(x, x, 1, ¢)
které byly ziskdny metodou postupnych aproximaci, s odhadem chyby pro
amplitudu i fazi feSeni v rovin& x, x. Téchto odhadil se pouZivd ve spojeni
s Poincaré-Bendixsonovou teorii k urCovani polohy a periody periodickych
Feseni.

Uvod. VySetfujeme-li skalarni rovnici
(1) X+ x = gf(x, x,1,8),

kde & je maly parametr, f spojitd a lipschitzovska, v polarnich soufadnicich a, v,
ziskame metodou postupnych aproximaci pfiblizné vzorce pro vypocet amplitudy
a(t) a faze y(r) feSeni rovnice (1). Srovname-li odhady chyb t&chto aproximaci s od-
hady odpovidajicich aproximaci podle BoGoLiuBova-KRryLova [1], zjistime toto:
Pro aproximaci ¥adu m je odhad chyby fadu &"*! a plati na intervalu délky T, zatim
co pro m-tou aproximaci podle Bogoljubova-Krylova se uvadi odhad fadu ", ktery
. , T , . . "
plati na intervalu délky — . Pfesnost uvedenych odhadl je ovéicna na prikladu,
€

z né¢hoZ plyne, Ze odhady jiz nelze fadoveé zlepsit.

V druhém odstavei jsou uvedeny nékteré zakladni definice a véty Poincaré-Bendix-
sonovy teorie, a to jen v tom rozsahu, aby mohla byt zformulovana véta 2,1. Aby
v daném mezikruZi v roving x, x existovala stabilni periodicka trajektorie, stadi
podle véty 2,1 nalézt dvé spiralni trajektorie, z nichZ vngjsi se blizi poc¢atku a vnit¥ni
se od ného vzdaluje.

Ve tfetim odstavei sc pouZiva aproximaci z prvniho odstavee k nalezeni takovych
trajektorii.

1. Budeme se zabyvat skalarni rovnici
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(1.1) d 4x +x = .<;f<x, Eli, t, F)




O funkei f(x, y. 1, &) pfedpokladame, ze je definovana pro (x,y)e D, kde D =
=E(x.y;oc<\/(.7+y2)</3), O<a<fB, 0Zt2T, 0=<eg=<1, a mi tyto
vlastnosti:

) f(x, », 1, €) je spojita funkce viech svych argumentdl v celém definiénim oboru.

2) Existuje konstanta L takova, Ze
|f(x27 DETRE 8) - f(xn Y1, 4 3)1 = L(|Xz — x| + |y2 — ,.V1|)
pro (’\‘Isyl)y (xzs}’z)e D’ 0 é ! é Ta 0 § £ é 1'
3) Existuje konstanta K tak, Ze [f(x,p,1,8) < K pro (x,y)eD, 0= =T,

0e=s 1.
Napisme (1,1) ve tvaru soustavy

dx

1,2 =y
(1.2) b
dy
— = —x+¢{x,yte.
o ( )
Zavedme nové proménné rovnicemi
X=acosy, y= —asiny.
Potom
X=acosy —asiny.y, y= —dasiny —acosy.iy.
Jakmile
cos ¥, — asin |
: =—a#0
—sin W, —acosy a*0,
plati
(1,3) a= —¢f(acosy, — asiny, 1,¢)sin ,

1/}:1——g-f(acostp,—asind/,t,s)cosd/.

Budi « <a, <f, ~n<yo=<n, p=min(f —ap,a,—a), 0<e<g =
. o e, ..
= min (p R 1). Ziejme existuje feSeni a(r, ¢), Y(1, ¢) soustavy (1,3), které je

definovano pro 0 <t < T, splituje podminku a(0, &) = ay, ¥(0,¢) = Y, a plati:
1) @ < a(t, 8) < B, 2) Y1, &) je rostouci pro 0 £ ¢ £ T. Z toho plyne, Ze kaZdému
feSeni x(1, &), y(t, &) rovnic (1,2), uréenému pocateéni podminkou x(0, &) = a, cos ¥,
(0, &) = — ag sin ¢y, odpovidd jediné feleni a(1, ), (s, &) rovnic (1,3) s pota-
te¢ni podminkou a(0, &) = ay, W(0,¢2) = Y, a naopak, piicemZ plati x(7,¢) =
= a(t, &) cos Y(t, €), 11, &) = — a(t, &) sin Y(4, 2).

Poznamka 1,1. Je-li ¢ = 0, plati a(r,0) = ay, ¥{(r,0) = Yy + tpro 0=+ = T.
Podle véty o spojité zavislosti FeSeni diferencidlniho rovnice na parametru plati na
0, T stejnomérné a(t, &) — ag, Y(1, &) — o + tproe — 0,
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Pristoupime ke konstrukci postupnych aproximaci. BudiZ a1, €), y(z,¢) feSeni
soustavy (],3), kde dosadime € €0, ¢, >, které je definovano pro 0 £ ¢t £ T a spliiuje
podminky a(0, &) = aq, Y(0, &) = ¥,.

Definujme aproximaci Fadu m > 0, a,(7), (1) feSeni a(1, €), Y(1, ¢) taktor Aproxi-
maci fadu 0 budiz ay, Yo + 1. Je-li a,(7), Y, (¢) aproximaci fadu k, 0 < k < m, potom
aproximace a, 4 (1), Y1 ,(r) fadu &k + [ je déna vztahy
(L4)  asq1(t) = ag — &[4 flao) cos Y (o), — ao) sin Y, (o), o, €] sin Y, (o) do ,

e cos Yo
Vir1(t) = Yo + 1 — IIJ Sflayo) cos ¥ (o), — a(o) sin (o), 0, £] '{")( )
aq\o

Poznamka 1,2. Protoze pro libovolné pfirozené &islo k, pro 0 = ¢ < ¢, a pro
t €0, T) plati

1) a <afe) <p,

2) Y. (¢, ¢) je rostouci v 1,
ma integral v druhé rovnici soustavy (],4) smysl. Dale, je-li T = _cr , eXis-

1- &
o

tuje ke kazdému e < g, ¢ = 0 a pfirozenému k jediné T takové, Ze Y (T,, &) — Yo =
. . . eK

= 2. To ihned plyne z rovnic (1,4), z nerovnosti |Y(Ty, ) — Yol = T, (l - —)
o

a z toho, e Y,(1, €) je rostouci v 7.

Poznamka 1,3. Aproximace a,(t, £), ¥,(t, €) a Feleni a(t, ), ¥(r, &) budeme pro
jednoduchost psat jako funkce jediné proménné 7.

Oznaéme B = (x + 1) 2L + 2K. Indukei snadno dokaZeme tuto vétut

Véta 1,1, BudiZ m celé nezdporné, 0 < & < ¢,.
Potom platipro0 £t £ T

m+1 tm+l

" (m o+ I)'

,m+1 tm+l

m+1 (’n + l)

(1,5) la,(1) = a(t)] < KB" S

[¥u(t) — W(1)] < KB"
Poznamka 1,4. Oznadime-li
V(1) = a,(t) cos Y, (1), yu(t) = — a,(1) sin (1),
(1) a(t) cos (1), W) = — a(t)sin (1),
plati zfejm¢ odhady
(1.6) |x(1) — x,,(1)]
() — ym(f)

Fm m+1
kde ¢ = 1+’3>-f‘3 e
a/ o (m+ 1)

H

m+ 1
ce ,

CSm b1 ,

IIA

HA




Poznamka 1,5. Srovname-li uvedenou metodu postupnych aproximaci s asymp-
totickou metodou Bogoljubov-Krylovovou [1] pro rovnici (1,1) z hlediska odhadu
chyby, vidime toto: Aproximace fadu m podle Bogoljubova-Krylova odpovida
pracnosti vypoltu uvedené Picardové aproximaci téhoZ radu. Odhad jeji odchylky
od pFesného FeSeni, které splituje stejnou pocateni podminku, je FAdu &™ a plati na

m+1

intervalu délky T , zatim co vzorce (1,6) davaji odhad fadu ¢" "' na intervalu délky T.
€

V dal8i Casti tohoto odstavce budeme vySetfovat dobu jednoho ob&hu feeni
rovnice (1,1) kolem pocatku.

Jelli T>

, potom podle pozn. 1,2 existuje jediné kladné &islo T, < T,

B

.
o

které ma tuto vlastnost:

Je-li k celé nezaporné, potom y,(T;) = o + 2n. Budiz dale T, < T kladné &islo,
které splituje vztah y(7T,) = i, + 27. Podobné jako v pozn. 1,2 ZJlStm’lC, Ze takové T,
existuje a je jediné.

Véta1,2. Je-li 0 £ ¢ < gy, plati

k k+1
|Tp77’;(|§£k+l KB 27TK )
(l—iku)ock(k—}—l)' 1-=
04

o/

Dkazi Zfejmé€ plati

(]’7) 0= ( Wk(Tk) = ‘/’( ) - l//k ) lpk(Tn) - ‘//k(Tk) =
‘/’(Tp) - '//k(Tp) + Yo + T, — 55'0"./(5’k—1(5) €os lﬁkﬂ(g),

!

(@) sin Yo () 0y 8) SV 4oy

Q- 1(0
+ &[1fa - (o) cos Yre—1(0), = ay_,(0)sin ¥, (o), 0, &) cos (o) \
T ak*l(a)
)+ T e[ 0
Ty a.1(0)

Podle véty o stfedni hodnot€ dostaneme z (1,7)
(1,8) (T, = T)(1 —&f(a,-1(0) cos thy_(a) .

(@) s Y 1(0), 7, 1) S YO 27 = () - u()

a,—4(0)

kde 6 = T, + O(T, — To), 10] < 1.
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Odhadneme-li pravou stranu rovnice (1,8) pomoci véty 1,1, dostaneme z (1,8)

k k+1 L+ 1
T,-T s ~2e T

,, (l—%{—)a"(k-l—l)!'

Odtud ihned plyne véta 1,2, nebof podle definice ¢isla T, plati

20 = J‘ fla(t) cos (), — a(t) sin (1), t, &) os(d/)(t) ,
2n
oK

o

aztoho T, =

1 —

Poznamka 1,6. Pocitame-li &islo T, pfibliZné pomoci prvni aproximace Tj,
narazime na (lohu Te$eni rovnice

(19) =T, — J 70)dt,

doJo
kde f(7) = flag cos (Yo + 1), — agsin (Yo + 1), 1, &) cos (Yo + ), vzhledem k T.
UkaZeme, 7e tuto nesndz mizeme obejit tak, Ze rovnici (1,9) nahradime rovnici

jednodussi, aniZ tim Fadové zvétSime chybu piiblizného vypocétu doby obéhu T,.
Definujme é&islo T rovnici

n2n
(1,10) 2n =T, <1 S J _?(t)dz).
2nay )¢

Nyni plati tvrzeni A: Pro 0 £ ¢ £ ¢, plati odhad

2 2
(1,”) T, - Ty < 2KBn? 4K*x

14 i +
o 178]( o — eK
o

Dtkaz: Podle definice &isel T, T, plati

2n:T1—irl (1) dt = Tl———"‘ 7(0)dt.
2n

oo

Odtud

(1,12) T, - T, — aOU (1) dr - ﬂf f(t)dt]
= ao[(l - ;‘Jj f(r)dr + Lnf(t)dtil.

27
— =1 f()de
(LI3)  2n— T, =2n— 2z — aojoh

Podle (1,10)

. 2n "
P dr 12 (1d
2nay j f(l) ! 2na, j / (r) :

0




Podle (1,9) a podle véty o stiedni hodnoté plati 2n = T, (l f—f(tl)) ,kde 01, =
do

< T. Z toho
2me -

- T a ~f(1)

(1,14) 2n — Ty = 21 — = .
=270 1=27()
ag ag

Podle (1,12), (1,13), (1,14) a podle véty o stfedni hodnote

2r
| —inMz
T, - T, = - Godo

4o 2n<]— : r'}(r)dz)

2nay ) o

2n 2ne —

=)
Fyde+ —2— F(1) |,

-2 7(1)
g

0

kde0 <, < T

Z toho
o 2 2 KZ 2 K2 2 4 Kz
(1,15) IT, — Ty| < (i) LI LA
a0/ | _ &K - eK o o — ek
ay g

Odtud a z véty 1,2 jiz dikaz tvrzeni A snadno plyne.
Priklad 1,1. Budeme vySetfovat rovnici

d* .
(1,16) ‘ % = - sinx,
dt
na niz ovéfime presnost uvedenych odhadu.
BudiZ x(r) feSeni rovnice (1,16), spliiujici potateni podminky x(0) = ay(ae > 0),
x(0) = 0. Je znamo, Zc toto feleni je periodické. PrepiSeme-li rovnici (1,16) ve tvaru
d>x .
-5 + X =Xx—snx,
dt

méme rovnici typu (1,1), kde klademe &f = x — sin x.
Soustava (1,3) ma tvar
(1,17) a = [sin (acos ) — acos ] siny,

Wo=1— ! [sin (acos ) — acos ] cos
a
a feSeni x(7) rovnice (1,16) odpovida fedeni a(r), () soustavy(1,17), spliiujici podmin-
ky a(0) = aq, $(0) = 0. Ma-li feSeni x(7) nejmensi periodu T, ma &7 a(r) periodu T,
a plati Y(T,) = 2n. Skuteéng, je-li 1 + T, €<0, T, plati a(r + T,) = /x*(1) + y*(1).
Dale plati cos y(t + T,) = x(1)[x*(1) + y*(1)]7* = cos (), sin (1 + T,) =
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= — y(O[¥*(F) + »*(£)]7* = siny(1). Protoke (1) >0 pro €0, T, plati
W(r + T,) = y(t) + 2kn. Protoze teseni x(¢), ¥(¢) odpovida v roving x, y uzaviena
k¥ivka, je k = 1 a tvrzeni je dokazano.

Abychom uréili interval (o, >, v némZ se budc pohybovat amplituda a(t) pro
1€<0, T,», polozme o = ao(1 — p), f = ao(l + p). Cislo p e (0,1) uréime z téchto
podminek:

N ay(l + p)’ |

3o a4 )
6(1 — p)

<1,

<p.

2 3
2) ag(1 + p)
6(1 — p)
Nsay(l +p)P <.
3
Skuteéng, poloZime-li¢ = %3 K = 1, snadno se presvédéime, Zec podminky 1), 2), 3)

vyjadfuji podminky pro &, uvedené za rovnicemi (1,3). Tak napf. prvni podminku
odvodime z poZadavku, e funkce a(7) se pro 0 < 1 < T, nesmi vzdalit od potatetni

2
hodnoty g, vice neZf — ay = aop: Z druhé rovnice (1,17) plyne T, < ——3”— .
I + p)’
;- %+ )
6ay(t — p)
. aj(l + p)?
Odtud a z prvni rovnice (1,17) dostaneme pro 0 < ¢ < T,: |a(t) — ao| = _O__é_ﬁ..

27
| ay(1 + 11)3’

61— p)
véno, jakmile je spInéna podminka 1). Podobng pro podminky 2), 3). Je ihned vid&t
Ze Eislo p, vyhovujici podminkam 1), 2), 3}, existuje, jakmile a, je dosti malé.

takZe pozadavku la(f) — do| < app pro 0 < ¢ £ T, bude vyho-

N 6 . y
Dale ur¢ime Lipschitzovu konstantu L funkee f(x) = - (x — sin x). ProtoZe

., |6 6 > 3
/()] = ?-(l—cosx)\g/m %—-4,
mame f B
B:(a+])2L+2K:(a+1)§_+2:6M+2_.7,ﬂﬂf
’ B cag(l + p) ao(l + p)

Podle pozn. 1,4 je chyba, které se dopustime nahrazenim funkci x(¢), x(¢) napf.
prvni aproximaci, fadu ag, nebof

() — xn = (14 2F /’) 8a, — 4aop + 6 ag(l +p)° ¢
' y. l —p)  ag(l + p) 36(10(1 - p) 2

a podobn¢ pro |x(r) — y,(r)l.



Periodu 7, funkce x(7) vypoditime piiblizné podle poznamky 1,6, tedy

-1
T, = 27?,:1 )cosldf:' .

Podle (1,11) plati
_ ao(l +p)° (8ag — 4agp + 6 22l 6(1 -p) 7°
= 36ay(l — p) a(l + p) ag(l + p)’

47 1

ao(l—p—gl+[)) J

(1,18) |7, — T,

II/\

kde ¢ nezavisi na a,.
abychom mohli zhodnotlt

Zbyva jesté zjistit, jak velky je skute¢ny rozdil T, — T,

fady v a,.
ray d\:
Jak znamo, T, = 4J e —
0/ Z(LOS X = COS ay)

o, X
Substituci sin — = sm 9sin 9
2 2

/2
" d9 . . ]
dostaneme T, = 4J - Posledni integral rozloZime podle
0 s2

a, .
1 — sin —29 sin? 9

. . P r 4 . v . PP
mocnin sin® =, dosadime za sin — mocninnou fadu v a, a po pferovnani Cleni

obdrzime

2 11
(1,19 T =2r|1+ 9 4 at+ ...,
1:19) ? 16 6.8 °

kde nevypsané ¢leny za¢inaji mocninou aj.
Dale mame (pfi oznadeni (2may)” ' [37 (sin (ao cos t) — aq cos t) cos t dt = A)
= 2n
=
1+ 4

=2n(l — A+ A> —..).

Rozlozime-li 4 v Fadu podle mocnin a,, dostaneme po pferovnani ¢leni T,

2
| . .
=2n (1 + ?-2 + T ag + > , kde nevypsané &leny zaéinaji mocninou ag.

-----

2. V tomto odstavci se budeme zabyvat rovnici
(2.1) x = g(x);
kde x = (x, x,) a g = (g, g2) je spojita a spliiuje Lipschitzovu podminku s kon-

stantou nezavislou na x v oteviené a omezené oblasti D < E,.
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Uvedeme nékteré zakladni pojmy a vysledky Poincaré-Bendixsonovy teorie.

Bod x € D, pro n&jZ g,(x) = g,(x) = 0, se nazyva singularni. V opacném piipadé
se bod x nazyva regularni. Nechf x(r) = (x,(1), x,(¢))je FeSeni rovnice (2,1), které je
definovano v D prot =2 0 (1 = 0). MnoZina vSech bodd x(t) pro t =0 (t = 0) se
nazyva positivni (negativni) polotrajektorie rovnice (2,1) a oznaduje s¢ C* (C7).
Bod Q e D se nazyva w-hromadnym (z-hromadnym) bodem polotrajektoric C* (C7),
jestliZe existuje posloupnost realnych &isel {¢,}, n = 1,2,...,1, = @ (t, > — o0) pro
n — o, takova, 7e x(1,) > Q pro n — oo. MnoZina viech w-hromadnych bodi
(a-hromadnych bodit) polotrajektorie C' (C ) se oznatuje L(C ™) (L(C7)).

Budiz C* positivni polotrajektorie, C* < K, K je uzaviena &ast oblasti D. Sesta-
va-li mnoZina L(C™) pouze z regularnich bod{i, potom bud a) C* je periodicka trajek-
toriea C* = L(C™), nebo b) L(C™) je periodicka trajektoric (Poincaré-Bendixsonova
véta). V piipad¢ b) se L(C*) nazyva limitni cyklus. Odtud plyne, Ze polotrajektorie
C*t o K bud sméfuje do né&kterého singularniho bodu oblasti D, ncbo se naviji na
periodickou trajektorii, nebo konecné je sama periodickou trajektorii.

Uzaviend konefna tsetka / v roving se nazyva transversala vzhledem k g{x),
jestlize kazdy bod x e/ je regularni a jestliZe smér vektoru g(x) ve vSech bodech
usecky /7 je rizny od sméru uscCky /. DileZitou vlastnosti transversaly je, Ze kazda
trajektorie, ktera ma s transversalou spolecny bod, transversalu v tomto bod¢ protina,
pficemZ vSechny takové trajektorie ji protinaji stejnym smérem. Dale, protina-li
koneény uzavieny oblouk A trajektorie C transversalu, d¢je sc tak v koneCném poctu
priseéika, jejichZ pofadi na A je stejné jako na C. Je-li C periodicka, protina transver-
salu v jediném bodé.

Zavedme koneéné pojem orbitalni stability: Periodicka trajektoric C se nazyva
positivné stabilni z vn&jsku (vnitiku), jestlize ke kaXdému ¢ > 0 existuje 6(s) > 0
takové, Ze kazda positivni polotrajektorie, ktera vychazi v ¢ase t = 0 z bodu leZi-
ciho vn& (uvnitf) trajektorie C vzdaleného od € méng nez d(¢), je definovana pro
viechna t = 0 a nevzdali se od C vice neZ o ¢ Periodickd trajektorie se nazyva
positivng stabilni, je-1i positivné stabilni z vnéjSku i z vnitiku. PoloZime-li v uvedené

_definici — ¢ misto #, dostaneme pojem negativni stability.

Nutna a postacujici podminka pro to, aby periodicka trajektorie C byla positivné
stabilni, je, aby pro vnitiek 1 vnéjSek trajektorie C platilo bud

a) existuje polotrajektorie, ktera se naviji na C pro t — oo (C je limitni cyklus),
nebo

b) v kazdém okoli existuji periodické trajektorie.

Dile uvedeme vétu, o niZ se budeme opirat pti ivahach v pfistim odstavci.

Véta 2,1. BudiZ | transversdla vzhledem k g(x), budte C{ a CI polotrajektorie leZici
v D, budte P! a P? dva ndsledujici priiseciky polotrajektoric C; s transversdlou |
(i = 1,2) takové, Ze plati:

a) Jordanova krivka C,, sestdvajici z otevieného oblouku Py PY orientovaného od

bodu P} do P% na polotrajekiorii C; a z uzaviené uisecky P3P} nal, leiiuvnitF Jordanovy
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kiivky C,. sestdvajici z P'P* a P2PY, piicem? pofadi téchto bodit na I je PiPIPIP)
(obr. 1); ‘
b) oteviend oblast D, omezend kfivkami C, a C, je obsaZena i se svou hranici
v mnoZiné D.
Neobsahuje-li mnoZina D Zddné singuldrni body, existuje v D aspori jedna positivié
stabilni periodickd trajektorie, kierd ve svém vnitiku obsahuje kfiviku C,.
3.V tomto odstavei budeme vySetfovat piipad, kdy funkce f nezavisi explicitné na .
Budeme tedy vySetfovat rovnici
d?x dx
(3’]) T+X:8f X, &} .
dt dt
Funkcee f(x, y, ¢) spliiuje tyto podminky:
1) f je definovana pro (x, y)e D, D = E((x, y) o0 < \/xz %< p),0<a<p,
0se<1;
2) f'je spojita ve viech proménnych;
3) existuje konstanta L tak, Ze
|f(X2s 20 8) = [(x1, 00 8)| < L{Ix, — x,1 + 12 — 311}
pro (xla yl):v (XZ’ yZ)EDz' 0 g e <1 5

4) existuje konstanta K tak Ze | f(x, p, &)| < K pro (x,y)e D,0 = ¢ < 1.

Podobng jako v prvnim odstavci budeme po zavedeni polarnich soufadnic vysetio-
vat ekvivalentni soustavu

d .
(3,2) —dﬁ —ef(acos yy, — asiny, &)siny,
t
d .
v _ 1 — i_f(acos W, — asin y, ) cos ¢,
dr a

a postupné aproximace
(3.3) awsi(t) = ag — & [5 f(a0) cos Yy(a), — ayo) sin §,(o), &) sin () do,

‘e
Ve i(t) = o + 1 — 8( Ll//k(a)f(a,((a) cos Y,(a), — a o) sin y,(0), ¢) do .
Jo afo)

V tomto odstavci ukazeme postacujici podminky pro to, aby v mezikruZi D existo-
vala positivné stabilni periodicka trajektorie rovnice (3,1). Budeme pfitom postupovat
tak, Ze nejprve najdeme takové pfirozené &islo n, a realné ay € («, f), Ze aproximace
a, (1), W,,(1), pro niz plati a, (0) = aq, ¥,,(0) = 0, tvofi ve fazové roviné x, x kiivku,
kterd po jednom obéhu kolem pocatku protne kladnou osu x ve vzdalenosti b, od
pocatku, by < ao (obr. 2). Déle hledame n, a a, € (o, a,) takové, Ze aproximace
a, (1), ¥, (1), pro niZ plati pocateéni podminka a, (0) = a,, ¥, (0) = 0, tvofi ve
fazové roviné kfivku, kterd po jednom obéhu kolem pocatku protne kladnou osu x
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ve vzdalenosti by > a,;. K tomu ihned poznamenejme, 7e existuje-li v oblasti D jediny
positivné stabilni limitni cyklus, potom ¢&isla a,, ny, @, n; uvedenych vlastnosti
skutecné existuji.

Jako dalsi krok odhadneme chybu ptislugnych aproximaci v bodech') b, b,. Tim
zjistime, zda trajektorie soustavy (3,1), vychazejici z bodu a,, protne po jednom ob&hu
kolem pocatku kladnou osu x v bodé ¢, < a, (obr. 2). Podobn& postupujeme pro
druhou trajektorii, vychazejici z bodu a,,
kterda protne kladnou osu x v bodé cy. x

Obr. 1. Obr. 2.

Vyjde-li tedy, Ze odhad rozdilu |y — ¢4l (1by — ¢;]) je mensi nez a, — by (by — ay).
dostaneme na zakladé véty 2,1, 7e mezi uzavienymi ¢arami skladajicimi se z oblouku
trajektoric @oco(arc,) a usedky coa, (cia,) existuje aspoil jedna positivné stabilni
periodicka trajektorie, ktera protina tsecku a,a, v jediném bodé. Tyto tivahy budeme
nyni piesné formulovat.

Nechf o < a; < ay < f§ a nechf ny, n( jsou pfirozena ¢isla. Oznalme
. . o o

(3.4) py=min(ff — ag,a, —a), & = min|I, I S
2naK + p, K K

Dokazeme, Ze pro 0 < & < &, feSeni A1), ¥{r) rovnic (3,2), spliiujici potate¢ni
podminku 4{0) = a;, ¥,(0) =0, i =0, I,

\ . . . g, KN\ 7!
a) ncvyjde z oblasti D pro re 0, 2n —— s

o4

. . / e, K\ ! ' LK\ T .
b) existuji pro ngj &isla Ty, T, ¢ <2n<1 + f}_) , 27:( - iL) tak, Ze
o o)

Y(T;) = 2r, i = 0,1. Obdobné tvrzeni plati pro aproximace (3,3), pokud spliuji
tytéZ pocatedni podminky. Dikaz: Z rovnic (3,2) az pfedpokladii o funkei /' plyne, Ze

1) Pro jednoduchost budeme stejné oznatovat body na kladné ose x a jejich vzdalenosti od po-
Catku.
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-1
Q) 14(1) — @) < oKt < 6K — 2 _ 2n (1_ _ l) <
o |

. ~1
< 2n 271:(]&+sz__ l —p,.
ap, K o

: : ~1 . N\ -1
b) IZH—Tilgsﬂ,aodtud Tic/2n<l+§~K , 2m 1,i£ >
& \ . o o

Véta 3,1. Necht a, (1), Y, (1) pro i = 0, 1 jsou aproximace, dané rovnicemi (3.,3), kde
a,(0) = a, ¥,(0) = 0, a spliuji podminku:

K\-1 ’ -1 ‘
Je-li T, E<27r <l + 8—) , 27 (] - i) >, ¥, (T,,) = 2r, potom
o «

/

KB"
(3,5 - 1)\ ni+1 T:,"+1 +
39) Lo = a (Y= > &t | e T

KZBn;(zn)n,+ 1

. n;t+2
a"(n; + 1)! <l — §£>
o

Oznaéme C, (C,) uzavienou kiivku, kterd sestdvd

4+ &

, kde B = (oc + 1)2L+ 2K.

a) z uzavieného oblouku polotrajektorie, omezené body aq, ¢ (a,, ¢,), kde bod co (¢, )
je ndsledujicim priise¢ikem polotrajektorie, vychdzejici z ay (a,), s diseckou 1, omezenou
body o, f3,

b) z oteviené usecky, omezené body ¢, a, ((lq al).
Potom existuje aspori jedna positivné stabilni periodickd trajekitorie soustavy (3,1),

kierd protind pravé v jednom bodé iisecku omezenou body ¢y, ¢, a lezl tedy v topolo-
gickém: mezikruzZi omezeném krivkami Cy a Cy.

Dikaz: Podle véty o stfedni hodnote, véty 1,2 a podle (1,5) plati pro i =0, 1

|A(T}) — ay (T, )| = 1A(T) = AT, )| + 14(T,) — a, (T, )] =
KB"

ST, = T, oK + —2 gt pmit <
o"(n; + 1)
é 8’|i+2 KZB,zi(zn),li+]1< nit2 + 8’”‘ ! 7,1*KB'” i :ii+1
14.-("[_ + ])‘(1 _ L) o (f’l,- + )
o

Je-li nyni [a; — a, (T, )](—=1)" > |4(T)) — a, (T, )| ,i =0, 1, platia, — A(Tp) >
> 0, 4,(T,) — a, > 0. ProtoZe uzaviena asecka / obsaZena v intervalu (o, f§) kladné
osy x je transversalou vzhledem k pravym stranam rovnic (3,2), miZeme pouZit
véty 2,1, ¢imzZ je ditkaz proveden.
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Poznamka 3,1. Podminka (3,5) je postatujici pro to, aby transversalu / protinala
mezi body a,, a, aspoit jedna positivné stabilni periodicka trajektorie. Lze snadno
ukazat, zc (3,5) je zdroveli nutnou podminkou pro to, aby transversilu / potinal
isolovany positivng stabilni limitni cyklus. Tato okolnost ma mimoradny vyznam pfi
praktickém pouziti véty 3,1. Véta 3,1 totiZ slouZi k tomu, abychom si ovérili, Ze v da-
ném mezikruzi opravdu existuje positivné stabilni periodicka trajektoric, kterou jsme
pfedtim bud n&jakou pFibliZznou metodou predpovédéli, nebo jsme zjistili jeji existenci
(pFipadné unicitu) na zakladg n&jaké obecné véty, ale potfebujeme blize urdit jeji
polohu. Smysl této poznamky spociva v tom, 7e existuje-li skutené hledany positivné
stabilni isolovany limitnf cyklus, potom existuji i ¢isla ng, 1, a,, a; ve vété 3,1. Dale
je zfejmé toto: nasli-li jsme &isla ny, a; z formule (3,5) a existuje-li v daném mezikruZ{
jediny positivné stabilni limitni cyklus, mazeme jej uréit s libovolnou piesnosti,
provedeme-li dostateény pocet krokd s dosti vysokym Fadem aproximace.

Dalsi véta dava odhad pro periodu daného periodického fedeni.

L = d,. Budi

Véta 3,2. Necht jsou splneny predpoklady vé

a,(1), Y.(t) aproximace typu (3,3), splitujici pocdtecni podminku a,(0) = do, ,,(0) =
= 0, a budiz T, ¢islo, pro néz plati \,(T,) = 2n. Bud a(t), y(t) FeSent soustavy (3.2),
a(0) e (ay, ap), ¥(0) = 0, a bud T cislo, pro néz plati y(T) = 2n.")

Potom existuji konstanty K, K, (nezm'lsle na d,, a(()), g, Ay, &, m) tak, Ze
(’;’6) |T m| K cl'1+1 + K7‘L(a0 - al)
K ditkazu véty budeme potfebovat toto lemma:

Lemma 3,1. BudiZ m prirozené Cislo, &\, &, €(ay, ag), a budte a,(t, &), (1, &)
(i = 1,2) aproximace typu (3,3), spliujici podminky a,(0, &) = &, z//,,,((), &) =0.
K+ 2L/3 Kp + 2L/S>

e jod

Jzhacme K, = max (K + 2LB, 2L, —

Potom
lam(f’ él) - am(l“v 52)! é ;-[l | eXp (2 82K4t)]|61 - ézl,
|l/,m([7 él) - l//,”([, fz)| g %CXP (2‘LK4[)|€1 - CfZ'

. 2n
pro 0 =1 = ——
5, K
1o
o
N 2n e . .
Dikaz: Pro0 £t < — . ziejmé bod [a,(1, &) cos ¢,(1, &), —
J
|- B2t
o

— a,(t, &) sin (1, &)] € D a tudi? plati
1y Podobm jako v pozn, 1,2 zjistime, Z¢ existuje pravé jedna dvojice ¢isel 7,
vlastnostmi.

W Ts uvedenymi
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(3’7) \am(t’ C1) - m( 2)\ =1 — & — Eﬂ) {f[am—i(fa 51) Ccos ‘/ijI(’L ‘:1)5
- am—](r’ fl) sin ‘/’m-l(fs 51 v 3] sin ‘//nwl(T, 51) ‘"f‘[am~l(r’ éz) cos l1b,y:—1('f’ fz) »
— @, (t, &) sin,,_(z, &), €] sin g, (z, &)} dt| <
= 18 = Gl 4 eKfo Wn-i(t, &) = Ve (, &)l dT +
+ 28L.|‘(r) {|am_1(r, ‘51) - am—i(‘f, fz)| + .Bl‘//m—l(fs 51) = Yo 1(T fz)l} dr =
=& — & + (5K + ZGLB) R) |ll1m—1(T! 61) — Y, 1( z)ldf +
-+ ZaLﬂ, |a,,,_1(r, 51) — @y (1, Eldr.
Podobné zjistime, Z¢

(38) Walts €2) — Wa(t, &) z%{(mm)f G (5, 82) — @y 1(z, &) de +

+ (KB + 2/3%)[ |

J o

(2 E0) — U5, € )m}

Z nerovnosti (3,7) a (3,8) plyne

(379) |am(t! él) - am(” éZ)l g {61 - él' =+ CK4.[6 []am—l(r7 51) - aln—l(T’ CZ)' +
+ Il//rnfl(f’ él) - lp(f, gz)l] dT >
(3710) |l//m(ta 51) - l//m(f: 52)] g EKAJ‘(I" I:Iam~1(‘[’ 51) - am*l(rr 62)| +
+ |l//m-—1(ra 51) - l//m—-l((r9 éZ)'] dT .

iy , ] .2
Dokazeme dale tvrzeni A: Pro0 £t £ r

-, &1, &, €(ay, ay), m piirozené,

1 — ki
o
plati

lam(t’ 61) - am([! 52){ g Iél - éz [1 + ’2”‘ 21 (£K4t):|
Wi, 1) — Ul &) S 184 — 52|[§ 2(8Kr)]

i=1 i!
Pro m = 1 dostaneme tvrzeni A ihned z (3,9), (3,10), dosadime-li za a,(r, &) = &,
Wo(t, &) =, i = 1, 2. Plati-li tvrzeni A pro m = k, dostaneme z (3,9), (3,10)
. k 2’ YeK, T
gy i (1, E1) = @y (1 &) £ 18 — &) + 51<4J &, — &, |{1 + z (eKy0)'

i—1 i it+1
: (8K4T)}df<lfl—&| 1+Z 2K kel
! &+ {

k i—1
Wi (t, &) = Wi, &) = CK4J £, — &l J1 + Z 2 (l’{‘}f.).- +
0

i

+

P -~

i

i

e

2 2i~ 1( KA)}dL’ < |f:1 - [2| I:FK“[ + Z 2(“’(41)'1"14]

1! i=1 i!
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Tyrzeni A je tim dokazano pro m = k + 1 a plati tedy pro viechna pfirozend m.
m 21 1 s : 2_- i
Protoze Z _(eKat 2 < L 5 gfilfﬂ

1
0 = 5 3 = 'Z‘[CXPQCZKM) — 1], je lemma 3,1
= 1. i1 1!

dokazano.

Dikaz véty 3 2 Budiz (1), (1) aproximace typu (3,3), pro niz ai(0) = a(0),
Y(0) = 0, budiz T,; &islo splitujici rovnici y¥(T¥) = 27. Potom plati podle vity 1,2

mom+1 m+1
T~ 1% < ke o

"1 I"+2
<1 - 2K> m 4 1)1 — 2K
o

x /

IIA

 Jmt1
KIS >

kde K, nezavisi na m, d,, a,, a,, €.

Tim jsme odhadli chybu, které se dopustime, nahradime-li pfesné feSeni pfibliznym
se stejnou podateéni podminkou. Zhyva jesté odhadnout chybu, ktera vznikne nahra-
zenim aproximace ay(?), Yi(t) funkei a,(f), ¥,(f), kterd ma odligné pocatecni pod-
minky.

Nechf d, e(al, a,y a vySetfujme aproximaci a,(r), ¥,,(¢), splitujici po¢atetni pod-
minky a,(0) = dy, ¥,(0) = 0, Oznacme T, (d,) ¢islo, spinujici podminku ¥,(T,(d,)) =
= 2n. Podle (3,3) plati

(3,11) 2 = To(dy) — & {59 f(a, () cos ¥, (o),
— - 1(0) sin Yy y(0), &) S ¥m=1(9)
am 1(0)

Rovnice (3,11) zfejmé definuje v implicitnim tvaru T,(d,) jako spojitou funkei poca-
te¢ni hodnoty d, € {ay, a,». Budte &, &, € {a,, a,). Z (3,11) dostaneme

(3,12) T(&) — T(&) = f' O g - (0, &) cos W, (o, &),
cos Y, (0, &) |
(0,&)), ¢ ]—m Yo

To(&2) ) 3
- f Efl:amhl(g’ él) Cos l//m—l(o-e ‘;2)»

o

- am-—](o-a Cl) Sill l//m~1 GU

m I(O-v 52) Sln l//m 1(0' f ) ] w dO' =
m 1((; f )

_ SJ\,rm(fl)/-(él‘ 2 Mda + S[ [/(Cu +) cos P, 1(0,51)”‘" W(0,8,)—

Tl £2) -0, &) R
— [(82, ) €08 Y110, €2) @10, &) [@n—1(0. &1) @i (o, fz)]~1 do =
= gj"lm(cn./.(i]’ ! wﬁ},) do + CJ‘T”K(:Z)[%.A(@ e an (0. &
FunlE2) ap-1(0, ¢4) 0
’ {[f(gl’ .) = J(&, ')] - l("-’~ Lt2) cos ¥,,—1(0, ‘51) + f(%zz’ ‘) a, 1((7, ‘fz) .
[eos Y, -1(0, &) — cos b, (0, &,)] + f(&2, ) cos (o, &)
w0, &) = a,-i(0.E))]} da,
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kde pro zkraceni piseme f(&, ) = flan- (o, &) cos (0, &), — a, (0, &).
sin Y, - (0, &), ¢] a druhym argumentem aproximaci a,,_;, ¥,-; vyjadfujeme
zavislost na pocate¢ni podmince. Z (3,12) dostaneme

"1(g1) m( | = R ln( ) - 'n(i-: )

= 1
+ €T,(&,) = {BL{ay_ (o, &1) cos Yoy, &) —

- am—](oh él) COs lr//m—l((r]a fz)| + Iam~1(o'17 él) sin !lllm-l(o-ly 61) -

A 1(01. &) sin (o, EDN + KBWm— (o, &) = W iog, E) +
+ Kla,-1(01, &) = au_i(01, SN} = %\— IT. (&) — T&)l +
+eT,(&) &12 {2LB + K)la,, (04, &) = ay(0q, &) +
+ 2ALE* + KR)Wma(o1 &) = Yalon SIS

kde a, e (0, T:n(§2)>

Odtud

(3.13) 1 T,(¢) = T, _ (&)

1—% a?
o

+ |l//m‘l(o—1~ f]) - K/”m*l('oll" ‘:2)‘(2[571‘+ I(/;)] .

[Iam 1(01! L-1) m—l(dlv éz)| (2/3L + K) +

: . Y 2
Obdobné jako tvrzeni za vztahy (3,4) dokdZeme, Ze plati T,,(&,) < <
. - i
o
Odtud, z lemmatu 3,1 a z (3,13) dostaneme
(3,14)
2 Ir 2
[T(¢) — TN £ e— S I(2/3L+ K)i I + exp [2¢,K, nl{ +
¢

(1—1"’-5)9(2{ | l—;?

2n V] . . 2n
e - dal 2 el - &l —T
(o — &,K)a

exp <4“2’i“;>} [ﬁL + %(K + l)] +pL+ ’—2} — el = &l K,

| o= ¢

Véta 3,2 je dokazana.
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Poznamka 3,2. Odhad (3,14) je zbytetné& nepiesny, protoZe jsme chtéli ukazat,
Ze existuje konstanta K,, nezavisl na m a ¢. Pro dané m lze obdobné odvodit odhad
piesnéjsi. Tak napf. pro m = | vyjde

]Tl(f1) - fl(fz)f = fl‘:l - 52|M

(o — eK)

Jde-li nam pouze o odhad polohy periodické trajektorie a nikoliv o odhad periody,
miZeme konstruovat postupné aproximace nikoliv pro soustavu (3,2), nybrZ pro
rovnici
da . flacosy, — asin, &) sin ¢
dy

(3.15) |
1 — E/'(a cos i, — asin i, g) cos i
a

Tento postup sc v mnoha pripadech miiZe ukazat krat§im a efektivngj§im ncz pied-
chozi a proto uvedeme odhady chyb postupnych aproximaci pro rovnici (3,15).
Zachovejme predpoklady o f, & uvedené na pocatku tohoto odstavce. Uvazujme

funkci
flacos y, — asin ¢, g) sin ¥

gla, ¥, 6) =

£ .
1 — = flacosy, — asiny, ) cos
a

Snadno zjistime, Ze pro a, a, a; (o, f), Yy 20, 0 < ¢ < ¢, plati

lg(a, ¥, &) < 1<<1 - F‘K>_1 - K,

eK? gK\?
8(as, v &) — glan ¥, 0)] < (L+ 2—)(1 - —;) 0, — @l = Lylay — al
o

Aproximace prvniho fadu budiz a,(y) = a, ~ &} g(ay, ¢, &) dg, kde ay, & spliuje
vztah (3,4). Je-li a,(y) aproximace fadu n, definujme aproximaci fadu n -+ L:
a, (V) = ay — ef} g(a,(0), 0, ¢) do. Z (3,4) plyne, Ze a(y) € (x, f) pro i =1,2,...,
0=y £ 21

Viéta 3,3. Budiz a(\y) FeSeni rovnice (3,15), splitujici pocdtecni podminku a(0) = ao,
a necht plati 0 < ¢ < ¢,.

Potom pro kazdé pfirozené m a O < < 2n plati

l//m+l
(m+ N

Diukaz plyne zec znamého vzorce pro Picardovy aproximace.

(3.16) la(¥) ~ a,(¥)] = "KLY

. ~b . ~1
. - e s e e . & .
Poznamka 3,3. MiZe se stit, Ze vypolet integralu f(l - j> do nam
) Jo ay
&ini potize, zatim co [ fdo sc feSi jednoduse. Jedna-li se v takovém piipad¢ jen
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o vypolet prvni aproximace, mizeme bud pouZit aproximaci typu(3,3), nebo, nejde-li
o odhad periody, pouZijeme tohoto tvrzeni: Je-li

(3,17) a,(y) = ay — &f8 f(ag cosa, — aysino, ¢)sino do,
potom plati pro 0 £ ¢ < 27 a a, spliujici podminku (3,4)
K2y

la\(¥) — ay(y)l = &

K\
2a, (1 — 5
o
Ditkaz ihned plyne z toho, Ze

a,(y) — a,(¥) = [} {f(ay cos o, — ay sina, &) sing —

-1
& )
— f(ap cos o, — ap sing, &) sing [1 - a—,f(ao cos @, — d, sin @, £) cos G)J }da =
. )

W e P -1
= — sf e cosasinc[l - —fcosrr} do .
o 9o o
Z toho dostaneme, Ze nahrazenim funkce a,(y) funkei a,(y) zvétsime pravou stranu
nerovnosti (3,16) o veli¢inu fadu &2, tedy plati pro0 < ¢ £ 27
_ 1 ; !
(3.18)  la(y) — @ (¥)| £ - K Lye2y? + K2y [ 200 (1= K\ | .
2 dy

Poznamka 3,4. Na zaklad¢ odhadu (3,16) Ize formulovat vétu analogickou vété

3,1, kde misto nerovnosti (3,5) bude

(3.19) [, ~ a,(20)] (= 1) > o=t KL gy
(n, + 1)
proi = 0, 1. »

V nejjednodussim pfipadé, kdy poloZime n, = n; = 1 a kdy ve smyslu poznamky
3,3 pracujeme se zjednodudenou aproximaci (3,17), ma podminka pro existenci
periodické trajektorie tvar

O o a2 > (ks 4 K (o (1= ) )

a; j
proi=0,1.

Poznamka 3,5. Hledani pocate¢nich hodnot a,, @, bude usnadnéno, najdeme-li
pfiblizné polohu periodické trajektorie z podminky a,(0) = a,(2n), tj.

{27 ef[a,(0) cos W, — @,(0) sin 4, &] sin Y dyy = 0.

Poznamka 3,6. Viimnéme si toho, Ze uvedenou metodou lze urovat polohu
periodické trajektorie, aniz pfedpokladame cxistenci derivaci funkce f, ¢emuz se
nevyhneme u jinych metod malého parametru. Tato skuteCnost souvisi s tim, Ze jsme
vysli z vét topologického charakteru,
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Priklad 3,1. VySetfujme elektricky obvod na obr. 3 [2]. Na svorky 1,2 obvodu
s konstantnimi soustiedénymi parametry R, L, C je pfipojen dvojpdl, pro néjz zavislost
proudu 7 na napéti v je dana funkei { = G(u), ktera ma tyto vlastnosti:

a) G ma derivace druhého fadu na celé 1
piimce.
b) Existuji ¢&isla x, > 0, x, > 0 tak, 7e
plati
dG  RC = '
—+ - <0 ue(—x, .
m + B pro ue(—xg, x,) P i
dG  RC
— 4+ —= 20 pro ug¢(—x,x,). 2
du L

¢) u* + RuG(u) > 0 pro |u| > 0. Obr. 3.

Pt oo el dG
d) J [w + RG(u)] du =f [L » + RC] du = oo .
- ‘

0 0 U
¢) Oznatime-li 3 (u + RG(u)) du = Z(u), plati Z(—x,) = E(x,).
Snadno zjistime, Ze pro vySctiovany obvod plati rovnice

d%u du dG ,
3,21 — 4+ u+ RGu)+ —|L— 4+ RC|(LC)* =0.
( ) dr? ( ) dr li du ]( )

. , . du . o Lo . ..
Podle [ 3] rovnice (3,21) ma v roviné u, - jedinou netrivialni periodickou trajektorii
t

pti¢emz tato je positivné stabilni.

Pouzijeme nyni metody vyloZené v tomto odstavci k odhadu polohy periodické
trajektoric pro piipad, Ze funkce G(u) = au + bu’; a, b jsou konstanty tak malé,
Ze rovnice (3,21) je typu (3,1).

Zvolme

C=10°pr L=10""H,R=21Q,

A
a=-22.100"=,b=18.10"" f_.
1% V3
Rovnice (3,21) ma po dosazeni tvar
, .
(3,22) ‘Lﬁ-’ P (1,70, 107% % — 3,16 107%) +
di? dt

F 4631070 - 3,78. 1077w’ .
Ve smyslu poznamky 3,5 polozime ve vzorei (3,17) a,(2n) = a,. .

137 ef(ay cos o, — agsino, ¢)sing do = 0,



¢im7 dostaneme rovnici pro pfibliznou pocateéni hodnotu a, periodického FeSeni.
Dosazenim pravé strany (3,22) za gf a Fefenim obdrzime a, = 2,72. Oblast D nesmime

1 )
volit pfili§ velkou, aby konstanty K, L, - nevysly zbyte¢né velké, ale také ne pfili§

malou, aby pro dany Fad aproximace byly je§té pfi vhodné volbé pocateénich podmi-
nek splnény nerovnosti (3,19). Zvolme tedy a = 2,5, f = 3. Budeme postupovat
podle poznamky 3,4, kde poloZime ny, = n; = 1. PoloZime-li ¢ = 1073, vyjde Ky =
= 2,1, L, = 1,6. ProtoZe prava strana rovnice (3,22) jako funkce dvou proménnych

du . . s . . . L
ua fje symetrickd vzhledem k pocatku (a tedy i vektorové pole je symetrické),
!
stali dokazat toto: Polotrajektoric rovnice (3,22) vychézejici z bodu (aq, 0)((ay, 0))
. d .
v roviné (u, f) protne po prvé osu u v bod& (o, 0)((¢;,0)), 0 > ¢, > — ap
t

(0 > — a; > ¢). Vzhledem k tomu nerovnost (3,20) se zméni na

(3,23) [a; — a,(0)](=1)" > 107° [1,68n2 + 4,4n <2a,.(1 _ 2t 10‘3»_1].

a;

proi=0,1.

Snadno zjistime, Ze nerovnosti (3,23) vyhovuji napt. Cisla a, = 2,75, a, = 2,70.
Podle pozndmky 3.4 existuje tedy positivné stabilni limitni cyklus rovnice (3,22),
ktery protina osu u v intervalu (2,70, 2,75), Tohoto vysledku je moZno v ptipadé
potieby pouZit jako vychoziho bodu pro pfesngjsi odhad polohy limitniho cyklu
pomoci vysSich aproximaci.
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Pe3iome

HEKOTOPBIE OLUIEHKU B TEOPUM KBA3WJIMHEMHOW CUCTEMBI
C OJIHOW CTEMEHBIO CBOBO/1bl

3AEHEK BOPEJI (Zdenék Vorel)

PaccmartpusaeTest ckansipHoe ypaBHenue (1), ®yuxuus f(x, y, t, &) onpeaeneHa
ang (x,y)eD, roe D= E(x,y;a< V/(x2 + )< p), O<a<f, 0<t=T,
0 < ¢ £ 1, uobnanaer ciaeAYIOUIMMUA CBOHCTBAMMU:
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f wenpepwiBHa B x, y, fe v | f(x, 3. 1,8 £ Kana (x,))eD, 0Lt £T,0
e =1

[IA

[IA

2. CyiiecTByeT mocToguHas L Takas, 4To CrnpaBe/UIHBO HEPARCHCTRO

[f(x2, ¥a, 15 8) — flx, pis 1, 8)] S L(|x,
st (x, vp), (X, ) e D,0E 1 £T7,0=2¢e = 1.

C noMOLULIO TIONAPHBIX KOOpAUHAT ypabueHue (1) npeobpasyercs K ypasHEHNsIM
2).

VpaBHeHHs (2) MOXHO PCLINTH METOAOM NOCICAOBATENLHBIX NMPUOIIHKCHUH, KO-
TOpbIC OIpenesieHsl CleAyomiM obpa3om:

Ecin a(r), Y(1) — peuienne ypasHcHuil (2), YAOBACTBOPSIOWICC HAYAILHBIM YO~
Busm a(0) = a,, J(0) = Y, u onpenenentoe na {0, T, u ccnu a, (1), ¥, {t) — npubnu-
Kenue nopsika k, o npubamkcHue nopaaka k 4+ 1 onpenescHo COOTHOLCHUAMM
(3). 3acch Mbl monaraeM ay(1) = ag. Yolt) =ty + 1.

O6o3vasum B = (z + 1)2L + 2K. Tlycre 7, < T — Bpems OAHOIO M0BOPOTA
pewenus x(7) ypasienns (1) Bokpyr Hagama KOOpPAMHAT B Mgockoctu {(x, x), T. c.
nyern (7} = b, + 2n. Tyerb awanornuno Ty = T, (T = g + 27

2 — ¥l

Teopema 1. Ecan m — namypassnoe vucao v

£ < min (li_ull fo ~ 2 )
\ KT KT

mo umeiom mecmo coonnoutenus (4)y u (5) dasn 0 £ 1t £ T.

Ha npumepe mMareMaTHYCCKOIo MASTHUKA TNMOKA3aHO, 4YTO OLCHKY (5) Hesbss
CYIUCCTREHIIO YAYUILUTD.

B nanbpeiiiicM u3yuaerces aBToHoMHbBI cayuaii ypasHenus (1). @opmyst (4) 1 (5)
NPUMCHEHLE JUTSL  [IOKA3ATCABLCTBA  CYLLUECTBOBAHHMA TIOJIOKHUTEIBHO  YCTOHUHBO#
NEPUOANYECKOH TPAaeKTOPUK ypaBHeHUS (1) M 715 OLCHKH ce TIOJOXKCHMS W MCPHojia.

Teopema 2. [Tyemo a, (1), (), 1 = 0,1 — npubauncenue peuicuus ypasnenud
(1) nopudra n, komopoe yoosaemeopaem cAe0yIOWUM YCAOSUAM !
0) = - / -0
Ioa,(0) =a,. 0< a; < aq, Y, (0) = 0:

/ -1 T
2. Eeau Tel2n (1 + F‘ﬁ) .QK(I -i]l> \ g = 20

ni
\ o ed /

mo useent smeeno (6).

Odosiauint cumsoiom Cy (wiu Cy) 3aMKHYMYIO KPUBYIO, COCINONIYIO U3

Q) 3AMRIYVINGIL OYeU ROAYMPACKINORUL, 02PANyeNHoll MOUKAMU Ay, ¢ (ay, ¢}) 1ta ocu
X (pue. 2), ede coey) — caedviouwads mouka nepecetenist nOAYmpackmopiil 8biXood-
weii uz mouxu ag(a,) ¢ mpancsepca.isio I, oepanuennolt moukasiu %, 3

0) omrpbimodii 0you, 02panuyenioll MOYKamu Cq, Aoy, ay).

Toeoa cywecmayem no mennuieil sepe 00na NO.I0MCUNICALIIO  YCRIOTNUGAL Nepl-
oduueckas  mpaexmopusd  ypasuenua (1), Komopas  nepecekaem ompesox  ¢,¢,
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8 0OHOU U MOAbKO 8 0010l mouke. Ima mpaekmopus codepxcumcd & odiacmu D,
oepaiuennoil kpusvimu Co u C\. Ecau a, (1), W, (1) — npudausicenue ¢ nauaibibim

ag -+ a; .
yeaosuem a,(0) = —————, Yo =0, u ecau T, — wuucao, yodosiemeopaoyee

coomuowenuio Y,(T,) = 2, u T, — nepuod mpaexmopuu, codepyicauieiica siympu
D*, mo cywecmesyiom nocmosunsie Ky u K, (ne 3asucawe om aq, a,, & m) maxue,
umo umeem mecmo (7).

B 3aKNIOUCHUC M3JIOKEHHBIC Pe3yJsibTaThl MPUMEHEHBL K PEUICHUIO YHCJIEHHOTO
npuMepa.

Summary

SOME ESTIMATES IN THE THEORY OF A QUASILINEAR SYSTEM
WITH ONE DEGREE OF FREEDOM

ZDENEK VOREL

Let us consider the scalar equation

2 ;
) d—f-kx:sf x,dx,r,a .
dr

de?
The real-valued function /(x, y, t, ¢) is defined for (x, y) € D, where D
D=Exya< P +y)<f),0<a<f,0S51=T, 0=,
and has the following properties:

(i) / is continuous in x, y, 7, ¢ and |f(x, y, t,&)| £ K for (x,p)e D, 0 < ¢ < T,
0= 1.

(i) There exists a constant L such that |f(x,, ys, 1, €) — f(xq, yp, f &)} £
= L(lxy = xql + [y = yil) for (3, p) (32, 32)eD, 021 = 1,026 = 1.
By means of polar coordinates a, i the equation (1) can be transformed into

(2) a= —cf(acos b, —asin, 1, g) sin

yo=1= E.-j'(a cos Y, — asin ¥, 1, ) cos | .
a

The equations (2) can be solved by the method of successive approximations which
are defined as follows:

If a(7). (1) is a solution of (2) satisfying the initial conditions a(0) = ay, (0) = W,
and defined on €0, T and if a,(7), ¥,(¢) is the k™" approximation, then

(3) ar (1) = ay — &f flaa) cos Yy (o), — a (o) sin (), 0, &] . sin (o) do,
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t 08
Ve d(D) = o + 1 — sj/ [ay(0) cos (o). — a(o) sin (o). 0, ¢] €05 (o) do
0 a{o)
We put
‘7()(1) =dy, ‘/’o(’) = '1[/0 + 1.
Let us denote B = (« + 1) 2L+ 2K. Let T, < T be thc period of one revolution
of the solution x(7) of (1) around the origin in the (x, x) — plane, i. . let (T,) =
= Yo 4 2n. Similarly let T, £ T, Y (T,) = Yo + 27.

KT ~ KT 'K

m+1 Im+1

—a, dy — % o
Theorem 1. If m is a positive integer and ¢ < min f—ay a—» 2 1}, then
)2 = ) )

(4) la,(1) — a(t)] = KB" *-

(m + l
m +1 tm t1

m+1 (,n 4 1)'

) — ()] = KB"*

for0 =t < Tand

KBm 2 m+1

P
; K
(l - 85) a(m+ DL — el
o o/

Referring to the case of the mathematical pendulum it is shown that the estimate
(5) cannot be essentially improved.

In the remaining part of this paper, the autonomous case of equation (1) is studied
(i. e. f docs not depend on 7). Formulae (4) and (5) are used to prove the existence of
a positively stable periodic orbit of (1) and to estimate its position and period.

(5) lT _ Tm‘ < g m+1

Theorem 2. Let a,(1), ¥,(1), i = 0, 1, be n'™ approximations of (1), which satisfy
the following conditions:

l) ani(o = d 0 < al a()’ lzlni(o) = 0-

oK AN
(ity i/ T, e <2n<1 + ——) ,2n <I - LIX) >, Yo (T,) = 2n, then
o o

(6) [a; — a,(T,)1(—1)

~ ‘,;u+1 ]{B"”* T"+1 P KZ n(zn)rﬁ 1

n i mi ‘ T Nnt2 |
a'(n + 1) on + 1)) ( I\‘>
o .

Let us denote by Co (Cy) a closed curve consisting of (a) a closed arc of the semi-
orbit bounded by 1wo points ay, ¢y, (ay, ¢, ) on the x-axis (fig. 2) where ¢ (c,) is the
next following intersection of the semiorbit starting from ay (a,) with the transversal
! bounded by the points o, fi or the x-axis, (b) an open are bounded by the points

Co, dy (('1: al)‘

(3]
2



Then there exists at least one positively stable periodic orbit of (]) which inter-
sects the segment ¢ ¢y in one and only one point. This orbit is contained in the domain
L7 bounded by the curves Co and Cy. Moreover, if a,(t), (1) is the approximation
ag + a,

, l// 0
2

satisfying the initial conditions a,(0) = =0, if T, is the number for

which ,(T,) = 2n and if T, is the period of the periodic orbit contained in D*,
then there exist constants K, K, {independent of ay, ay, &, m) such that

(7) !Ip - Tm' <:: Kvlsmhe-l + Kzs(a() - al) .

Finally, these results are illustrated by a numerical example.
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