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SVAZEK 6 (1961) APLIKACE MATEMATIKY ¢IsLo 6

POZNAMKA K TECHNICKE TEORIlI OHYBU

RENATA BABUSKOVA

(Doslo dne 21. dubna 1961.)

V préci je udan rigorosni odhad chyby v energetickém smyslu FeSeni tech-
nické teoric ohybu vici piesnému feSeni matematickou teorii rovinné pruz-
nosti. Ve vyrazu pro odhad chyby jsou uvedeny pouze pojmy uzivané v technic-
ké teorii pruZnosti.

Je dobfe znamo, Ze technickd teorie ohybu je pfibliZznym feSenim problému
z hlediska matematické teorie pruznosti. V praci [ 1] a [2] bylo ukazano, Ze technicka
teorie ohybu predstavuje optimalni pfevod dvojdimensiondlniho problému (za pred-
pokladu rovinné deformace) na problém jednodimensionalni.

Rozdilu resp. srovnavani technické a matematické teorie pruZnosti je vénovana
pozornost jiZ dlouhou dobu, podinaje pracemi B. SAINT-VENANTA, LAMBA aZz do
dnesni doby (srv. napf. [3]).

Ve vsech téchto pracech jde o srovnani na zakladé konkrétniho vypoétu problému
matematické a technické teorie pruznosti. V literatufe pak se uvadi praktické od-
hady, kdy Ize uZzivat technické teorie. Uvadi se pomér délky a vysky 1:5, 1 :7 atd.,
pficemz se neuvadi méfitko pfesnosti. Pfitom je zfejmé, Ze toto méfitko presnosti
bude zavislé nejen na tomto poméru, nybrZ i do jisté miry na zatiZeni. (Napf. pfi
zatiZzeni Cistym momentem dava technick4 teorie stejny vysledek jako teorie mate-
maticka.)

V této poznamce upozornime na moznost rigorosniho odhadu chyby technické
teorie ohybu, kterd nam umoZni vytvorfit métitko pfesnosti nejen na poméru délky
a vysky, ale 1 na specialnim druhu zatiZenf. Pfitom tento odhad provedeme vyhradné
prostfednictvim priib&hu ohybového momentu, posouvajici sily a zatizeni, tedy
veli¢in, které pfi technickém feSeni je tieba uréovat.

Vzhledem k tomu, jak jsme se jiz zminili, je (srv. [1], [2]) technické feSent v jistém
smyslu optimalni, lze o¢ekavat, Ze i ziskany odhad bude rovnéz v tomtéZz smyslu
optimalni. Na konkrétnim pfiklad¢ ukaZeme efektivnost postupu.

Reime problém ohybu nosniku a pro jednoduchost se omezme na antisymetrické
zatiZeni. Problém je dobfe patrny z obr. 1. ZatiZeni je dano funkei f(x), o niZ budeme
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predpokladat (opét pro jednoduchost), Ze v okoli x = + 1 je f(x) = 0; pfedpokla-
dame, 7e horni a spodnf lic je zatiZen stejn& (viz obr.) a &ela nosnikd jsou nezatiZena.
V tomto pfipadé je tfeba zfejmé pfedpokladat souétovou a momentovou vyminku

rovnovahy
+

[:f(x)dx :f—:xf(x)dx 0.

Obr. 1.

Za predpokladu rovinné deformace a Poissonovy konstanty rovné nule — a na tento
pfipad se omezime ~ muiZeme dany problém formulovat v posunutich u(x, y)

a v(x, y), kdy tyto funkce vyhovuji rovnicim Lamého,

9 (ﬁu + év) + pAu =0,

ax 5; oy
i a + 8_0 + uAv = 0,
oy \ox 0dy

s prislusnymi okrajovymi podminkami. MuZeme také dany problém formulovat
v napétich, kdy neznama funkce je Airy-ho biharmonicka funkce U, vyhovujici pfede-
psanym okrajovym podminkam. Mezi funkcemi u, v a U plati znamy vztah

A2 - '.\2] o] 2 A2
E(’)u o*U Eai_al E<011+00>:_LU

ox 5)7 oy ax? 2 ax oxady

5 Ox

Pfitom jsme symbolem E oznacili modul pruznosti. Oznaéime-li u,, v, FeSeni, pak
je znadmo (srv. [4]), Ze tyto funkce minimalisuji kvadraticky funkcional

+1 +h 2 A 2 A 2
(1) Wilu,v] = E u + (& -i-l %+Q dxdy —
1 J-nl\Ox dy 2\dy 0x) _

_2 f i (ofx, h) + ofx, — ) 7(x) dx
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ve t¥idé viech dvojic funkei (u, v) s kvadratem integrovatelnymi prvymi derivacemi
(funkee u,, vy jsou uréeny aZ na funkce vyjadiujici translaci a rotaci télesa jako tuhého
célku). Minimum funkcionalu W,[u, v] oznadime — a, o > 0.

Oznadime-li U, hledané feSeni, pak je znamo, Ze (srv. [4]) tato funkce minimalisuje
kvadraticky funkcional

F1 R /A2r N2 32 2 27\ 2
2) A CUN Lo (ZUV 4 (29 | ax gy
E J_,J)_,\éx? dx By ay?

na tFidé v8ech funkci, které maji s kvadratem integrovatelné druhé derivace a které
spliiuji na hranici okrajové podminky

U(x,y):]\—{gi) pro y=nh, —-1=x<1,
U(x,y):—M—S)C) pro y=-—-h, —1£xg1
0£= pro y=+h, —1=x<1,
oy
U=0U:O pro x=+1, —h<y<h,

~

(9

kde jsme oznadili
(3) M(x) = 2[ dzJ f(r)dr.
-1 -1

(Je M"(x) = 2f(x) a M(x) je priib&h ohybového momentu.) Minimum funkcionélu
W,[U] je a. Podle [1] a [2] nyni poloZime
@) u(x, y) = = yg'(x).
v(x, y) = g(x)

a funkci g(x) uréime tak, aby byl minimalisovan funkcional W,[u, v] ve tfid¢ viech
funkci, majicich tvar (4). Snadno zjistime, Zc pro g(x) dostaneme nasledujici Eulerovu
rovnici
(5) EJg"V = 2f
s okrajovou podminkou g” = g” = 0. Pfitom J je moment setrvadnosti prifezu,
v nasem piipadé J = 3 h®.

Vidime, Ze jsme obdrZeli znamou rovnici ohybové éary technické teorie pruZnosti

(zatizeni je 2f). Oznacdime je$té¢ — B minimum funkcion&lu W, ve t¥idé funkci tvaru
(4). Ztejm& bude f > 0 a f < o. Obdobng poloZime ve smyslu [1] a [2]

© o) =M (37 3(2))

2 \2n 2\
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Pak bude U(x, y) zfejm& spliiovat piislusné (okrajové) podminky. Dosadime-li
funkci U(x, y) z (6) do (2), dostaneme W,[U] =y, y > 0,y > «. Pfitom srovname-li
(3) a (5) vidime, Ze

M(x)

(7) g'(x) = .
() =7
Vzhledem k tomu, Ze technické FeSeni ndm minimalisuje pfislusné funkcionaly,

rozdily — f je hornim odhadem energetické chyby technického feSeni [srv. [4], 648].
Za relativni charakteristiku chyby technického feSeni miizeme povaZovat hodnotu

v —
n= —“_ﬂ .
B
S ohledem na (7) mame viak (po snadném vypo&tu)
1
—f=——| M?*x)dx
b= [ e
a
6 [ 17 h

)= —| MYx)dx + —| M?*x)dx +——| (2f)*dx

! J‘ S5Eh ) 4 ) 70 E J‘ ( f)
a tedy

v
S

+1 17 +1
j T3(x)dx + - J. h‘[ g*(x) dx

- -1
(8) n= : +1 4

f_le(x) dx

kde jsme ozna&ili M'(x) = T(x) (T(x) posouvajici sila) a 2f = g (g(x) je zatiZeni).
Vyraz (8) je odvozen za predpokladu, Ze neuvaZujeme vliv posouvajicich sil, coz
se projevi v pivodni volbé (4). Budeme-li studovat problém s ohledem na vliv po-
souvajicich sil (srv. [2]) pak misto (4) je tfeba poloZit
(9) fl(x, y) = — yk(x) R
o(x, y) = g(x).

Uréime-li nyni funkce g(x) a k(x), aby byl minimalisovan funkcional W,[u,v],
dostavame pro k(x) a g(x) Eulerovy rovnice

4f i
10 k' —g" = — Jk"2 + 2hk — g"2h = 0,
( ) g 2Eh’ g

coZ po upravé vede k rovnici
(11) EJg"W =2f = i2f"h?
s okrajovymi podminkami g” = ¢g” = 0. ObdrZeli jsme rovnici (11), coZ je rovnice

technického feseni s uvaiov&nim vlivu posouvajicich sil — ovSem s jinym koeficientem.
(V [5] je uvazovan koeficient §, v [6] koeficient 1.) Oznaéme je§té — f minimum
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funkcionalu W,[u, v] ve tfid¢ funkci tvaru (9). Ztejmé bude ff > 0, f < «. Obdobng
jako v predeslém pripadé dostivame
1 +1 1 1
g - Mrgax - L j T2(x) dx.
EJ]_, hE) _,

TakZe dostavame relativni chybu

Y
Moz, 05 L
CHITY 4 25
9111192 L i
K113 T121 H h
| l X h
T ) TR P T
74 7 172 1 ¥
A A KAl
Obr. 2.

1J +1 17 +1
i —=| TXx)dx +—Jh| q*x)dx
oy =Y 5h)_, 70 -
(9) n= "’Bw— = F1 :
j M?*(x) dx
-1

Uvedme nyni ptiklad. Provedeme odhad chyby feSeni problému studovaného
v [1] a [2]. Zde byl studovan piipad zatiZeni, které je dobfe patrno z obr. 2. V ta-
bulce 1 jsou uvedeny hodnoty relativnich chyb # a 1 pro rizna h.

Tabulka 1
e I ‘]
h 7 ’ n ~
e S
|02 1 0,141225 ’ 0,037117
} 0,4 0,760883 | 0,344575
i 1,510239
|

0,6 2,446932

TrebaZe v tabulce 1 jsou udany odhady chyb v energetické norms, piece viak jsou

dobrym méfitkem pro chybu technického feSeni. Je dobfe vidét, jaky ma vliv uvazo-
vani vlivu posouvajicich sil (spravnym zpGsobem). Energetickd chyba nam dava
technicky dobré ocenéni i chyby, kterd miZe byt z hlediska technického dleZitgjsi.

1) Relativni chybu uréujeme vadi téZe energii jako jsme uvazovali v (8). Tento odhad rela-
tivni chyby (vaéi pfesné energii) je ponékud nepiiznivéjsi neZ je nutno, takZe spravnéjsi by bylo
uvaZzovat ve jmenovateli hodnotu f# misto 5. Hodnotu (9) volime zde proto, aby byla 1épe patrna
absolutni velikost chyby, kterd je vyjadiena Citatelem v (8) resp. (9).
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UkaZme to na uvedeném piiklad€. V tabulce 2 jsou podle [2] uvedeny prithyby
bodu (0, 0), tj. (0, 0) je-li posunuti v(0, 8, 0) = 0, a to v pfipadé technického Feseni
a feSeni, které miiZeme relativné povaZovat za presné. UvaZzovali jsme pfipad E = 2.

Tabulka 2
| Technické Piesné |
‘ h feSeni feseni "o
0,2 13,366 ‘ 14,886 ‘ 0,113721
0,4 1,671 ‘ 2,365 | 0,415320
0,6 0,495 J 0,896 } 0,810101
R \

yvr

Vzhledem k rovnosti prace vnitinich a vngjsich sil jsou hodnoty pfibliznym ocenénim
poméru rozdilu prihybu presného a technického feSeni k prihybu od technického
feseni, nebof prace vnéjsich sil je v nasem pfipadé rovna primérné velikosti prithybu
v intervalu (= 0,5;0,5). V tab. 2 jsou uvedeny je$té tyto poméry, které jsme oznadili
1o- Srovnanim tabulky 1 a tabulky 2 je patrno, Ze odhady (jedné se o horni odhady)
jsou relativné velmi dobré. Z tab. 1 plyne, Ze pfipad zatiZeni naznadeného na obr. 2
pii poméru vysky k délce 1 : 5 je chyba (energeticka resp. v prithybu) pti klasickém
feSeni asi 10% pfi feSeni s uvaZovanim vlivu posouvajicich sil asi 4%. Pfi pomérech
vétSich je rozdil pfim¢fené vétsi. Lze tedy v uvedeném piipadé s technickou pfesnosti
pocitat s technickym feSenim pro h < 0,1 — 0,2.
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Peszome
3AMETKA K TEXHWUYECKON TEOPUU OTMBAHUS

PEHATA BABVIIKOBA (Renata Babuskova)

B pabGote usyuaercs npobieMa TOUHOH OLEHKH MOrPEUIHOCTH (no IHEPreTHUECKOH
HOPME) TeXHHYECKOTO Pelllelns 3aJaud OrMGaHms Mo CPaBHEHHIO ¢ TOYHLIM PCLlic-
HHEM B MaTeMaTuyeckoit Teopun ynpyrocTu. [TokazaHo, 4TO 3Ty OLUEHKY MOXHO BBI-
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PA3UTh NPU IOMOLLM NOHATHI TEXHUYECKOH TEOPUM YIIPYTOCTH, @ HUMEHHO — MOMECH-
Ta TepepH3bIBaAIOILEH CHUIIBI U HArpy3ky. TakkKe BbISICHEHO BJIUSTHUE Y4eTa Hepepusbl-
BAIOIUMX CHJI HA TOYHOCTH perieHus. Ha npumepe mokasaHa TOYHOCTh OLUEHKM M ee
3¢ GeKTUBHOCTD.

Zusammenfassung

BEITRAG ZUR TECHNISCHEN BIEGUNGSTHEORIE

RENATA BABUSKOVA

In der vorgelegten Arbeit wird eine rigorose Abschitzung des Fehlers, im energe-
tischen Sinne, der Losung auf Grund der technischen Biegungstheorie mit Riicksicht
auf die genaue Losung mit Hilfe der ebenen Elastizitdtstheorie angefiihrt. Es wird
gezeigt, dass diese Abschitzung nur mit Hilfe von Ausdriicken, welche der technischen
Theorie geldufig sind, d. h. Biegungsmoment, Belastung, Schubkraft usw. angefiihrt
werden kann. Es wird auch der grosse Einfluss der Einberechnung der Schubkraft
aufl die Losung gezeigt. An einem Beispicl wird die Genauigkeit der Abschitzung
und ihre Wirksamkeit erldutert.
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