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SVAZEK 10 (1965) APLIKACE MATEMATIKY ČÍSLO 1 

JEDNA SPECIÁLNÍ CEKACI DISCIPLINA V SYSTÉMU 

HROMADNÉ OBSLUHY 

OLDŘICH VAŠÍČEK 

(Došlo dne 4. března 1964.) 

Článek se zabývá otázkou rozložení čekací doby pro systém se zvláštní 
čekací disciplínou. Výraz pro Laplace-Stieltjesovu transformaci distribuční 
funkce čekací doby je podán ve tvaru nekonečného řetězového zlomku, který 
je spočten v několika speciálních případech. Je ukázáno, že variance čekací 
doby nepřevýší varianci při obsluze v obráceném pořadí. 

A. FORMULACE ÚLOHY 

Zabývejme se systémem hromadné obsluhy typu M/M/c (tzn. s Poissonovým vstu­
pem, exponenciálním rozložením obsluhovací doby a c obsluhujícími), kde je tento 
způsob výběru do obsluhy: nově příchozí zákazníci tvoří jedinou čekací linku. Každý 
zákazník se postaví po svém příchodu s danou pravděpodobností na určité místo 
v této frontě, a to buď na jejím konci, nebo před některé již dříve přišlé zákazníky 
(tento jev nazývejme předběhnutím). Jakmile zaujme jednou své místo, již nepřechází 
a čeká tak dlouho, dokud není obsloužen. 

Mějme dánu nekonečnou posloupnost čísel rl9 r 2 , . . . , kde 0 ^ rk g 1, k = 1, 2,. . . , 
oo k 

J]rk = 1- Označme Rk = ]T ri9 0 S Rx — ... = 1. Nechť pro každou délku / > 0 
* = 1 i=l 

fronty se nově příchozí zákazník postaví na k-té místo ve frontě s pravděpodobností 
i 

rk, 1 šs k = /, a s pravděpodobností 1 — ]T rt = 1 — Rt na konec, tj. na (/ + l)-vé 
Í=Í 

místo. 
Tato čekací disciplína zahrnuje zřejmě jako zvláštní případy řádný čekací režim, 

kdy se každý zákazník postaví na konec fronty, a obsluhu v obráceném pořadí, kdy je 
nejdříve obsbužen zákazník naposbd přišlý. V prvním případě stačí položit rx = 
= r2 = ... = 0, v druhém je rx = 1, r2 = r3 = ... = 0. 

Nechť parametr vstupního Poissonova proudu je X a parametr rozložení obsluho" 
vací doby je ju, přičemž intenzita provozu Q = X\c\i < 1. 
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Popsaný systém se liší od obvyklého systému s čekáním pouze čekací disciplínou. 
Oba systémy mají tedy společné všechny charakteristiky, které nesouvisí s pořadím 
obsluhy, jako zejména rozložení délky fronty, rozložení provozní doby, výstupní 
proud apod. Budeme se tudíž zajímat pouze o rozložení čekací doby y, přičemž uži­
jeme výsledků, známých pro systém M/M/c (viz např. [ l ]) . 

B. EXISTENCE A JEDNOZNAČNOST ŘEŠENÍ 

Vzhledem k exponenciálnímu rozložení doby obsluhy a mezipříchodových inter­
valů je proces popisující systém markovský; stojí-li tedy určitý zákazník v okamžiku t0 

na k-tém místě fronty, nezávisí jeho čekací doba yk, počítaná od tohoto okamžiku, na 
délce jeho čekání před časem t0. Přitom doba yk nezávisí ani na délce fronty, neboť 
doba čekání zvolené jednotky je určena pouze obsluhovací dobou zákazníků, stojí­
cích před ní nebo předběhnuvších, přičemž předbíhání k-tého zákazníka nezávisí na 
délce fronty. 

Označme qk(t), k = 1, 2,... pravděpodobnost, že určitý pevně zvolený zákazník 
bude v okamžiku t na k-tém místě ve frontě, a q0(t) pravděpodobnost, že tento zá­
kazník je v čase t již v obsluze nebo skončil obsluhu. Uvážíme-li možné přechody 
během intervalu (t, t + T), můžeme psát pro qk(t) rovnice 

<lo(t + x) = q0(t) + Cfix qt(t) (l - XRxx) + O(T) , 

qx(t + T) = (1 - cfix) (1 - XRxx) qx(i) + cji x(\ - XR2x) q2(t) + o(x) , 

qk(t + T) = XRk_1 T(1 - cfix) q^^t) + (1 - cjix) (1 - XRkx) qk(t) + 
+ c\x T(1 - XRk+1x) qk + 1(t) + o(x) , k > 1 . 

Po úpravách dostáváme pro x -> 0 soustavu diferenciálních rovnic 

(1) q0(t) = cfiqi(t), 

ai(t) = - (IR, + cil) qx(t) + cii q2(t) , 

qk(i) = XRk„x qk-^t) - (XRk + c/i) qk(t) + Cfi qk+1(t) , k > 1 . 

K těmto rovnicím přistupuje ještě zřejmá normovací podmínka 

Ž<z*(t) = i , 
fc = 0 

platná pro všechna t. 

Označme vk, k = 1, 2,... pravděpodobnost, že nově přišlý zákazník se postaví na 
k-té místo (ať již předběhne či nikoli) a uvažujme soustavu (1) za počátečních pod­
mínek q0(0) = 1 — H, qk(0) = vk pro k > 0, kde II je pravděpodobnost čekání. 
Potom q0(t) značí pravděpodobnost, že zákazník., který přišel do systému v čase 
t = 0, je v okamžiku t již v obsluze, tj. že jeho čekací doba y je menší než t; máme tedy 

P{? <t} = q0(t) • 
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Soustava (l) spolu s normovací podmínkou je po formální stránce speciálním 
případem rovnic procesu množení a úmrtí (birth and death process) s absorpčním 
stavem. V našem případě máme X0 = 0, Xn = XRn pro n > 0, fin == c\i. Lze tedy užít 
výsledků teorie těchto rovnic. 

G. E. H. REUTER dokázal ve své práci [3], že existuje právě jedno řešení rovnic pro­
cesu množení a úmrtí, jakmile řada 

R __ y (l | ft» | + /W,-i —A*2 

n=i \xn KK-i KK-\'"K^\ 
diverguje. Dosadíme-li do tohoto výrazu naše hodnoty, je 

__ 2 - 1 / 1 1 1 1 1 1 
- > 

\cn\qRn Q2 RnRn_x Q" R„R„^1...R1 

^ 1 " / l 1 1 

= - I F + - + ••• + -
c/i « = i \O O O 

Má tedy soustava (1), a tudíž i naše úloha, jediné řešení. Podle [2] lze potom toto 
řešení nalézt jako limitu pro N -> co řešení konečné soustavy 

q'0(t) = c//q_(í), 

O_(t) = - (XR, + cti) qx(t) + c/i Í 2 ( ř ) , 

qk(t) = XRk_t qk-i(i) - (XRk + cfi) qk(t) + c\i qk+í(t) , 1 < k < N , 

qN(0 = ^ N - i qN-i(0 - ( ^ N + c/i) qN(0 • 

C ROVNICE PRO DISTRIBUČNÍ FUNKCI ČEKACÍ DOBY 

Ve zmíněné práci W. LEDERMANNA a G. E. H. REUTRA [2] je podána obecná metoda 
řešení nekonečné soustavy rovnic množení a úmrtí pomocí spektrálních funkcí. Zde 
odvodíme poněkud jiný způsob, vhodnější pro některé úvahy našeho případu. 

Nechť wk(t) = P{yfc < t} je pravděpodobnost, že čekací doba zákazníka, který se 
postavil po příchodu na k-té místo, je menší než t. Vyšetřujeme-li změnu čekací doby 
během intervalu (t, í + T), dospějeme k rovnicím 

w_(t) = c/i T(1 - RXXT) e(t - T) + [1 - XT + (1 - K_) XT\ X 

x (1 — C/XT) wx(t — T) + (1 — C/XT) XRXT w2(t — T) + O(T) , 

wk(t) = cii T(\ - RUXT) wk__(í - T) + [1 - XT + (1 - Rk) XT] X 
X (1 — CJIT) wk(t - T) + (1 - cfiT) XRkT wk+l(t — T) + o(x) , 
k > 1. 

/ T T V , , v ,- /\ í 1 pro t > 0X 

(Uzivame označeni _(í) == < „ ^ ^ ). 
v w 0 pro ř ^ 0 ; 
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Po úpravách dostáváme pro T -» 0 soustavu 

(2) w;(ř) = cfie(t) - [c/i + AR_] w,(ř) + AJ-! w 2(ř), 

w'k(t) = C/Í w___(í) - [C/Í + AR_] w_(ř) + AR_ w_ + 1(() , fc > 1 . 

Použijme na tuto soustavu Laplace-Stieltjesovu transformaci a pišme &Rk = gk 

(3) yV_(s) ( l + Qi + j~) ~ -i ti® = - • 

- !.___(-) + i, _(s) ( 1 + __ + — ) - <?_ V>*+i(s) = 0 , fc < 1 • 

Zde ^ ( s ) je Laplace-Stieltjesova transformace funkce w_(ř) 

Í»00 

yV_(s) = e~" áwk(t). 

Distribuční funkce celkové čekací doby y je pak 

(4) w(0 = P{y < t} = f>_f(t), 
k = 0 

kdef^t) je pravděpodobnost, že nově příchozí bude čekat rrérě než t, nalezl-li systém 
ve stavu k. Výrazy pro pravděpodobnosti stavů pk lze nalézt v [1]. 

Snadno nahlédneme, že je 

/_(í) = e(t), 0 < f c < c , 

f(t) = w.(í), 
k-c 

Á(t) = E r, w;(í) + (1 - R__e) wk_c+1(t) , fc > c . 

i = l 

Po dosazení do (4) máme 

w(t) = (1 - n ) e ( í ) + />cw_(í) + 
00 fc 

+ PcZ.iE t- iw i( t) + (i-R_)w_. 1(ř)]. 

fc=l i=l 

Laplace-Stieltjesova transformace čekací doby je pak 
(5) I/J(S) = i - n + Petx(s) + 

00 fc 

+ Pc Z Qk [ Z r, ^i(s) + (1 - R„) vV_ + 1(s)] . 
fc=l 1 = 1 

Sečteme-li prvních k rovnic soustavy (3), dostaneme 

fc s fc 

Ýk(s) - Qk il/k+x(s) + <? £ r< ýi(s) + — X I>Í(S) = 1 , 
i = l C// i = l 
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neboli 
k v, 

<?[£ r. ^(s) - Rk J,k+1(s)] = 1 - U°) - - I U°) 
i = 1 Cfl i = l 

Po dosazení do (5) 
oo 

(6) </<s) = l - n + p ^ ^ + p^g'-1 1 - ^(s) + Qll/k+í{s) 

k 1 9 °° 

I^(s) = i - / i ^ I e * ^ s ) . 
í = i A k=1 

cil 

Pro střední hodnotu odtud máme 

Ey = - '̂(o) = i n f e V ^ o ) = — - — Í I , 
A fc=l Cil — A 

což je, jak bylo lze očekávat, stejná hodnota jako při řádné čekací disciplíně. 
Pro druhý moment je obdobně 

-") 00 ^ 0 0 

(7) Ey2 = «A"(o) = - -n£e
krk(o) = -n%^Ey,. 

A k=l A k=í 

Zde označujeme (v souhlase s předešlým) Eyk střední hodnotu doby čekání zákazníka, 
postavivšího se po příchodu na k-té místo ve frontě. 

D. OMEZENÍ PRO HODNOTU VARIANCE ČEKACÍ DOBY 

Pro varianci čekací doby odvodíme nyní zajímavou nerovnost. 
V následujících úvahách, které předpokládají nenulovou délku fronty, můžeme 

zaměnit náš obsluhovací systém jedinou obsluhovací linkou s exponenciálním roz­
lezením obsluhovací doby o parametru c\i\ skutečně, pravděpodobnost, že se za čas t 
neuvolní ani jedna linka, jsou-li v okamžiku t1 všechny obsazeny, je 

{e-^y = e~cllt. 

Tato pravděpodobnost přitom nezáleží na době, po kterou jsou již obsluhující linky 
obsazeny před časem tv 

Nechť v některém okamžiku t0 přijde jistý zákazník a postaví se na k-té místo ve 
frontě. Označme yk jeho debu čekání a předpokládejme, že za tuto dobu ho předběhne 
n po něm přišlých jednotek. Pak lze pro yk psát 

(8) yk = T0 + £ T + Y T\, 
i=l i=l 

kde Th i > O je doba obsluhy zákazníka, stojícího v čase t0 na i-tém místě ve frontě, 
T0 je doba obsluhy zákazníka, který je již obsluhován (náhodná proměnná T0 má 
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stejné exponenciální rozložení jako Ti9 i > 0) a posléze T\, i = 1, 2,..., n jsou doby 
obsluhy předběhnuvších jednotek. 

Počet předběhnuvších zákazníků n není větší než počet d zákazníků vůbec přišlých 
za čas yfe, 

(9) 0 = n = d. 

Přejdeme-li ve formuli (8) ke střední hodnotě, dostaneme 

r 1 1 x, 

Eyk = fc . — + — En . 
C/i Cjl 

Z (9) je 
0 ^ En g E d , 

pпcemz 

Po dosazení 

E đ = ЯEy k . 

neboìi 

k . — = Eyfc ^ к . — -
C/i cџ 

(10) к , 1 

C/i 

<ґ F-j <r k (10) к , 1 

C/i 
== *-Уfc = ' c • 

. C/i 1 — £ 

, k = l , 2 , . . . 

Přitom je zřejmo, že veličiny na krajích nerovnosti (10) vyjadřují střední hodnoty yk 

pro řádnou čekací disciplínu (nikdo nepředbíhá), resp. inversní čekací disciplínu 
(všichni příchozí předběhnou). 

Vynásobme nerovnost (10) Ok a sečtěme podle k od jedné do nekonečna. 

1 00 00 1 1 00 

C/.Í fc=l k=l 1 — Q C[i k=l 

tj-

- =Y.(ř^k = 
Cfi ( 1 — O)2 fc=l ( 1 — O)3 C/X ' 

Ze vztahu (7) pak je 
2 1 2 

H< Ey2 < — n (CЏ — X)2 1 — Q (CЏ — X)2 

(2П - Я 2 ) ^ D y ^ -" ( — ^ — Я - Я : 

(cp: - 2)2 ' (c/L - /l)2 \l 

Výrazy, vyskytující se v této nerovnosti, jsou variance řádného a inversního čekacího 
režimu; označíme-li po řadě D / , Dy" variance při obou těchto disciplínách, máme 

(11) D y ' ^ D y ^ D y " . 
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E. ŘEŠENÍ SOUSTAVY ROVNIC PRO DISTRIBUČNÍ FUNKCI 
ČEKACÍ DOBY 

Přistupme nyní k řešení soustavy (3). 

Řešení nekonečné soustavy (2) lze obdržet limitním přechodem pro N -> co 
z řešení konečné soustavy 

w[(t) = cfi e(t) - {cii + kRx) wx(t) + XRX w2(t), 

wí(ř) = cii wk_t(t) - (cfi + lRk) wk(t) + AR, wk+í(t), 1 < k < N, 

wN(t) = cix wjy.^ř) - (c/i + A/?*) wN(ř) . 

Zobrazme tuto soustavu pomocí Lapiace-Stieltjesovy transformace; dostaneme (po 
vynásobení — (l/clí)) 

(12) *.(s) ( l + d + j - \ - 6l ^2(s) = 1, 

- il>k-1(s) + 4>k(s)h + Qk + — J - e* ^*+i(s) = 0 , 1 < fc < JV, 

- \l/N-t{s) + ^N(S)(I + QN + 
S 

cџ 

Pišme v těchto rovnicích cpk(s) = [ ^ + i(s)]/[^fc(s)], k = 1, 2, ..., N — 1, rp0(s) = 
= i//1(s). Pak můžeme přepsat soustavu (12) na tvar 

<Pk(s) í 1 + öfc+i + — 1 ~ Qk + i <Pk+i(s) = 1 -1 + Є/c+i + — ) ~ Єь + i Фл + iOO I = l > k = 0, 1, ..., /V - 2 , 
c/ťy 

<PN-l(s)П + ÖЛt + — ) = l 

To je soustava N algebraických rovnic pro N neznámých funkcí cp0(s), <Pi(s), ..., 
<pN-i(s). Napišme výraz pro (p0(s) = ^i(s) ve tvaru konečného řetězového zlomku 

Фi(s) = <Po(s) 
Qi QN-I 

1 + Qt + 
cџ 

1 + 02 + 
cџ 

1 + 0* + — 
cџ 

a značme ^ ( s ) = ý[N)(s), abychom zdůraznili závislost na N. Potom funkce 

;i3) ^ ( s ) = lim < > ( * ) = бl <?2 

1 + ^ 2 + 
CЏ 

1 + ^З + ~ 
CЏ 

1 + Qx + — 

je řešením soustavy (3). Tím jsou dány i hodnoty \l/2(s), *A3(s), ... Distribuční funkce 
wk(t) lze pak nalézt numerickou inversí Lapiace-Stieltjesovy transformace. 
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F. PŘÍKLADY 

1. Řádný čekací režim. Zde je r, = r 2 = ... = 0. Z rovnic (3) pak máme 

* . ( * ) = — ! — , 

«/ф) **-,(*) i \* 
, l< = 1,2, 

+ 
C/( C/í/ 

Pak 

<K-)«I-ЛІ£ /-i-Y--i-л 
л * = X . S 1 + 

o 

1 + 
s 

s c/l 

я 1 
O 

- п + п 
Cjtl — / 

(C/Í - Я) + 5 

C/(/ 
I + 

C/( 

Odtud dostáváme pro distribuční funkci w(t) čekací doby známý výraz 

/ \ ř 0 pro ř ^ O , 
W{t)~ \\ -ne~^-k)t pro t > 0 . 

2. Inversní čekací režim. Pro tento případ je rx = 1, r 2 = r 3 = ... = 0 a tudíž 
Bjt = 1, k = 1, 2, . . . Vztah (5) přejde na tvar 

il/(s) = 1 - 7 7 + H iAi(s) • 

Pro IAÍ(S) dostaneme z řetězového zlomku (13) rovnici 

Фi(s) = 

1 + Q + O î/jt(s) 
C/l 

neboli 

- ) ^ ( s ) - 1 = 0 . 

Z obou kořenů této rovnice vyhovuje pouze 

Q ф\(s) + І1+Q 

Фi(s) = *i(s) = 

1 + O + 
cџ 

1 + Q + — I - 4O 
cO 

2O 

neboť a2(s) se znaménkem + před odmocninou nesplňuje podmínku a(0) 
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Wi(t 

Pro inversní Laplace-Stieltjesovu transformaci tohoto výrazu máme 

i(í) = 4 " f - e~{C*+X)X ' i ( V M *) d* > 
Ví? Jo x 

kde I1(ř) je modifikovaná Besselova funkce prvního druhu, prvního řádu. 

Potom je 

vv(ř) = 1 - II + ÍI wt(t), t > o . 

Výraz pro distribuční funkci čekací doby, event. pro její Laplace-Stieltjesovu trans­
formaci, byl zatím odvozen pouze pro systémy s jedinou obsluhovací linkou (pro 
ně je U = O). Zde je tedy podána formule pro systém s obecným počtem obsluhují­
cích. 

3. Předbíhání na začátek fronty. Nechť nově přišlý zákazník se postaví s pravdě­
podobností i9 na první místo ve frontě, a s pravděpodobností 1 — # na konec fronty. 
Pak je 

r.i = a , r 2 = r3 = . . . = 0 , Rk = 3 , fc=l,2, ... 

V tomto případě je z (5) 

G0 00 

(14) 4>(s) = 1 - 7 1 + pc * . ( » + Vc E Qk& ^i(s) + Pe I e\ l - 3) ^ + i(s) = 
fc = 1 fc = 1 

= 1 - 77 + ,977 ^ ( s ) + (I - 9) - ^ 77 | <?' ^ s ) . 

Ze vztahu (6) je 
0 0 ý| 

я ^ k M s ) = [ i - ^ ) ] - . 
Л = l s 

Po dosazení této hodnoty do (14) dostáváme pro \j/(s) rovnic 

Ф(s) - i _ я + m Ф,{S) + -—в- (i - з) [ì - ф(sj] -. 
ŕ? s 

odtud je 

(15) ^ , ( s ) - ( l _/7) _ _ _ + _ _ _ - + , 9 / 7 - ^ — ^ ( s ) , 
a + s a + s tf + s 

kde 
O = ( c i * - ^ ) ( l - S ) . 

Pro ^i(s) plyne z (13) rovnice 

1 
(16) Фг{s) = 

1 + Qå + — - QЭ ф^s) 
cџ 
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Obdobným způsobem jako v předešlém odstavci máme 

s 

Ш 

1 + QЭ + 
cџ 

1 + QЭ + —J - 4ЄЗІ . 

Pak 

W(t) = 1 "--I1 -M) 
2QS 

, t > 0 , 

kde Ij(ř) je opět modifikovaná Besselova funkce prvního druhu, prvního řádu. 
Snadno se přesvědčíme, že pro $ = 0 a 9- = 1, kdy čekací disciplína přechází na 

případ řádného, resp. inversního režimu, nabývá výraz pro w(t) příslušného tvaru. 
Pro druhý moment dostaneme dvojnásobnou derivací (15) v bodě 0 

2 1 2 2/7 
Ey2 = r(0) = n— + 2I73 - i/Ti(0) - ^ i (0)/79— = — [1 - S + aS ^ ( 0 ) ] , 

a O O a 

pokud a + 0, tj. 8- + 1. Přitom ý[(0) lze z rovnice (16) určit jako 

•!>i(o) = 

Potom je tedy 
l — QS CЏ 

V 2 2 П 

E ľ = —-
O 

1 - S - aå 
1 

1 — QQ cџ 

2П 

(cџ - Я)2 1 - QЗ 

Tento vztah platí zřejmě i pro 9 = 1. 
Variance je dána výrazem 

D? = 
(cn - l ) 2 \1 - Q9 

2П 
П' 

Třetí moment určíme z formule 

Ey3 = 
6Л 1 - e2,9 

(cџ - X)3 (1 - e5»)3 

4. Předbíhání na konečný počet míst. Jestliže předpokládáme, že od určitého celého 
K > 0 počínaje je rk = 0, lze \j/(s) napsat ve tvaru konečného algebraického výrazu. 
Tento případ je přímým zobecněním předchozího odstavce. Nechť 

О ^ , ś . . . ѓRк = Rк+í = ßйl-

Pak výraz (13) přepíšeme ve tvaru 

(17) 

^.(s) = , ' 1 -
ll + O! + 

CЏ 
1 + O2 + 

cџ 

1 + Qк-i + — - QK-Í x(s) 
cџ 
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kde 

X(s) = 

+ gß + 

gß 
i 
i + gß + 

cџ cџ 

Odtud dostáváme pro X(s) rovnici 

X(s) = -

1 + Qß + — - Qß X(s) 
cџ 

jejiz reseni 

X(s) = 

(i + gp + — 
Cfl 

1 + Qß + - ] - 4вß 
c/+ 

2вß 

po dosazení do (17) dává hodnotu funkce *//-(s). . 

Z prvních K — l rovnic soustavy (3) spočteme pak funkce ij/2(s), •••- ÝK^)- Vro 
Laplace-Stieltjesovu transformaci distribuční funkce celkové doby čekání máme 
jednak ze vztahu (5) 

Hs) = i ~n + n(\ - O ) I O * - J 0 - Rk-i)Hs) + 
k=i 

K co 

+ n I s
krk Us) + n(\ - •<?)(. - /i) I e""1 «A*(s), 

a ze vztahu (6) 

<A(s) = i - n s- I <?* ^ ( s ) -n- X o' ^ ( s ) . 
A k=\ A k=K+Í 

Vyloučíme-li z obou výrazů ]T O7í ^(S), máme 
fc = K +1 

<A(s i + 0 -t?)(i -ß) cџ cџ 1 -П + (l -Q)(І - Д ) ^ + 

+ 77 X e ~-' [(I - e) /? - Rk-, + .?/?»] «A*(s). 
k= 1 

Inversí Laplace-Stieltjesovy transformace dostaneme odtud distribuční funkci w(t). 

5. Předbíhání s pravděpodobnostmi rk = \_k(k + l ) ] " 1 . Pro tento případ máme 
Qk = Q • kj(k + 1). Vynásobme k-tou rovnici soustavy (3) číslem (k + 1) zk a sečtěme. 
Zavedením f ti nicce 

CO 

G(z, s) = l z" <K(s) 
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obdržíme diferenciální rovnici 

' 1 + o + — I z - o I 
dz 

(i8) Г _ z 2 + / 1 + б + Л Z _ Л 1 ( 

Г - 2z + ( l + - ) + - 1 G(z, s) _ 2z , 

k níž přistupují okrajové podmínky 

G(0, s) = 0 , G(z, 0) = — ^ — . 
l — z 

V tomto značení je 

(19) . tfs) _ 1 - 77 - G(Q, S) . 
A 

Druhý moment čekací doby Ey2 lze z rovnic (18) a (19) určit jako 

Ef = 2T1 • L=j£ _ E / - . _L_^_ . 
(c/ i — A)2 l — O 1 — D 

kde Ey'2 je druhý moment doby čekání pro řádný režim. 
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Р е з ю м е 

ОДНА СПЕЦИАЛЬНАЯ ДИСЦИПЛИНА ОЖИДАНИЯ 
В СИСТЕМЕ МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ 

ОЛЬДРЖИХ ВАШИЧЕК (ОМпсЬ Уаз.сек) 

Автор занимается в статье системой массового обслуживания типа М/М/с 
со следующей дисциплиной ожидания: каждый потребитель станет сразу же 
после прихода на /с-ое место в очереди с вероятностью гк, 1 ^ к ^ /, где / — 

— длина очереди, и с вероятностью 1 — ]Г гк на самый конец очереди. Здесь 
/ С = 1 ао 

г19 г2, ... — данная последовательность вероятностей, ^ гк ̂  1. Составлены 

к=1 
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ypaBHeHMH JXJIK (})yHKiiHH pacnpe^ejieHMH w(t) BbDKHjiaTejibHoro BpeMeHH y, H flOKa-
3aHo cymecTBOBaHHe H o,a,H03HaHHocTb pemeHH5i. Hpeo6pa30BaHne Jlanjraca-CTHJtb-
Tbeca \l/(s) (J)yHKLiHH w(t) flaHo cooTHoineHHeM (5), HJIH >Ke (6), r^e il/k(s), k — 1,2,. . . 
cyTb npeo6pa30BaHHH Jlanjiaca-CTHJibTbeca Bbi^cnflaTejibHoro BpeMeHH k-oro no-
KynaTejiK B OHepe/TH, Q = X\c\i — HrrreHCHBHocTb paGoibi, U — seponTHocTb O>KH-
^aHHH. AJIH ij/k(s) cnpaBe/yiRBa CHc/reMa (3). OrcioAa 6buio nojiyneHo Bbipa-
>KeHMe (13) .zrjia i/Jx(s). OyHKUHH w(t) 6buia nccjie/roBaHa B cjieAyKDiiiHx nacTHbix 
cjiyMaax: 1. rx == r2 — . . . = 0; 2. rj = 1, r2 = r3 == ... = 0; 3. rj = S, r2 = r3 = 
= ... = 0. Bbijin nojiyneHbi HeKOTopbie pe3yjibTaTbi w B cjiynae, Korjra rk — 0 npu 
k > K, H B cjiynae rk == [k(k + l)]""1. A™ BapnaHTHocTH Dy BbOKHnaTejibnoro 
BpeMeHH Sbuio ^0Ka3aH0, MTO cnpaBe£jiHBo HepaBeHCTBo (11), rjre y'9 y" 03HanaK)T 
cooTBeTCTBeHHo BpeMH o>KHAaHHH npn o6cJiy>KHBaHHH B nop̂ LTKe npnxoAOB HJIH 
B o6paTHOM nopH/TKe. 

Summary 

ON A SPECIAL QUEUE DISCIPLINE 

OLDRICH VASICEK 

This article deals with the M/M/c queueing system with the following queue disci­
pline: if an arriving customer finds a queue of length / > 0, he occupies the k-th rank 
in the queue with probability rk9 k = 1, 2, ..., /, and the (k + l)-st om with probabi-

i 

lity 1 — YJ rk> where rl9 r2, r3, ... is a given sequence of nonnegative numbers, 
oo J k = l 

£ rk :g 1. Thereafter, no changes occur in the queue. 

Let X be the parameter of the arrival process and \i the parameter of the service 
time distribution, so that g = X\c\i is the traffic intensity. The differential equations 
for the distribution function w(t) of the waiting time y are set up, and the existence and 
unicity of their solution established. The Laplace-Stieltjes transform ij/(s) of w(t) 
satisfies (5) and (6), where \l/k(s), k = 1, 2, ..., is the Laplace-Stieltjes transform of the 
waiting time distribution of the customer actually k-th in the queue, andH is the pro­
bability of having to wait at all. The \j/k(s) satisfy (3). Hence the expression (13) is 
deduced, yielding a continuous fraction for *Ai(S). The explicit solution w(t) has been 
obtained in the following special cases: 1) rt = r2 = ... = 0 (first-come-first-served 
system); 2) rx = 1, r2 = r3 = ... = 0 (last-come-first-served system); 3) rx = ,9, 
r2 = r3 = ... = 0, 0 < 9 < 1. Some results are given concerning the cases where 
rk = 0 for k > K, and rk = [k(k + l ) ] " 1 . 

It is also shown that the variance Dy of the waiting time satisfies inequality (11), 
where y' and y" are waiting times for the same system but with the normal and inverse 
queue disciplines, respectively. 

Adresa autora: Oldrich Vasicek, Ustav teorie informace a automatizace CSAV, Vysehradska 49, 
Praha 2. 
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