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SVAZEK 10 (1965) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 1

JEDNA SPECIALNI CEKACI DISCIPLINA V SYSTEMU
HROMADNE OBSLUHY

OLDRICH VASICEK

(Doslo dne 4. bfezna 1964.)

Clanek se zabyva otdzkou rozloZeni ¢ekaci doby pro systém se zvlastni
Cekaci disciplinou. Vyraz pro Laplace-Stieltjesovu transformaci distribu¢ni
funkce ¢ekaci doby je podan ve tvaru nekone¢ného fetézového zlomku, ktery
je spoctén v nékolika specidlnich pfipadech. Je ukazano, Ze variance Cekaci
doby neprevysi varianci pii obsluze v obraceném potadi.

A. FORMULACE ULOHY

Zabyvejme se systémem hromadné obsluhy typu M/M/c (tzn. s Poissonovym vstu-
pem, exponencialnim rozloZenim obsluhovaci doby a ¢ obsluhujicimi), kde je tento
zplisob vybéru do obsluhy: nové prichozi zakaznici tvoii jedinou Cekaci linku. Kazdy
zakaznik se postavi po svém prichodu s danou pravdépodobnosti na urcité misto
v této fronté, a to bud na jejim konci, nebo pfed né&které jiz dfive pfislé zdkazniky
(tento jev nazyvejme pfedb&hnutim). Jakmile zaujme jednou své misto, jiz nepfechézi
a &eka tak dlouho, dokud neni obslouZen.

Méjme danu nekonecnou posloupnost &isel ry, 75, ..., kde0 < r, £ 1,k = 1,2, ...,
© k
Y r < 1. Ozname R, = > r;, 0 < Ry £ ... £ 1. Nechf pro kaZdou délku I > 0
k=1 i=1
fronty se nové pfichozi zdkaznik postavi na k-té misto ve fronté s pravdépodobnosti
1
r, 1 £ k £ 1, as pravdépodobnosti 1 — ) r; = 1 — R, na konec, tj. na (I + 1)-vé
i=1
misto.

Tato Cekaci disciplina zahrnuje zfejmé jako zvlastni pfipady fadny &ekaci reZim,
kdy se kazdy zakaznik postavina konec fronty, a obsluhu v obraceném pofadi, kdy je
nejdiive obslouZen zdkaznik naposled pfisly. V prvnim pripadé stali poloZit r; =
=r,=...=0,vdrubémjer, =1, r, =r; =...=0.

Necht parametr vstupniho Poissonova proudu je A a parametr rozloZeni obsluho-
vaci doby je u, pfi¢emz intenzita provozu ¢ = Ajcu < 1.
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Popsany systém se lisi od obvyklého systému s Sekanim pouze &ekact disciplinou.
Oba systémy maji tedy spoleéné viechny charakteristiky, které nesouvisi s potadim
obsluhy, jako zejména rozloZeni délky fronty, rozloZeni provozni doby, vystupni
proud apod. Budeme se tudiZ zajimat pouze o rozloZeni ¢ekaci doby ¥, pfi¢emZ uZi-
jeme vysledk®, znAmych pro systém M/M/c (viz napk. [1]).

B. EXISTENCE A JEDNOZNACNOST RESENI

Vzhledem k exponencidlnimu rozloZeni doby obsluhy a mezipfichodovych inter-
valil je proces popisujici systém markovsky; stoji-li tedy uréity zakaznik v okamziku ¢,
na k-tém misté fronty, nezavisi jeho ¢ekaci doba y,, pocitana od tohoto okamzZiku, na
délce jeho Cekani pied Casem t,. Pfitom doba y, nezavisi ani na délce fronty, nebot
doba &ekani zvolené jednotky je uréena pouze obsluhovaci dobou zakaznikd, stoji-
cich pred ni nebo pifedbéhnuvsich, pticemz predbihani k-tého zakaznika nezavisi na
délce fronty.

Oznatme q,(1), k = 1,2, ... pravdépodobnost, Ze urcity pevn& zvoleny zakaznik
bude v okamZiku t na k-tém misté ve fronté, a qo(t) pravdépodobnost, Ze tento za-
kaznik je v Case t jiZ v obsluze nebo skondil obsluhu. Uvazime-li moZné prechody
béhem intervalu (z, t + t), miZeme psat pro g,(t) rovnice

go(t + 1) = qo(t) + cut q,(1) (1 — ARy 7) + o(7),

g1t + 1) = (1 — epr) (1 — ARy7) q4(1) + e o(1 — AR,7) q,(1) + o(7),

gt + 1) = AR,y t(1 — cpt) go—y(t) + (1 — cpr) (1 — AR7) q(2) +

+ ept(l — ARy 17) Gurq(t) + o(z), k> 1.
Po upravach dostavame pro t — 0 soustavu diferencialnich rovnic
(1) qo(t) = ep qy(1)

qy(f) = = (ARy + cp) q4(1) + cpay(t)
qit) = ARy_; qu—1(t) — (AR + cp) qi(t) + cu qusi(t), k> 1.

K t&mto rovnicim pristupuje jesté€ zfejma normovaci podminka

Yaft =1,
) k=0
platna pro vSechna t.

Oznaéme v, k = 1, 2, ... pravdépodobnost, Ze nové pfisly zakaznik se postavi na
k-té¢ misto (at jiz pfedb&hne & nikoli) a uvazujme soustavu (1) za podatenich pod-
minek g,(0) = 1 — I, q,(0) = v, pro k > 0, kde IT je pravdépodobnost &ekani.
Potom q,(f) zna¢i pravd&podobnost, Ze zakaznik, ktery pfiSel do systému v ase
t = 0, je v okamzZiku ¢ jiZz v obsluze, tj. Ze jeho &ekaci doba y je mensi neZ t; mame tedy

P{y <t} = qo(t).
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Soustava (1) spolu s normovaci podminkou je po formalni strince specialnim
piipadem rovnic procesu mnoZeni a imrti (birth and death process) s absorpénim
stavem. V naSem pifipadé mame 4y = 0, 4, = AR, pro n > 0, u, =~ cpu. Lze tedy uZit
vysledki teorie téchto rovnic.

G. E. H. REUTER dokézal ve své praci [ 3], Ze existuje pravé jedno feSeni rovnic pro-
cesu mnoZeni a umrti, jakmile fada

R=Z i‘i‘ Hn 4.+ Hnllpn—1 -+ H2
1 \L, Aoy Ao g e Ay

diverguje. Dosadime-li do tohoto vyrazu naSe hodnoty, je

o 1 /11 1 1 1 1
R=Z-<——+—2 +...+———~w>g
n=1 CHL \Q Rn Q Ran—l Q" Ran—-l Rl

2 .

Ma tedy soustava (1), a tudiZ i nade tuloha, jediné feseni. Podle [2] Ize potom toto
feSeni nalézt jako limitu pro N — oo feSeni kone¢né soustavy

qo(t) = cray(1)

qi(1) = — (AR + cp) q4(1) + cpqa(1)

4i(1) = AR_y @i—1(1) = (AR, + cn) qilt) + cpquss(t), 1 <k <N,
gy(t) = ARy_{ qy-(t) — (ARy + cp) qp(1) .

C. ROVNICE PRO DISTRIBUCNI FUNKCI CEKACI DOBY

Ve zmin&né praci W. LEDERMANNA a G. E. H. REUTRA [2] je pod4na obecna metoda
feSeni nekonecré soustavy rovnic mnoZeni a imrti pomoci spektralnich funkci. Zde
odvodime ponékud jiny zplsob, vhodn&jsi pro nékteré uvahy naseho pripadu.

Necht wy(r) = P{y, < t} je pravdépodobnost, Ze &ekaci doba zakaznika, ktery se
postavil po prichodu na k-té misto, je mensi neZ ¢. VySetfujeme-li zménu éekaci doby
béhem intervalu (¢, t + 7), dosp&jeme k rovnicim

wy(f) = ep (1 = RAt)elt — 1) + [1 — At + (1 — Ry) A1] x
x (1 = cept) wy(t — 1) + (1 — cut) AR T wy(t — 1) + of7),
wi(t) = eu (1 — RAt) we_(t — 1) + [1 — At + (1 — R}) At] x
x (1 — cpt) wt — 1) + (1 — cpt) AR T w4t — 7) + o(7) ,
k>1.

Il pro t>0

(Uzivame oznaleni €(f) = {0 pro 1< 0)'

\

61



Po upravach dostavame pro t — 0 soustavu

) wi(t) = cue(t) — [en + AR wi(1) + 2Ry (1) ,
wi(t) = cuwy—4(t) — [ep + AR ] wi(t) + AR, werr(t), k> 1.

PouZijme na tuto soustavu Laplace-Sticltjesovu transformaci a piSme gR; = g,

N

() m@@+m+—)—mm@=u

cp
s
- ‘I’k—l(s) + lpk(s) <1 + o + ;) — Ok ‘pk+1(3) =0, k<1.
Zde Y(s) je Laplace-Stieltjesova transformace funkce wy(t)

%®=J:”%w®-

0

Distribuéni funkce celkové ¢ekaci doby y je pak

(9 W) = Pl <1} = 3 pf)

kde £(1) je pravdépodobnost, Ze nové piichozi bude dckat méré nez ¢, nalezl-li systém
ve stavu k. Vyrazy pro pravdépodobnosti stavil p, lze nalézt v [1].

Snadno nahlédneme, Ze je
M) =¢€t), 0sk<e,
S5 = wi(1),

1) =g:ri wilt) + (1= Reed) weoera(l), k> c.

Po dosazeni do (4) mame
w(t) = (1 — ) €(t) + p.wy(1) +

© k ’
+ pckx_/:f,k[l\;lri wit) + (1 = R) wer4(1)] -
Laplace-Stieltjesova transformace ¢ekaci doby je pak

%) Y(s) =1 =1 + p.Yy(s) +
405 TE ) + (1 = R) O]

Seéteme-li prvnich k rovnic soustavy (3), dostaneme
k k
'ﬁk(s) — Ok ‘pk+l(s) +o)r ‘//i(s) + 2 Z l/’i(s) =1,
i=1 cpi=1
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neboli
k k
LX) = Rethra9] = 1 = () = = T ls)-
Po dosazeni do (5)

6 W) =1 =11+ py(s) + p. 3 ! [1 S ) + 0 vh(s) -
k=1
s & s 2
-2 zwxs)] — 1 -1 T o).
ClLi=1 Ak=4
Pro stfedni hodnotu odtud mame
1

y 13
Ey = —y'(0) = -11Y o*y(0) = m,
A k=1 cp— A

coZ je, jak bylo lze ofekavat, stejna hodnota jako pfi Fadné Cekaci discipling.
Pro druhy moment je obdobné

” 2 s ’ 2 e
(7) Ey? = y"(0) = —=I1Y ¢"yy(0) = =11y ¢*Ey, .
A k=1 A k=1
Zde oznadujeme (v souhlase s predeslym) Ey, stfedni hodnotu doby &ekéni zékaznika,
postavivsiho se po prichodu na k-té misto ve fronté.

D. OMEZENI PRO HODNOTU VARIANCE CEKACI DOBY

Pro varianci éekaci doby odvodime nyni zajimavou nerovnost.

V nasledujicich tvahach, které predpokladaji nenulovou délku fronty, miZeme
zaménit na§ obsluhovaci systém jedinou obsluhovaci linkou s exponencialnim roz-
loZenim obsluhovaci doby o parametru cp; skutecné, pravdépodobnost, Ze se za Cas ¢
neuvolni ani jedna linka, jsou-li v okamZiku #; vSechny obsazeny, je

(e—ut)c — e—-cur .

Tato pravdépodobnost pfitom nezaleZi na dobé, po kterou jsou jiZ obsluhujici linky
obsazeny pred ¢asem t,.

Necht v nékterém okamZiku ¢, prijde jisty zdkaznik a postavi se na k-té misto ve
fronté. Oznaéme 7, jeho dobu &ekani a predpokladejme, Ze za tuto dobu ho pfedbéhne
n po ném pfislych jednotek. Pak lze pro 7, psat

k=1 n

®) Ve = To +._21Ti +.~21 T;,

. kde T;, i > 0 je doba obsluhy zakaznika, stojiciho v &ase t, na i-tém misté ve fronté,
T, je doba obsluhy zakaznika, ktery je jiZ obsluhovan (ndhodnd proménna T, ma
N\
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stejné exponencialni rozloZeni jako T;, i > 0) a posléze T}, i = 1,2, ..., n jsou doby
obsluhy predbéhnuvsich jednotek.

Pocet predbéhnuvsich zikaznikt n neni vét§i neZ podet d zakaznikh vibec ptislych
za ¢as vy,

9) 0<nsd.
Piejdeme-li ve formuli (8) ke stfedni hodnotg, dostaneme
1 1
Eyy=k.—+ —En
o cp
Z(9)je
< En < Ed,
pficemz
' Ed = AEy, .

Po dosazeni

PRILEPS AP SR

cu cu
neboli

1 1 1 :
(10) k.—=Ey=sk.—.——, k=12,...
cu e 1 —op
Pfitom je zfejmo, Ze veli¢iny na krajich nerovnosti (10) vyjadfuji stfedni hodnoty .
pro fadnou &ekaci disciplinu (nikdo nepfedbiha), resp. inversni &ekaci disciplinu
(vSichni pfichozi pfedbéhnou).
Vynasobme nerovnost (10) 0" a se¢t&me podle k od jedné do nekoneéna.

1 12

—Zke"<2@"Evk=~—--Zk9"y
Cp k=1 1 —o cur=1
tj.
1 b 1
<Y o'E —
i SR
Ze vztahu (7) pak je
w__z_ﬁ_ﬂéE}ﬁé#__z—
(cp — 2)? 1 — o (cu— AP
a
1 1 2
0 -0 <Dy —— (——01 - 117).
(cu~i)2( )= y"(cu—i)z<1—e >

Vyrazy, vyskytujici se v této nerovnosti, jsou variance fadnéhn a inversniho &ekaciho
rezimu; oznadime-li po fadé Dy’, Dy” variance pfi obou téchto disciplinach, mame

(11) Dy <Dy £Dy".
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E. RESENI SOUSTAVY ROVNIC PRO DISTRIBUCNI FUNKCI
CEKACI DOBY

Pistupme nyni k feSeni soustavy (3).
Reseni nekonecné soustavy (2) lze obdrzet limitnim pfechodem pro N — oo
z feSeni konecné soustavy
wi(t) = cue(t) — (e + ARy) wy(1) + ARy wy(t),
wi(1) = cpwi—q(1) = (et + 2R) wilt) + AR, w i y(t), 1 <k <N,
w(f) = cuwy (1) — (cpu + ARy) wy(1) .
Zobrazme tuto soustavu pomoci Laplace-Stieltjesovy transformace; dostaneme (po
vynasobeni —(1/cp))
s

(12) ws)(l Fo+ ‘—) Covl) =1,

cu

I

— Yi—a(s) + l//k(s)<1 + o + i) — 0 ¥s1(s) =0, 1<k<N,

cp

I
=

- l//N—l(s) + ‘//N(S) (1 + oy + ‘s—>
cu

Pisme v téchto rovnicich @u(s) = [Yus1(S)J/[¥a(s)], k =1,2,...N = 1, @yfs) =

= ,(s). Pak miiZeme piepsat soustavu (12) na tvar

s
@i(s) {(1 + Oksq + —) — Ok+1 (pk+1(s):| =1, k=0,1,...,.N =2,

Cli
On-1(5) <1 + oy + i) =1.
cu

To je soustava N algebraickych rovnic pro N neznamych funkci @o(s), @,(s), ...,
¢n-1(s). Napidme vyraz pro @qs) = y(s) ve tvaru koneéného Fetézového zlomku

'//1(5) = @os) = ! l — 2! | _ ON-1

N N N
cu cu cu

a znaéme ¥, (s) = y{M(s), abychom zdfiraznili zavislost na N. Potom funkce

(13) () = lim y$™(s) = Lo e e |

s s s
41+gl+— |1+gz+—— 1+ 03 +—
cp

o cu

N-wo

je feSenim soustavy (3). Tim jsou dény i hodnoty ¥(s), ¥5(s), ... Distribu¢ni funkce
w,(1) lze pak nalézt numerickou inversi Laplace-Stieltjesovy transformace.
N
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F. PRIKLADY

1. Radny ekaci rezim. Zde je r, = r, = ... = 0. Z rovnic (3) pak mame
1
his) = ——
s
I+ 2
Cle
¥il(s) Vi-(s) =[] k= 1,2,
S
I+ = 1+ -=
et et
Pak
¢
o k (. _
W) =1-n>y [~ N1 -pd 9 _y_pgenp Tl
N e UEVER
e 1 + \
et

Odtud dostavame pro distribuéni funkei w(t) ¢ekaci doby znamy vyraz
[0 pro t<0.
) = =i -
W) |1 = He™ =P pro t>0.

2. Inversni Cekaci rezim. Pro tento pfipad je r; =1, r, = ry

= ... =0 a tudiz
R, =1,k =1,2,... Vztah (5) pfejde na tvar

Yi(s) =1 —IT + [T y(s) .

Pro y,(s) dostaneme z Feté€zového zlomku (13) rovnici

'//1(5) = : >

S
I+o+— —eyuls)
o

neboli

I
o

4 s A
—o i)+ (1 + o+ = )(s) =1
i
Z obou kofenti této rovnice vyhovuje pouze

V() = on(s) = (1 ot C;) */Rl +o+ ;:)2— 49]

20

nebot a,(s) se znaménkem + pied odmocninou nespliuje podminku «(0) = 1.
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Pro inversni Laplace-Stieltjesovu transformaci tohoto vyrazu mame
1 ‘1 —(cp+i)x / ’
wilt) = — | = e N2/ (epd) x) dx
Jelox

kde I,(t) je modifikovana Besselova funkce prvniho druhu, prvniho fadu.

Potom je

wity=1—=1 +Tw(r), t>0.

Vyraz pro distribuéni funkci ¢ekaci doby, event. pro jeji Laplace-Stieltjesovu trans-
formaci, byl zatim odvozen pouze pro systémy s jedinou obsluhovaci linkou (pro
né je IT = g). Zde je tedy podana formule pro systém s obecnym poétem obsluhuji-
cich.

3. Predbihani na zacatek fronty. Necht nové pfisSly zakaznik se postavi s pravdé-
podobnosti 3 na prvni misto ve fronté, a s pravdépodobnosti I — 3 na konec fronty.
Pak je

=39, rp=ry=...=0, R, =8, k=12,..

V tomto piipadé je z (5)

(1) 9(6) = 1= 1T+ petn(9) + P9 9a(s) + 1.3 (1 = 9) bl =

| — Sk
= L= 1T+ 3T y(s) + (1 = ) ——2 1Y o hy(s) .
1% k=1
Ze vztahu (6) je

1Y 0 (o) = [1 = w91

Po dosazeni této hodnoty do (14) dostavame pro y(s) rovnici

() = | — 1T + 91Ty (s) + ]_;*Q (1-9[1 - l//(S)]Ai;~

odtud je

(15) wis) = (1 =) —— + — 2 4 9m—>—y(s),
a+s a+ s a-+s

kde

a=f(ecu—=2(1-9).
Pro ,(s) plyne z (13) rovnice

(16) Uo(s) = !

1+ 09 + — — 09 4(s)
cu
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Obdobnym zptsobem jako v piedeslém odstavci mame

N N 2
<1+QS+—> —J[(l+g9+~) —499].
cu cli

Yi(s) = 209

Pak
w(t)y=1—He™™ [1 —N/(EZ—'g)J ! e~ (HEH (2 \/(cplS) x) dx] , >0,
0 X

kde I,(1) je op&t modifikovana Besselova funkce prvniho druhu, prvniho fadu.
Snadno se presvéd¢ime, Ze pro 3 = 0 a 3 = 1, kdy ¢éekaci disciplina pfechazi na

piipad fadného, resp. inversniho reZimu, nabyva vyraz pro w(t) prislusného tvaru.
Pro druhy moment dostaneme dvojnasobnou derivaci (15) v bod& 0

= y"(0) = n~ +oamg ! ll/ (0) — y,(0 )1793 -IZ [1 =9+ a3 yi(0)],

pokud a = 0, tj. § #+ 1. Pfitom y7(0) Ize z rovnice (16) urdit jako
1 1

I—QS.C/J.

¥i(0) = —
Potom je tedy

201 1 1 211 1
2 C —
e L el b — -

— 09 cu (epp — A 1 — 08

Tento vztah plati zfejmé i pro 3 = 1.
Variance je dana vyrazem

by ] Y
(e — A2 \1 — 09

Treti moment uréime z formule

Ey? =

611 I — 0%9
(cn— 22 (1= o8

4. Predbihani na konecny pocet mist. Jestlize pfedpokladame, Ze od urcitého celého
K > 0 pocinaje je r, = 0, lze y(s) napsat ve tvaru kone¢ného algebraického vyrazu.

Tento pfipad je pfimym zobecnénim piedchoziho odstavee. Necht
OSSR ZE...ZER(y=Rgy=...=8=1.
Pak vyraz (13) pfepiSeme ve tvaru
(17)
|
Wils) = ! - 94 _ - Ox -2 I
]1 to S o S L4 ogo1 + — — 0y X(5)
i cit cu | cu
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kde

1 i ’
X6) = J.o e |
|+ of + — {l+g,/3+i
T e
Odtud dostavame pro X(s) rovnici
X(s) = : ,
L+ 0f + = — 0B X(s)
ept
jejiz feSenti
/ ; 2
\l +Q/5+W) /(l + of + - ») —4@/{,
X(s) = = 208 -

po dosazeni do (17) dava hodnotu funkce ,(s).

Z prvnich K — 1 rovnic soustavy (3) spodteme pak funkce (s
Laplace-Stieltjesovu transformaci distribué¢ni funkce celkové dob

jednak ze vztahu (5)
K
W(S):]*H'FH(I_QZ 1= R ) wuls) +

), -

K o
+ 1Y o*r ls) + IT{1 ~0) (1 ~[3 Y g" VAR
K=1 =K+

a ze vztahu (6)

Y(s) =1 -1 ; Z 0" () . i oM (s) .
Ak=1 A k=K+1

Sime-li 7 (). mé
Vylou¢ime-li z obou vyrazii ) o* 1, (s), mame
k=K+1

Wk(s). Pro
é kdm mame

w(;)[l + (1 =) (i —/f)"‘J: I =11+ (1 =) (1 —/;)‘“

K
+ 11 Zé’k—l[(l —0)p — Ry + QRk] '//k(s) .
k=1
Inversi Laplace-Sticltjesovy transformace dostaneme odtud distribuéni f

5. Predbihani s pravdépodobnostmi r, = [k{k + 1)]™'. Pro tento

unkci w(r).

pfipad mame

o = 0. k/(k + 1). Vynasobme k-tou rovnici soustavy (3) &islem (k + 1) z¥ a sedtéme.

Zavedenim funkce

- kglzk ¥l(s)
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obdrZime diferencialni rovnici

(18) [—:2+<1+g+—s—>z—g]ﬁ-6(z,s)+
cu 0z

+[— 2z +<1 +i> +QJG(2,S)=2:,
cp z

k niZ pristupuji okrajové podminky

G(0,5) =0, G(z,0) = —-

l — z

V tomto znadeni je

(19) : W) =111 Gle,s).

Druhy moment &ekaci doby Ey? Ize z rovnic (18) a (19) ur¢it jako

g o 2 1=e2 g 1=
(eu =22 1 —op )

kde Ey’? je druhy moment doby ekani pro fadny reZim.
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Pe3rome

OJHA CIELMWAJIBHASA AVWCLHUITIVIMHA OXWIAHUSA
B CUCTEME MACCOBOI'O OBCJIYXWBAHUA

OJIBAPXHMNX BAIWMYEK (Oldfich Vasicek)

ABTOp 3aHNMaeTCs B CTaThe CUCTEMON MaccoBoro obciyxuBaumsi TMma M/M/c
CO ClIeAyIolLei TUCHUIIMHON OXHAAHHS: KaXAbli MOTpeOUTENIb CTAHET Cpaly Xe
mocje nmpuxona Ha k-oe MecTo B oudepedu ¢ BEPOATHOCTBIO 1y, 1 = k= [, roe | —

1
~ JUIMHA OYEPEIM, ¥ C BEPOATHOCTbIO 1 — Y r, Ha caMblil KOHel ouepedu. 31ech
k=1 o0

— JaHHasl TIOCJIeJIOBATEJIbHOCTh BEPOSITHOCTEH, Z r, = 1. CocraBieHbl

TisTasene
k=1
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ypaBHEeHUS 17tsl QYHKIMK pactpeesieHist w(f) BBDKHIATEIbHOIO BPEMEHH y, M IOKa-
3aHO CYLLECTBOBAHME U OJHO3HAYHOCTE pelleHust. [IpeoGpa3osanue Jlammaca-Cruiib-
Theca Y(s) pyuxinu w(r) mano coorHowenueM (5), wim ke (6), rae Y, (s), k = 1,2, ...
cyTh npeobpasosanus Jlantaca-CTUIbTbeca BbDKHAATENILHOTO BPEeMeHH k-0ro 110-
Kynmatesist B OYepe/id, @ = A/ci — MHTEHCHBHOCTb paboTbl, /I — BEPOSITHOCTH OXH-
nanus. Juis ,(s) crmpasenmmsa cucrema (3). OtTcioga GbUIO MOJYYEHO BbIpa-
xenue (13) uist Yy(s). dyskuns w(r) GbUIa HCCIeOBAHA B CIEAYIOIMX YACTHBIX
cayvasx: l.ry =r, = ... =0;2.ry =1, ry, =ry = ... =0;3.r; =% ry = ry =
= ... = 0. BbuIM MoJIy4eHbl HEKOTOpBIE pe3yJIbTaThl M B cilydae, koraa r, = 0 mpu
k> K, u B cysae 1, = [k(k +1)]7". dns BapuantHocTH Dy BBOKMAATENLHOTO
BpeMeHH GBbLIO /I0KA3aHO, YTO CITpaBe/IMBO HepaseHceTso (11), rae y', y” o3Hauator
COOTBETCTBEHHO BPEMsl OXMWIAHUSL NMPH OOCIYXKHMBAHUH B MOPSAKE MPUXOAOB HIIH
B 00paTHOM TNopsake.

Summary
ON A SPECIAL QUEUE DISCIPLINE

OLDRICH VASICEK

This article deals with the M/M/c queueing system with the following queue disci-
pline: if an arriving customer finds a queue of length [ > 0, he occupies the k-th rank
in the queue with probability r,, k = 1,2, ..., I, and the (k + 1)-st one with probabi-

1

lity 1 =Y r, where r{, 7y, 13, ... is a given sequence of nonnegative numbers,
o k=1

Y r, < 1. Thereafter, no changes occur in the queue.

k=1

Let 1 be the parameter of the arrival process and u the parameter of the service
time distribution, so that ¢ = A/cu is the traffic intensity. The differential equations
for the distribution function w(r) of the waiting time y are set up, and the existence and
unicity of their solution established. The Laplace-Stieltjes transform y(s) of w(r)
satisfies (5) and (6), where ¥,(s), k = 1, 2, ..., is the Laplace-Stieltjes transform of the
waiting time distribution of the customer actually k-th in the queue, and IT is the pro-
bability of having to wait at all. The y,(s) satisfy (3). Hence the expression (13) is
deduced, yielding a continuous fraction for (). The explicit solution w(t) has been

obtained in the following special cases: 1) ry = r, = ... =0 (first-come-first-served
system); 2) ry =1, r, = ry = ... = 0 (last-come-first-served system); 3) ry = 9,
r,=r3=...=0,0<3 < l. Some results are given concerning the cases where

r, = 0for k> K, and r, = [k(k + 1)]7".

It is also shown that the variance Dy of the waiting time satisfies inequality (11),
where y” and y” are waiting times for the same system but with the normal and inverse
queue disciplines, respectively.

Adresa autora: Oldrich Vasicek, Ustav teorie informace a automatizace CSAV, VySehradska 49,
Praha 2.
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