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SVAZEK 10(1965) A P L I K A C E M A T E M A T I K Y ČÍSLO 2 

ÜBER EINIGE NEUERE ENTWICKLUNGEN 
BEI DIFFERENZENVERFAHREN FÜR RANDWERTAUFGABEN 

PARTIELLER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 

L. COLLATZ 

In den letzten 20 Jahren sind Differenzenverfahren in sehr großem Maße zur 
näherungsweisen Lösung von Randwertaufgaben eingesetzt worden. Bei vielen 
Problernen, insbesondere bei nichtlinearen Aufgaben und bei Vorhandensein kom
plizierterer Ränder und Randbedingungen ist das Differenzenverfahren oft das einzi
ge, praktisch brauchbare Näherungsverfahren. Durch den Einsatz von Großrechen
anlagen und die Entwicklung besserer Iterationsverfahren wurde es möglich, die 
dabei auftretenden Gleichungssysteme für n Unbekannte auch für Werte von n in der 
Größenordnung von 104 bis 105 zu behandeln. Solche Werte von n treten auf, wenn 
man feinere Gitter verwendet, oder wenn man mehr als 2 unabhängige Veränderliche 
hat. Bei diesen großen Gleichungssystemen werden die Fragen nach der erzielbaren 
und garantierbaren Genauigkeit von großer Wichtigkeit; obwohl sich viele Personen 
mit diesem aktuellen Gebiet beschäftigt haben, kann für die fundamentalen Probleme 
bei Genauigkeitsuntersuchungen wohl noch nicht von einer befriedigenden Klärung 
gesprochen werden; vergleiche Nr. 5. Man hat allerdings mit Hilfe funktionalanalyti
scher Methoden schon manchen schönen Erfolg verzeichnen können. Es sei daher hier 
gestattet, zu versuchen, einen Überblick über die gegenwärtige Lage und über 
wünschenswerte weitere Forschungen auf diesem Gebiet zu geben, wobei vielfach, 
gewissermaßen zur Illustration, spezielle Fragen herausgegriffen werden sollen. 

I. AUFSTELLUNG VON DIFFERENZENVERFAHREN, 
INSBESONDERE MEHRSTELLENVERFAHREN 

Der Differentialgleichung Fu = 0 für eine Funktion u(xi,x2 xtn) wird im 
Normalfall eines regulären kubischen Gitters der Maschenweite h ein System von 
Diffcrenzengleichungen Fh uSh) = 0 für eine Gitterfunktion ./(/,) gegenübergestellt und 
entsprechend den Randbedingungen Ru = 0 [im allgemeinen ist R ein Vektor] ein 
System von Gleichungen Rh u{ } — 0; die Aufstellung geeigneter Randoperatoren Rh 

kann bei gekrümmten Rändern besondere Sorgfalt erfordern, vgl. Albrecht-Uhlmann 
[57]. Uhlmann [58]. Über die Aufstellung von Differenzenverfahren, d.h. der Opcra-
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toren Fh und Rh, gibt es viele zusammenfassende Darstellungen, vergleiche etwa 
Forsythe-Wasow [60], Collatz [60], Worobjow [61], SauPjev [64] und andere, so 
daß hier nicht darauf eingegangen werden soll. 

Bei der überwiegenden Mehrheit der auf Rechenanlagen behandelten Aufgaben 
wird das sog. ,,gewöhnliche Differenzen verfahren" verwendet; es sei daher bei dieser 
Gelegenheit auf die nach Ansicht des Verfassers viel zu wenig benutzten verbesserten 
Differenzenverfahren hingewiesen. Es gibt hier 2 Arten: 

1) Man kann Differenzenformeln mit höherer Approximation durch Benutzung 
weiterer Nachbarpunkte verwenden (ein Beispiel hierfür gibt der Stern (33)). 

2) Man kann die Differentialgleichung an mehreren Gitterpunkten heranziehen 
und erhält das Mehrstellenverfahren mit seinen Varianten, Stüssi [35], Mikeladze 
[40], Zusammenfassung bei Collatz [60] und anderen. 

Für die numerische Rechnung haben sich die Mehrstellenverfahren sehr bewährt. 
Man hat bei ihnen den Vorteil, daß man entweder bei vorgeschriebener Genauigkeit 
mit weniger Gitterpunkten, also kleineren Gleichungssystemen auskommt, oder 
aber, daß man unter Ausnutzung der Kapazität der Rechenanlage bei gegebener 
Zahl von Gitterpunkten genaure Resultate erhält. 

Mehrstellenformeln für den Laplace'schen Operator Au in 2 und 3 Dimensionen 
bei regulären Gittern finden sich bei Collatz [60]; bei Kugel- und Zylindersymmetrie 
und bei Rechtecksgittern (verschiedene Maschenweiten) bei Albrecht [62]; es sei 
hier von seinen zahlreichen Formeln als Beispiel nur die folgende, sehr nützliche 
Enorme 1 für 

(0 Лu = 
1 ÕU 

cr 

bei Kugelsymmetrie an der Gitterpunktsstelle r = ph genannt: 

b0 ~ ЬíP + b2p
2 a0 + a2p

z bo + biP + b2p
2 {u} + 

+ в0 - BlP + BlP

2 A0 + AlP

2 в0 + BlP + BlP

2 {h2Лu} « 0, 

a0 = 8k(k + 2) (k - 3) = - 2 b 0 , a2= 96(k + 2) = - 2 b 2 , 

b1 = -24(k + 2)(k - 1) = - 1 2 B ! , 

A0 = 2(k + 4) (k - 3), A2 = 40(k + 2) = 10B2 , B0 = k(k - 3) , 

dort stehen auch Mehrstellenformeln für Aw — du/dt. Für diePlattengleichung AAu = 
= r(x, y) finden sich Mehrstellenformeln bei Zurmühl [57], für parabolische Glei
chungen bei Albrecht [57]. Engeli [62] ermöglicht die Aufstellung von Mehrstellen
formeln in beliebigen Fällen, auch bei veränderlichen Koeffizienten der Differential
gleichung, indem für jeden inneren Gitterpunkt ein Gleichungssystem gelöst wird, 
welches den Taylor-Abgleich bis zu einer bestimmten vorgegebenen Ordnung sichert. 
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Diese Methode kann auch in Form, eines Programms in eine Rechenanlage eingege
ben werden; natürlich fällt das Programm im allgemeinen Fall etwas kompliziert aus. 

Man kann das Mehrstellenverfahren nun noch flexibler gestalten und rationeller 
durchführen, indem man nicht mit einheitlicher Maschenweite h rechnet, sondern mit 
verschiedenen Maschenweiten, und zwar mit kleineren 
Maschenweiten dort, wo stärkere Änderungen der 
Funktionswerte zu erwarten sind (z.B. in der Nähe 
von einspringenden Ecken und dergleichen). Man 
braucht dann Übergangsformeln an den Stellen, wo 
die Gitter mit verschiedenen Maschenweiten zusammen
kommen. Das sei am Beispiel des Mehrstellenverfahrens 
für eine Differentialgleichung, in der u(x, y) und Au auf
treten, erläutert. Abbildung 1 zeigt ein Gebiet, in wel
chem Gitter mit den Maschenweiten h und 2/7 anein
anderstoßen. Man braucht dann für den Punkt A eine neue Mehrstellenformel; eine 
solche lautet z.B. bei Verwendung der in der Abbildung 1 markierten Gitterpunkte: 

ĄA 

Abb. 1. 

5 20 lOťт - 1 + 2ťт 

20 - 1 0 4 + 8ťт 36 - 32гт 

- 1 + 2tт 5 20 Юťт - 1 + 2tт 

w 

0 

-5a - 3 2 -

ö 

- 2<) ~ Ш 

- 2 - ö -- a 0 0 

-5a - 3 2 -

ö 

- 2<) ~ Ш 12 + гò - 19rт 

0 

0 ö - 2 - o -- a 0 

{lґ.íti} « 0 

wobei ö und a beliebig sind; bei Taylor-Entwicklung werden alle Glieder bis zu den 

partiellen Ableitungen 4. Ordnung einschließlich abgeglichen. 

Für G = 13 und O~ — 5T erhält man die einfachere Formel 

1 4 26 5 

4 0 - 76 

1 4 26 5 

W + 

0 

- 1 3 

0 

т - 3 - т 0 

0 

0 

- 1 3 

0 

30 - 2т 

т 

- 4 7 + 2т 

- 3 - т 

0 

0 

{lr.iu} X 0. 
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Die Koeffizienten von u als Elemente einer Zeile einer Matrix T = (tJk) erfüllen die 
Bedingung (32), sodaß man hiermit (etwa für diePoissonsche Gleichung) Gleichungs
systeme aufstellen kann, die zu Matrizen monotoner Art gehören. 

Beispiel: Mit dieser Methode wurde das Torsionsproblem für einen winkel
förmigen Querschnitt behandelt; der Querschnitt setzt 
sich aus 3 Quadraten der Länge 1 zusammen (wie in 
Abbildung 2) und wurde in der Nähe der Ecke E mit 
einem feineren Gitter der Maschenweite h = 1/N und 
sonst mit einem gröberen Gitter der Maschenweite 
2h = 2/N überdeckt; (Abbildung 2 ist für N = 8 ge
zeichnet). Die Tabelle gibt die Näherungswerte in den 
Punkten P und Q, und zwar in den ersten 3 Spalten 
nach der hier beschriebenen Methode (Rechnung mit 
2 verschieden feinen Gittern, und zwar wurde jeweils 
dasselbe Gebiet, nämlich das Trapez PEFG mit einem 
feineren Gitter überzogen) und in den letzten 2 

Spalten nach der sonst üblichen Methode (das ganze Gebiet wird mit einem einheitli
chen Netz der Maschenweite 1/N überzogen). 

aл 
E Г 

aл 1:1 
~/\ G 

z i 
Abb. 2. 

1 Rechnung mit 2 verschied. 
Gittern 

Rechnung mit einem 
eiпheitlichen Gitter 

* = 
\ i 

8 16 32 

438 

8 16 

Anzahl der Unbekannten (bei Aus-
nutzung der Symmetrien) 24 

0,137890 

0,102473 

105 

0,143143 

0,108236 

32 

438 84 360 

Näherungswert in P 

24 

0,137890 

0,102473 

105 

0,143143 

0,108236 

0,143752 0,141643 0,143151 

Näherungswert in Q 

24 

0,137890 

0,102473 

105 

0,143143 

0,108236 0,109360 0,105482 0,108246 

Vergleicht man diese Zahlen für N = 16 bei beiden Methoden, so sieht man, daß 
sie ungefähr die gleiche Genauigkeit haben (die Methode mit einheitlichem Gitter 
ist ein klein wenig genauer), aber mit einheitlichem Gitter hat man 360 Unbekannte, 
bei zwei verschiedenen Gittern nur 105 Unbekannte. Dafür ist die Methode mit 
einheitlichem Gitter einfacher zu programmieren. 

Eine ganz andere Art, die Genauigkeit beim Differenzen verfahren zu erhöhen, 
besteht darin, mit 2 verschiedenen Maschen weiten h und h' zu rechnen und aus den 
erhaltenen Näherungen neue Werte zu extrapolieren, etwa mit Hilfe der Richardson 
Extrapolation, vergleiche Ljusternik [47], Birman [50] und Stettcr [64]. 
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2. VERSCHIEDENE ITERATIONSVERFAHREN, 
BENUTZUNG VON VEKTOR- UND MATRIXNORMEN 

Für lineare Probleme sind schon umfangreiche Theorien entwickelt worden. Es 
ist gerade in den letzten Jahren gelungen, Fehlerabschätzungen und Konvergenz
beweiseauf eine einheitliche funktionalanalytische Quelle zurückzuführen, wobei sich 
auch für die praktische Rechnung Verbesserungsmöglichkeiten ergaben. Die beiden 
grundlegenden Sätze der Funktionalanalysis, die dabei Anwendung finden, sind der 
Kontraktionssatz und der Schauder'sche Satz (bzw. in endlich dimensionalen Räumen 
der Brouwer'sche Satz). Es genügt hier, Banach'sche Räume zugrunde zu legen. 

Der Kontraktionssatz (Der Satz wird hier nur in einer ganz speziellen Form aus
gesprochen). In einem Banach'sehen Raum R sei die Gleichung 

u — Tu 

vorgelegt: der Operator Tsei in einem vollständigen Teilraum F von R definiert und 
es gebe eine Konstante [die „Lipschitz-Konstante") K < 1 mit 

(4) ||Tv - Tvv'H = K\\v - w|| für alle i\ we F . 

Die Iteration 

(5) uH+l = Tu,, (// = 0 , 1 , . . . ) , 

ausgehend von einem Element u0 e F, sei in F unbeschränkt ausführbar. Dann 
besitzt die Gleichung u = Tu in F genau eine Lasung u; die un konvergieren gegen u 
und es gilt die Fehlerabschätzung (6) 

(6) ||u - //„|| £ --"- ||u, - » o | | (» = 0 . 1 ,2, . . . ) . 

I — K 

Bei dem beim Differenzenverfahren auftretenden linearen Gleichungenssystem 

(7) Ax = r 

(x gesuchter Vektor der Näherungswerte, r gegebener Vektor, A gegebene Matrix) 
wird die Matrix A in der Form geschrieben 

(8) A = AL + AR + D 

(A, linke untere Dreiecksmatrix, AR rechte obere Dreiecksmatrix, D Diagonal
matrix); z.B. habe A die Elemente ajk und AL die Elemente //Jk, so ist 

_ \ajk r^i- j > k , 
Jk [0 für j ^ k . 

Beim Iterationsverfahren in Einzelschritten wird eine folge \on Näherungsvektoren 
x0, v, , ... bestimmt nach 

(9) ( , 1 , + D).v l + I + ARxk = /• (k = 0 , 1 , . . . ) . 
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während man bei der overrelaxation, Young [54], mit einer Konstanten CD nach 

(10) (toAL + D) xk+l = [(1 - CD) D - coAR] xk + cor (k = 0, 1, ...) 

rechnet. Für CD = 1 geht die overrelaxation in das Einzelschrittverfahren über. 
Inzwischen sind zahlreiche Varianten der overrelaxation aufgestellt worden, ver
gleiche z.B. Nr. 3, die Blockiteration von Hagemann-Varga [64] usw. (10) hat die 
Form der Iteration (5). Unter Verwendung der weitentwickelten Theorie der Vektor-
und Matrixnormen (vgl. Householder [64]) kann man folgende Fehlerabschätzung 
aufstellen: 

Mit y = 1 — co~~l lautet (10), falls A nichtsingulär ist, 

(11) xk+l - x = B(xk+l - xk) mit B = A~x[yD - AR] ; 

daraus folgt 

(12) | |xk + 1 - x | | rS H | |x t + 1 -xk\\ (k = 0, 1,...). 

Die Diskussion läßt sich sehr viel weiter durchführen, wenn man das Gleichungs
system (7) in der Gestalt 

(13) x = Sx + s 

schreibt und S als,,zweifach zyklisch" annimmt, d.h. S habe die Gestalt, Varga [62], 

/ 0 S2 \} nl Zeilen , . 
S = — ) } l (n1 + n, = /?) 

V S, 0 / } n2 Zeilen 
/7j Spal- n2 Spal

ten ten 

und 5 sei hermitesch. Die beim Differenzenverfahren auftretenden linearen Glei
chungssysteme erfüllen oft diese Bedingungen. 

Nun werde noch ||S|| ^ t < 1 vorausgesetzt. Verwendet man als Vektornorm die 
Euklidische Länge eines Vektors und als Matrixnorm die Spektralnorm (die Spektral
norm (j(C) einer Matrix C ist die positive Quadratwurzel aus der größten charakteri
stischen Zahl der Matrix C'C), so hat man, Albrecht [61], für 0 < OJ < 2 die Kon
vergenzaussage für die overrelaxation und die Fehlerabschätzung (12) mit dem Wert 
||B 1| = Z, wobei sich Z mit O = l — 2y aus 

(14) 2Z(l - t2) = [Q
2t2 + /4 + 4y2(l - t2)f + [o2t2 + / 4 P 

berechnet. 

3. ANWENDUNG DES KONTRAKTIONSSATZES 

Für größere Gleichungssysteme des DifTerenzenverfahrens ist das Verfahren der 
alternierenden Richtungen von Peaceman-Rachford 1955 entwickelt worden und 
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auch dieses Verfahren ordnet sich in die allgemeine Theorie der Iterationsverfahren 
und des Kontraktionssatzes ein. Der Einfachheit halber werde es für 2 unabhängige 
Veränderliche x, y, also für Funktionen U(x, y) beschrieben. Die elliptische Differen
tialgleichung laute 

(15) - -?- (a(x, y) Ux) - ^ (c(x, y) Ur) + d(x, y) u = r(x, y) 
dx öy 

mit den Abkürzungen 

Ux = + , U, = ']U, H = - * (a(x, y) ?-) , V = - -f - (c(x, y) ° 
dx < y dx \ dx) cy \ dy 

D = cl(x, y) , 

oder kurz 

(16) HU + VU + DU = r . 

Dieser Differentialgleichung wird die DifTerenzengleichung (Vektor // der unbekann
ten Näherungswerte) gegenübergestellt 

(17) Hu + Vu + Du = r . 

Bei dem Verfahren der alternierenden Richtungen bestimmt man nun eine Folge 
von Näherungen //0, //,, w2, ... für // nach der Vorschrift (E = Einheitsmatrix), 

/ 1 8 ) ttH + D + QkE) u2k+ , + (V - 6kE) u2k \ = r {j< = () t 

\(V+ D + QkE)u2k + 2 + (// - QkE) u2k+l] = r '* 

wobei über die Konstanten Qk noch verfügt werden kann. Wiederum der Einfachheit 
halber sei im folgenden Qk = Q = const. und zwar sei O > 0. 

F7ürdie Fehler f;2Ä. = u2k — u und die Größen r\2k — (V + D + QE) s2k(k = 0, V...) 
gilt dann 

(19) nn + 2 = H*V*,hk 

m i t 

(20) H* = (H - OL) (H + D + OE)~' und V* = (V - OE) (V + D + OL)"1; 

es wird somit 

(20 Ik2fc+2|| -= II"* II IMI I M -
Nach Habetier-Wachspress [61] kann man den kontrahierenden Charakter der 

Matrizen H*, V* zeigen, wenn man eine besondere Vektornorm nach (22) verwendet, 
und damit ordnet sich die Theorie dem Kontraktionssatz unter, Albrecht [64], so 
daß man dann mit einem Schlage Konvergenzbeweis und Fehlerabschätzung hat. 
Es gilt der Satz: 
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Die reellen Matrizen S znd P mögen die Voraussetzungen erfüllen: S = S' 
(d.h. S ist symmetrisch), v Sv > 0 und v'(P' + P) v > 0 für beliebige reelle Vekto
ren v + 0; bei der Vektornorm 

(22) H = iys- ,«>r : 

gilt dann für die ihr zugeordnete Matrixnorm 

,23) ||(P-s)(r + s)-1.supl<p- s><; + ^ l -
Ilvll 

||(P - S) w\\ 
= sup -^ ;- < 1 . 

w*0 ||(P + S) W|| 

Setzt man in (20) P = H + -VD, S = OL + -JD, so wird H* = (P - S) (P + S)~ ! ; 
bei elliptischen Differentialgleichungen und für O > 0 ist dann S positiv definit und 
nach dem genannten Satz läßt sich ||H*|| < 1 und ebenso ||V*|| < 1 zeigen. Über 
die zweckmäßige Wahl der Parameter gk weiß man noch sehr wenig. Für einfache 
Bereiche, wie z.B. ein Rechteck, kann man sich wohl einen Überblick verschaffen, 
vgl. Varga [62], aber bei komplizierteren Bereichen scheint man bisher mit den Unter
suchungen noch nicht durchgekommen zu sein. 

Der Gedanke, mit einer anderen Vektornorm anstatt mit der Euklidischen Norm 
zu arbeiten, führt auch bei der overrelaxation (10) zum Ziele, wie in dem Fall D = E 
(durchdividiertes Gleichungssystem) gezeigt sei (Albrecht [64]); Gleichung (10) läßt 
sich schreiben als 

(24) xk+l = K(co) xk + f = [E - OJL(CO)] xk + r 

mit 

L(OJ) = (£ + cOAL)_1 A 

wobei r von eo, aber nicht von xk abhängt; die Matrix A werde als symmetrisch und 
positiv definit vorausgesetzt. Hier erhält man nun bei Verwendung der Vektornorm 

(25) |H| = [v'Avf 

für die ihr zugeordnete Matrixnorm 

j|K(co)v|| _ 
(26) Ilк(ш)l! = S U P -

= sup 1 - æ(2 
wФO |_ 

M) [L(W) W]' [L(co) w] 

\v'Aw 

für 0 < o) < 2. 
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4. MONOTONIEAUSSAGEN UND ANWENDUNG 
DES BROUWER'SCHEN SATZES 

Eine andere zur Lösung der DifTerenzengleichungen in neuerer Zeit häufig einge
schlagene Richtung benutzt die Theorie der monotonen Operatoren. Definitions
bereich D und Wertebereich eines Operators T mögen in halbgeordneten Räumen 
liegen. Dann heißt der Operator T monoton, wenn v ^ w zur Folge hat Tv 51 Tw für 
alle v, w e D; der Operator Theißt von monotoner Art, Collatz [52], wenn Tv 51 Tw 
zur Folge hat v 51 w für alle v, w E D. 

Bei einem Operator monotoner Art That man zur Lösung einer Gleichung Tu = r 
die sehr bequeme Möglichkeit der Einschließung: hat man zwei Näherungen v{ 

und v2 mit Tv{ 51 r 51 Tv2,so gilt, falls eine Lösung u existiert, vt 5i u 51 v2. DifTeren
zengleichungen bei Randwertaufgaben elliptischer Differentialgleichungen haben 
nun sehr oft eine Matrix, welche das sogenannte ,,seh wache Zeilensummen krite-
rium" (32) erfüllt und welche, als Operator aufgefasst, einen Operator monotoner 
Art bedeutet, (Collatz [60], S. 348). Man hat daher hier sehr einfache Möglichkeiten, 
Fehlerabschätzungen für die Lösung der DifTerenzengleichungen durchzuführen. 

Häufig hat man bei monotonen linearen Operatoren auch die Möglichkeit der 
Konvergenzbeschleunigung: In einem halbgeordneten Raum ist ein Intervall <v, w) 
die Menge aller Elemente z mit v 51 z 5i w, wobei v 5̂  w vorausgesetzt ist. Da man 
bei den Differenzgleichungen mit endlich dimensionalen Räumen arbeitet, kann man 
anstelle des Schauder'schen Satzes den BrouweVschen Satz heranziehen, der in diesem 
Spezialfall folgendes besagt: Bildet ein Matrixoperator T ein Intervall / in sich ab, 
so enthält / (mindestens) einen Fixpunkt u mit Tu = u; Schröder [59] fragt nun nach 
solchen Intervallen / mit der Eigenschaft TI c: /. Albrecht [62a] verwendet den 
Brouwer'schen Satz zu einer Extrapolation: Für das Gleichungssystem 

(27) (E - V) u = Tu + r 

(E Einheitsmatrix, V und T gegebene Matrizen, r gegebener Vektor, u gesuchter 
Vektor) wird das Iterationsverfahren 

(28) ( E - V)i,n+I = f M „ + r (n = 0 , 1 , . . . ) 

aufgestellt; E — Vsei von monotoner Art und T sei monoton; für die Differenzen 

(29) Sn = un~ un„x (n = 1,2,...) 

gelte 

(30) 0 < S2 < S{ . 

Man bestimme m, M mit 0 < m 5̂  M < 1 so, daß mS{ 51 S2 51 M6{ gilt; dann liegt 
eine Lösung u von (27) im Intervall 

m . M 
31 / = ( U2 + -Ö, , Uo + ^2 

1 - m " " 1 - M 
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Bei den Differenzengleichungen der Randwertaufgaben beobachtet man oft eine 
langsame, monotone Konvergenz bei Iteration in Gesamt- oder in Einzelschritten, 
und die Voraussetzung (30) ist dann in der Regel erfüllt; es besteht ein enger Zu
sammenhang zwischen dem ,,O*2-Prozess" von Aitken [50] und der Formel (31), 
jedoch fehlt für die Formel von Aitken eine Fehlerabschätzung, während (31) neben 
der Konvergenzbeschleunigung eine exakte Einschließung liefert. Albrecht [62a] 
untersucht auch Fälle, in denen der Operator nicht monoton ist. 

J. Schröder [59] erweiterte die Theorie auf den Fall, daß der Matrixoperator Tdie 
Form hat T = Tr — T2, wobei Tl und T2 monoton sind. Jede reelle Matrix T hat 
diese Gestalt. Er gibt Voraussetzungen für die Anfangsvektoren an, derart, daß man 
dann Einschließungsintervalle für Lösungsvektoren erhält (vgl. auch die Darstellung 
bei Collatz [64]). Die Frage, wie man auf einfache Weise Ausgangsvektoren für die 
Iteration so bestimmen kann, daß die Voraussetzungen der Schröder'schen Theorie 
erfüllt sind, wird in Untersuchungen von Braess [62] und Schmidt [64] verfolgt. 

Wegen der großen Vorzüge der monotonen Operatoren für Fehlerabschätzungen 
sind diese in neuerer Zeit viel untersucht worden; auch beim Mehrstellenverfahren 
liegen häufig solche Operatoren vor. 

Beim gewöhnlichen DifTerenzenverfahren kann die monotone Art der Koeffizien
tenmatrix T = (tjk), wie oben angedeutet, oft mit Hilfe des hinreichenden Kriteriums 
gezeigt werden: Es sei 

(32) tjj > 0, tjk g 0 für j * k, t tj* = s/> 
fc=l 

alle Sj g: 0, mindestens ein Sj > 0, Tnicht zerfallend; 

dann ist Tvon monotoner Art. Bramble und Hubbard [64] beweisen nun auch die 
monotone Art von gewissen Matrizen, bei welchen die tjk für j 4= k verschiedene 
Vorzeichen haben; z.B. kann auf diese Weise das DifTerenzenverfahren höherer Appro
ximation, bei welchem Au durch den Stern ersetzt wird 

1 - 1 
16 \ 

- 1 16 - 6 0 16 --1 

1 16 

- 1 
/ 

(33) — -
V ; 12h2 

erfasst werden und in der genannten Arbeit wird auch für die zugehörige Matrix 
die monotone Art bewiesen. 

5. AUSBLICK AUF WEITERE FRAGEN 

So sind bei den Netzmethoden auf verschiedenen Wegen schöne Fortschritte 
erzielt worden, aber einige der großen Probleme sind ungelöst geblieben. Die wich-
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tigste Frage ist wohl die nach der Genauigkeit der Differenzenlösung, d.h. man möchte 
den Fehler der Differenzenlösung gegenüber der Lösung der Randwertaufgabe 
abschätzen können, und hier sind wir von einer wirklich befriedigenden Lösung 
noch etwas entfernt. Wohl sind immer wieder Versuche gemacht worden, Schranken 
für diesen Fehler, z.B. mit Hilfe von Schranken für gewisse höhere Ableitungen der 
Lösungsfunktion, zu gewinnen. Es sind auch schon Beispiele durchgerechnet worden, 
bei denen man auf diese Weise zum Ziel kommt; aber sowie die Bei
spiele ein wenig komplizierter werden, versagen diese Methoden. 

Es seien auch andere Methoden erwähnt, Fehlerabschätzungen 
für das Differenzen verfahren aufzustellen, z.B. die Hyperkreis-
methode von Synge [57]. Eine weitere Möglichkeit, den Fehler 
abzuschätzen, (Varga [64], Birkhoff-de Boor [64]), ist die 
folgende: 

Bei einer bestimmten Gitterweite h liefert das Differenzenver
fahren in den Gitterpunkten Näherungswerte u(h). Es wird nun Abb. 3. 
(etwa bei einer Differentialgleichung 2. Ordnung und 2 unabhän
gigen Veränderlichen) eine mit stetigen Ableitungen bis zur 2. Ordnung einschließlich 
versehene Funktion v(x, y) (d.h. eine Funktion aus der Klasse C2) bestimmt, 
welche in den Gitterpunkten die Werte u{h) annimmt. Setzt man v in die Rand
wertaufgabe Fu = 0, Ru = 0 ein, so entstehen gewisse Defekte Ot = Fv, O2 = Rv; 
in vielen Fällen, z.B. bei der 1. Randwertaufgabe der Potentialtheorie, kann man 
aus diesen Defekten SUS2 eine Schranke für den Fehlerbetrag |v — u\ herleiten 
(vgl. Collatz [60], S. 399ff), ohne daß Schranken für die Lösungsfunktion oder ihre 
Ableitungen benötigt werden. Es kommt hier also darauf an, eine interpolierende 
Funktion v(x, y) e C2 aufzustellen. Das gelingt, wenn der Rand des Bereiches sich 
aus Stücken von Gittergeraden zusammensetzt; bei der Konstruktion von de Boor 
[64] wird dabei jedes Gitterquadrat in 5 Teilbereiche nach Abb. 3 zerlegt und v(x, y) 
in jedem dieser Teilbereiche durch eine bikubische Funktion (ein Polynom vom 
Gesamtgrad ^ 6, welches in x und y je für sich einen Grad g 3 hat) dargestellt. Nu
merische Erprobungen finden zur Zeit statt. 

Eine weitere sehr wichtige Frage lautet: Man beobachtet oft, daß die nach dem 
Differenzenverfahren berechneten Näherungen durchweg kleiner oder durchweg 
größer sind als die Lösung der Randwertaufgabe. Kann man einfache hinreichende 
Bedingungen für diese Erscheinung angeben? Ferner sind Fälle bekannt, in denen das 
gewöhnliche Differenzenverfahren kleinere und ein Mehrstellenverfahren größere 
Werte lieferte als die Lösungsfunktion. Kann man einfache Klassen xon Problemen 
angeben, bei denen diese Erscheinung garantiert werden kann? Dann hätte man eine 
ideale Möglichkeit der Fehlerabschätzung. Ähnliche Fragestellungen ergeben sich 
auch beim Differenzenverfahren für Eigenwertaufgaben, wo schon einige schöne 
Teilergebnisse vorliegen, so daß man die Hoffnung hegen kann, daß man eines 
Tages auch für die fundamentalen mathematischen Probleme beim Differenzen
verfahren für Randwertaufgaben mehr Erfolg als bisher wird verzeichnen können. 
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