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SVAZEK 13 (1968) APLIKACE MATEMATIKY ClsLo 4

UBER UNIVERSAL OPTIMALE QUADRATURFORMELN

Ivo BAaBUSKA

(Eingegangen am 15. Juli 1967.)

EINLEITUNG

Das Problem der optimalen Quadraturformeln, allgemein das Problem optimaler
Approximationen linearer Funktionale, steht heute im Mittelpunkt des Interesses.
Viele Arbeiten beschéftigen sich mit den Eigenschaften dieser optimalen Approxi-
mationen. Vgl. z.B. [1]—[5] und viele andere. In diesen Arbeiten wird das Problem
der Optimalitdt relativ zu einem fest gewihlten Raum untersucht. GroBtenteils
handelt es sich um Sobolevsche Rdume. Die optimale Formel und ihre Fehler-
abschitzung hiingen von dem jeweils gewidhlten konkreten Raum (z.B. Sobolevschen
Raum) ab. Es laBt sich zeigen, dafB3 diese Abhidngigkeit sehr stark ist. Dabei ist,
vom Standpunkt der numerischen Praxis die Wahl des Raumes sehr problematisch.
Es kommt zur Unstabilitdt der SchluB3folgerungen tiiber diec Vorteile der optimalen
Methode in der Praxis. Vgl. [6]. In [7] und [8] wurde der Begriff einer universalen
Optimalitdt eingefiihrt. Der Sinn besteht darin, daf3 die universal optimale Formel
,anndhernd in einem genau definierten Sinne genauso effektiv ist wie die optimale
Formel, jedoch unabhingig von der Wahl des Funktionalraumes der gegebenen
Klasse von Radumen.

Diese Arbeit beschéftigt sich mit der universalen Optimalitét fiir die Integration
periodischer Funktionen. In Kapitel I werden die Eigenschaften der periodischen
Rdaume untersucht. In Kapitel II werden einige Begriffe eingefiihrt und die Formu-
lierung des Problems angedeutet. Kapitel III behandelt das Problem der Quadratur-
formeln fiir ein gleichméBiges Netz. Kapitel IV behandelt optimale Formeln, wenn
a priori kein gleichméBiges Netz vorausgesetzt wird. Kapitel V behandelt die Fehler-
abschiatzung mit Hilfe der Oberfunktionen. Die in Kapitel V angewendete Proble-
matik héingt sehr eng mit den Arbeiten von Dahlquist zusammen. Vgl. z. B. [9].
In Kapitel VI werden einige numerische Experimente und Vergleiche angefiihrt.
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KAPITEL 1
UBER EINIGE EIGENSCHAFTEN DER RAUME PERIODISCHER FUNKTIONEN

Wir bezeichnen mit .#" die Menge aller solcher Folgen

n={ 010Nt} s
dass erfillt ist

(1.1) a)n; >0, j=..-101,..,
(1.2) b) Z n;t=Yn) < .
j=—m

Es sei weiter S der lineare Raum aller trigonometrischer komplexer') Polynome.
In S sei das skalare Produkt folgenderweise definiert
(1.3) (™, eV, =0 fir j=* k,

(&% ), = 1}

Nun bezeichnen wir mit H, dic vollstindige Hiille von S in der Norm ||. |, (| /] =
= (f,f),)?) und der stetigen Fortsetzung des Skalarproduktes. Wir wollen nun
folgenden Satz beweisen.

Satz 1.1. Es sei fe H,. Dann ist f eine stetige 2n-periodische komplexe Funktion
und es gilt

(1.4) Il =O£}2nif(x)l = Ym)[fla»

(1.5) [f(x + 4) = f(x)] = o(n. 4) | ],
wobei w(y, 4) eine stetige Funktion in A und o(n, 0) = 0 ist.

Beweis: Offensichtlich ist
7l = v@r) |£ll,  max g7t
Jj=...—1,0,1,...

') Wir nennen eine Funktion f(x), welche in folgender Form ausgedriickt werden kann
n» ..
f)= 3 ae*, 0=n <0, 0=n, <o,
Jj=—m
ein trigonometrisches Polynom.

2) Wir bezeichnen iiberall im weiteren mit . || resp. (...) die Norm resp. das skalare Produkt
im Raume L, der 2z-periodischen Funktionen.
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Also konnen wir schreiben
® .
(1.6) flx)= Y aei
j:—w

und die Reihe ist in L, konvergent.
Wir haben daher

N N
les im 3 fof = tim 3 1 <
N-oo j=— N n

N-w j= - N ;

N-oow j= —

S0 = [l v

<lim (Y Jof ) (

Damit ist (1.4) bewiesen.

Ahnlich beweisen wir

[+ 4) = 5] = 1l 2 021 = ey

<«

und wenn wir setzen

oln, 4) = (Y 0t = ey

j=—m
erhalten wir (1.5).
Satz 1.1 ist vollkommen bewiesen.
Wir haben bewicsen, daB falls fe H, gilt, so ist fe C?) und alle fe H, haben
einen gemeinsamen Stetigkeitsmodul (von # abhingig).

Wir zeigen nun, daB3 alle Ridume H, einige gemeinsame Eigenschaften haben.
Dazu beweisen wir folgenden Satz.

Satz 1.2. Es sei ein Hilbertscher Raum H,, 1 € A" gegeben. Dann hat H, folgende
Eigenschaften

P,: Wenn fe H, ist, dann ist f € C.

P,: Die Funktionen f e H, bilden eine dichte Menge in C.

Py:Ist fe H, und c eine reelle Zahl, dann gilt g(x) = f(x + ¢)e H, und |f], =
= Hgim-

P,: Es existiert eine Zahl K(n) derart, daf gilt

Iflle = K@) £, -

3) Mit C bezeichnen wir den Raum aller 2n-periodischer Funktionen und mit II-1le die ent-
sprechende Norm.
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Beweis. Die Eigenschaften P, und P, wurden in Satz 1.1 bewiesen. P, folgt augen-
blicklich aus dem Umstand, daB in H, alle trigonometrischen Polynome liegen.
Die Eigenschaft Py ist auch offenkundig. Wenn gilt

f6) = 3 e,

k=—-o
haben wir
£
[fla = 2 Jaf® me
k=— o0
und
. o @ .
g(x)= Z aketkcezkx= z bkexkx
k=—o k=-o
und

lols = 3 b n = 3 Jaufad = 113,

und Satz 1.2 ist bewiesen.

Wir sagen, da3 der Hilbertsche Raum aller 2n-periodischer komplexer Funktionen
iiber dem Korper der komplexen Zahlen die Eigenschaft P hat, wenn die Bedingungen
P, P,, Py und P, aus Satz 1.2 erfiillt sind.

Es gilt nun folgender Satz.

Satz 1.3. Der Hilbertsche Raum H aller 2n-periodischer komplexer Funktionen
moge die Eigenschaft P haben. Dann gilt

1. eé*eH, k=..-1,0,1,...,
2. die Funktionen e** k = ... —1,0, 1, ... bilden eine orthogonale Basis in H,
3. wenn wir 1, = ”e"‘"“H“) bezeichnen, dann ist

n={ .n_unen,...}ex.

Beweis. Wir bezeichnen F,, k = ... —1,0, 1, ... das Funktional iiber dem Raum
H, welches folgenderweise definiert ist

(1.7) Fi(f) = j

0

2

ne""‘f(t) dr.

Mit Riicksicht auf die Eigenschaft P, ist offenbar F, ein stetiges Funktional iiber H.
Es existiert also eine Funktion ¢, € H derart, daB gilt

(1.8) Fk(f) = (f’ (Pk)n .

4) Das Skalarprodukt und die Norm in H bezeichnen wir wieder (.,)g und . |l
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Ebenso ist auch @, (x-reell) durch folgende Vorschrift definiert

(19) 0.(f) = f(x)

ein stetiges Funktional iliber H.
Es existiert daher Y™ e H derart, daB gilt

(1-10) Qx(f) = (f7 l/’[x])n .
Es sei c reell, fe H. Wir bezeichnen
(1.11) Jra(®) = f(x + ¢).

Nach Py ist fi.;€ H und ||f|ly = || frollu-
Wir zeigen nun, daB

(1.12) (f’ g)u = (f[e]« g[c])H .
Die Gleichung (1.12) folgt augenblicklich aus der bekannten Gleichung
(1L13) (L9 = S+ gla = |f = gl + il f + g — il f — igli}

und der Eigenschaft P, des Raumes H.?)
Aus (1.12) folgt nun

(1.14) Yo = (N g
d.i.
(1.15) YE) = g — ).

Wir erhalten ndmlich aus (1.12)

(frr '/’[0])11 = f(x) = (f, (V’[O])[—xl)ﬂ-
Weiter haben wir

(1'16) ‘/’k(-") = (P ‘/’[X])u = (q)k’ (l//[O])L—x])H = ((‘p[ol)[i]a ‘Pk)n =
2n 2n r2
J( MYty — x)dt = e”""f e Yty dz = e_”‘"J‘ eyl z) dz .

0 0 0

Wenn F (%) % 0 ist, erhalten wir, dass ist e”** e H. Weiter zeigen wir, daB ist
(1.17) (¢ @)y = 0 fir k + 5.

Aus (1.16) folgt

((plv ([)s)ll = J

P2 2= . .
et (1) dt = Fk(lpm)f edte™ M dr =0 fir ks,
0

0

) Vgl. z.B. Collatz: Funktionalanalysis und numerische Mathematik, Springer 1964, S. 29.
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und fir k = s erhalten wir

(1.18) louli = 2n FL (™)) -
Wir zeigen nun durch Widerspruch, daB ]](pk}!,, * 0.
Es sei also ¢,/ = 0. Dann ist F\(f) = 0 fiir jedes f € H. Nach P, existiert jedoch
fiir jedes ¢ > 0 ein [ € H derart, daB
(].19) “e-—ik.v _f(a)“c < e
und daher

o n s
!j e f(x) dx — J e*xe= ™ dx| < 2me .
| !

0 0

Es ist jedoch

jzne”"‘f(”(.\‘) dx = F,(f?) =0

0

und

2n
J e*e M dx = 2m.

0

Wir haben bewiesen, dal3

(1.20) lgulu > 0 firalle k.
und
|2
(1.21) FURE ”ﬁ’ﬂiz > 0.
2n

Wir erhalten daher aus (1.16) daB3 gilt
(1.22) e e H
fir alle ganze k.

Hieraus und aus (1.17) und aus der offensichtlichen Dichte von (pk(x) folgt augen-
blicklich der erste und zweite Teil unseres Satzes.

Wir bezeichnen nun | ¢,y = 4,. Wir haben bewiesen, dass itk =...-1,0,
1, ... eine orthonormale Basis bilden. Wir erhalten

(1.23) YO = Y A s
k=—oo
wobei
Cp = (1/1[0}, (Pk)'l:l)ll
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urd (vgl. (1.16) und (1.18))

= 2 (0w W) = 471 0u(0) = A F(h) =

1 A
== =
koK 2n  2m
Weil e H ist, erhalten wir
(1.24) T laf < o
k=—o
und also auch
(1.25) z B <ow.
k=—o0

Es ist jedoch weiter
M= e = lo-elu Far™)™ = ol - 2nlo-ila® = 2n2%% -
Aus (1.25) erhalten wir, daB
n={.1-1,M00...J€X .

Satz 1.3 ist daher vollstindig bewiesen.

Satz 1.3 sagt aus, daB jeder Raum H mit der Eigenschaft P identisch mit H, und
neA ist.

Aus Satz 1.3 und 1.2 folgt sofort folgende Behauptung.

Satz 1.4. Der Hilbertsche Raum H habe die Eigenschaft P. Dann hat er auch
folgende Eigenschaften

Pi: wenn fe H ist, dann ist fe C.
P,: Es gilt e e H fiirk = ... —1,0,1, ...
Py: Wenn fe H ist und c eine reelle Zahl, dann ist

9(x) =f(x +)e H, | f]u = llglu-

Py: Es existiert eine Zahl und stetige Funktion (in der Verdnderlicher A) w(H, 4)
und w(H, 0) derart, daf ist

I/l = K(H) [ £]a

und
[f(x + 4) = f(x)] £ o(H, 4) |f]u

fiir jedes reelle x und A.

310



Wir sagen, dafl der Hilbertsche Raum aller 2n-periodischer komplexer Funktionen
die Eigenschaft P’ hat, wenn die Bedingungen P}, P, P und P, aus Satz 1.4 erfiillt
sind.

Offenbar gilt nun folgender Satz.

Satz 1.5. Der Hilbertsche Raum H hat die Eigenschaft P gerade nur dann, wenn
er die Eigenschaft P' hat.

Dic Menge aller Hilbertschen Ridume mit der Eigenschaft P (oder P) bezeichnen
wir mit 9. Aus den bewiesenen Sdtzen folgt eine eindeutige Korrespondenz zwi-
schen $ und A"

Wir beweisen nun folgenden Satz.

Satz 1.6. Wir bezeichnen R = |J H6). Dann ist ‘R eine Menge 2n-periodischer
Hed

stetiger Funktionen mit absolut konvergenter Fourierreihe.
Beweis. Wir beweisen zuerst, dall f eine absolut konvergente Fourierreihe hat,
wenn fe H, He 9.

Dies felgt aber sofort aus dem Beweis von Satz 1.1, wo wir gezeigt haben, dal3
falls

f: Z akeikx’
k=—w
dann gilt

S o

k=—o0

I\

|
Y(n) 11
Es sei nun f eine Funktion mit absolut konvergenter Fourierreihe

® ®
f= 7Y ae*.
k=—-w

Wir setzen
it = o] wemngile o] + 0.

net = e M wenn gilt lag] = 0.
Offensichtlich ist
n={ . n_ynen,..Jel.

Wir zeigen nun, daB f e H, ist. Wir sollen zeigen, daB gilt

w
Y |alF i < o
k= — o0

) Die Vereinigung ist in dem gewdhnlichen Sinne zu verstehen.
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Es ist jedoch

Y Jafal = 3 Jaf = Y fal <o

=, M Ja] e

Damit ist unser Satz vollstindig bewiesen.

Satz 1.6 sagt uns, daB wir eine Funktion mit absolut konvergenter Fourier-

reihe in einen Raum H einbetten konnen und umgekehrt.

Wir haben uns bis jetzt auf Hilbert RAume beschrinkt. Mit Riicksicht auf unsere
weiteren Erwidgungen wollen wir nun das hier gesagte verallgemeinern indem wir

von Hilbertschen Rdumen zu Banach Rdumen iibergehen.

Uberall im weiteren bezeichnen wir die Menge aller Banach Riume mit der Eigen-

schaft P’ mit B.
Wir bezeichnen weiter 4", < .4 die Menge aller solcher Folgen

n={ o e s}
fiir welche gilt
l.n_y=mn, k=0,1,2,..,
2. ”k+lgrlkv kzo’

0 2
3N %ﬂgD, 0<a<2,n=1,nganz,
1=0 Hran]+tn

wobei D von a, § abhidngt, aber nicht von n.

Die Klasse der Raume H,, ne.#"; bezeichnen wir mit dem Symbol §,.

bezeichnen weiter , die Klasse der Rdume H?, wo 7 = (y,, 7, ...) und gilt
1. 9%.20, 90>0, k=0,1,2, ...
2. Es existiert ein s > 0 derart, da} y, > 0; s hdngt allgemein von y ab.
3. lim y}* = 0.

n— oo

Das Skalarprodukt wird durch den Ausdruck eingefiihrt

(120 5.0, = 5o [ g,
die Norm durch
(1.27) 7157 = (£.0),

Die Menge aller Folgen y, welche die angefiihrten Bedingungen erfiillen bezeichnen

wir I.

Wir bemerken, daB (1.26) auf allen trigonometrischen Polynomen definiert ist
und H? die vollstindige Hiille ist. Im Zusammenhang mit den Rdumen H? fiihren

wir noch die Funktion ein
(-]
(1.28) W, (x) = Zoysxs
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Die Funktion y,(x) welche wir zugeordnete Funktion zu H” nennen, ist offensichtlich
eine ganze Funktion.

Es ist offensichtlich, daB falls man die ganze Funktion §(x) in x = 0 in einc
Taylorsche Reihe mit nichtnegativen Koeffizienten entwickeln kann und y(0) > 0
und 1,//(x) keine Konstante ist, so ist diese ganze Funktion einem H? zugeordnet. Weil
diese ganze Funktion eindeutig durch ihre Koeffizienten bestimmt ist, schreiben wir
auch Y eT.

Satz 1.7. Es ist , < 9,.

Beweis. Es sei ¢, = ™. Dann ist

H‘Pk Z y.k3 = 2, (l\ ) = ne .
Wir sollen beweisen, dafl

v Ullen])
:;o Vo (([an] + tn)?) =P

fiir 0 < o < 2 und D unabhéngig von n ist.

A

Es ist jedoch

f ) § D)

=1+ <

<o Y (([an] + 1n)?) oY (([on] + n + tn)?)

< E (W (len] + n)?) | Yi((fen] + n)?) %0

= (e )
<« < 'p;([“"' lw 2,2 ot <
AP (A Awin ey

<1 +§0(1 L))t < D).

IIA

Die Anwendung der Ungleichungen ist richtig, wenn wir erwdgen, da die Funk-
tionen , und v, wachsende Funktionen sind und gilt

bl + D) m® 1 [, () ]
ol + 1) n]?) 7 [1+ o] Vo[ + 1) n]?)

- 1 _¥,(0) -
Tl z//,u)] ),

v

weil 0 £ o < 2 ist.
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Wir bezeichnen $; die Klasse der Rdume H,e$, sodaB gilt n, < ¢ + [k|f
wobei > 0 und ganz ist. Wir haben offenbar dann $ 2 H; o 9, 2 H;3. In 9,
gehoren also solche Rdume, welche quadratisch integrierbare Ableitungen von der
Ordnung f haben.

Wir beweisen nun ein Lemma.

Lemma 1.1. Es sei eine Zahlenfolge ay, a,,... gegeben. Dann existiert eine
Funktion y(x) e I' derart, da y(n) = |a,| gilt.

Beweis. Wir konstruieren eine Folge b = (bo, by, ), b; sind natiirliche Zahlen,
sodaB gilt |a;|'/*’ < 2. Eine solche Folge existiert offensichtlich. Wir konstruieren
nun eine Folge ¢ = (co, ¢y, ...) natiirlicher Zahlen so, daB gilt

I. cjpy > cj

2. ¢c;zb;.
Eine solche Folge existiert offenbar auch.

Wir setzen nun

7o = max [|aol, |a,|, 1], 7y, = max[|a,|, 1].
Wenn s = ¢;, s > 1 ist, so setzen wir y}/* = |a;|"/*[j, wenn s > 1, s * ¢; ist, dann
setzen wir y, = 0.

Wir beweisen nun, daB gilt
Y(x) = Zoykx" erl.
k=

Dazu geniigt es zu zeigen daB gilt

lim )" = 0.

n— oo

Weil jedoch s = ¢; = b;, so ist |a;|'"* <2 und daher ist y}/* < 2[j. Weil fiir
s = oo gilt j — o0, s0 ist yy(x) € I'. Wir zeigen nun, daB ist (j) = |a,|. Offensichtlich
ist Y(j) = 7.,j. Esist jedoch y,, = |a,|/j". Hieraus folgt nun sofort unser Lemma.

KAPITEL II
PROBLEMSTELLUNG

In Kapitel I haben wir eine Klasse von Raumen eingefiihrt. Jeder dieser Raume
war in den Raum C < L, eingebettet.

Es sei ein lineares stetiges Funktional @ auf L, gegeben. Dann gilt @ € B*, wenn
Be B.
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Weiter ist auch das Funktional
(2.1) of) = f(x)

ein lineares stetiges Funktional iber B, d.i. ¢, € B*. Es sei nun ein natiirliches n
gegeben. Wir bezeichnen

(2.2) o(®, B,n) = infl |& =Y ap,|s-
P k=1
k=1,..., n
0<xp<2n
Weiter sei
(2.3) x(®, B, n) = inf H(p —kzlakﬁo(n/n)kl B* -
ay =

Es sei weiter ein n-dimensionaler Vektor x, = (x{”,...,x%), 0 < x{” < 2=,

und p, = (p{”, ..., p{”) gegeben. Wir bezeichnen

(24) Q(¢: B’ X,,, Pn) = ”(p _kZ1 pl({")(pxk(") B*
und
(2'5) Q*(d’, B, Pn) = ”‘D —kzlpl(cn)(p(Zn/n)k B* -

Der Sinn der eingefiihrten Symbole ist folgender. Wir wollen den Wert &(f)
berechnen. Wir kénnen jedoch nur die Werte der Funktionale ¢, d.h. die Funktions-
werte in den Punkten x, bestimmen. Wenn wir einen Banachraum B und eine
Zahl n gegeben haben, dann gibt uns (P, B, n) offenbar den kleinstmdglichen
Fehler der Approximation des Funktionals @ durch eine lineare Kombination
der n Funktionswerte an.

Die Funktion y hat denselben Sinn unter Voraussetzung, dafl wir uns nur auf
Funktionswerte in einem gleichméBigen Netz beschrdnken.

Die Funktion ¢ gibt uns den Felher der jeweils konkreten Approximation
des Funktionals durch eine lineare Kombination (gegeben durch die Vektoren,
x,, P,) der n Funktionswerte. Wenn wir im weiteren mit den Rédumen H, anstatt
den Riumen B operieren werden, so schreiben wir einfach

o(P,n,n), x(P,n,n), of® g x,p,), 0P up,)
und dhnlich fiir H?.
Es sei eine Folge
x, = (x{",...xM), 0<sxP<2n
und
p, =", ... 0"y, n=1,2,..
gegeben.
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Dann nennen wir die Folge der Funktionale

(2.6) X b,) = PO, = 1,2,
k=1

eine Formel und bezeichnen ¢(x,, p,).

In dem Fall, dass x, = (2n/n, 2(2n/n), ..., 2n) ist, schreiben wir kurz ¢(p,). Das
Funktional ¢(x,, p,), ¢(p,) resp. die Formeln ¢(x,, p,), ¢(p,) nennen wir cin optimales
Funktional resp. Formel in Bezug auf & und B, wenn ist

2.7 o(®, B, x,, p,) = (&, B, n)
resp.
(2.8) o*(®, B, p,) = x(®, B, n).

Die Formel ¢(x,, p,) resp. ¢(x,) werden wir eine assymptotische Formel in Bezug
auf @ und B nennen, wenn gilt

g@ B7 K> Pn) —

2.9 lim =
( ) n— o (JJ(@, B, n)
resp.

(2.10) fim &2 B pn)

n—w ){(d), B, n)

Die Formel ¢(x,, p,) resp. ¢(p,) nennen wir ordnungsmifBig optimal in Bezug
auf @ und B, wenn gilt

Q((])a B, Ko Pn) < o0

2.11 lim su
(2.11) = oo P o(®, B, n)
resp.
£
(2.12) lim sup &2 B P) _

n— oo }’(@, B, VI)

Die Formel ¢(x,, p,) resp. ¢(p,) nennen wir fast optimal, wenn fiir jedes 0 < & < 1
gilt
Q(¢s Ba X, Pn)

2.13 lim =——-"*-"_ =0
213) no o(®, B, [n' ~°])

resp.

o*(®, B, p,)
im — =
n-o (@, B, [n' %))

(2.14)
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Der Sinn aller eingefiihrten Begriffe ist einleuchtend. Wir bemerken zu der fast
optimalen Formel nur, dal} wir die gegebene Formel mit der optimalen Formel,
welche nur [nl_”] Punkte beniitzt, vergleichen.

Die Begriffe, welche wir eingefiihrt haben, beziehen sich auf ein bestimmtes
Funktional @ und einen Banachraum B.

Im weiteren sind die Begriffe wichtig: universal assymptotische resp. ordnungs-
méBige resp. fast ordnungsmiBige Optimalitdt. Die universale Optimalitdt in Bezug
auf die Klasse der Rdume (in unserem Fall 8, 9, $,, 9,, ;) erhalten wir indem
wir fordern, daB (2.9), (2.10) resp. (2.11), (2.12) resp. (2.13), (2.14) gleichzeitig fiir
alle B der gegebenen Klasse von Raumen gilt.

Der Sinn der universalen Optimalitit besteht darin, dal wir das Risiko der
konkreten Wahl eines bestimmten Banachraumes B dadurch verringern, indem
wir nur eine Klasse von Rdumen wihlen, in welche unsere Funktion (ﬁir welche
wir das Funktional bercchnen) einbettbar ist, oder, mit anderen Worten, es aktuell
ist sie einzubetten. Wir miissen offensichtlich aber bei konkreter Fehlerabschiatzung
den Raum konkret wihlen. Vgl. auch Kap. V.

KAPITEL III

UBER EINIGE PROBLEME DER APPROXIMATION BEI BENUTZUNG
EINES GLEICHMASSIGEN NETZES

In Kapitel I haben wir das Problem der optimalen Formeln formuliert. In diesem
Kapitel werden wir uns mit diesen Fragen nidher beschéftigen, und ein gleichméBiges
Netz voraussetzen. Wir wollen also die Formel ¢(p,) analysieren.

Es sei ein Raum H e $ gegeben. Dannist H = H,, ne A (s. Kap. I). In unseren
weiteren Erwédgungen wird folgende Funktion wichtig sein

(3.1) Cn. k,p) = —— e,

welche fiir alle natiirlichen n und ganze k definiert ist.
Mit Riicksicht auf (1.2) konvergiert die Reihe. Wir beweisen nun folgenden Satz.
Satz 3.1. Es sei @, ein Funktional definiert durch folgende Vorschrift

1 2n
(32) a(f) = - j T(x) S(x) d
21 J o
wobei ist
[k/2] ,
T(x) = Y bMe.
s=—[(k—1)/2]
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Dann ist das Funktional

(3'3) (/’(Pn) = Z pg”)(p(Zn/n}s
s=1
d.h.
n X 2
o(p) (f) = . o f(—”’f ) ,
s=1
wobei
1 [k/21 '
(3.4) pV = - ¥ b® C(n, s, ) e/

N s=-[(k-1)/2]

fiir n z k optimal in Bezug auf &, und H,.
Weiter gilt (n 2 k)

(3.5) 72(¢k 1 n) _ ["f] Ib(k)lz 1w:_C(—Il___,S,t]) .
L s=-lk-1)2) ny

Beweis. Es sei fe H,. Dann kdnnen wir schreiben

(36) f) = 3 qet,
k=—o0
(nach Kap. I konvergiert die Reihe (3.6) absolut), wobei gilt
(3.7) }: Ic‘klz nE < w.
k=—w
Wir setzen nun

["E] _ o0 ei(!n—s)x

(3.8) r(x) = Y b® C(n.s,m) Y S
s=-[(k—1)/2] 1=—w Hy—s

Die unendliche Reihe in (3.8) ist offensichtlich absolut konvergent und wir sehen
auch daB r,e H,, ist.

Wir bestimmen nun

@ [k/2] . © ei(tn—s)x
(3'9) (f’ r")" = <k—z— Cke”\x’ Z b: ) C(n. % ") Z ; ) -
=—w n

s=-[(k=1)/2] t==w Hpy-s

~ 2
s=—[(n—1)/2] 1=~ s=—[(k—=1)/2] —o Nyp—o

[n/2] o0 . [k/2] B o0 ei(rn—s)x
:< 2 Y T S BPCns) Y ) B
t=
n
[k/2] o
— S S b, Clnsn).

s=—[(k=1)/21t=— =
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Berechnen wir weiter

13 2 k . is(2n/n)l 2_75 —
(3.10) o(p) (f) = - 2 Y b C(n, s, 1) e f(n 1)

ni=1s=-[(k—1)/2]

n [%/21 o ) 2mimi
=LY N Y b ) € e =
ni=1s=-[(k-1)/2]1j=—o
n
1 WZZ] i b C(n, s ney PTG+
= — s R ] J
ns=-[(k-1)/2]j=~o =1
[k/2]

o0
- Y b¥ep, s C(n, s, m) .
s=—[(k-1)/2] tZ-

Wir sehen, daB ist
(3.11) (f. ) = o(p) (f) -

Wir setzen )
[%/21 5 o isx
3.12 ax)= X —>
(3-12) () s=—tle-v2 . onl
und erhalten einfach
[k/21

(3.13) (o= 3 b
Weiter ist . w2 . . /21 "
(14) @) = Zjo (s=—[(k—1)/2]bg emz;wc'e ) dx =s=‘[(§:_1)/2] s
Wir sehen also, da}
(3.15) (fs 9i)y = Pulf) -
Wir setzen nun
(3.16) o® =g — 1.
Offensichtlich ist ¢{ € H, und es gilt
(3.17) (@ — o(pn) (f) = (f, 50 -

Aus der Theorie der orthogonalen Projektoren folgt, daB <P('P..)'Ci“e optimale
Approximation ist, wenn fiir [ = 1, ..., n gilt 6%(2nl[n) = 0. Es ist jedoch

[k/2] —is(2n/m)L
(3.18) a(k)(%@ l>= R S ——

2
n s=—[(k—1)/2] Nos
k/21 o ei(tn—s)(ln/n)l
D e I e
s=—[(k—=1)/2]t=—o Nin—s
[k/21 e is@miml ] s o 1
S Ly e I VD e |
s==[(k—1)/2] N t=—o MNyp—g
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Wenn wir jedoch (3.1) in Betracht nehmen, so sehen wir, daB o{(2zl/n) = 0 fiir
I=1,...,ngit

Damit haben wir bewiesen, daB das Funktional (3.3) ein optimales Funktional
in Bezug auf @, und H, ist.

Offenbar ist nun
(3.‘9) Z(d>k, 1, n - I|0(k)”2 _ ( (k)) ,

denn wir haben bewiesen, daB af,")(anc/n) =0ist, fiir [ =1,...,n.
Wir erhalten

, i 2n [k/21 0 [k/2] oy €
(3:20) 7P ) = - > Je )

LT Jo \s=-[(k=1)/2] J=-l(k=1)/2] n-j

[k/2] el(ln J)x
- Y L B C(n, j. ) —5— >> dx =

j=-lk-n/1 t==o Min—
%/21
= Y P (- Cns).
s=—[{k-1)/2] 7-x

Damit ist Satz 3.1 jedoch vollstindig bewiesen.

Satz 3.2. Das Funktional ¥, sei wieder durch den Ausdruck (3.2) gegeben.
Es sei weiter ein Funktional ¢(p,) gegeben

(3.21) o(p) (f) ='1z < )(:;)

Dann gilt
[k/2}

1= C(n,s, r])

30 D b)) =
( ) (w1, 1) s=-1ii=1y21 ni, C(n, s, t])

Beweis. Auf ganz dhnliche Weise wie in Satz 3.1 erhalten wir, daB gilt

(@ — o(p)) (/) = (1. 8),

wobei 6% = g, — #, und
[k/2] ) e*isx
o)=Y B
s=-1h=1y/21 nly
[k/2] =%} ei(m—s)x

F(x) = b
n( ) s=—[(;—l)/2] ’ t=-—> }ﬁn—s

Weiter erhalten wir offensichtlich
*Z(d)k’ ”a Pn) :

o
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Wir erhalten jedoch

)2 o ”%2] k|2 1 WVZ] Lbi'”fz[ L+ )]
6 = —= LR n, s, )] .
1271 r=§0m:-[(7—1)/z]| a Mooy s=-tinm niy o

t

Hieraus folgt jedoch sofort Satz 3.2. Wir sollen nun folgende Behauptung beweisen.

Satz 3.3. Das Funktional &, sei wieder durch den Ausdruck (3.2) gegeben.
Dann ist die Formel ¢(p,), wobei o(p,)f) durch den Ausdruck (3.21) gegeben ist,
eine universal assymptotisch optimale Formel in Bezug auf 9.

Beweis. Wir kénnen uns offensichtlich auf die Analyse der Fehlerabschitzung
fiir n > k beschrianken.
Nach Satz 3.1 erhalten wir

[k/2] ' 1
(3.23) A Ponmny= Y [P (1 = C(n s m)
s=—[(k—1)/2] }’]_S
und nach Satz 3.2
tk/23 . I 1= C(n,s,n)
3.24 2P, p,) = b2 —— 2 T
(3-24) P P) s:~[(kZ—1)/z]I 7 nt, C(n, s, n)

Alle Summanden in (3.24) sind jedoch positiv.

Darum ist
1 [k/2] 1
o*¥ (P 1, p,) = max --—) Y B = (1= Cnsam)) =
—1k=1y212s21k/23 C(n, 8, ) ) s= 16~ 1)/21 ns
= 72(Pi 1. n) ( max C™'(n, s, 1)) .

—[(k=1)/2]<s5[k/2]

Es ist jedoch
lim ( max C '(n,s,m))=1.
no  —[(k—1)/2]255[k/2])

Daraus folgt jedoch sofort unsere Behauptung.

Wir haben bewiesen, daB die Formel ¢(p,), wo ¢(p,) (f) durch den Ausdruck
(3.21) geben ist, eine universal assymptotisch optimale Formel ist. Es entsteht die
Frage, ob auch irgendeine andere Formel diese Eigenschaft hat. Wir beweisen einen
Satz der aussagt, daf} die Formel eindeutig bestimmt wird durch die Forderung
der universal groBenordnungsméfBigen Optimalitit in Bezug auf 9,.

Satz 3.4. Es sei eine Formel (p(q,,) gegeben. Diese Formel ist gerade dann universal
grofenordnungsmdifig optimal in Bezug auf $, und das Funktional &, (gegeben
durch den Ausdruck (3.2)), wenn ein N > 0 derart existiert, daf ¢(q,) = o(p,)
ist, fiir alle n = N und o(p,) (f) durch den Ausdruck (3.21) gegeben ist.
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Beweis.7) Unserer Voraussetzung nach ist
(3-25) Q’(q") = Z ql(cn)(p(Zn/n)k .
K=1

Wir konnen jedoch (3.25) folgenderweise schreiben

1 2 : (n) is(2n/n)k
n) is(2n/n
- as-e DP2ninyk -
N s=—[(n—-1)/21 k=1

®(q,) =

Nun, dhnlich wie friiher, konnen wir schreiben

(P = 0(a,) (f) = (£, :7%),

wo
k)%
o =g~ 1,
und
[k/21 ® o~ isx
gax)= ¥ B —-
s=—-[(k=1)/2] H_s
und

[n/2] ei(m—s)x

W= YAy

s==[(n—1)/2] t=—o Mg

Wir werden voraussetzen, daB [(n — 1)/2] = [k[2] ist.

Dann erhalten wir

[n/2] © ei(fn—S)x

Y Y (% —a?)

s=—[(n—1)/2]1t=-w th—s

“(pk - ‘P(qn)”rr =

n

wobei wir setzen b%), , (=0, wennist —tn + s> [k[2Jund —tn + s < — [(k — 1)/2].
Wir erhalten daher

[n/2] 0 B _ 1
(326) Q*z((pk’ 1, qn) = Z Z lb(—k)thrs - ag")lZ T
s=—[(n—1)/2]t=—o0 Nin—s

Von anderer Seite haben wir nach Satz 3.2

(327) Xz(d)k’ "> n) g Q*z((pka "’ Pn) =
s w2 1 - . 1
= Y PP (=1 T sm) = ~
s=-[(k-1)/2] n-s s2[(n+2)/2] 1)

wobei C* von @, abhidngt, aber von n unabhingig ist.

) Wir beweisen hier etwas mehr, weil wir es noch spiter im Satz 3.6 brauchen werden.
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Wir bezeichnen weiter

(3.28) o(n) = max [b% — a®
~[0n = 1)/215£[(0/2)]

und erhalten aus (3.26) und (3.28)

(3-29) 0**(®y. 11, q,) = w?(n) min L

K= Dw/21 2

Unsere Behauptung beweisen wir nun durch Widerspruch. Wir wollen voraus-
setzen, daB eine unendliche Folge n,, i = 0, 1,2, ... derart existiert, daB «(n;) * 0
ist. Ohne Verlust der Allgemeinheit konnen wir voraussetzen, dall n;,, > n; + 2,
ng>0,i=12,.. ist

Wir bezeichnen nun

J

(3.30) T; = [T min (|o(n,)|?, 1)
s=0

und weiter

S(ky=1  fir 0=k < [329]

S(k)y =1, fir {’%‘1] < |k = [%]

ap = e ST(k).

und

Nach Lemma 1.1 existiert y(x) € I' derart, daB fiir alle k ist

Y(k?) = of|k| .
Wir setzen nun

2 k2
m =" g ={n}.

Dann ist H, = H*", y* € I' denn es ist offensichtlich ¢/ e I".

Wir erhalten nun

2 : 2
= 2ma) L T O 2 exp i([0f2] + 1) s

P(@emn) Y g exp y([n[2]*)

kz[(nF2)/2]

wobei C** nicht von n abhéngt. Also ist

el ()
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Es ist jedoch

AT nT
dEDET =) -
Also gilt

2\ -1
&(n) = w*(n) C*** exp (l// ([g:‘ ) "] > = w?(n) Cr**e7ln > *(n) C***af, 5.

Es ist jedoch
E(ny) = *(n) C***ag, oy 2 I1,CHITT el

sodal3 gilt

lim c_?(nj) = 0.

Jjow
Damit haben wir den Widerspruch bewiesen. Satz 3.4 ist hiermit bewiesen.

Wir haben bewiesen, daB die einzige Formel (bis auf eine endliche Anzahl der

Indizes), welche groBenordnungsmiBig universal in Bezug auf $,, also auch auf $

und 9, ist, die Formel ist, welche durch den Ausdruck (3.21) gegeben ist.
Wir beweisen leicht auch folgenden Satz.

Satz 3.5. Es sei ein Funktional &, durch den Ausdruck (3.2) gegeben, dann
existiert aufler der Formel (p(p,,), gegeben durch den Ausdruck (3.21), auch eine
Formel ¢(q,), welche universal grifienordnungsmdpig optimal in Bezug auf $,
ist, wobei fiir jedes beliebige N ein ny, > N derart existiert, daf gilt Puy F Q-

Beweis. Wir beweisen zuerst, daB fiir 0 < vt < n die 2n-periodische Funktion
A(x), welche folgende Bedingungen erfiillt

Afx) = Afx) fir |x| <=,

xZ
/Ir(x) = eXp ;‘2 > fir |x| <71

A(x)=0 fir 72 |x] =7

die Eigenschaft hat, daB fiir alle H, e 9, gilt 4,e H,. Nach Voraussetzung ist
95 < 9, also existiert ein y* € I' derart, daB H, = H*". Dabei ist y* = (vos 715 ---)
und ys = 0 fiir S > f (vgl. Kap. 1).

Wir erhalten

14

%< C) e,

*

Es ist nun

I

XZ((pk’ ']’ n) Cl(d)k’ ')"*) nAZﬂ .
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Wir wihlen nun eine Formel ¢(q,) so, daB fiir gerade n gilt

o) () = ST () (Te)e s ).

2n s=1

Unter Benutzung der Beweismethode von Satz 3.2 konnen wir uns leicht iiberzeugen,
daB fiir diese Formel gilt

0¥ (@ 1. q,) = Cy(Py, y*) 0%

daraus folgt sofort unsere Behauptung.

Wir haben gezeigt, daB wir fiir eine eindeutige (bis auf eine endliche Anzahl der
Indizes) Bestimmung mit Hilfe der Universalititsbedingungen wir nun eine grossere
Klasse von Rdumen wihlen miissen als Rdume mit einer endlichen Anzahl von
Ableitungen.

Die Moglichkeit der Konstruktion einer universalen Formel haben wir fiir das
Funktional ®, gezeigt, welches durch den Ausdruck (3.2) definiert ist. Es entsteht
die Frage, ob eine universale Formel auch fiir andere Funktionale existiert. Mit
dieser Frage wollen wir uns nun beschéftigen. Wir beweisen folgenden Satz.

Satz 3.6. Es sei ein Funktional @ gegeben

(331) Mﬂ=2rZMﬂﬂm,

g sei kein trigonometrisches Polynom. Dann existiert keine groflenordnungs-
mdpig optimale Formel in Bezug auf & und 9.

Beweis. Offenbar ist das Funktional @ ein stetiges lineares Funktional iiber
jedem H, < L,.

Satz 3.6 beweisen wir durch Widerspruch. Es mége eine Formel lp(q,,) existieren,
welche groBenordnungsmiBig optimal in Bezug auf § ist. Fiir n = 2m + 1 setzen
wir

N 1 2m+1 m

(m) jis[2%/(2m+ 1))k
0@) = T Y e
2m + l k=1 s=-m

Genauso wie im Beweis zu Satz 3.1 und 3.4 erhalten wir

i © l(t(2m+1) s)x

H¢~mmM:%Z T L

t=—w ”I:(z.n+1) s

n
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Zuerst wollen wir beweisen, daB ein N > 0 so existiert, daB fiir m > N, a’™ = b,
ist, wenn |s| < m gilt. Wir bezeichnen nun

2m+1 m
is[2n/(2m+ 1)k]
Pran/2m+ 1)1k

(3.32) o(p,) =

2m + 1 k51 s<2m 0

und erhalten

0 ei(t(2m+1)-s)x

_ ]
(333) |~ o(p)], = ! 2 5 [baminyes — b_‘.]| )
|\*' '4:—000 Ne2m+1)-s iin
so daB ist
L1

(3.34) (@ n,n) £ 0¥ (D, p) SC Y,

lkl>m rlk
und
(3.35) (0, 1, 4,) = 0*(m)min -,

[kl sm 1
wobei
(3.36) w(m) = max |b, — a{™| .
[klsm

Ahnlich wie in Beweis zu Satz 3.4 kénnen wir zeigen, daB die Formel ¢(q,) gro-
BenordnungsmaBig optimal in Bezug auf @ und $ nur dann sein kann, wenn gilt

(3.37) om)=0, m=12,...

Wir wihlen nun die Formel ¢(r,) folgenderweise

2m+1 m

(3'38) ‘P(") = Z Z b* ls[zn/(2m+l)]k¢[2u/(zm+1)]k s
m + 1 k=1 s=-m

wobei

(3.39) b¥ = b, fiir |s| <m,
b* = b—m—] s
bim = bm+1 .

Wir erhalten

(3.40) (@, n) < 0*3 (D, 9, 1,) = C* Y 12 +

|kl>m+1 1

+ [b~m~12— bm|2 + lb—m —me+1|2 .
M—m N

326



Wir bezeichnen

(3.41) ey(m)= b, — b_p-y, e(m)=>b_,, — b, .

Wir beweisen, dal eine Folge m;, j = 0, 1,2, ... so existiert, daB m;,, > m; > 2
und &,(m;) & 0 oder &,(m;) + 0 ist. Wenn dies nicht der Fall wire, wiirde fiir
|m| > mg gelten '

(3.42) al(m) = sz(m) =0.
In diesem Fall erhalten wir jedoch
bm = b—m—l = bm+27 b—m = bm+l = b—m—l'

Da jedoch unserer Voraussetzung nach b,, — 0 fiir m — 0 gilt, so ist b,, = 0 fiir
Im| > mg, sodaB g(x) ein Polynom ist. Dies ist jedoch im Widerspruch mit unserer
Voraussetzung.

Aus (3.33) folgt

— 2 _ 2
(.43 02, n,p) 2 = beneall  bn = bne P
Hm+1 Nem-1
_lem)f | Jes(mf*
rlr%:+1 ’72—,,._1

Wir beweisen nun dall ein H, so existiert, daB gilt
*2(p
(3.44) lim sup —Q—Z—(M =
im~oo  x(®, 1y, n)

Damit wird unser Satz bewiesen. Offensichtlich kénnen wir ohne Verlust der Allge-
meinheit voraussetzen, daBe,(m;) + Ound m;,; > m; + 1 > 0 und &,(m;)[e,(m;) <
<1ist.

Wir setzen nun
me S = e MIS(IK]) fir ke my 4+ 1 j=1,2,...,
’7|Ami+1| = ¢ " S(my),

S(k)y =11; fir m;_, +2 <k <m; +2,

i-1
1T; = [T min (Je;(m})]2, 1),
s=1

S(k) =1 fiir k< my+ 2.
Offenbar ist

n= (, N_1s Mo Mis-..) €A .
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Wir erhalten nun

Ial(mj)lz + [82(’"1)|2

é(m ) — Q*z(d)’ 1, Pij+ l) g nrzrlj+l nz—m]-l —
1(P,m, 2m; + 1) c* 1 N ley(m))|? N |eo(m))|?
ké"'ﬁz'lz rl%—mj ’7’2"]
_ e Mg, (m )2 + ™™ ey (m))? - &t Tm - emitTm
1 = ) 4+ c**
C*nﬁ,i Y -+ ley(m)]> + Jea(m))> (1 + ¢**) + IEZ i ¢
kzm+2 2 &y(m))|?
so daB ist
E(mj) = 0.

Hiermit ist unser Satz bewiesen.
Wir haben bewiesen, daB fiir alle Funktionale der Form (3.31) einzig fiir das
Funktional @ in der Form
1

o) = - T 0,

2n J o

wobei T(x) ein Polynom ist, eine groBenordnungsmiBig optimale Formel in Bezug
auf § existiert. Die Formel ist dann eindeutig bestimmt (bis auf eine endliche Anzahl
der Indizes). Wir wollen anmerken, daf in Satz 3.6 der Umstand von Bedeutung ist,
daBl b, — O fir |k| — oo galt. Wenn b, + 0 wire, mull der Satz nicht gelten. Eine
offensichtliche Uberlagerung eines solchen Funktionals ist

o(f) = £(0).

Im weiteren wollen wir zeigen, daB falls wir von $ zu H, libergehen, schon Funktio-
nale existieren, fiir welche eine universal groBenordnungsméfBig optimale Formel
existiert.

Wir stellen uns nun die Frage, ob Funktionale existieren, fiir welche eine universal
groBenordnungsmiBig optimale Formel in Bezug auf B existiert.

Wir beweisen folgenden Satz.

Satz 3.7. Es sei ein Funktional & gegeben

(3.45) W(f) = E‘; jz"ekaf(x) i

0

Dann ist die Formel ¢(p,) gegeben durch den Ausdruck

(3.46) o(p,) (f) = % g e™Crimi (-25 .1>

n
grofenordnungsmdpig optimal in Bezug auf B.
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Beweis. Es sei Be®B ein gegebener Banachraum. Das Funktional ¢(q,),
n > 2k sei ein optimales Funktional in Bezug auf @ und B. Dieses Funktional
existiert offenbar.

Wir setzen

n [n/2]

(3.47) o(9) = YooY alet T g,
Hj=1s=~[(n—1)/2]

und bezeichnen &, das Funktional, welches folgenderweise definiert sei
(3.48) ®(f) = e*CTM P(g)

wobei gilt
(3.49) g(x) = f <x L2 1).
n

Wir haben nun

. . 2
(3.50) D (f) = rCmmt 1 e f (x4 l) dx = o(f) .
21 ), n

Wir setzen weiter

(3.51) 24, (f) = " o(q,) (9)

und erhalten offensichtlich
n+1 [n/2]

(352) (pl(qn) (f) — l, elk(Zn/u)l Z Z (lg")els(Zn/n)f(g_L\-(Zrz,/n)lf(a7I 1> .
n

t=1+1 s=~[(n—1)/2] n

Wir beweisen nun
(3.53) S @0 =oda)) ()] = ”fsuup_l{(fb = o(a.) (/)]

Wir setzen

n

g(x)=f (x + 2n 1>.

N

Mit Riicksicht auf die Eigenschaft Py (vgl. Kap. 1) ist ||f]|s = [|9] s Dadurch erhal-
ten wir jedoch (3.53).

Aus (3.50) erhalten wir

(3.54) o, =D

S |-
I
o
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Wir bezeichnen noch
) 1 n—1
(355) (p*(qn) = ; lzo(pl(qn) .

und erhalten daher

[n/2] n—1 1+n

1 . .
Bs) @)= s 2 T ot (38) -
n

1° s=—[(n—1)/211=0 t=1+1
[n/2] n—1 n

z (n)eis(Zn/n)(I--I)eik(21:/n)lf<2_7r t) —

—_ 1
J—
™ s=—-[(n—1)/2] 1=01t=1 n

2 afMet(2nimt f( ) = a{" @(Pn) -

nt=1

Es ist jedoch (s. (3.53))
S Te

s = 7(®, B, n).

(3.57) [® — o*(q,)]5

B‘=

= |2 - o(q,)

Wir haben gezeigt, daB das Funktional a{” ¢(p,) ein optimales Funktional in Bezug
auf @ und B ist. (Die Koeffizienten a;” hiingen jedoch von B ab.) Nach unserer
Voraussetzung P, ist h = e~ **¢ B.

Wir haben
®(h) = 1. o(p,)(h) =
also gilt
il - a(")|
(3.58) 2P, B,n) 2 ——~1
1]

Aus der Eigenschaft Py folgt jedoch, daB fiir n — co gilt o*(®, B, p,) — 0. Hieraus
folgt sofort a{” — 1 fiir n — co. Wir beweisen nun, daB die Formel ¢(p,) universal
grofenordnungsméfBig optimal ist.

Wir haben

1 n n ] n
? = o(p) = [ — @ o(p,)] = [0~ a” o(p,)] + (af” ~ 1) 2]
k k

Also ist

-
B2

5 o).

@ — o(p,)

" |a w! lo = a” o(pu]se +



Wir haben bewiesen, daf} gilt

lo — a o(p,)|s- = x(, B, n)

und haben daher

@, B, n) |[h|5

|® — o(pn)| x(®, B, n) + A )|

1
B* = f (,,)! ”(DHB'
woraus unsere Behauptung folgt.

In Satz 3.6 haben wir gezeigt, daB fiir ein Funktional, gegeben durch den Ausdruck
(3.31), wobei g(x) kein trigonometrisches Polynomist, keine universal groBenordnungs-
maBig optimale Formel in Bezug auf $ existiert.

Wir wollen nun die Existenz einer universal groBenordnungsmiBig optimalen
Formel in Bezug auf $; beweisen. Hierzu miissen wir folgenden Satz beweisen.

Satz 3.8. Es sei ein Funktional & gegeben

(3.59) o(f) = L j " 909 1(x) dx

2n
wobei
(3.60) o(x) =k_f et
und
(3.61) ki [b,)? =A< 0.

Dann ist die Formel ¢o(p,)

(3.62) o(p.) (f) = ): nf ( )

wobei ist
(3.63) P = 1 {ng] pPelrmk
N s=-[{n-1)/2]
und
(3-64) b = b, fiir |s| <nf2
by = b"/—z"%iiz fiir s=n[2

eine universal gréfenordnungsmapig optimale Formel in Bezug auf $; und ®.
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Beweis. I. Genauso wie in Satz 3.1 beweisen wir, daB das Funktional <P(P,T)
wobel

(3.65) o(p3) () = X ( )

und
(3.66) p,((n)' — l_ z b, C(n, s.1) pis@umk _
Hs=-w
1 Z [n/2] »
= Z Z bs+tn C(l’l, s + tn, 'I) el:(Zn/n)k

Nt=-w s=—-[(n—1)/2]

ein optimales Funktional in Bezug auf @ und H, ist, denn auf gleiche Weise wie in
Satz 3.1 beweisen wir, daf} gilt

(3.67) = o(p)) () = (f. on),

wobel

o0 e*ik,\- o [n/2] et(ln s)x

o= 0 h—5——- 3 Y st wCnys —Injg) ——— =

k=—-o ’]—k I=—mw s=~[(n—1)/2]1t=—-»

th—s

) [n/2]

— l(ln )x..
- Z Z : Jm s
t=—o s=—[(n—1)/2]

und

b_tnis - C(n,s — In,
(368) Iin—s = 77";7:& - Z bv—-ln "7‘”7:7"’*61)

Hin—s I==-x Nin—s

,
(k) =o0.
n

Also ist @(py) eine optimale Approximation.

und finden leicht, daf ist

Wir wollen noch einen Ausdruck einfithren, welchen wir im weiteren brauchen
werden. Es gilt

.

(3.69) C(n,s — In, ) = == C(n, s, n)
r[ln s

(3.70) C(n,s,q) = C(n, —s. ).

Diese Formeln folgen direkt aus (3.1), wenn wir in Betracht nehmen, daB gilt y_, =
= n,. Wir wollen die Ausdriicke fiir %, o_,, k =n —s, 0 < s < [n/2] genauer
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bestimmen. Wir fangen mit dem Ausdruck fiir %, an. Wir haben nun

1 -~ C(n, s, z C(n, s — In,
% = E-k'_z [] - C(", k, 'I)] = by ‘LT"I) - Z by _(—'2‘__") =
un un Il=—-x Ny
1+0,1
1 C(n, s, < 5
= b—k —E[l - C("’ k’ "] - Bn*k -(_2,1) - C(" S, ") y bs—l 2’72 -
rlk r’k l=-x ’7k’71n-s
140,1
coong -2 1 1
=C(n,s,m) b= Y Nawle — b — C(n,s,m) — Cn, s,q) Ky —— B,
k15> Mk '1n+s
t+0
und
]Kll <2D, B,= max |bi! .
=

Es ist nimlich

© @ o
-2 -2 -2 -2 -2 -2
z }hn-x = Z r][n(Z*s/n)]+tn + z r’[n(1+x’n)]+ln § rl?_n——\‘D + ’Is+nD § 7D’7n+s .
I=—-o t=0 t=0
10,1

Wir erhalten

|- ,
(3.71) = C(n,s,n)—~ [0, — by_i] + Cn, s,9) K, -—?’i

I‘; ns+n
und

[K,| < 4D.

Auf ganz dhnliche Weise erhalten wir fiir

| — ~ B_,
(3.72) o, = C(n, s, n) = [y = b _yii] + C(n, s, ) Ky ==

N N5
wobei

B_, = max [b], |Ks| =4D.
= o

1I. Fiir das Funktional ¢(p,) (vgl. (3.62)) konnen wir schreiben
(@ = o(p) (f) = (£, 0.),

wobei
) — ikx [n/2] © ei(m -5)x o [n/2]
_ i (n) _ i(th—s)
Op = Z bk 2 - Es T, T Z et s/}rn—s'
k=—o Nk s=~[(n—1)/2] t=— Nin—s t=—o s=—[(n—1)/2]

333



wir erhalten
(3.73) Bo=0 fir |k| < in.
Weiter ist fiir bn < k = In — 5, —=[4(n — )] < s < [4n]
| p— _
(3.74) B = 2 [b-x — b]
k

und fiir k = In — s < —4n, =[4(n — 1)] < s < [4n]

(3.75) fo=—[b-y = b].
Un
fir gerade n
| R— 1 _
(3.76) oz =5 [bow = B3] = — [Bn = bual s
Mns2 21,2
1 -~ _
(3.77) fonn = 5 [b,,, — b_,.],
“Mnj2
und weiter fiir gerade n,
(3.78) L . E_k_ﬂn_/;_ﬁa,
2 2 " 2 2
(3.79) CMek=m=" g = Lp e D]
2 2 n? 2 2
III. Wir beweisen nun, daB ist
5 1
2 -2
(3.80) (@, m,n) = K ;

Es sei by, + 0 und b, = 0 fiir [s| < s,sgns,. Wir setzen hy(x) = 1 — ",
Dann ist

Es sei weiter

Dann ist
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Wir erhalten
d)(hf) =b, — b

So—nsgnso *

Unter unserer Voraussetzung b, — 0 ist fiir geniigend grofie n

|e(h)| = [4by,] = [2'°K] .
Weiter ist

o(px) (hy) = 0.
Also ist
(@ = o(py)) (h2) = o(hy)
und weil gilt
RN = 02 + 1o sgnso < 20
erhalten wir
2

(P, n) 2 % .

IV. Wir beweisen nun, dafB} gilt

(3.81) 1= C(ns,n) = (1 +2D)7!
fiir
0=s<™.
2
Es ist
) 2 © 2 © 2
- N, <. n-
Clmsm =1+ ) T =14y 2 p Y ot =
t==o Ny t=0Npp(1 —s/m)1+1n t=0Mn(1+5s/m)1+1n
t+0
2 2
<1+ 52— D+ D,
Nin(1 - s/m1 Hin(1 +s/m)]

Unserer Voraussetzung nach ist 0 < s < In, also ist

(-2

C'(n,s,n) <L +2D.

und wir erhalten

V. Wir bezeichnen

(3.82) () = L2 1)
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Es ist

(3.83) (@ p) = Y Bk
k=— o0
Xz(d’, 1. ") = Z l“klz Nk
k=—om
Also ist
1
o* (P, p,) = > BT Ib*1n+\ b |2 + _'T Ib—n/Z - bn/2|2 +
—[(n—l)/2]<s<[n/2] N 22
- - bujy + b_pl?
+ Z - lb*hx*s b.v|2+ Z ],I —In+n/2 — iz L Zon2
~[(n=1)/2]=5<[n/2] ’11.. s ’>2 ’11n n2 | 2
122 1=-
Fiir ungerade n fallen alle Glieder mit 4n aus.
Wir erhalten unter Anwendung von (3.72) und (3.71)
) 4
0¥ (P, p,) < 2(1 + 2D) [ o] Nines + 5 2 |Be]* +
—[(n—1)/2]=s=[n/2] Ny k=—o»
I=—1.42
22 ’ﬁn—s 2 1 2
+ 4°D 2 ~_I‘" Bln*.\‘ + [b ln+sl +
—1n=1)/21252[/21 N4 1) - 1)/ 21 <5 S /2] Nppeg
I=-1.1 [1=z2

+ oo | !
»[(nAl)/ZX g[n/Z]IbsI~ o + Z S Ublﬂ‘[".n]lz + Ib[n/2][2 + lb—[n/ll]z:l] .

<s
11z2 In—s —2’7m [n/2]

KV\

Es ist jedoch

1
V,l” : Bln s = 5 Z Blzn—s und

2
"[‘n‘;lﬁ]‘éiélﬂlz] V/,,+|5[ ’7,, *[("—;1/2 lé;é[n/Z]

A.

IA

0
2 2
B’ll“‘s é Z Ibk|
—[(n=1)/2]=s=[n/2] k=—ow
1=-1,1

Weiter ist

1 1

’b-ln+s|2 < A.D -2 < D=
Pomesls < g ppr2, ¥ <D

2 2
§ s[n/23 Mpy—s 122 Ny —s My

%

—[(n—-1)/
1

Wir erhalten

IIA

* 2 .2 *
K] Z Idln—sl Nip—s T+ KZ _‘i
"[('l—lll/z]]éié["/zl "y

B

Q*Z((p, n, Pn)

wobei K¥ und K3 nicht von n abhiingen.
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Es ist jedoch

\aln—slz ’rlzn—.x g Z laklz ’]l% = Xz(d)! n, n) .
k=— o

~[(n-1)/21£55[n/2]
I=-1,1
Also ist
* 2 K;“
ﬁ(”) < Ky x (zp‘ 1, n) +— 2
2*(®, 1, n) s 12(®.m, n) K?

I\
A
- %
+
=
¥
IA
>
(=}

Unsere Behauptung ist daher bewiesen.
Wir beweisen nun den Satz iiber die Eindeutigkeit der universal optimalen Formel.

Satz 3.9. Es sei ein Funktional ¢ gegeben definiert durch den Ausdruck (3.59).
Es sei eine Formel ¢o(p,) gegeben

1 n [n/g] . » 27_(
(3.84) op) () ==3% X @ty <— k)‘

NK=1s=-[(n-1)/2] n

Die notwendige Bedingung dafiir. daf$ die Formel (3.84) eine universal grifen-
ordnungsmdfig optimale Formel in Bezug auf $, und & ist, ist die Existenz eines
N so, dafi gilt

(3.85) al” = b, fir |s|<=,n>N.

oS

Beweis. I. Es sei zunéchst n ungerade, d.i. n = 2m + 1. Sowie im Beweis zu Satz
3.6 (vgl. (3.34)) ist
2 K*
Pbgn) €
rlm+1
Wir setzen nun voraus, daf} (3.85) nicht gilt. Dann existiert eine Folge nj, n;; > n;
und sj, |s;] < n;[2 so, daB ist
(nj)
|asj — bs,l 2¢e;>0.
Daher ist

2
**F-

(@, m,n) = ET”

m

wobei K** nicht von n abhédngt. Zum Widerspruch kommen wir nun auf gleiche
weise wie in Satz 3.4.

II. Es sei jetzt n gerade, d.i. n = 2m. Genau wie im Beweis zu Satz 3.6 erhalten wir

K*
X2(¢’ n, I’l) é —2 .

m
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Die Bedingung (3.85) gelte nicht. Dann ist
K**EJZ-

* (D, n) = —;
Hm—1

wobel ¢; einen analogen Sinn wie in I hat.
Wir gelangen auf gleiche Weise wie bisher zum Widerspruch. Satz 3.9 ist bewiesen.

Wir bemerken, dass aus Satz 3.9 folgt: die universal groBenordnungsméaBig
optimale Formel, fiir ungerade n ist eindeutig bestimmt (bis auf eine endliche Anzahl
der Indizes n). Fiir gerade n ist dies nicht der Fall. Es besteht cine gewisse Freiheit
in der Wahl der Koeffizienten a,,,. Wenn die Funktion g(x) jedoch eine gerade
Funktion ist d.i. b, = b_,, dann 1aBt sich genau wie bisher zeigen, dafl die Formel
eindeutig ist.

(Fortsetzung)
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