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SVAZEK 14 (1969) APLIKACE MATEMATIKY ClsLo 3

NOMOGRAMY ADJUNGOVANE K DOTYKOVYM
A PRUSECIKOVYM NOMOGRAMUM
MAJICIM ASPON JEDEN SYSTEM KRIVYCH ISOPLET

JAROSLAV ZAHORA
(Doslo dne 19. prosince 1967)

1. UVOD

Rodem spojnicového nomogramu, ktery zobrazuje vztah
(1) F(x,y,z)=0

pro x € {a, b), ye{c, d), z € {e, f ), nazyvame pocet kfivych stupnic tohoto nomo-
gramu. Pojem rodu lze definovati také pro prusecikové a dotykové nomogramy.

Definice 1.1. Rodem prusecikového (dotykového) nomogramu nazyvdme pocet
systémil kfivych isoplét tohoto nomogramu.

Pozndmka 1.1. Je-li r rod prisecikového nomogramu funkce (1), e0=r<3.
Je-li ¢ rod dotykového nomogramu funkce (1), je 1 < ¢t < 3. Dotykovy nomogram
rodu 1 je nomogram se dvéma kfivymi nebo pfimymi stupnicemi a s jednim systémem
ktivych isoplét. Priseéikovy nomogram rodu 0 je nomogram se tfemi soustavami
pfimek atd.

2. DOTYKOVE NOMOGRAMY ADJUNGOVANE K PRUSECIKOVYM
NOMOGRAMUM RODU r =1

2.1. Budtez
) fE&nx)=0,
©)] g(&ny) =0,
) h(¢ n,z) =0

systémy isoplét priise¢ikového nomogramu rodu r = 1 zobrazujiciho funkci (1)
a necht napt. (4) je systém kfivych isoplét. Necht x; € {a, b) je libovolnd hodnota
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proménné x. V priseéicich (&, ,) isopléty f(& 7, x;) = 0 s jednotlivymi k¥ivkami
systému (4) sestrojme tecny

) %@%&ﬁ@-:@+@ﬁﬁkﬁw—ﬂd=“

Tak ziskdme systém piimek, které zdviseji na jednom parametru z a bud obaluji
kfivku (isoplétu), kterou oznatime (x;), nebo prochdzeji pevnym bodem, ktery
rovnéZ oznacime (x;). Probihd-li x; hodnoty z intervalu <a, b}, ziskdme timto postu-
pem systém isoplét po ptipadé stupnici {(x,)}.

Necht y; € {c, d). Tegny (5), sestrojené v prisedicich isopléty g(&, 1, ;) = 0 s jed-
notlivymi kfivkami systému (4) obaluji kfivku eventudln& prochdzeji bodem (y;).
Probiha-li y; hodnoty z intervalu <{c, d), ziskdme tak systém isoplét po pfipad¢ stup-
nici {(y,)}-

Jei (x)) e {(x))}, (v:) € {(»:)} a je-li j pfimy index takovy, Ze j H (x;), j H (¥)),
potom p¥imka j se dotykd jisté isopléty z; ze systému (4) v bod& (&0, 7o), kterym pro-
chdzeji isopléty x;, y; priiseikového nomogramu. Odtud plyne, Ze tfi systémy koto-
vanych utvarti {(x;)}, {(v;)} a (4) tvofi dotykovy nomogram téZe funkce (1). Tento
nomogram budeme nazyvat dotykovym nomogramem adjungovanym k danému pru-
setikovému nomogramu. MiZeme tedy vysloviti tuto definici:

Definice 2.1. Necht (2), (3), (4) jsou systémy isoplét prisedikového nomogramu rodu
r = 1 zobrazujiciho funkci (1). Necht (4) je systém kiivych isoplét. Adjungovanym
nomogramem k tomuto priise¢ikovému nomogramu nazyvame dotykovy nomogram,
jeho? jeden systém isoplét je (4) a jehoz kétované utvary {(x;)} resp. {(y;)} jsou obdlky
teCen ke kiivkdm (4) sestrojenym v priseicich s isoplétami x; resp. y; ptivodniho
prisecikového nomogramu.

Pozndmka 2.1. K prisecikovému nomogramu rodu r existuje pravé r adjungova-
nych dotykovych nomogramu.

Rovnici kétovaného ttvaru {(x;)} ziskdme takto: z rovnice te¢ny (5) a z rovnic

(6) W0, 0, 2) = 0, f(Eos710»X) = O

vylou€ime soufadnice &, 1o dotykového bodu a ziskdme tak rovnici ptimky, zdvi-
sejici na dvou proménnych x, z jejiz tvar je

() U3l + v 3m+w3=0,

kde u; 3, v4,3, W, 3 jsou funkce proménnych x a z. Derivaci rovnice (7) podle para-
metru z ziskdme

ou ov ow
8) Ta ey Pus i3 _ g,
0z 0z 1 0z
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Nyni bud eliminujeme z z rovnic (7) a (8) a ziskdme tak rovnici kétovaného utvaru
{(x;)} ve tvaru @(&, 7,x ) = 0, nebo parametr z v rovnicich (7) a (8) ponechdme a vy-
pocteme z nich £ a 7. Oznalme

;o Oups s Oy s 0w
"1,3‘—6"a U133 = 2 > “1,3——6_-
z cz z

Pro 4 = u, 30} 3 — uj 30y 3 = 0 plati

’ ’ ’ ’
9) £ = Uy 3Wi3 — U1 3Wy 3 _ Uy 3Wi3 — Uy 3Wi3
( = s N = .

’ ’ ’ ’
Uy,3Vy,3 — Up 3013 Uy 301,3 — Uy 3013

Jsou-li vyrazy na pravych strandch rovnic (9) pro ur€itou hodnotu x; nezévislé na z,
redukuje se prislusnd obdlka (x;) na bod. Jsou-li tyto vyrazy nezdvislé na z pro
kazdé x;, je utvar {(x;)} stupnici.

Rovnici kétovaného utvaru {(v;)} ziskdme podobng, vyjdeme-li z rovnic (5) a (10),
kde

(10) h(Zo110:2) = 0, g(Eo, 0, ¥) = 0.

V né&kterych pfipadech je pro vypo&et systémi {(x;)}, {(»;)} vyhodn&jsi tento postup:
z rovnic (5) a (11), kde

(11) f(609’10’x)=0, 9(505710,)’)=0, F(X,y,z)‘—‘(),
vylou¢ime &y, 19, z. Vysledek vylouéeni je rovnice
(12) Uy 28 + v+ wy =0

dvouparametrické mnoZiny primek, zdvisejici na proménnych x a y. MnoZina pfimek
(12) obaluje dva systémy kiivek, coZ jsou hledané soustavy isoplét {(x,)}, {(»;)}
adjungovaného dotykového nomogramu. Systém {(x;)} vypo&teme derivaci rovnice
(12) podle y a vyloucenim y z rovnice (12) a z rovnice derivované nebo vypoctem ¢ a i
z t&hto dvou linedrnich rovnic. Podobng& ziskdme systém {(y;)}. Tohoto druhého
zptsobu se dd s vyhodou pouzit u kartézského prisecikového nomogramu rodu 1.
UkdZeme to na priseCikovém nomogramu soucinového tvaru

(13) P3 = P12

0 zobrazovacich rovnicich

(14) (=0, 1=0,,
(15) &n = ¢3.

Dany priiseéikovy nomogram je kartézsky rodu 1. Te¢na k¥ivky (15) sestrojend v prii-
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seciku isoplét (14) md rovnici @2(6 — ¢1) + @1(n — ¢2) = 0, neboli
(16) @28 + 011 = 2019, .

Derivaci rovnice (16) podle parametru ¢, obdrZime rovnici ¢ = 2¢,. Z této rovnice
a z rovnice (16) vypo&teme

(17) €=2¢,, n=0.
. —2h g1 €2 03 T 04 05
o} V=Jrz o o
i A JV
g
- @

£
2,

et
—+—4—

5

Ke}

Obr. 1. Dotykovy nomogram adjungovany ke kartézskému priise¢ikovému nomogramu vztahu
V= lur?h. Priklad: r = 0,4 m, h = 16 m, ¥ = 2,0 m>. (Zmenzeno na 2/3.)

Mnozina kétovanych ttvardt {(x;)} je tedy stupnice (17). Podobné vypodteme, ze
mnoZina kétovanych ttvart {(y;)} je stupnice

(18) =0, n=20,.

Adjungovany dotykovy nomogram je tedy rodu 1 a mé zobrazovaci rovnice (15),

(17), (18).

Ptiklad 1. V obr. 1 je ndért priiseikového nomogramu a adjungovaného dotyko-
vého nomogramu vztahu V = inr?h, kde Ve (1;5,5)> m® je objem kmene stromu,
h e <10; 30> m je vyska stromu a r e <0,1;0,5) m je polomér kmene. Zobrazovaci
rovnice priiseikového nomogramu jsou & = ar?; y = 1pnh; &y = afV. Zobrazovaci
rovnice adjungovaného dotykového nomogramu jsou &, = 2ar?, y, = 0; &, = 0,
N, = 3prh; &n = afV. V obr. 1 jsou kétované utvary narysovany pii modulovych
mirdch o = 20, f = 0,2.
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3. PRUSECIKOVE NOMOGRAMY ADJUNGOVANE
K DOTYKOVYM NOMOGRAMUM RODU =1

3.1. Necht funkce (1) je zobrazena dotykovym nomogramem o kétovanych titva-
rech

(19) f(é’ n,x) =0 nebo ¢&; = (P1(x) s Ny = ‘//1(x) s

(20) g(&n,y) =0 nebo & = y(y), 1, = ¥s(y),

(21) h(é,n,z)=0.

Kazdému bodu (&, 10) isopléty (21), ve kterém se dotykd této isopléty Steci index
oh(&o, 1o, z oh(&,, 1o,

(22) _L)a_é’&*)(g_éopr(‘foa_ﬂ%z)(n_%):o.

pfitadme dvojici k6t (x, y) téch utvart ze soustav (19) a (20), se kterymi je index (22)
v kontaktu. MnoZina takto okétovanych bodd je bindrni pole

(23) E=o(xy), n=1yxy),

jehoZ isopléty {(x.)} a {(»:)} spolu se soustavou (21) tvoii prisetikovy nomogram
funkce (1). Isopléty (x) a (y) bindrniho pole (23) se protinaji s isoplétou z systému (21)
pravé tenkrdt, existuje-li te¢na isopléty z, kterd je v kontaktu s tvary (19) resp. (20)
okdtovanymi hodnotami x resp. y. MuzZeme tedy vysloviti tuto definici:

Definice 3.1. Adjungovanym nomogramem k dotykovému nomogramu funkce (1)
o zobrazovacich rovnicich (19), (20), (21) nazyvdme prisetikovy nomogram téZe
funkce (1), jehoZ systém isoplét {(z;)} je (21), jehoZ isopléty {(x;)} resp. {(»;)} jsou
mnoZiny dotykovych bodi na kfivkéch (21), v nichZ sestrojené te¢ny jsou v konstak-
tu s atvary (19) resp. (20) okétovanymi hodnotami x; resp. y;.

Pozndmka 3.1. Je-li t rod dotykového nomogramu funkce (1), existuje prave t
k nému adjungovanych prisecikovych nomogramil. Kazdy z téchto adjungovanych
nomogrami md s ptivodnim nomogramem spoleény jeden z ¢ systémut k¥ivych isoplét.

Pozndmka 3.2. Je-li dotykovy nomogram o zobrazovacich rovnicich (19), (20),
(21) adjungovany k priise¢ikovému nomogramu

(24) uln,x) =0, v&ny) =0, h&nz)=0,

potom priise¢ikovy nomogram (24) je adjungovany k piivodnimu dotykovému nomo-
gramu (19), (20), (21). Toto tvrzeni plyne z definice 2.1 a z definice 3.1.

PHi vypottu systému isoplét {(x;)} adjungovaného nomogramu rozlifujeme dva
pfipady.
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Ma-li za prve piivodni dotykovy nomogram systém kfivych isoplét f(&, 1, x) = 0,
Ize rovnici te¢ny (22) napsat také ve tvaru

(25) PCu M) ¢ gy 4 YDy o,
o¢ on

kde ¢y, 1, jsou soufadnice bodu dotyku na isoplété f(¢, 1, x) = 0. Z rovnosti smérnic
v obou vyjddienich téZe pfimky plyne

M af(éla r]l’x)

(26) _ S - _ o& M- '70.
ah(fm o> Z) af(fla M1, x) & =&
on on
Dile plati
(27) h(éo’ ’70’ Z) = 0’ f(éls "l’x) = 0

Eliminaci &, 1,, z ze soustavy rovnic (26), (27), ziskdme vztah mezi £, 7, X, coZ je,
piSeme-li & resp. # misto &, resp. 7, rovnice

(28) u(&,n,x) =0

systému isoplét {(x;)}.

Nekdy je vyhodn&jsi eliminovati z rovnic (26), (27) pouze &, n, a vypodisti &o, 1o
jako funkce x a z. Tim ziskdme rovnice bindrniho pole, kétovaného hodnotami x, z,
jehoZ jeden systém isoplét je (21), druhy systém je {(x,)}.

Piedpoklddejme za druhé, Ze piivodni dotykovy nomogram md stupnici &, =
= ¢,(x), n; = ¥y(x) a uréeme systém isoplét {(x;)} adjungovaného nomogramu.
Teéna (22) prochédzi bodem ¢,(x), (x), plati tedy

@) Moy Hte D)y o,
h(&o, 110, 2) = 0.

Eliminujeme-li z ze soustavy rovnic (29) a piSeme-li ¢ resp. n misto &, resp. 7o,
ziskdme rovnici systému isoplét {(x;)} ve tvaru (28). Misto toho miZeme, podobn&
jako v pfedeslém piipad€, vypodisti z rovnic (29) ¢o ang jako funkce proménnych x, z.
Tim ziskdme bindrni pole, kétované proménnymi x a z, jehoZ jeden systém isoplét
je (21), druhy systém je {(x;)}.

Systém isoplét {(y;)} adjungovaného priseikového nomogramu méZeme urditi
podobné jako systém {(x;)}. Je-li viak jiz zndm systém (28) isoplét {(x,)}, lze vypo-
&isti systém {(v,)} eliminaci x a z z rovnic (1), (21), (28).
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Uvedme nyni vypodet zobrazovacich rovnic prise¢ikového nomogramu adjungo-
vaného k dotykovému nomogramu

(30) & =0, n =0,

(31) &= 20, Ny, =¢,,
_5)2 2

(32) (_.5,2—‘5)— + 1o,
1 @3

ktery zobrazuje souéinovy tvar ¢; = @10,.

Obr. 2. Dotykovy nomogram a adjungovany prisecikovy nomogram vztahu x = \/ (ab). Priklad:
a=4,5; b = 2; x = 3. (Zmenseno na 2/3.)

Reseni. Nejprve vypodteme systém isoplét {(x;)} adjungovaného priiseikového
nomogramu. Te€na kiivky (32), sestrojend v bod& (¢, ) prochdzi bodem (30), tj.
plati

©-9)(¢=9  om_y
62

P3
neboli
(33) —&g3 + gy = 0.
Dile plati (¢ — 8)*/6° + n*[@s = 1, po Gpravé
(34) P3E(E — 26) = =8>

Eliminaci ¢5 z rovnic (33) a (34) ziskdme rovnici ¢,& + 6n — 259, = 0 hledaného
systému isoplét {(x;)}. Je to svazek pfimek o stfedu (26; 0), vytinajici na ose £=0
stupnici n = 2¢,.

Podobnym postupem vypo&teme rovnici ¢,& — o1 = 0 systému isoplét {(y;)}. Je
to svazek pfimek o stfedu v pocdtku vytinajici na pfimce ¢ = 2§ stupnici 1 = 2¢,.
Adjungovany priseéikovy nomogram je tedy opét rodu r = 1.
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Ptriklad 2. Na obr. 2 je ndért dotykového nomogramu a s nim adjungovaného
priise¢ikového nomogramu pro feleni vztahu x = ,/(ab), kde x € <0,5; 5) je geo-
metricky pramér hodnot a, b € {0,5; 5. Dany vztah Ize po Upravé srovnat s kano-
nickym tvarem @3 = @,¢, takto: ¢, = ofa, ¢, = ab/p, @3 = «’x*. Zobrazovaci
rovnice dotykového nomogramu jsou ¢, =0, n, = afia; @, =206, 1, = ab/ﬁ;
(& — 6)*/6% + n*[a®x* = 1, zobrazovaci rovnice adjungovaného prisetikového no-
mogramu jsou afal + on — 2afda = 0; abé[f — on = 0; (& — 6)*/6% + n*[a*x? =
= 1. Pro ndért v obr. 2 byly zvoleny modulové miry o = f = 1, = 2,5.

3.2. Pro dotykové nomogramy s kruZnicemi plati tato véta:

Véta 3.1. Md-li dotykovy nomogram stupnici
(39) Ei=ou(x), mo= ()
a systém soustrednych kruZnic
(36) e+ =r3,
potom systém isoplét {(x;)} adjungovaného nomogramu je také systémem kruzZnic.

Dikaz. Tena £, + nn, = r3 kruZnice (36) prochdzi bodem (35), tj. plati
(37). @10+ Yo =713, & +ng=r3.

Eliminaci r; ze soustavy rovnic (37) a zdm&nou oznaleni &, = ¢, 1, = n ziskdme
rovnici

(38) (& = 30" + (n — 1) = Ho? + ¥3)

systému isoplét {(x;)} adjungovaného nomogramu. Isopléty (38) jsou kruZnice, pro-
chdzejici po&dtkem 0, jejichZ stiedy S(x) jsou body o soufadnicich (1¢,(x), 31/(x)),
tj. kruZnice, opsané nad priimérem OX, kde X je bod (¢,(x), ¥/4(x)).

Disledek. Nomogram adjungovany k dotykovému nomogramu rodu 1 s jednim
systémem soustfednych kruZznic je priseéikovy nomogram se tfemi soustavami kruz-
nic. (Podle [4] zobrazuje dotykovy nomogram &, = @, 1, = Y13 &, = Qa1 = Va3
& + n* = r3 kanonicky tvar ri[(¥, — ¥1)* + (@2 — 01)*] = (@12 — @291)%)
K dotykovému nomogramu rodu 2, jehoZ kotované utvary splituji predpoklady
véty 3.1 existuji pravé dva adjungované nomogramy, z nichZ jeden md aspoil dva
systémy kruZnic. (Viz téZ odst. 4.2.) '
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4, ZOBRAZENI NEKTERYCH KANONICKYCH TVARU
TRETIHO AZ PATEHO NOMOGRAFICKEHO RADU
DOTYKOVYMI NOMOGRAMY S KRUZNICEMI A NOMOGRAMY
K NIM ADJUNGOVANYMI

4.1. Soudtovy tvar

(39) LI

o7 93

2

b3

Ize podle [4] zobraziti dotykovym nomogramem rodu 1 s jednou soustavou soustied-

nych kruZnic o zobrazovacich rovnicich

(40)

n

10

HqHz

KL(C: H :\———_—fzz e
: y1 + I‘lz #l(
1224

\ K
\\ h
\\
\
\
\

E+nt=0%0]; & =ag,, 1, =0; & =0, 55 =0p;.

"

1+

Obr. 3. Dotykovy nomogram a adjungovany priasefikovy nomogram vztahu uz = ,uluz/\/(,u% +
+ p3). Priklad: p; = 6, u, = 9, p= 5,0. (Zmenseno na 2/3.)

Priise¢ikovy nomogram adjungovany k tomuto nomogramu mé podle véty 3.1
a jejiho diisledku tfi soustavy kruhovych isoplét o rovnicich

(41) E +n? =020} ; (¢ - tug,)? + n? = ta203;

&+ (n — Jogps)® = 1203 .

Ptiklad 3. Sestrojte dotykovy nomogram a adjungovany pruseéikovy nomogram
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vztahu
Hila
Jt + 1)
kde ue<0;7) je koeficient bezpe€nosti, p; € <0; 10> je koeficient ohybu, p, €
€ <0; 10} je koeficient torse.

Dany vztah lze upraviti na tvar 1/u? = 1/u] + 1/u; a srovnati s kanonickym tva-
rem (39) rovnicemi ¢, = pu, ¢, = p;, @3 = p,. Volime-li pro nd¢rt na obr. 3. mo-
dulovou miru « = 1, jsou zobrazovaci rovnice dotykového nomogramu &2 + 2 =
=pu* & =p,n =0; & =0,4, = u, a zobrazovaci rovnice adjungovaného pri-
se¢ikového nomogramu &2 + n? = p?; (& — $uy)* + 0% = tui; E + (n — du)* =

1,2
= 315

4.2. Cauchyho kanonicky tvar
(42) hifs + hygs + h3 =0,

kde hs % 0, lze podle [4] zobraziti dotykovym nomogramem se dvéma systémy
kruznic, jehoZ kdtované utvary maji rovnice
(43) E 4+ = a?[h3; (& + afslhs)? + n? = o’g3[h5;

& =°‘/h1§ 1, =0.
V zobrazovacich rovnicich (43) je jedna volitelnd modulovd mira & > 0. Snadno lze
ziskati zobrazovaci rovnice tohoto nomogramu se dvéma modulovymi mirami f > 0

a y > 0, piSeme-li rovnici (42) ve tvaru (ahy/B) (Bfs) + (ah2fy) (vg3) + ahs =0
a k takto upravenému tvaru napiSeme zobrazovaci rovnice (43). Ziskdme rovnice

(43) e+ =93 ; (& + Bfafha)* +n* =7g3[h3; &= Blhy, 0 =0

se dvéma modulovymi mirami f > 0, y > 0.'

Jsou-li k, resp. k5 kruZnice okétované hodnotami x, resp. x3, je tieba vziti za Cteci
index vn&jsi (vnit¥ni) spoledné te¢ny kruZnic k, a kj, je-li hygshs < 0, (hyg3hs > 0).
(viz [4])

K dotykovému nomogramu o zobrazovacich rovnicich (43") existuji dva adjungo-
vané prusecikové nomogramy.

Prvni adjungovany nomogram, majici s ptivodnim dotykovym nomogramem spo-
le¢ny systém isoplét

(44) £+ = y2[h3,
mad podle véty 3.1 druhy systém kruhovych isoplét
(45) (& = 3B[h)* + n* = (3B[h,)’ .
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Tteti systém isoplét kétovany hodnotami proménné x5, 1ze vypocitati eliminaci h, a h,
z rovnic (42), (44) a (45). Z rovnice (44) vypolteme h, = ey/\/(&* + n?), kde ¢ =
= sgn. h, a z rovnice (45) vypolteme h, = BE/(£* + n*). Dosazenim t&chto vyrazi
za h,, hy do rovnice (42) ziskdme rovnici tfetiho systému isoplét

(46) ha(E2 + 1) + eygs J(E2 + n?) + Bfs¢ = 0.

Pozndmka. Lze dokdzati, Ze isopléty (46) jsou oblouky tpatnic kruZnic (& +
+ Bfslhs)* + n* = y*g3[h3 pro pél P(0;0) v potdtku. Lze je sestrojiti také jako
ptimé konchoidy kruZnic (& + 3Bfs[h3)* + n* = (4Bfs[hs)* pro pdl P(0;0) a pa-
rametr d = yg;/hs.

Druhy adjungovany nomogram, majici s pivodnim dotykovym nomogramem
o zobrazovacich rovnicich (43') spole¢ny systém isoplét

(47) (€ + Bfslhs)* + n* = y*g3[n3

je také rodu 3 a md dva nekruZnicové systémy isoplét. Isopléty, kétované hodnotami
prom&nné x, resp. x, lze sestrojiti z rovnic bindrnich poli (x,, x3), resp. (x,, x3), kde
isopléty kétované hodnotami x; jsou (47).

Zavedeme-li oznadeni

(48) Bfslhs = —s3, vgs[hs =13,
muiZeme rovnici (47) psdt ve tvaru
(47’) (é — 53)2 + 9% = r%.

Abychom vypocetli zobrazovaci rovnice bindrniho pole (x;, x3), uvdZime, Ze te¢na
(& — s3) (&0 — s3) + nmo = r3 kruZnice (47') prochdzi bodem &, = B/hy, n, = 0,
tj. plati

(49) (Blhy = s3) (&0 = 53) =73, (o —s3) +mo =73

Z rovnic (49) vypodteme &, 1, a po zimén& oznadeni &, = &, , = y ziskdme rovnice

50 | _ s - ____r_§__
() ¢ ﬁ/h1_53+s > "3\/(1 (ﬁ/hl_ss)z)

bindrniho pole (x;, x5).
Pongvadz (47) je jeden systém isoplét bindrniho pole (50), stadi pfi konstrukci
druhého systému pocitati z rovnic (50) pouze napf. soufadnice &.

Pozndmka. V konkrétnich p¥ipadech je nékdy vyhodn&jsi misto vypo&tu bindr-
niho pole (50) eliminovat x z rovnic (49) a ziskat tak rovnici systému isoplét {(x,)}.
Pii vypoltu zobrazovacich rovnic bindrniho pole (x,, x,) uvdZime, Ze te¢na
(& — s3) (&0 — s3) + 1Mo = r2 kruZnice (47') se dotykd kruZnice (44), tj. md od
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potatku vzdélenost y/h,. Plati tedy

r2 4 s5(6p — s
1) At s =
0 7 3 0

Z rovnic (51) vypocteme & @ 1o @ po zdmén& oznadeni &o = &, o = 1 obdrZime
zobrazovaci rovnice

53

N

20,2 _ 2 _1)2
52 R G q=r3\/<1—ﬁ(ﬁ——l)—>
3

bindrniho pole (x,, x3).

: o

05— i
He | Sina+ fcosa
04§‘j\\ \\\ P
~ N
03——\\>: - ~ 06
f == e«?’g{;\\
02— 2ok ~

Obr. 4. Dotykovy nomogram se dvéma kruZnicovymi soustavami isoplét pro vypocet rovnice
f’ = f/(sin & + fcos «). Ptiklad: f = 0,4; a = 26°, f’ = 0,50. (Zmen3eno na 2/3.)

Pozndmka. V konkrétnich ptipadech je n€kdy vyhodné ziskat rovnici systému
isoplét (x,) eliminaci x5 z rovnic (51).

Ptiklad 4. Sestrojte dotykovy nomogram s kruZnicemi a oba k nému adjungované
nomogramy pro vztah f' = f/(sin o + f cos o), kde f’" € <0;0,7) je koeficient tfeni
v drdZce, f € {0; 0,5) je koeficient klouzavého tfenia o e {10°; 32°) je ihel drdzky.
Dany vztah upravime na tvar 1/f’ — sin «/f — cos & = 0 a srovndme s kanonickym
tvarem (42) rovnicemi hy = 1/f’, hy = 1f, f3 =1, g3 = — sina, h; = — cos a.
Dosazenim t&chto vyrazii do (43") obdrzime zobrazovaci rovnice dotykového nomo-
gramu &2 + n? = y*f?; (& — Blcos a)® + n* = y*tg*a; & = Bf’, n, = 0. Poni-
vadZ pro kaZzdou dvojici hodnot fe <0;0,5) a ae {10°;32°) je h,g;h; = sina.
. COS oc/f > 0, je tieba za &teci index vZdy vziti vnitfni spoleCnou tednu kruhovych
isoplét. N4crt tohoto nomogramu je na obr. 4. Modulové miry g = y = 10.

Prvni adjungovany nomogram md zobrazovaci rovnice &% + 5% = y2f2, (€% +
+ n*)cosa — ysinaJ(E + n?) + B =0, (¢ — IBf')* + n* = (3pf')% Pro ndtrt
tohoto nomogramu na obr. 5. zvoleny modulové miry § = y = 20.

Druhy adjungovany nomogram md s pivodnim dotykovym nomogramem spo-
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le¢nou soustavu kruznic (¢ — ffcos a)* + n* = y2 tg? a. Isopléty kétované hodno-
tami proménné f’ lze ziskat ze zobrazovacich rovnic bindrniho pole (a,f’): ¢ =
= (y?sin® & + B%f’ cos o — B*)/(Bf’ cos® a — Pfcosa), n =y tga/[(1 — y*sin? a):
1 (Bf' cos a — B)?], isopléty, kotované hodnotami proménné f ze zobrazovacich
rovnic bindrniho pole («, f):

fre—rrr~t—

Obr. 5. Prvni adjungovany nomogram k nomogramu z obr. 4. (Zmen3eno na 2/3.)

& =[p* + y*sin® a(y*f* — 1)]/Bcos o, n = [(y tg )/B] /[B* — ¥* sin® a(y?f? —
— 1)?]. Pro nd&rt tohoto nomogramu na obr. 6. byly zvoleny modulové miry g =
=17y = 20.

4.3. Soreauilv kanonicky tvar

+ —
(53) fo= S PR I
g1 + 92 sina+ fcosa

Ize zobraziti dotykovym nomogramem se : o
dvéma soustavami kruznic 4y i l\ °
18

(P
(54) (& = Bfi]gr)* + n* = o?[g7 ; 65 A
(& = Bfalaa)® + n* = @93 /]
3 =Pfs, n3=0.

/

04
Obr. 6. Druhy adjungovany nomogram k nomo- ,,‘/k\! f'
gramu z obr. 4. (Zmenseno na 2/3.)

Jestlize pro n&jakou dvojici hodnot x,, x, plati g19, <0, (9,9, > 0), je tieba za
Steci index vziti vn&j§i (vnitini) spoletnou tetnu KruZnic, okdtovanych hodnotami

Xy, X,. (Viz [4].)
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Rovnice kotovanych utvard adjungovanych nomogramii se vypoditaji a tyto
nomogramy se sestroji podobné jako v pfipadé Cauchyho kanonického tvaru.
Oznadme ry = afgy, rp, = 0‘/92» si = Bfilge, s2 = sz/gz-

Prvni adjungovany nomogram md s pivodnim nomogramem spoledny systém
(& = s4)* + n* = ri. Isopléty, kétované hodnotami proménné x, ziskdme z rovnic

2
(55) §=V1r—l‘ib+sl, ”=r1\/<1_(r1+r2)>

S — 8y (52 - 31)2

bindrniho pole (x,, x,). Isopléty, kétované hodnotami proménné x; ziskdme z rovnic

56 ¢=—i~+l; =r P )
(36) Bo—s " \/( (B — 51

bindrniho pole (x,, x5).
Druhy adjungovany nomogram md s puivodnim nomogramem spoleny systém
(¢ — 52)> + n* = r3. Bindrni pole (x,, x,) resp. (x,, X3) maji zobrazovaci rovnice

2
(57) [ Sl T n:rz\/(l_(rl_Jffi),

S1— 8, (51— 52)°

resp.

2 2
58 f=—"2 45, = \/(1————”’2 )
(%) By -5, 2 T (bfs - 52)°

5. NEKOLIK ZAVERECNYCH POZNAMEK

Teorie adjungovanych nomogrami umoziuje prusecikovému nomogramu rodu
r = 1 pfifaditi r dotykovych nomogramiti a dudlné¢ dotykového nomogramu rodu
> 1 pfifaditi ¢t prusecikovych nomogrami zobrazujicich stejny vztah a majicich
s pivodnim nomogramem spole¢ny vzdy jeden systém ki¥ivych isoplét. (Viz piiklady
1-4))

Je-li piivodni i adjungovany nomogram rodu 1 a sestrojujeme-li spoleény systém
kfivych isoplét metodou kot, miZeme s uZitim obou nomogrami sestrojiti teny
i s body dotyku spoletné soustavy kiivych isoplét. (Piiklady 1 a 2.)

-

P¥i konstrukci dotykového nomogramu vztahu F(x, X,, x3) =0, kde x;€
e<a, b, x,e{c,d), xy€e{e, [, ktery md napf. systém kfivych isoplét {x,}, je
vhodné sestrojiti také isopléty adjungovaného nomogramu, okdétované hodnotami
a, b, ¢, d. Tyto isopléty ohraniCuji na kfivkdch {x,;} oblouky, které je tfeba na
nomogramu rysovati, tj. oblouky, v jejichz bodech se muZe &teci index dotykati
isoplét {x,}. Na obr. 1—4 jsou tyto isopléty naznadeny te¢kovanou &arou.
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Résumé

NOMOGRAMMES ADJOINTS AUX NOMOGRAMMES A LIGNES
CONCOURANTES ET AUX NOMOGRAMMES A CONTACT TANGENTIEL
AYANT AU MOINS UN SYSTEME D'ISOPLETHES COURBES

JAROSLAV ZAHORA

Supposons, que
fEnx)=0, g&ny)=0, h(&nz)=0

sont les équations représentatives d’'un nomogramme a lignes concourantes et que
h(’g’, 1, z) = 0 est un systéme de courbes. Le nomogramme adjoint & ce nomogramme-
ci est le nomogramme a contact tangentiel ayant aussi le systéme h(é, n,z) =0et
dont les systémes cotés par les variables x; resp. y; sont des enveloppes des tangentes
du systéme h(é, 1, z) = 0; ces tangentes sont construites aux points d’intersection
avec les isopléthes x; resp. y; du nomogramme originaire.

On peut définir des nomogrammes a lignes concournates adjoints aux nomogram-
mes a contact tangentiel par la réciprocité.

La théorie des nomogrammes adjoints peut étre employée comme une transforma-
tion non-corrélative des nomogrammes a contact tangentiel et des nomogrammes
a lignes concourantes ayants au moins un systéme de courbes. Cette théorie peut
étre employée aussi pour la conctruction du systéme d’isopléthes d’un nomogramme
a contact tangentiel etc.

Tout d’abord, on traite la théorie genérale des nomogrammes adjoints et puis la
représentation de quelques formes canoniques du troisitme a cinquiéme ordre
nomographique par les nomogrammes a contact tangentiel avec cercles et par leurs

nomogrammes adjoints.

Adresa autora: Jaroslav Zdhora, Gorkého 42, Brno.
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