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SVAZEK 21 (1976) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 6

DIE IDEE DER LIENHARDSCHEN INTERPOLATIONSMETHODE
BEI DER LOSUNG EINES INTERPOLATIONSPROBLEMS

JOSEF MATUSU, JOSEF NOVAK
(Eingegangen 26. November 1975)

Bei der rechnergestiitzten Bearbeitung eines Stromungskanals, die fiir ein Industrie-
unternehmen durchgefiithrt wurde, musste ein Interpolationsproblem gelost werden,
welches mit vorgegebenen Stiitzpunkten und Stiitztangenten arbeitet (sich [1]).
Dieses Problem ist dann spéter in dem Sinne erweitert worden, dass in den gemein-
samen Stiitzpunkten der benachbarten Interpolationsbogen die Gleichheit der g-ten
Ableitungen (¢ = 2, 3, ..., Q) gefordert wurde. In dieser Arbeit wird dieses Problem
gzlost. Die Losung stiitzt sich auf einer Verallgemeinerung der Lienhardschen

Interpolationsmethode (sieh [2]).

I. MATHEMATISCHE FORMULIERUNG DES PROBLEMS

Sei Q > | ganzzahlig. Ferner sei n = 3 ganzzahlig. Im Raum R™ (m > 1) seien n
verschiedene Punkte P; = x{” mit den Einheitsvektoren v, = o (i = 1.....n;
j=1,..., m)gegeben. Wir versuchen Polynome der Variablen se (—1, 1)

K

m PO = Y afst (=1 n =)

derart zu bestimmen, dass

2 PO(=1) = xi7, PO(1) = x40,
(3) »éc%z(—l):k,.v;”, d:;‘jz(l)—mv““‘,
dqu’m d"P““’ (—1)
(g =23 Q), wobei k;, m; gewisse positive Zahlen sind; sic werden wie in [1]

gewihlt. Damit (4) erfiillt ist, miissen die Werte der zweiten bis Q-ten Ableitung der
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Funktion P in den Punkten Pi, P,,, gegeben sein:

(i) 2 p(i)
d’Py) 0 ,  dzp . :
_ — " —_ (2)(i) - n{i+ 1) __ (2)(i+ 1)
(5) (=) == X0 —L (1) = X" = P
ds ds
3 p(d) 3 pti)
d Px ( - mm = x3)D d Px!- (1) — D D
X i 3 =X =X ,
ds
dQP“? Pn)
o X) (__l) (Q)(!)’ (]) (QN!+H )

ds?

Die Bestimmung dieser Werte erfolgt spater (sich Abs. I1). Nach (2), (3) und (5) sind
fiir jedes Polynom (1) insgesamt 2Q + 2 Bestimmungsbedingungen gegeben, durch
die P{) eindeutig als Polynom vom Grade K = 2Q + 1 bestimmt ist:

_ 20+1
(6) Pf"j’(s) =y a(,;"s"
k=0

Die g-te Ableitung von P{) ist

aep
(7) ——2L(s) = Z (k=1) .. (k= g+ 1)ays.

ds? k=q
Wenn in (6), (7) die Werte s = —1, | eingesetzt werden, dann erhalten wir, bei

Beriicksichtigung von (2), (3 ) (5), das folgende lineare Gleichungssystem von 2Q + 2
Gleichungen fiir die 2Q + 2 unbekannten Koeffizienten a‘” des Polynoms (6):

20+ )
(%) DRGSR

=)

Q+
z 1 kal) = Kl

20+1

T Kk = 1)) =

20+1
kZQ(—I)"’Q k(k — 1) ... (k = Q@ + 1) a}p = x{@
20+1
i i+l
Sl
20+1

Z kal) = malith
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2Q+1

Dk = e = e,

20+1

Zk(k——l (k= Q + 1)ad =yt

Wir setzen
_ I, G (i
a; = [lafg, afls . ahe ]
(9) X =
(D (i) (i) @)(i) _(i+1) (i+1) _n(i+1) (@)(i+1)
”x k,vj,_j Ve X ) X§ . M;v; , X] R “,
(i) (:) (i) @) J(i+1)y _(i+1) _w(i+1) @i+ 1)
nx s XX » X , U ) X v X ”o
© Dk.—.mi ’
wobei
o+ 3
[1 i
|
Lk
| 1
|
|
|
!
Dki‘m( | L
0+ 3 m;
l 1
| i

Die Diagonalmatrix D, . ist vom Typ (2Q + 2.2Q + 2). Ferner sei

(]0) — n "(:)‘ A;Q)(i)” , x:'k+l__f — “x";““', . x;Q)(i+1)|‘ )

Mit A, wird die Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems (8) bezeichnet (sie ist
notwendig regulir), mit A; ' die zu A, inverse Matrix. Die Lsung von (8) ist dann
in Matrixform

(11) al; = Ay o x;

ij ij >

wobei durch das ,,t“ im Exponent die zu a;; und x;; transponierten Matrizen aus-
gedriickt sind.
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1. BESTIMMUNG DER WERTE xj), .., @)

Die Werte der zweiten bis Q-ten Ableitung in den Punkten P, P,,, bestimmen
wir folgendermassen. Nach Abb. 1 ist durch die Punkte (24, x{'*")(-Q + 1 < h <
< Q — 1, h ganzzahlig) eindeutig ein Polynom

40-3

(12) RO(s) = Y bist (sed—2Q + 2,20 — 2)

k=0

derart bestimmt, dass dR{(h)/ds = v}'*". Wir setzen dann

(13) X{0 = REN0) = 2640, X7 = RU(0) = 6b%3, ... XV =

Xj J

_ Rﬁ?"“(ﬂ) =0(Q—-1).... 3.2b}8A

Da nun jeder Koeffizient des Polynoms (12) als lineare Kombination der Werte
x§imerh plizer s x(Hemh it e gusgedriickt werden kann, ist auch jede von
den Ableitungen (13) eine bestimmte Linearkombination dieser Werte. Es existiert

deshalb eine Matrix B vom Typ (Q — 1, 4Q — 2) derart, dass (sich (10))
(I4) x;_‘kj — ”x.(ii*Q'f‘])‘ U{ii—Q+|)’ o X}i+Q—]), Dj_i‘i’Q‘l\“ . Bt .
Es ist dann (sieh (9), (10))

(15) [ 057 x5 =

i— i—Q+ i+Q-1 i+Q—1 i+ i
— HX;I Q+})‘ D(‘i! Q I\’ . Xj} Q )’ U:-‘ Q )‘ 'Y('l Q)‘ U(I_|+Q)“ R

J

.

100

|

' l

o .. B I
201,10 I
20 (/01 !
i i

I

I

|
000 ... 0
1000 ...0]

Wird in (15) i + 1 statt i eingesetzt, dann erhalten wir

(16) BT A Y

‘e

i . i+0—1 . _ . .
i Q+l)’ D(il Q+I)' . x(il Q )‘ U5_1+Q l)’ X(-’+Q). U‘J‘I+Q)n .

— (
- "Xj J
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looo .0;
000 ...0
: i
( i
204110 B }
204201 |
\
00
Mittels (15), (16) kann (9) in der Form
(,7) xij: “x}i‘(}fl)’ U;i_Q+l),...,x;~!+Q—l), U.§‘i+Q—H’X‘(’Ai+Q)’ l",’i+(2)|10
Q+20Q+3
00 0 0 0...0]
100 0 00...0
|
20 -1 t 10 B 0 0
. 20 |0 0 0 o Dy,
2Q5-1’00 i 0 B
204200 0 I
|
1000...0 0 0
looo0...00 0

ausgedriickt werden (Dy, . bedeutet die Diagonalmatrix in (9)). Wenn wir noch

i~Q+1 i~Q+ i+Q-1)  (i+0Q-1 i i+
Tij _ Hxi‘l 0+ (i-0+1D) x(iz+o 0 ite-n X;I+Q)’ v(i‘ Q\”

, D A ) U ,
setzen und (17) in (11) eintragen, dann erhalten wir schliesslich

(18) al; = Coo T,

ij
wobei

(19) Co=A;'D

ki,m; ©
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20— 1 20204120 + 2

oo ... 1 0 0 0 ... 00]
00 ...0 I 0 0 .00
00
[e] B
00
0+2(00...0 0 1 0 .00
Q+3100...0 0 0 | .00
B
100

Abb. 1

I, FALL Q =2

Wir beschrinken uns auf den speziellen Fall Q = 2. In (11) ist dann
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(i+h)

Zur Bestimmung der Matrix B vom Typ (1,6) legen wir durch die Punkte (2h, x{'*"),
(=1 £ h £ 1, h ganzzahlig) das Polynom (12) derart, dass dR{?(h)/ds = v{*™,
und setzen nach (13)

X = RED(0) = 2bY, .
Wir erhalten (sieh (14))

| 1![
x;:} _ ”x(ji—l), v}hn’ x;i)‘ v‘lii)' x;un’ U}i+ll” o) l‘ ﬁ4]m .
| 0“
|I 2|
i 1 Iy
d.h.
B =121, -4, 0, 2, —1”‘
Dann ist (sieh (19))
=||
x‘ ki 5!
C, =A2_'0H 1 ;10
i I
| 1 \
i m; g‘
f H
3|0 0 40 0 00O O;i
100 04 0 00 o0
o221 -40 2 -10 0,
100 00 4 00 O
00 00 0 40 0
00 21 -4 02 -1,

und die Formel (18) im Endresultat (bei noch vorgenommener Multiplikation mit
der Zahl 64) ergibt

(20) 64a’;

2 1300 20k, 4+ 1 30 —20m, — 12—l W4T

12 1 =54 28k, + 1 54 —28m, 4+ 1 2 —1 x|
=f§~4 —2 4 =24k, —2 4 24m,+2 -4 2.
|4 2 28 40k, —2 —28 40m; -2 -4 2 | x{*D]

2 =2 kil =2 —dm— 12— I

D=2 =1 — 6 —12k; + I 6 —12m; +1 2 —1] g;x;"”’l

| U‘,i+2)i

Die Punkte Py, P,, ..., P, werden zu viert gruppiert (sieh dazu [2]).
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Beispiel

In der Ebene R? betrachten wir die Punkte P, = (0,0), P, = (10,0), P5 = (15,0).
Py = (11,1) mit den Einheitsvektoren v, = (1/2,/3/2), v, = (J(3)/2, —1/2),
vy = (= J(3)/2, 1/2), v, = (=1,0). Dann ist (sich die entsprechenden Formeln
in [1]) ky =5, my =53k, =m, =5, ky = 2, my = 4 — /3. Nach (20) folgt
dann:

PO(s) = 155(501 + /3 + [541 + /3]s + 2[59 — s /3] +
PPy + 2[99 — /3] s% + [21 + 3] s* + [-99 + 3] s°),
POO) = (=1 + 200 g3 1+ 3]s+ 21 - 12135 ¢
+ 21— J3]s% + [—1 + 41 /3] s* + [ 1 + 3] 5°).
P2(s) = 135(1547 + 202 /3 + 5855 + 2[53 — 122/3] s> —

PyPy ... — 370s* + [—53 + 42 /3] s* + 1055°).,
P2As) = 13 —(198 + 3 + [4 — /3]s + 2[118 — V3] s* +
+ 2[4+ 3]s + [=38 + 3]s* + [4 — V3]s).
PX(s) = (55(1822 = 79 /3 + [—190 — /3]s + 2[ 94 + 47 3]s’ +
PP, ... +2[—66 + /3] s> + [30 — 15 /3] s* + [66 = V3] 5%).
POs) = 135(99 + 53s — 3857 + 225> 4 3s* — 11s°).
Abb. 2
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IV. EINIGE BEISPIELE

Die oben entwickelte Interpolationsmethode wird fir die Computerzeichung von
Kurven benutzt.

In Abb. 2 ist eine ebene abgeschlossene Interpolationskurve gezeichnet, die durch
24 Stiitzpunkte mit dazu vorgegebenen Stiitztangenten hindurchgeht. Dasselbe
Beispiel ist in [1] gezeichnet. Der Vergleich zeigt, dass durch weitere Forderungen
(sieh (4)) in gewissen Teilen des Kurvenverlaufs eine ,,Verschlechterung* eintreten
kann: in unserem Fall wird deshalb auch mit Polynomen hoheren Grades gearbeitet.

Abb. 3

Abb. 4

In Abb. 3 handelt es sich wieder um eine ebene abgeschlossene Interpolationskurve.
Hier geht es um 4 Stiitzpunkte mit dazu vorgegebenen Stiitztangenten.

In Abb. 4 ist eine ebene nichtabgeschlossene Interpolationskurve gezeichnet.

In Abb. 5 is eine in Axonometrie dargestellte raumliche nichtabgeschlossene Inter-
polationskurve gezeichnet, die durch 3 Stiitzpunkte mit dazu vorgegebenen Stiitz-
tangenten hindurchgeht. Auch dieses Beispiel ist in [ 1] gezeichnet.
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Schliesslich ist in Abb. 6 eine wieder in Axonometrie dargestellte raumliche nicht-
abgeschlossene Interpolationskurve gezeichnet, die durch 8 Stiitzpunkte mit dazu
vorgegebenen Stiitztangenten hindurchgeht.

Abb: 5 Abb. 6
Literaturverzeichnis

[1] J. Matusii, J. Novdk: Uber ein Interpolationsproblem, Aplikace matematiky 2, 1976.
[2] J. Matusii: Lienhardova interpolaéni metoda a néktera jeji zobecnéni, Acta polytechnica 1V,
1976.

Souhrn

MYSLENKA LIENHARDOVY INTERPOLACNI METODY
PRI RESENI JEDNOHO INTERPOLACNIHO PROBLEMU

JOSEF MATUSU, JOSEF NOVAK

Prdce pojedndvd o jednom interpola¢nim problému, v némz se pracuje s opérnymi
body a op&rnymi te¢nami. Podobny problém byl feSen v préci [ 1]. Zpracovdni tohoto
problému se od dfivEjsiho lisi tim, Ze se ted poZaduje rovnost g-tych derivaci (¢ =
=23, ..., 0) ve spolegnych opérnych bodech dvou sousednich interpolagnich
obloukdi. Jsou uvedeny ukdzky pocitacového kresleni takovychto interpolacnich
krivek.
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