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SVAZEK 26 (1981) APLIKACE MATEMATIKY ČÍSLO 1 

ZUR NUMERISCHEN INVERSION VON LAPLACE 

TRANSFORMIERTEN 

HANS STEGBUCHNER 

(Eingegangen 13. Oktober 1978) 

1. EINLEITUNG 

In der numerischen Praxis stellt sich häufig die Frage nach der Inversion einer 
Laplace Transformierten, da in vielen Fällen eine geschlossene Auswertung des 
Inversionsintegrales unmöglich ist. Demnach ist auch die Literatur zu diesem Thema 
sehr weitläufig (siehe dazu etwa die in [1, p. 206] angegebene Literatur). So gab 
z. B. Schmittroth [8] ein Verfahren an, das mittels Gauß'scher Quatraturverfahren 
eine Approximation vonf(t) = JT_ I(F(s)) liefert. Ein Nachteil des Verfahrens liegt 
darin, daß für jedes Argument t eine neue Berechnung der Koeffizienten im Quadra-
turverfahren notwendig ist. Weitere Methoden stammen von Dubner und Abate [3] 
und Durbin [4]. Sie beruhen auf der Entwicklung des Inversionsintegrales in eine 
unendliche Reihe (siehe dazu auch [7]). Mit diesen Verfahren wurden gute numeri­
sche Ergebnisse erzielt. 

In dieser Arbeit soll eine Methode angegeben werden, die auf einem numerischen 
Integrationsverfahren der Gleichverteilung mod. 1 beruht und für große Funktionen­
klassen gute Fehlerabschätzungen zuläßt. 

2. HERLEiTUNG DER INVERSIONSFORMEL 

Es sei F(s) = &(f(t)) = / -^e~st f(t) dt die Laplace Transformierte von f(t) 
(für Details siehe das umfassende Werk von Doetsch [2]). F(s) = F(a + ix) ist dann 
eine in einer Halbebene Re s = a > a0 holomorphe Funktion und es gilt die 
Inversionsformel 

| t*a + i oo 

(1) f(t) = ^~\F(s)) = — e« F(s) ds (a > a0) 
2™ Ja-«oo 

Man kann stets annehmen, daß F(s) für Re s = a > 0 holomorph ist. Ist dies nicht 
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der Fall, so betrachten wir einfach die Funktion F(s + a) mit einer geeigneten 
Konstanten a und die Bedingung ist erfüllt. Nach dem Verschiebungssatz kommt 
dies einfach einer Multiplikation vonf(t) mit e~at gleich. 

UnterBeachtung von Re F(s) = Re F(s) und Im F(s) = —Im F(s) lassen sich aus 
(1) folgende äquivalente Darstellungen herleiten: 

(la) 

(lb) 

(lc) 

í ld) 

j(t) = 
2тr 

г" F(a + ÏT) dт 

e"' Г00 

j(í) = 2 — cos řт Re F(a + ŕт) dт 
л Jo 

j(0 

j(t) 

sin íт Im F(O + iz) dт 

(cos řт Re F(o + íт) — sin tz Im F(rг + iт)) dт 

Für das weitere werden wir einige Begriffe und Sätze aus der Theorie der Gleich­
verteilung mod. 1 verwenden. Sei co = {xk}k=1 ein Folge von Punkten aus [0, 1) und 
DN(co) die Diskrepanz dieser Folge. Dann gilt für jede komplexwertige Funktion 
mit beschränkter Variation 

й V(f) DN(co) 
11 N , r1 

(2) Ungleichung von Koksma: !— ^ f(xk) ~ f(x)dx 
!Nfc=i Jo 

V(f) ist dabei die totale Variation vonf(N) auf [0, 1] (siehe [6, p. 143]). 

Sei nun 0 < T < oo, o > 0, t > 0 und co = {xfc}^=1 eine Folge von Punkten aus 

[0, 1). Damit definieren wir nachstehende Approximationsausdrücke fürf(t): 

(Зa) 

(Зb) 

/i ,N(0 = — - I cos (tTx,) Re F(o + iTx,) 
7Г N k = l 

eGt T N 

fiÁx) = " 2 Z sin (tTxл) Im F(o- + iTx/c) 
7Г N fc=l 

^ hA*) = — - Z t c o s (^) R e F ( ^ + *Txft) - sin (fT^) Im F(o + iTx/c)] 
TT N k=l 

B e m e r k u n g . Über die Wahl \on T und o wird später eine Einschränkung vor­
genommen werden. 

Bevor wir nun den ersten Satz formulieren und beweisen, benötigen wir folgendes 

Lemma 1. Für die totale Variation der Funktion cos tx auf dem Intervall [0, T] 
gilt die Abschätzung 





ist (d\8x) u(a, z) für 0 ^ r rg T beschränkt und folglich Vr(w, O) < oo. Beachten 
wir schließlich noch die Ungleichung Mf g | /(0)| + V(/), so erhalten wir mit (5) 

(6) V^C*Tt. VT(u, a) = C0(t, o) . T. VT(u, a) . 

(4) und (6) liefern nun zusammen die Abschätzung 

|/I,N(0 - /(Ol = M*, 0 + C0DNT2VT) . — . 
71 

Wählen wir nun er = \\t und N so groß, daß C0T
2DNVT < (e/2) wird (diese Wahl 

von N ist möglich, da die Folge co laut Voraussetzung gleichverteilt ist und somit 
lim DN = 0 gilt), so erhalten wir schließlich die gewünschte Abschätzung 
N-+O0 

M0-/(0l<-<«-
71 

Die entsprechenden Beweise für/2>rv un^f3,N verlaufen natürlich ganz analog und 
der Satz ist somit bewiesen. Q 

B e m e r k u n g . Um eine der obigen Formeln (3b) bis (3d) anwenden zu können, 
muß man natürlich gewisse Kenntnisse über das Verhalten von F(s) besitzen, um 
den Parameter T günstig zu wählen. Dieses Problem stellt sich auch bei den Ver­
fahren von Dublier und Abate [3] und Durbin [4] und darf in der Praxis sicher 
nicht unterschätzt werden. Wir werden daher jetzt versuchen, für gewisse Klassen 
von Funktionen, die auch in der Praxis häufig auftreten, Approximationsausdrücke 
herzuleiten, bei denen obige Schwierigkeit der geeigneten Parameterwahl nicht 
auftritt. Ferner werden wir bei diesen Verfahren auch konkrete Fehlerabschätzungen 
angeben können. 

3. INVERSIONSMETHODEN FÜR SPEZIELLE FUNKTIONENKLASSEN 

Wir betrachten dazu vorerst Funktionen von folgendem Typ: 

(7) F(s) = W^e~Xs 

mit X = 0, P(s) = a0 + axs + ... + ans
n, Q(s) = b0 + bxs + ... bmsm, an + 0, 

bm + 0, at, bj-eC (0 = i = n, 0 ^ j = m), a > 0, ß > 0 und ßm > an + 1. 
Dazu überlegen wir uns zuerst, daß alle Funktionen dieses Typs Laplace Transfor­
mierte einer Funktion f(t) sind und Gleichung (1) Gültigkeit besitzt. Wie man ja 
leicht durch Gegenbeispiele belegen kann, gibt es in Re s > a0 holomorphe Funk­
tionen, für die die Funktion/( t) nach Gleichung (1) existiert, ohne daß aber F(s) = 
= #( / (*)) gelten muß (siehe z. B. [2, p. 193]). 









Für 0 < tj :g t rg t2 < oo ist die Konstante C von o und t unabhängig. 

Beweis . In der Schreibweise von (9) gilt fürf* die Darstellung 

m = e^~i(ih(xk) + ih(^))-
2n N /c=i 

Wegen j ^ 1 sind nach Lemma 3 und 4 die Funktionen hy(T) und hy(T) beschränkt 
und somit von beschränkter Variation auf [0, 1]. Die Ungleichung von Koksma (2) 
liefert uns daher die Abschätzung 

\fN(t)-f(t)\ S DN(co)(V(hy) + V(hy))c«'-»l2n. 

Wird o wieder so gewählt, daß ea{t~l) beschränkt bleibt, so ist der erste Teil des 
Satzes bewiesen. Man kann sich ferner sofort davon überzeugen, daß für 0 < tl ^ 
fg t ?g t2 < oo (und damit etwa l/t2 :g o S l/<*i) die Konvergenz gleichmäßig 
stattfindet. D 

Bemerkung . Für die Folge co = {(2k - 1)/2N}"=1 gilt D^co) = 1/N; d. h. man 
kann in Satz 3 eine Konvergenzrate von l/N erreichen. Wie man aber weiß, ist stets 
DN ^ l/N, sodaß eine Verbesserung der Konvergenzgeschwindigkeit mit dieser 
Methode nicht möglich ist. Ein Nachteil dieser speziellen Folge liegt aber darin, daß 
beim Übergang von N auf N + 1 alle Funktionswerte hy(xk) neu berechnet werden 
müssen. Diesen Nachteil weisen die Folgen der Gestalt xk = {kö}, 0 irrational und 
{x} = x — [x], nicht auf. Besitzt etwa die Kettenbruchentwicklung von 0 be­
schränkte Teilnenner (0 = (yj5 — l)/2 etwa), so gilt für die Diskrepanz der Folge 
{kB} (k = 1, 2, ...,1V) die Ungleichung DN(co) ^ C(logN)/N (für Details in dieser 
Richtung siehe [6]). 

Schließlich wollen wir noch den Fall mß — not > 3 betrachten. In diesem Fall 
ist j ^ 2 und nach Lemma 4 liegt hy(r) in der Klasse E,. Für Funktionen aus Ej 
mit j g: 2 kennt man aber Quadraturmethoden, die, der Glattheit des Integranden 
entsprechend, hohe Konvergenzraten aufweisen. Die Gewichte in den entsprechenden 
Quadraturformeln hängen aber im konkreten Fall nicht vom Argument t des zu 
berechnenden Funktionswertes f(t) ab (wie dies etwa bei Quadraturformeln von 
Newton - Cotes oder Gauß der Fall ist) und weisen somit gegenüber der Methode 

"von [8] einen erheblichen Vorteil auf. 
Wir definieren und dazu die Gewichte gN

}
k durch die Gleichung 

N Nj 

k=l fe=l 

Nach [9] gilt dann für eine Funktion f(x) e Ej (j ^ 2, ganz) 

Nj ri 
(10) |JV-; £ g%f({kd}) - f(x) dx| g C . Fi, 

*=i Jo 







F(s) = sj(s2 + l)2 mit f(t) = 0.5 . t. sin . t 

Methode 1a: Approximationsausdruck nach Satz 4 mit j = 2 und N = 100 

Methode lb: Approximationsausdruck nach Satz 4 mitj = 2 und N = 200 

Methode 2: Dubner und Abate [3] mit N = 2000 (!) 

Methode 3: Durbin [4] mit N = 1000 (!) 

t 
Absolute Fehl £r 

t 

Methode la Methode lb Methode 2 Methode 3 

2.0 0.41 E - 04 0.14 E - 04 0.12 E + 00 0.15 E - 02 
4.0 0.25 E - 02 0.22 E - 03 0.1.9 E + 00 0.73 E - 01 
6.0 0.83 E - 02 0.23 E - 03 0.10 E + 01 0.68 E - 01 
8.0 0.12 E - 02 0.36 E - 02 0.11 E + 01 0.25 E - 01 

10.0 0.36 E - 01 0.80 E - 02 0.31 E + 01 0.10 E + 00 

In den Methoden la und lb wurde jeweils o = \\t und 0 = (^/5 — l)/2 gewählt. 
Als zweites Beispiel wollen wir schließlich noch die Funktion 

F(s) = a2b2l(s(s2 + a2) (s2 + b2)) 

mit f(t) = 1 + (b2 cos at - a2 cos bt)j(a2 - b2) 

betrachten und die Ergebnisse nach der Methode von Satz 4 anführen, wobei einmal 
; = 2 und einmal j = 3 genommen wurde. Im konkreten Fall wurde a = 1 und b = 2 
gesetzt. 

t 

Absolute Fehler 

t 7 = 2 J = 3 t 

N= 100 N = 200 N== 100 N= 200 

2.0 0.56 E - 03 0.43 E - 04 0.46 E - 04 0.48 E - 04 
4.0 0.81 E - 03 0.37 E - 04 0.13 E - 03 0.69 E - 04 
6.0 0.15 E - 02 0.16 E - 03 0.58 E - 03 0.10 E - 03 
8.0 0.97 E - 02 0.86 E - 03 0.20 E - 02 0.63 E - 03 

10.0 0.76 E - 02 0.67 E - 03 0.29 E - 02 0.64 E - 04 
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S o u h r n 

NUMERICKÁ INVERZE LAPLACEOVY TRANSFORMACE 

HANS STEGBUCHNER 

Je navržena metoda numerického výpočtu inverzní Laplaceovy transformace. 
Vzorec závisí na metodách stejnoměrného rozdělení mod 1. Me foda poskytuje 
dobré odhady chyb pro širokou třídu funkcí (Laplaceových obrazů). 

Anschrift des Verfassers: Dr. Hans Stegbuchner, Mathematisches Institut Universiíát in Salz­
burg, Petersbrunnstrasse 19, A-5020 Salzburg, Austria. 
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