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SVAZEK 26 (1981) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 1

ZUR NUMERISCHEN INVERSION VON LAPLACE
TRANSFORMIERTEN

HANS STEGBUCHNER

(Eingegangen 13. Oktober 1978)

1. EINLEITUNG

In der numerischen Praxis stellt sich hdufig die Frage nach der Inversion einer
Laplace Transformierten, da in vielen Féllen eine geschlossenec Auswertung des
Inversionsintegrales unmdoglich ist. Demnach ist auch die Literatur zu diesem Thema
sehr weitldufig (siche dazu etwa die in [I, p. 206] angegebene Literatur). So gab
z. B. Schmittroth [8] ein Verfahren an, das mittels Gauly’scher Quatraturverfahren
eine Approximation von f(1) = &~ '(F(s)) liefert. Ein Nachteil des Verfahrens liegt
darin, daB fiir jedes Argument ¢ cine neue Berechnung der Koeffizienten im Quadra-
turverfahren notwendig ist. Weitere Methoden stammen von Dubner und Abate [3]
und Durbin [4]. Sie beruhen auf der Entwicklung des Inversionsintegrales in eine
unendliche Reihe (siche dazu auch [7]). Mit diesen Verfahren wurden gute numeri-
sche Ergebnisse erzielt.

In dieser Arbeit soll eine Methode angegeben werden, die auf einem numerischen
Integrationsverfahren der Gleichverteilung mod. 1 beruht und fiir groBBe Funktionen-
klassen gute Fehlerabschiatzungen zuldft.

2. HERLEITUNG DER INVERSIONSFORMEL

Es sei F(s) = Z(f(1)) = [2,e™* f(t) dt die Laplace Transformierte von f(t)
(fiir Details siche das umfassende Werk von Doetsch [2]). F(s) = F(o + it) ist dann
eine in einer Halbebene Res = ¢ > ¢, holomorphe Funktion und es gilt die
Inversionsformel

g+ i

(1) () = 2 (F(s)) = i—i f S E(s)ds (o> o)

o—io

Man kann stets annchmen, daB F(s) fiir Re s = ¢ > 0 holomorph ist. Ist dies nicht
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der Fall, so betrachten wir einfach die Funktion F(s + a) mit einer geeigneten
Konstanten a und die Bedingung ist erfiilit. Nach dem Verschiebungssatz kemmt
dies einfach einer Multiplikation ven f(1) mit ¢ gleich.

UnterBeachtung von Re F(s) = Re F(5) und Im F(s) = —1Im F(5) lassen sich aus
(1) folgende aquivalente Darstellungen herleiten:

(1) £(1) = ir ¢ F(o + it) de
2n ) _
(1b) f(l)=2e:tjwcos 1t Re F(o + it)dt
T Jo
(Tc) f(t)y = -2 egrfwsin 1t 1m F(o + it)dt
T Jo
(1d) fln = E)(TJX (cos 11 Re F(o + it) — sinttIm F(o + it))dt
T Jo

Fiir das weitere werden wir einige Begriffe und Satze aus der Theorie der Glcich-
verteilung mod. 1 verwenden. Sei w = {x,};-; ein Folge von Punktcn aus [0, 1) und
Dy(w) die Diskrepanz dieser Folge. Dann gilt fiir jede komplexwertige Funktion
mit beschriankter Variation

n i

N
(2) Ungleichung von Koksma: % ¥ f(x) —J f(x)dx| = V(f) Dy(w)
k=1 o

V(f)ist dabei die totale Variation von f(x) auf [0, 1] (siche [6, p. 143]).
Seinun 0 < T< ow,0 > 0,7>0und o = {x,]-, eine Folge von Punkten aus

[0, 1). Damit definieren wir nachstchende Approximationsausdriicke fiir f(1):

270 T N .
(3a) fiat) = N Y cos (1Tx,) Re F(o + iTx,)
K=1
N N
(3b) font)y = =2 LI’\I/; Y sin (1Tx,) Im F(o + iTx,)
T N ¥

e’ T

(3¢) fan(t) = — N ‘2: [cos (1x,) Re F(o + iTx,) — sin (1Tx,) Im F(o + iTx,)]

Bemerkung. Uber die Wahl von T und ¢ wird spiter eine Einschrankung vor-
genommen werden.

Bevor wir nun den ersten Satz formulieren und beweisen, benétigen wir folgendes

Lemma 1. Fiir die totale Variation der Funktion cos tx auf dem Intervall [0, T]
gilt die Abschdtzung



V(costx) £ C. Tt

Il

T d T
Beweis. V= f ]—cos le dx =J ]t.sin lx| dx
o dx 0

tT
J [sin xdx .
0

Sei nun die natiirliche Zahl N so bestimmt, daB 2Nz < Tt < 2(N + 1) 7 gilt.
Damit ergibt sich

N=1 ¢ pQk+Dn (2k+2)n Tt
V=3 {f sinxdx—J‘ sinxdx}%—f |sin x| dx =
k=0 2kn (2k+ 1) 2Nn

™ 2Tt
=4N + | [|sinx|dx<4(N+1)S=—+4=C.Tt O
T

2Nn

Nachstehender Satz 1 ist vor allem von theoretischen Interesse, da er eine globale
Konvergenzaussage fiir die Naherungen (3b) bis (3d) beinhaltet.

Satz 1. Sei F(s) = Z(f(t)) in Res = o > 0 holomorph. Dann gilt fiir jede
gleichverteilte Folge  aus [0, 1) und t > 0 bel.

lim £ = 70 (= 1.2.3).

Beweis. Sei ¢ > 0 bel. vorgegeben, ¢ > 0 fest (iiber die Wahl von ¢ werden wir
weiter unten Einschrdnkungen vornehmen) und setzen wir Re F(s) = u(o, t). Wegen
(1b) konnen wir ein T'so wihlen, daf8

4) Li(o, 1) = Ij‘ cos 1t u(o, 1) drl < %
T
Fiir das restliche Integral erhalten wir
T 1
I; = J‘ cos tt u(o, 7)dr = TJ cos Ttz u(o, Tr) dt
0 0

und daraus wegen (2)
T N
IIT -y Y cos Ttx, u(o, Txk)l S T.V. Dy(w)
k=1

Dabei sei Vdie totale Variation von cos 17 . u(a, r) auf dem Intervali [0, T] beziiglich

7. Wegen V(g.h) < M, V(f) + M,;V(g) mit M, = sup ’f(x)| und M, = sup.
0Sx=T 0<xsT

. lg(x)l erhalten wir daraus zusammen mit Lemma 1 die Abschitzung

(5) V< M(0).C. Tt + Vy(u, 0)

wobei Vp(u, o) die totale Variation beziiglich 7 der Funktion u(a, ‘[) auf [0, T]
bedeutet. Nun ist u der Realteil einer fiir ¢ > 0 holomorphen Funktion und somit
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ist (0/0t) u(o, 1) fir 0 £ v £ T beschrinkt und folglich Vi(u, o) < oo. Beachten
wir schlieBlich noch die Ungleichung M, < ]f(0)| + V(f), so erhalten wir mit (5)

(6) V= C¥Tt . Vi(u, 0) = Co(t, o). T. Vi(u, 6).
(4) und (6) liefern nun zusammen die Abschétzung

[fin(t) = J@)] £ (Ly(o, 1) + CODNTZV,.).%-‘?,

Wiihlen wir nun ¢ = 1/t und N so groB, dal C,T?DyV; < (¢/2) wird (diese Wahl
von N ist moglich, da dic Folge w laut Voraussetzung gleichverteilt ist und somit
lim Dy = 0 gilt), so erhalten wir schlieBlich die gewiinschte Abschitzung

N- o
o) = 0] <% <.

Die entsprechenden Beweise fiir f, y und f3 y verlaufen natiirlich ganz analog und
der Satz ist somit bewiesen. il

Bemerkung. Um ecine der obigen Formeln (3b) bis (3d) anwenden zu kénnen,
muB man natiirlich gewisse Kenntunisse iiber das Verhalten von F(s) besitzen, um
den Parameter T giinstig zu wihlen. Dieses Problem stellt sich auch bei den Ver-
fahren von Dubner und Abate [3] und Durbin [4] und darf in der Praxis sicher
nicht unterschiatzt werden. Wir werden daher jetzt versuchen, fiir gewisse Klassen
von Funktionen, die auch in der Praxis haufig auftreten, Approximationsausdriicke
herzuleiten, bei denen obige Schwierigkeit der geeigneten Parameterwahl nicht
auftritt. Ferner werden wir bei diesen Verfahren auch konkrete Fehlerabschiatzungen
angeben koénnen.

3. INVERSIONSMETHODEN FUR SPEZIELLE FUNKTIONENKLASSEN

Wir betrachten dazu vorerst Funktionen von folgendem Typ:

INI0)
) )= g

mit 220, P(s)=ag+ ass + ...+ a,s", Qs)=by + bys + ...b,s", a, %0,
b, *0, a;, b;eC 0<i<n0=<j<m), a>0, >0 und fm > an + 1.
Dazu iiberlegen wir uns zuerst, daB3 alle Funktionen dieses Typs Laplace Transfor-
mierte einer Funktion f(¢) sind und Gleichung (1) Giiltigkeit besitzt. Wie man ja
leicht durch Gegenbeispiele belegen kann, gibt es in Re s > o, holomorphe Funk-
tionen, fiir die die Funktion f(f) nach Gleichung (1) existiert, ohne daB aber F(s) =
= Z(f(1)) gelten muB (siche z. B. [2, p. 193]).
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Satz 2. Ist F(s) von der Bauart (7) mit . = 0 und f,m < an + 1, so existiert fiir
¢ > o, die durch (1) definierte Funktion f(t) fiir t > 0, ist von ¢ unabhdngig und
F(s) ist die Laplace Transformierte von f(t): F(s) = Z(f(1)).

Beweis. Ist 6, das Maximum der Realteile der Nullstellen von Q(s), so stellt
F(s) eine in Re's > ¢, cindeutige holomorphe Funktion dar, wenn wir unter (P(s))*
und (Q(s))? jeweils den Hauptzweig wihlen. Sei 0. B.d. A. gy 2 0.

Wegen |e‘*"| = e % < 1 fiir 6 > 0 gilt

lim IF(S)I =0
S— o

falls s in Res = o, + 6 (6 > 0 bel.) gegen oo strebt. Ferner ist {iir ¢ > o, wegen
mp — na > 1

0 =) P -\ a
j IF(O’ + ir)l dr gf ~La~t—1£)i dtr <
o

_w (o + in))f
und damit sind alle Voraussetzungen von [2, Satz 3, p. 263] erfiillt und F(s) = Z(f(t))
wobei f(t) durch (1) festgelegt ist. O

Fiir obige Funktionen von der Gestalt (7) erhalten wir nach (1) fiir f(t) die Dar-
stellung

(8) f(t) = %ij eitte= Ao+ i0(P(o + it))* (Q(o + it) P dr =

_ e’ {J‘l e TAO(P(g + i @(0)) (Qo + i ¢(1) " ¢'(x) dr +

2n 0

qu_i(,_x)(o(n(P(d — i q)(r)))a (Q(G -1 <P(‘C)))” 90'(1) dr} =

PRI

» (I, + 1)

mit ¢(z) = (¢/(1 — 7))’ mit einem y = 1.

Sei nun G(s) = (P(s))*/(Q(s))’, so ist

(ap + aio(x) + ... + a, o(t)") + i(ag + af o(z) + ... + a; o(1)")*
(b + by @(x) + ... + bro(t)") + i(bG + by @(7) + ... + by o(x)"))

wobei die Koeffizienten aj, aj, b; und bj reele, von o abhéngige Zahlen sind und
mindestens je eine der beiden Zahlen a, und a, bzw. b,, und b,, von 0 verschieden
ist. Durch weitere Umformungen erhalten wir schlieBlich

G(o + i (1) = (1 — )= g (1)
mit einer Funktion g,(t), die fiir 0 < t £ 1 beziiglich 7 beliebig oft differenzierbar

_Gh(o +i fﬂ‘(f‘)) =

L
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ist und {9”’(1:)] < C; = C/(o) erfiillt. Damit kénnen wir nun das Integral I, von (8)
in der nachstehenden Form anschreiben:

1

1
) I, = yj /TR — )7 g (7) dr :J h,(7) dt
0

0

mit @ = y(mp — na — 1) — 1 und eine analoge Darstellung gilt fiir das Integral /,
mit einer Funktion ﬁy(r). Der Einfachheit halber wurde die Abhédngigkeit der Funk-
tion h, von o nicht explizit in der Notation angedeutet.

Wir bendétigen nun einige Hilfssétze.

Lemma 2. Sei g(z) auf [0, 1] j-mal differenzierbar und es gelte sup |g™(r)| <
O<r<l
< C,(0 = n £j). Ferner sei h(t) = y(t) o 7'(1 — 1) g(z) mit Y(z) = €@, o(7) =
=(t/(1 = 7))’ (y 2 1) und y = j sowie a = j(y + 1). Dann gilt

)= (1 — i )

mit sup [lj('r)l < Cl.

0o<rs1
Beweis. Fiir j = 1 erhalten wir sofort durch elementare Rechnung die Darstellung
hy(t) = () 721 — 1) OV [ (7)
mit lll(r)| 2Ct < Co(ylb] +7y—1+4a)+C,.

Sei nun angenommen die Darstellung richtig fiir h%~"(7) mit einer gewissen
Funktion I;_,(t). I;_4(r) setzt sich dann aus einer Summe von Produkten aus Poly-
nomen in 7 und Ableitungen der Ordnung kleiner als j von g(t) zusammen. I;_,(7)
ist somit differenzierbar und wir erhalten

KO (t) = P(z) @O+ D(1 = )G D [ (1)

mit [;(t) = L (o) (byr? + (y =)L =) +(a = (= )y + 1)) «(1 — 7)) +

+ (1 — o) (7).

Wie man ebenfalls leicht aus den Induktionsvoraussetzungen zeigen kann, ist [;(t)

durch eine bestimmte Konstante C;‘ beschrinkt. Das Lemma ist somit bewiesen. []
Wir geben nun folgende Definition:

@

Sei Y. c,e™ die Fourierreihe der auf [0, 1] definierten periodischen Funktion

n==oao

f(x). Falls fiir n # 0 eine Ungleichung der Form

G £ (@ > 0)

[n|



gilt, so sagt man, daB f(x) zur Funktionenklasse E, gehdrt (siche dazu [5]).
Folgendes Lemma ist dann giiltig:

Lemma 3. Sei f(x):[0,1]>C, j =1 ganz und f(0) = f(1),...,fY"1(0) =
= fU=1(1) sowie |f(j)(x)| < C. Dann liegt die periodische Fortsetzung von f(x)
in der Klasse E;.

Beweis. j-fache partielle Integration liefert auf Grund der angenommenen Voraus-
setzungen fiir den Fourierkocffizienten ¢, (k€ Z, k # 0):

1
|e| = |2mk| =7 \me(t)e-“"k' di| £ C*|K| ™/
0
mit C* = C/(2n)’ und das Lemma ist gezeigt. O

Lemma 4. Sei h,(t) die durch Gleichung (9) definierte Funktion mit mp — no =
=k +r(keNund0<r <1). Dann liegt fiir y = k[r und j = k — 1 die Funk-
tion h,(t) in der Klasse E;.

Beweis. Differenzieren wir die Funktion hy(’t) Jj-mal, so erhalten wir nach Lemma 2
die Darstellung

h(vj)(l’) = l//(‘t) .Ev—(j+1)(1 _ .L.)a‘j(‘/*-l) lj(T)

mit a = y(mf — nx — 1) — 1. Die Funktion (r) hat dabei dieselbe Bedeutung
wie in Lemma 2 mit b = i(t — A).

Nun ist a —j(y+1) =9k +r—-1)—-1—-(k—=1)(y+1)=yr —k =0 und
y = kfr=(j+ DJr 2 j + 1. Somitist h(0) = h(1) = ... = hY"D(0) = h9~D(1) =
= 0 und h{(7) beschriankt auf [0, 1]. Nach Lemma 3 folgt daher die Behauptung. (J

Bemerkung. Man iiberlegt sich sofort, daB h{(c) fiir v — 1 keiner Lipschitz-
bedingung mehr geniigt und somit keine Abschitzung der Form |[§h(t) e~ "% di| <
= C]k]_8 mit ¢ > 0 mehr méglich ist. Der Index j in der Klasse E; kann somit
nicht vergroBert werden.

Satz 3. Es sei o = {x,}}~, eine Folge aus [0, 1] mit Diskrepanz Dy(w). Die
Funktion F(s) sei definiert wie in (7) mit mf — no =k + r(keNund 0 <r £ 1),
o(t) = (z/(1 = 7)), yi = o(x) und z, = ¢'(x,). Ist dann k =2 und y = k/r, so
gilt fiir den Approximationsausdruck

eo‘(t~}.) 1 N . .
TN Y (F(o + iy,) e "™ + F(o — iy,) e”727%) 7,
k=1

(1) =
die Abschdtzung
|f3(1) = ()] £ C. Dy(w) = C(t, 0) Dy(w) .



Fir0 <t £t £t, < o istdie Konstante C von ¢ und t unabhdngig.

Beweis. In der Schreibweise von (9) gilt fiir f die Darstellung

eott=h N

fi(t) - T Z (/1},()(,\,) + ﬁv(“xk)) .
2n N K=1
Wegen j = 1 sind nach Lemma 3 und 4 die Funkticnen h,(t) und /,(t) beschrinkt
und somit von beschrinkter Variation auf [0, 1]. Die Ungleichung von Koksma (2)
liefert uns daher die Abschiatzung

|f35(1) = f(1)] £ Dy(w) (V(h,) + V(h,)) "~ P)2n.

Wird ¢ wieder so gewihlt, daB e°*~# beschriankt bleibt, so ist der erste Teil des
Satzes bewiesen. Man kann sich ferner sofort davon iiberzeugen, daf fir 0 < 1, <
<1=1, <o (und damit etwa /1, £ 0 < 1[t;) die Konvergenz gleichmiBig
stattfindet. N

Bemerkung. Fiir die Folge w = {(2k — 1)[2N}}- gilt Dy(w) = 1/N; d. h. man
kann in Satz 3 eine Konvergenzrate von 1/N erreichen. Wie man aber weiB, ist stets
Dy = l/N, sodafl eine Verbesserung der Konvergenzgeschwindigkeit mit dieser
Methode nicht moglich ist. Ein Nachteil dieser speziellen Folge liegt ater darin, daf
beim Ubergang von N auf N + 1 alle Funktionswerte I.(x,) neu berechnet werden
miissen. Diesen Nachteil weisen die Folgen der Gestalt x, = {k0}, 0 irrational und
{x} = x — [x], nicht auf. Besiizt etwa dic Kettenbruchentwicklung von 0 be-
schrinkte Teilnenner (0 = (\/5 — 1)/2 etwa), so gilt fiir die Diskrepanz der Folge
{k0} (k =1,2,...,N) die Ungleichung Dy(w) < C(lcg N)/N (fiir Details in dieser
Richtung siche [6]).

SchlieBlich wollen wir noch den Fall mff — na > 3 betrachten. In diesem Fall
ist j = 2 und nach Lemma 4 liegt /,(r) in der Klasse E;. Fiir Funktionen aus E;
mit j = 2 kennt man aber Quadraturmethoden, die, der Glattheit des Integranden
entsprechend, hohe Konvergenzraten aufweisen. Die Gewichte in den entsprechenden
Quadraturformeln hidngen aber im konkreten Fall nicht vom Argument ¢ deszu
berechnenden Funktionswertes f(t) ab (wie dies etwa bei Quadraturformeln von
Newton - Cotes oder Gaul} der Fall isl) und weisen somit gegeniiber der Methode
“von [8] einen erheblichen Vorteil auf.

Wir definieren und dazu die Gewichte g,‘v-",',‘. durch die Gleichung

N Nj
(22 = 2o
k=1 k=1

Nach [9] gilt dann fiir eine Funktion f(x) € E; (j = 2, ganz)

(10) ‘ |N J Z 9 F({KO}) _Jf(x)dx < C.F



wobei Fy die Diaphonie (eine der Diskrepanz dhnlichen Gréfie) der Folge {k0}
(k =1,2, N) bezeichnet. Es sei explizit darauf hingewiesen, daB3 in der Néhe-
rungssumme von (10) nur Nj Summanden verwendet werden. Aus diesen Bemerkun-
gen folgt nun aber sofort aus Lemma 4 zusammen mit (10) nachstehender Satz:

Satz 4. Sei 0 eine irrationale Zahl mit Diaphonie Fy. F(s) sei definiert wie in (7)
mit mf —now=k+r (keN, 0 <r £1). Fir k=3 und y = k[r gilt fiir den
Approximationsausdruck

2)
IN(,),___,_ N~ JZ g(J)(el(l A)\kF(a. + U’k) +oe —i(t— Ak F(U _ zyk))

mit y, = o({k0}), z, = ¢'({k0}), p(1) = (¢/(1 — 7))’ und j = k — 1 die Abschitzung

[fin(1) = £(1)] £ C*FY = C*(1, 0) F};.

Fiir0 <t;, £t =t, < oo ist die Konvergenz wieder gleichmdfig.

Man kann zeigen, daB fiir eine irrationale Zahl 0, welche beschrankte Teilnenner
in ihrer Kettenbruchentwicklung besitzt, Fy < C . (\/log N)/N gilt, sodaB in Satz 4
eine Konvergenzgeschwindigkeit von N J(log N)/* erreicht werden kann. Fiir
Details und den Zusammenhang der GréBen Fy und Dy siche [9] und [10]. In [10]
ist auch ein Algorithmus zur Berechnung der Gewichte g§, angegeben. Fiir j = 2
ergeben sich diese Gewichte einfach zu

(2

) k—1 fir 1k=N+1
INk =

2N +1—k fur N+2=k=2N.
Im folgenden wollen wir noch Funktionen des Typs
F(s) = e

mit 0 < o < 1 und A < 0 betrachten. Wie in [2, p. 263] gezeigt wird, stellen alle

diese Funktionen Laplace Transformierte dar, wobei wieder Gleichung (1) Giiltigkeit

besitzt. Elementar kann das Inversionsintegral nur fiir « = 1/2 ausgewertet werden.
Nach (1a) erhalten wir fiir f() die Darstellung

et [ e et iny eat 8
(11) f(1) = —f effe Mt dr = Ejr_[ go(7) dt

2n

Nun ist Re (o + it)* = mit = arg (o + it). Wegen |1//| < nf2
und 0 < o < listcos (o)) = 6 > Ofiir t€ Rund o > 0 bel. Damit erhalten wir aber

(12) lgﬂ(T)i < PR lCaha s WA o~ Mo+

Fithren wir in (11) die Transformation 7 — ¢(t) = 77/(1 — 7) (y = 1) fiir t 2 0
und 7 — —¢(7) fiir T £ 0 durch, so ergibt sich aus (11) die Darstellung



(9 10 = 5= [ oo + 0.0 =N w2 = £ [ 0,00 + )

2n Jo

Die Funktionen hy(r) und Ey(r) sind bel. oft differenzierbar und, wie man sich sofort
mittels Induktion iiberzeugt, hat die j-te Ableitung die Gestalt

(14) (1) = gu(o(x) 7V ry(x)
wobei |r(7)] = 0((1 — )~ "™)fiir T - 1 mit n; > 0. Fiir t — 0 ist r,(r) beschrinkt
und es gilt
Lemma 5. Die durch Gleichung (13) definierten Funktionen h,(t) und h(t) liegen
fiir y =z j + 1 in der Funktionenklasse E;.
Beweis. Wegen (12) und (14) gilt fiir jede natiirliche Zahl j
lim h{(x) = 0.

1
Wegen y > j gilt ferner auch lim h(Pt) =0 fiir k =0,1,...,j— 1 und sup.
=0 0sts1
. [hﬁ,”(r)l = C;. Nach Lemma 3 ist somit alles gezeigt. O
Lemma 5 und Ungleichung (10) liefern somit folgenden

Satz 5. Sei F(s) = e "1 > 0,0 <x < 1,jeNundy 2 j + 1, 0(x) = /(1 — 1),
v = o({k0}) und z, = ¢'({k0}). Dann gilt fiir den Approximationsausdruck

ot N'i . . .
FEA0 =S NS g€ Fo + i)+ o — ). 2
k=1
die Fehlerabschdtzung

/(1) = F7N()] = O(Fd).

Dabei ist Fy die Diaphonie der Folge {k0}(k =1,2...,N). Die ,,Grof- O
Konstante héngt fiir 0 <t, £t < t, < 0 nur von j ab.

Man kann das Ergebnis von Satz 5 sofort auf Funktionenklassen des Typs F(s) =
= e M(P(s))"/(Q(s))* 2> 0, 0 < « < 1, v, u > 0 ausdehnen, wobei P(s) und Q(s)
Polynome mit bel. Grand sind.

4. EINIGE NUMERISCHE BEISPIELE
Zum AbschluB3 wollen wir noch einige der hergeleiteten Ergebnisse numerisch
testen und mit Ergebnissen von [3] und [4] vergleichen. Wir betrachten dazu zuerst

die Funktion
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Methode la:
Methode 1b:
Methode 2:
Methode 3:

F(s) = s[(s* + 1)> mit f(t) = 0.5.¢.sin.¢
Approximationsausdruck nach Satz 4 mit j = 2 und N = 100
Approximationsausdruck nach Satz 4 mit j = 2 und N = 200
Dubner und Abate [3] mit N = 2000 (!)

Durbin [4] mit N = 1000 (!)

Absolute Fehler

Methode 1b

E Methode la

Mcthodz 2 Methode 3

2.0
4.0
6.0
8.0
10.0

041 E — 04 0.14E — 04
0.25E — 02 0.22E — 03
0.83 E — 02 0.23E — 03
0.12E — 02 0.36 E — 02
0.36 E — 01 0.80 E — 02

0.12E + 00 0.15E — 02
0.19E + 00 0.73 E — 01
0.10E + 01 0.68 E — 01
0.11 E + 01 0.25 E — 01
0.31 E 4 01 0.10 E + 00

|
|
|
i
|

In den Methoden la und 1b wurde jeweils ¢ = 1/t und 0 = (/5 — 1)/2 gewihlt.
Als zweites Beispiel wollen wir schlieBlich noch die Funktion

F(s) = a®b*/(s(s* + a*) (s* + b?))

mit f(1) = 1 + (b* cos at — a* cos bt)/(a*> — b?)
betrachten und die Ergebnisse nach der Methode von Satz 4 anfiihren, wobei einmal
j = 2undeinmal j = 3 genommen wurde. Im konkreten Fall wurdea = 1 und b = 2

gesetzt.

2.0
4.0
6.0
8.0
10.0

N = 100 N = 200

0.56E—03 | 043E— 04 0.46 E — 04 0.48 E — 04
0.81 E — 03 0.37E — 04 0.13 E — 03 0.69 E — 04
0.15E — 02 0.16E—03 | 0.58E— 03 0.10 E — 03
097 E — 02 0.86 E — 03 0.20E — 02 0.63 E — 03
0.76 E — 02 0.67E — 03 0.29E — 02 0.64 E — 04
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Souhrn
NUMERICKA INVERZE LAPLACEOVY TRANSFORMACE
HANS STEGBUCHNER
Je navrzena metoda numerického vypoctu inverzni Laplaceovy transformace.
Vzorec zavisi na metodach stejnomérného rozdéleni mod 1. Meteda poskytuje
dobré odhady chyb pro Sirokou tfidu funkci (Laplaceovych obrazi).

Anschrift des Verfassers: Dr. Hans Stegbuchner, Mathematisches Institut Universitit in Salz-
burg, Petersbrunnstrasse 19, A-5020 Salzburg, Austria.

12



		webmaster@dml.cz
	2020-07-02T03:58:11+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




