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SVAZEK 26 (1981) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 3

HYPERBOLISCHE TRANSFORMATION KONVEXER POLYEDER

RALF GOLLMER

(Eingegangen 18. December 1978)

In dieser Arbeit wird eine Darstellung des Bildes eines konvexen Polyeders im eu-
klidischen Raum bei einer hyperbolischen Transformation der Form

Ax + a

G:{xeR" ,
Mx + «

I'x + o + 0} > R, G(x) =

wobei A4 eine (s, n)-Matrix, a € R%, I € R", « € R und (i) + 0 ist, hergeleitet.

Die bekannte Aussage, dal das Bild eines konvexen Polyeders bei einer affinen
Transformation wieder ein konvexes Polyeder ist, wobei die Bilder der Ecken und
die Bilder der Vektoren in Richtung unbeschriankter Kanten des Urbildpolyeders
eine Obermenge der Ecken bzw. der entsprechenden Vektoren des Bildpolyeders
sind (vgl. hierzu z. B. Rockafellar [1]), 1aBt sich in gewisser Weise auf solche hyper-
bolischen Transformationen, die die affinen als Spezialfall enthalten. verallgemeinern.

Derartige Transformationen werden in der projektiven Geometrie untersucht
und aufgrund ihrer Eigenschaft — die fiir das hier gestellte Problem entscheidend
ist — auch als lineare Kollineationen bezeichnet. Das bedeutet, daf3 diese Transfor-
mationen dic Lage dreier Punkte auf einer Geraden erhalten. Fiir die algebraische
Untersuchung siche z. B. van der Waerden [2]. Somit ist klar, dal Halbriume wieder
in Halbraume und damit Polyeder im Prinzip wieder in Polyeder iibergehen, wobei
die Punkte, fiir die der Nenner Null wird, auf ,,unendlich ferne Punkte*, also im
euklidischen Raum auf unbeschriankte Richtungen abgebildet werden.

Das Ziel ist hier die Gewinnung einer berechenbaren Darstellung des Bildes eines
beliebigen konvexen Polyeders auf analytischen Wege. Anwendung findet das Resultat
z. B. bei speziellen linearen mehrparametrischen Optimierungsproblemen mit Para-
meters in der Restriktionsmatrix der Form:

P(t) : max {c" x | xeM(¢)} ,
M(t) = {xeR"|[ (4" + ta®")x = b' — th, ¢,
A’x =b%x 20
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wobei A' eine (s, n)-Matrix, 4> eine (m — s, n)-Matrix, 0 < s < m < n, ce R,
te R, b'eR’, b> e R"%, by e R, a® e R". Fiir P(¢) 1aBt sich die zuldssige Parame-
termenge £ wie folgt darstellen:

— __ Al bl ,
[te R“lt = *OATH~ xe[xeR”lA“x = bz,—”,
a’'x + b, x=0
=1{teR|M{t)+ 0} = n| gl — plo42. _ p2
m{ (1) S falls XERIAX b', A*x = b*, — 0
x=20, a°"x 4+ b, =0

R* sonst

Durch die Abbildung bestimmter konvexer Polyeder mit der angegebenen hyper-
bolischen Transformation lassen sich fiir das Problem P(t) ebenso die lokalen Stabili-
tatsbereiche konstruieren.

Sei Q = R” ein konvexes Polyeder. Gesucht ist dann eine Darstellung fiir die
Menge G(Q N {xe R"|I"x + o * 0}). Es seien mit 0% = {xe Q| I"x + a > 0},
Q" = {xeQ|I"x + a <0} die Durchschnitte von Q mit den beiden offenen
Halbriumen bezeichnet. Im weiteren werde zuniichst Q" untersucht.

Um eine explizite Darstellung von QF zu erhalten, wird die AbschlieBung be-
trachtet, es ist cl Q" = Q@ n{xeR"|ITx + « = 0} ein konvexes Polyeder. Die
Definition des konvexen Polyeders als Durchschnitt endlich vieler Halbriume ist
wie bekannt (vgl. [1]) d4quivalent zur endlichen Erzeugung,d.h. zur Existenz einer
Darstellung der Art

ry r2 ri
xeR'|x=Y 2w + Y ', Y2, =1,
i=1 j=1 =1

A >

cdQ* =

=1,..,ry,

If

0, i
0, j

v

Il

U 1,..,r,

wobei r, r, natiirliche Zahlen, wie R", i/ € R", 2;€ R und p; € R ist. Wegen Q* <
c{xeR"[I"x + a2 0}ist I'w + ¢ > 0fiiri=1,...,r,. AuBerdem ist ITh/ > 0
fir j = 1,...,r,, wirde ein jo € {1, ..., r,} existieren mit ITh"® < 0, so lieBe sich
ein p;, so groB finden, daB I"x(u; ) + o = I"(x° + p;h") + o« = (I'x° + o) +
+ ol Th'® < 0 wobei x(u;,) = x° + p; W’ ecl Q* fiir x° e cl Q* beliebig fest und
K, = 0.

Es werden die folgenden Indexmengen vereinbart:

Io

fie{t,..,r}|Mwi+a=0}, I, ={1,..,r} I,

Jo {je{],n-,”z}!lThjz0}, Jo{l N U

I
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Wie man leicht sieht, ist dann:

xeR"Ix—Z)kw +Z)w + 3 pgh? + Y ik,

kelo : iel; qelo jeT

0" = Y +Y =1 220iel,ul,,
kelo iely

DA+ >0, ;20 ed,0J,
iely jeJy

Sei x € Q" beliebig, so ist:

_Ax—}—a
_IT

X + «

Y A(AwWt +a) + Y A (Awi+a) + Z 1 (ART) + Z 1(ARY)

__ kelo iel qeJo JjeJy

Y AT+ o) + 3 p(ITh)

iel, JeJy

= 2 o(Aw" +a) + ) o <M> + Yy (AR + Y B; (Ah>

kelo iely I’TW1 + o qedo Jjed, lT} J

mit
_ (MW" + «)
> i,(lTw" +a)+ ) upITh”

rel ped

B = i o
LY (W o)+ Y e IThe

rel, pety

Hq
YT+ o) + Y, ITh?

rel, peJy

Vg =

A

TS AW @)+ Y lTh?

rely pedy

Nun werden die Wertebereiche der so definierten Funktionen «;, ;, 7, J; von 4,
und g, untersucht. Sei bezeichnet N = Y A,(I'w" + a) + Z ol Th. Es gilt:

rel pedy

1. 0

IIA

o; fir iel,, da I'w4+a>0, N>0 und 4, =0,
2. 0=<p; fir jeJ,, da I/ >0, N>0 und u; =0,
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A T.,,i . Thj
3. Yo+ Y p =y A ) el
iel, jely iel, N jeJy
4. 0y, fur geJy, da N>0 und p, =0,
5. 0<¢, fir kel,, da N>0 und 4 =0,
Y+ Y AW+ a)
6. Z(s + Za — kelo iely 0
kelo iel; N

wegen Y A4, + Y A;=lund I'w +a>0,iel,.

kelo el

Somit ist gezeigt, daB3 gilt:

Lemma 1.G(Q") = _ye Ry =Y o (Aw + a) S 5, (Ah’)

iely IT i + o JjeJy lTh"

+ Y 7,(AhY) + Z S(Aw* + a),

qeJo
20iel,, B;z0jeJd,,
yq;()qe‘]()s ékgOkEIO,

Yoa+y =1,

iel JjeJy
Z o; + Z 5,\. >0
- iel, kelo -

Um die Gleichheit beider Mengen zu zeigen wird zunéachst bewiesen, daf3 das Bild
der konvexen Menge Q* konvex ist.

Lemma 2. Sei M < R” konvex, M < {xeR"
konvex.

I'x + a> 0}, so ist G(M) = R®

Beweis. Seien a', a”> € G(M) beliebig, A€ [0, 1] ebenfalls beliebig. Wegen a',
a® € G(M) existieren b' € M und b* € M mit a' = G(b'), a®> = G(b?). Es gilt ["b" +
+ o> 0,1 + a > 0. Es ist dann

AI"b* + )
("0 + o) + (1 = 2) (I"'b" + o)

n =

ef0.1]

und somit, da M konvex ist, ub" + (1 — p) b*> € M. Wie man leicht sieht, ist G(ub" +
+ (1 — p) b*) = AG(b") + (1 — 2)G(b*) = 4a' + (1 — A)a®, und damit ist gezeigt,
daB 2 a' + (1 — ) a® eG(M) gilt. q.ed.
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Sei nun das beschriankte konvexe Polyeder P,(¢,, ¢0,) betrachtet:

B . Aw' + a Aht ]
yeR|y= Zai<1ﬂ.—_> +Zﬂj<l-r_hj>+

iel, w' + a jely

+ Y 7(AhY) + Y S (AWF + a),
kelo

geJo
0, 20iel, Yo+ B =1,
Py(e1.02) = 520 e il ey
j = 1>
Yq =20gqgeld,, Za;+25k201,
iely kelg
3, =0 kel,,
Z yq + 26,‘ é )
- qeJo kelo -

mit ¢, > 0, ¢, = 0 belicbig. P,(¢;, 0,) ist das Bild des beschrankten konvexern

Polyeders

B a;20iel,, ;20j€J, & 20,
;] 120 gedy 6,20 kel, & 20,
ryt+r ai+ =l’
P](Qla 02) — g e R 1+r2+2 ;g, jé,ﬁj
& 2ot Y h =& =0,
. iely kelo
§2J . v
[Z)’q‘i’zbk'l'Cz:Qz
' ! geJo kelg -

bei einer linearen Transformation und somit ist die Mengz der Ecken von P,(¢, ¢,)
eine Teilmenge der Bilder der Ecken von Py(g;, ¢,). Um zu zeigen, daB P,(g,, 0,)
< G(Q¥), geniigt es wegen der Konvexitit von G(Q™") zu zeigen, daB alle Ecken von
Py(¢,, 02) Urbilder in Q7 besitzen. Dazu ist nach dem Obigen zu zeigen, daB alle
Ecken von Pl(gl, Qz) sich mittels der aufgefithrten Funktionen aus den Koeffizienten
Ai» 1t; von Punkten aus Q" darstellen lassen.

Sei nun die Menge aller Ecken von P,(g,, 0,) betrachtet, die man iiber den Zu-
sammenhang zwischen den Ecken und den zuldssigen Basislésungen erhalt. Bei
einer Basislosung sind hier genau drei der Variablen «;, f;,y,, 0;, £; und &, Basis-
variable. Durch die einfache Struktur der zu den Restriktionsgleichungen gehérenden
Matrix lassen sich alle moglichen Kombinationen von Basisvariablen sofort angeben:

o B Y 0 & &
1 1 ..01 11...1 —10
1...11...1 .0 00
0 .01 11...1 01
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Basisvariable: Werte der Basisvariablen:

) Do Bior Yoo %o = Q1> Bjo =1 = 01,74 = 02

2) %igs ﬁjo' 51(0 O = Q1 — Q2- ﬁjo =1-9,+ 05, (Sko =0
3) Ay ﬁj(,’ & Ay = Q4> ﬁjg =1-9,&& =0

4) Xig>s V0> ‘5k0 Uiy = 1, Ygo = 02 — €1 + 1, 5,.-0 =0, — 1
5) Zigs Vaor C1 %y =1, 7 =02 & =1 =0

6) Uigr Okgs &1 ap =1, O =02 & =0, — 0y + 1

7) Xjgs (Skov & Ay = L, (51(0 =0 —1, ¢ =0,—0 +1
8) Uigs E15 €2 =1, & =1-0, & =0,

9) ﬂjo\ Yao> éko ﬁjg =1, Yao = Q2 — @15 6ko =0

10) ﬂjo’ Yao> < ,qu =1, Yao = Q2> ¢ = =0,

11) ﬁjov 5k0 & ﬁj[,: 1, (5:\'0:92, =02 -0

12) : ﬂjm ‘51.»0’ & .B,o =1, (5ko =05, & =0, — 0

13) . ﬂjo- ¢ & ﬁjo =1, ¢ = -0, & — 0

Die ermittelten Basislosungen kénnen bis auf 10) und 13) unter bestimmten Voraus-
setzungen an ¢, und g, fiir ¢, > 0 und ¢, = 0 zuléssig sein. Fiir die Ecken von
P,(0y, 0,) mit diesen Koeffizienten werden jetzt die Koefiizienten der Urbilder
in Q" angegeben.
zu 1) Ay=1L4=0i%i5,u,=0j*j,JFq
(1 — o) (I"'w™ + a)

QllTlljo

Hjo =

_Q_z(
Q4

Mwi + )

=
S
S

|

T,,,i0
2002) Ay =1 = dyy dy = ox(I'w” + o) =00+,
0 ko> ko T. io i
01_92+92(1W +°‘) i+ ko

(1 + 0, — o) (I"'w® + a) L
L= _ — W= O] + j
Hio (01 + oa(I'w™ + o) — 0,) ITh’® ’ ’

zu 3) Ay =LA, =010+ i y; =0j % jo,
_ (M =e)(I™W* +a)

Hjo = QllThJ'o
v 4) 4, = ! =1 = Ay =0 0%
bio = i s Sk = LT Ligp i T 0
L4 (o — 1) ("W + o) ° P+ kg
(I'w' + ) .
= -0, +1 - , =0 j*
Hao = (02 = €1 ), - (et M J* 4
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zZu5) =1, 4, =0i% iy pu;=0j=*q
Hgo = QZ(ITin + !Z)
1

w6 =, o= 1 =, Ai=0i%i,i%k,
1 + Q;(ITWIO + O() ko 0 ]

up=0jelyulJ,

1
zu 7) 4; = . s A =1—14;,
) L+ (0 — 1)(ITWl° + a) o °

Ay =0 iFigiFky uy=0jedoulJ,

zu8) Ay =14, =0i%i, p;=0jeJyVJ,
u9) Lo =1,2;,=0i% ko ;=0j*jojF qo,

P S (e ),
e " 2,
1
zu 1) Ay =1, 23 =00 =+ ko, pjo = ———, 1; = 0 j + jo
0,1 h°
, . L
zu 12) Ay =1, 2, =0 i F ko, 1t; =0 * jo, pj, = ;TIT_hI’

Wie man leicht iiberpriifen kann, sind die zu den angegebenen Koeffizienten zu-
gehorigen Punkte Urbilder der entsprechenden Basislésungen von P,(g,, ¢,) und sie
liegen in der Menge Q*, wenn die zugehdrige Basislosung in P,(g,, ¢,) liegt. Es gilt
somit wegen der Konvexitit von G(Q*) das folgende Lemma:

Lemma 3. Es ist P,(0,, 0,) = G(Q") fiir alle ¢, > 0, ¢, = 0.
Nun folgt sofort der folgende Satz:

Satz 1. Das Bild der Menge Q" bei der hyperbolischen Transformation G ist
eine konvexe Menge, deren Abschlieflung ein konvexes Polyeder ist und hat die

Darstellung
B Aw' AW\ ]
yeR |y = Zoc,-( i u) + Zﬂj(*’—> +

ier; \U™wi + o) e, ITh

+ Y p(4h?) + Y 5 (AW + a),

qeJo kelo

=20jeJ

K
v
S
m
=~
>
v

G(Q") =
.20 qgeld, 6, =20k el,,

iely JjeJy
Yo, + Y6 >0
iely kelg -
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Beweis. Die Bzziehung ,,=* gilt nach Lemma 1. Sei nun ein beliebiger Punkt y°
mit der angegebenen Darstellung gegeben, seine Koeffizienten seien («°T, g°7, 7°7,
5°T)T. Es ist dann aufgrund der Bedingungen in der Darstellung

e =2 + 200 >0, ey =379 +2ép=0.
iel, kelo qeJo kelo

Damit ist y° € P,(g;, &,) < G(Q") nach Lemma 3, also gilt auch die andere Enthal-
tenseinsbeziechung und somit die Gleichheit der Mengen. q.e.d.

Analog erhalt man:

Satz 2. Die Menge G(Q~) hat die folgende Darstellung:

yePR’

_ Au' + a Ak’ 1
)= ) o | = + il —— ]+
! lk (1714‘ + oc) ,-EZL,B ! (lTk’)
+ Z 5k(—Alt" —a) + Z vq(—Ak"),
keKo geLo

w;20iekK,, B;20j €L,
7020 qgeL;, 6,20 kekK,,

Yo+ > 6, >0,

ieK; keKo
Ya+ Y pi=1
| ieKy jeLy -

dabei bezeichnen u', k’ die entsprechenden Punkte bzw. Vektoren in der Darstellung
von Q~ und die Indexmengen sind folgendermaBen definiert:

Ko={ie{l,...p}| M +a=0}, K, ={1,..p} K,
Ly = {je{l,....ps} | Tk =0}, L= {1,...p} Ly,

wobei p, die Anzahl der in der Darstellung von Q™ auftretenden Punkte, p, die der
Vektoren unbeschriankter Richtungen ist.

Corollar. Die Menge G(Q n {xe R" | I"x + o + 0}) ist die Vereinigung zweier
Mengen, deren Abschliefung jeweils ein konvexes Polyeder ist. Die Vereinigung
der Abschliefungen von G(Q*) und G(Q ™) braucht im Allgemeinen nicht zusammen-
hdngend zu sein.

Aufgrund der Kollinearitat und der Stetigkeit der hyperbolischen Abbildung
iiber der Menge {x € R" | I"x + o = 0} IaBt sich dic im folgenden Satz ausgedriickte
Eigenschaft analog wie fiir lineare Abbildungen ([1], Theorem 6.6) beweisen.
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Satz 3. Sei M = R" konvex, M < {xe R"|I"x + a % 0}, so gilt fiir die hyper-
bolische Abbildung G:

G(relint M) = rel int (G(M)).
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Souhrn

HYPERBOLICKE TRANFORMACE KONVEXNICH MNOHOSTENU
RALF GOLLMER

Clanek se zabyva n&kterymi vlastnostmi hyperbolickych, tj. lomenych afinnich,
transformaci, které maji vyznam pro obrazy konvexnich mnohosténti pfi takovych
transformacich. Je ziskano explicitni vyjadfeni obrazu konvexniho mnohosténu
pomoci vrcholit a hran vzorového mnohosténu, je vySetfena konvexnost obrazu
a obraz relativniho vnitiku konvexni mnoziny.
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