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SVAZEK 26 (1981) A P L I K A C E M A T E M A T I K Y ČÍSL03 

HYPERBOLISCHE TRANSFORMATION KONVEXER POLYEDER 

RALF GOLLMER 

(Eingegangen 18. December 1978) 

In dieser Arbeit wird eine Darstellung des Bildes eines konvexen Polyeders im eu
klidischen Raum bei einer hyperbolischen Transformation der Form 

G: {x E Rn | lTx + oc * 0} -+ R s, G(x) = A* + a , 
lTX + OL 

wobei A eine (s, n)-Matrix, a e Rs, l e R", a e R und ( 1 =f= 0 ist, hergeleitet. 

Die bekannte Aussage, daß das Bild eines konvexen Polyeders bei einer affinen 
Transformation wieder ein konvexes Polyeder ist, wobei die Bilder der Ecken und 
die Bilder der Vektoren in Richtung unbeschränkter Kanten des Urbildpolyeders 
eine Obermenge der Ecken bzw. der entsprechenden Vektoren des Bildpolyeders 
sind (vgl. hierzu z. B. Rockafellar [1]), läßt sich in gewisser Weise auf solche hyper
bolischen Transformationen, die die affinen als Spezialfall enthalten, verallgemeinern. 

Derartige Transformationen werden in der projektiven Geometrie untersucht 
und aufgrund ihrer Eigenschaft — die für das hier gestellte Problem entscheidend 
ist — auch als lineare Kollineationen bezeichnet. Das bedeutet, daß diese Transfor
mationen die Lage dreier Punkte auf einer Geraden erhalten. Für die algebraische 
Untersuchung siehe z. B. van der Waerden [2]. Somit ist klar, daß Halbräume wieder 
in Halbräume und damit Polyeder im Prinzip wieder in Polyeder übergehen, wobei 
die Punkte, für die der Nenner Null wird, auf „unendlich ferne Punkte", also im 
euklidischen Raum auf unbeschränkte Richtungen abgebildet werden. 

Das Ziel ist hier die Gewinnung einer berechenbaren Darstellung des Bildes eines 
beliebigen konvexen Polyeders auf analytischen Wege. Anwendung findet das Resultat 
z. B. bei speziellen linearen mehrparametrischen Optimierungsproblemen mit Para
meters in der Restriktionsmatrix der Form: 

P(t) : max {cT x \ x eM(t)} , 
M(t) = {XER"\(A1 + ta0T)x = 

A2x = b2 
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wobei A1 eine (s, n)-Matrix, A2 eine (m — s, n)-Matrix, 0 < s ^ m < n, ceR", 

t e Rs, bl e Rs, b2 e Rm~s, b0 e R, a° e R\ Für P(t) läßt sich die zulässige Parame
termenge 2 wie folgt darstellen: 

£ = {t e Rs | M(t) =f= 0} = 

ít e Rs I t = A'X + bí, xelxe R" I A2x = b2,] 
L ^OTA + bo L ' X Ž O i 

G R" I Axx = b1, A2x = b2 ,1 A 1 = 0 
x > 0 , a 0Tx + b0 = 0 J 

LRS sonst 

Durch die Abbildung bestimmter konvexer Polyeder mit der angegebenen hyper
bolischen Transformation lassen sich für das Problem P(t) ebenso die lokalen Stabili
tätsbereiche konstruieren. 

Sei Q c R" ein konvexes Polyeder. Gesucht ist dann eine Darstellung für die 
Menge G(Q n {x e R" | /Tx + a + 0}). Es seien mit Q+ = {x e Q | lTx + a > 0}, 
ß~ = {x E Q | /Tx + a < 0} die Durchschnitte von Q mit den beiden offenen 
Halbräumen bezeichnet. Im weiteren werde zunächst Q+ untersucht. 

Um eine explizite Darstellung von Q+ zu erhalten, wird die Abschließung be
trachtet, es ist cl Q+ = Q n {x e Rn | /Tx + a — 0} ein konvexes Polyeder. Die 
Definition des konvexen Polyeders als Durchschnitt endlich vieler Halbräume ist 
wie bekannt (vgl. [1]) äquivalent zur endlichen Erzeugung, d. h. zur Existenz einer 
Darstellung der Art 

c l Q + = 

x e R" | A-= £ ;.;w
ř + Í>,./V, £ A , = 1, 

t = l j=í i = l 

Xi = 0, i= 1, . . . , r l 5 

l*j = 0, j = 1, . . . , r2 

wobei r l5 r2 natürliche Zahlen, w1" e R", /V e Rn, ^ e R und ^ e R ist. Wegen Q+ £= 

S {x e R" | /Tx + a ^ 0} ist / V + a ^ 0 für i = 1, ..., rx. Außerdem ist /T/V" ^ 0 

für j = 1, ..., r2, würde ein j 0 e {l, . . . , r2} existieren mit lThjo < 0, so ließe sich 

ein njo so groß finden, daß lTx(fijo) + a = /T(x° + fiJoh
Jo) + a = (/Tx° + a) + 

+ pJol
ThJo < 0 wobei x([ijo) = x° + fijoh

joec\ Q+ für x° ec l Q+ beliebig fest und 

fho = 0-

Es werden die folgenden Indexmengen vereinbart: 

I0 = { i e { l , . . . , r 1 } | j V + o. = 0 } , h = (1 r , } \ / 0 > 

J 0 = { ; 6 { l , . . . , r 2 } | / V = 0 } , J , { l , . . . , r 2 } \ J0. 
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Wie man leicht sieht, ist dann: 

e+ = 

•x є R" | x = X Я V + I ЯУ + I џqh" + I /ijft',-
fcєIo ťє í i qєJo jєJi 

ľ A + І A . = 1, A , £ 0 / є / 0 u / „ 
fcєIo řєIi 

Z Я, + Z M/ > 0? Џj _ 0 j є J0 u J, 
ÏЄI 1 jєJ i 

Sei x e Q+ beliebig, so ist: 

Ax + a 

mit 

Gx = 
lTx + a 

X 2t(Aw" + a) + Z A,.(/V + fl) + I / .^M) + X Af/AhO 
fceIo ťeIi geJp jeJ \ 

A\£ 
hj 

ZЯ;(/
Tw' + a) + ZмX/V) 

ťєI i jєJ i 

= I 8k(A^ + a) + У aг ( ^ T ^ ) + I У ^ ) + У. /U 
fcєIo ťєIi \ / W + OíJ qєJo jєЈ, \ / 

_ Яŕ(/V + a)  
'' " I Яr(/V + a) +Yфŕ 

rєl i pє Ј i 

/л = „//•' 
X lr(/V + a) + X /VV 
•6Ii peI i 

Ъ = 

Sы 

ThP yi r(/v + a) + y r í / h 
reIi peJ i 

yA r(/v + a) + y rup /v 
reIi peJi 

Nun werden die Wertebereiche der so defmierten Funktionen cch ßj, yq9 ök von Xt 

und fij untersucht. Sei bezeichnet N = ]_ Ar(/V + a) + ]_ f.ipl
Thp. Es gilt: 

reII peJi 

0 _ at- fur í e I! , da / V + a > 0 , N > 0 und A, _ 0, 

0 _ £,. fur j e J, , da / V > 0 , N > 0 und \i, _ 0 , 
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4. 

5. 

6. 

1., + І Л - І ^ - ^ + І ^ - I 
ІЄI! jєJi iєJi N JЄJ ! N 

0 S Уq füг g є J0 , da N > 0 und ^ = 0 , 

0 = <5Л für kєI0, da N>0 und Xk = 0 , 

I ^ + I ^ / V + a) 

íce/o Í£ I i N 

wegen I Afc + ]T Af- = 1 und / V + a > 0, i eIx 
fce/o ieIi 

Somit ist gezeigt, daß gilt: 

Lemma l .G(Q + ) <= 
+ v.Rl, = S"j^) + Ift^) 

ÍE/, y V + j / jej , \lh}J 

+ l T 9 ( A ^ ) + I«5,(4w' + a), 
qeJo fee/o 

a, ^ 0 i eY,, /f, S i O j e J , , 

y, ^ 0 qe J0, 6k ^ 0 kel0, 

I - i + I ^ = l , 
ie/.1 jej i 

I «, + I 5* > 0 
i e / i fce/o Um die Gleichheit beider Mengen zu zeigen wird zunächst bewiesen, daß das Bild 

der konvexen Menge Q+ konvex ist. 

Lemma 2. Sei M c R" konvex, M £ {x e R" | lTx + a > 0} , SO /St G(M) c Rs 

kOnv^x. 

Beweis. Seien O1, a 2 e G ( M ) beliebig, / e [0, 1] ebenfalls beliebig. Wegen a1, 
a2 e G(M) existieren b1 e M und b2 e M mit O1 = G(bx), a2 = G(b2). Es gilt Tb1 + 
+ a > 0, ZTb2 + a > 0. Es ist dann 

X(Гb2 + o) 

1(ЃV + a) + (l - À)(ľbl + a) 
[0,1] 

und somit, da M konvex ist, /ib1 + (1 — fi) b2 e M. Wie man leicht sieht, ist G(nbv + 
+ (1 - ju) b2) = XG(bx) + (1 - x)G(b 2) = Aa1 + (1 - X)a2, und damit ist gezeigt, 
daß X a1 + (1 - X) a2 e G(M) gilt. q.e.d. 
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Sei nun das beschränkte konvexe Polyeder P2(Ol5 O2) betrachtet: 

PiІQuQi) 

__ - v jAvv' + _ \ _ _ AУ\ 
yeW\y= __ a. — + __ ßjl — . I 

ľh 

+ YjУq(AҺ") + lZök(AW
k + a), 

qєJo kєJo 

_, __0 i є Л , __>. + __/_-- 1, 
iєJ i jєJ1 

/З. _ _ 0 j є J „ 

y_ __ 0 <_ є J 0 , __aj + __á_ __ _,, 
iєJi feєJo 

<5А __0 кel0, 

Z ľ. + __. ôк = Qг 

mit _•_ > 0, Q2 __ 0 beliebig. ^2(01.62) i s t das Bild des beschränkten konvexen 
Polyeders 

« i _ ö i e/_, /_ __0 j e J , . , __0," 

V. __ 0 _ e __, <5_ __ 0 „ e 70. £2 __ 0, 

ЛÍЄi.Єг) = 
є R г, + г. + 2 __>. + __./*. = i . 

ieJi j e J i 

Čt = 
iєJi feєJo 

E vg + X <5k + £2 = _?2 
qєJo ЛєJo 

bei einer linearen Transformation und somit ist die Menge der Ecken von P2(Oi, O2) 
eine Teilmenge der Bilder der Ecken von Pi(_?i, O2). Um zu zeigen, daß P2(QU Q2) _= 
___ G(g + ) , genügt es wegen der Konvexität von G(Q+) zu zeigen, daß alle Ecken von 
PI(QI> QI) Urbilder in Q+ besitzen. Dazu ist nach dem Obigen zu zeigen, daß alle 
Ecken von Pi((?_, Q2) sich mittels der aufgeführten Funktionen aus den Koeffizienten 
Xi9 fij von Punkten aus Q+ darstellen lassen. 

Sei nun die Menge aller Ecken von P_(£i, Q2) betrachtet, die man über den Zu
sammenhang zwischen den Ecken und den zulässigen Basislösungen erhält. Bei 
einer Basislösung sind hier genau drei der Variablen ai9 ßJ9 yq9 ök9 £x und c_2 Basis-
variable. Durch die einfache Struktur der zu den Restriktionsgleichungen gehörenden 
Matrix lassen sich alle möglichen Kombinationen von Basisvariablen sofort angeben: 

a ß y ö £_ _2\ 
1...1 0 . . . 0 1...1 1...1 - 1 0 
F . . 1 1...1 0 . . . 0 0 . . . 0 0 0 

\ 0 . . . 0 0 . . . 0 1...1 1...1 0 1 
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Werte der Basisvariablen: 

1, ßjo = 1 - 0 1 ' /qo = 02 

1 - 02- ßjo = 1 - 0 1 + 0 2 , <5fc0 = 02 

= 0 1 , ßjo = 1 - 0 1 , £2 = 02 

yq0 = 0 2 - 0 1 + 1, <5fco = 0 1 - 1 

1, yqo = 02 , £ l = 1 - 01 

<5fc0 = 02 , £ l = 02 - 01 + 1 

<5fc0 = 0 t ~ 1, £2 = 0 2 - 0 i + l 

£ l = l - 0 1 , £2 = 02 

7qo = 02 - 0 1 , ÖkQ = Qt 

yqo = 02 , £1 = - 0 i 

<5fco = 02 , £ l = 02 - 01 

f̂co = 0 1 , £2 = 02 - 01 

€l = - 0 1 , £2 - 02 

Die ermittelten Basislösungen können bis auf 10) und 13) unter bestimmten Voraus
setzungen an Q1 und O2 für Ot > 0 und O2 = 0 zulässig sein. Für die Ecken von 
P2(O1? O2) mit diesen Koeffizienten werden jetzt die Koeffizienten der Urbilder 
in Q+ angegeben. 

zu 1) Xio = 1, A£ = 0 i + i0, //., = 0 j + j 0 j + </0, 

(1 - ß l ) ( / V ° + a ) 

Basisvariabłe: 

1) a í o ßjo- ľqo 
a i o = Є 

2) a i o , ßjo< ^ o a . o = Є 

3) a i o ßjo> É2 
a i o = Є 

4) aio> У >qo' <5*o «io = 1-

5) a . V ľqo ' Či a i o = 1' 

6) a i o ' <W čl a i o = L 

7) a i o ' <w ^ 2 a i o = L 

8) a i o ' C i , ^ 2 a i o = 1' 

9) ßj* ľqo' <5ю ßjo = 1 
10) ßjo, ľqo' Í ! ßjo = 1 

11) ßjo> < 5, ßjo = 1 
12) ßjo, *Ь> É2 ßjo = 1 
13) ' ßjo, í í , « 2 ßjo = 1 

/тť° 

-? ( i V + «) 

6,/V 
Є 2 l'lT1..io 

g2(ГУ° + «) 

Є2 + Є2(> V + «) 

1 \ 1 1 1 1 ť 2 U W T И l - „ . . . 
zu 2) Лío = 1 - Xka, Xka = - — L — — Ž. . _ ; 1 = 0 i + i 0 

i Ф k0 

( l + g 2 - g l ) ( / V ° + «) 
^° (e 1 +e2 (/V + «)-, 2 )/ T h- ' "> ' + ' ° 

z u 3) Aio = 1, Ať = 0 i 4= i0, lij = 0 ;' 4= ; 0 , 

= ( l - g l ) ( / V ' + «) 

z u 4) *.„ = — 7 TTTTTT' A^o = ! - ^io, K = o i 4= i0 

1 + ( g l - l)(/'vv ° + a) / Ф k0 

Џqo = (Є2 - Єi + 1) ГTT7 TTTľт .0 , -\' ^ = ° ! * <?o 
(/V° + «) 

1 + ( , - 1)(/V° + a) 
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zu 5) A/o = 1, A, = 0 / Ф /0, /i; = 0 j Ф g0, 

^ o = <?2(íV° + 

zu 6) Яío = 
1 

zu 7) A/o = 

1 + O2(/V° + «) ' 

/iy = 0 j є J0 u Jt 

1 

^ 0 = A/o, A, = 0 / Ф í0 / Ф k0 , 

K = 1 ~ 'т( 1 +(O i - 1) (/V° + a) 

Aj = 0 / + /0 / 4= k0, flj = Oj G Jo u J! 

zu 8) A/o = 1, Ať = O / + /0, /f,- = O j e Jo u J! 

zu 9) Ak0 = 1, A, = O / + k0, Hj = O j + jo j * go, 

Af/o = 
1 

OiFh TLJO ' 
A*в0 = 

(öг ~ 

б i 

zu 11) Ak0 = 1, Ai = 0 / + k0, liyo = - - j r - r , /f/ = 0 j + jo 
O2* u 

Z U 1 2 ) ^ o = !» ;T = 0 / + ko, lij = 0 j #= j 0 , /iy0 = —-77» 
O!l /ZJ0 

Wie man leicht überprüfen kann, sind die zu den angegebenen Koeffizienten zu
gehörigen Punkte Urbilder der entsprechenden Basislösungen von P2(O1? O2) und sie 
liegen in der Menge ß + , wenn die zugehörige Basislösung in P2(Ol9 O2) liegt. Es gilt 
somit wegen der Konvexität von G(Q+) das folgende Lemma: 

Lemma 3. Es ist P2(O1? O2) £ G(Q+) für alle Ot > 0, O2 ^ 0. 

Nun folgt sofort der folgende Satz: 

Satz 1. Das Bild der Menge Q+ bei der hyperbolischen Transformation G ist 

eine konvexe Menge, deren Abschließung ein konvexes Polyeder ist und hat die 

Darstellung 

G(ô+) -

УЄ 
iej, \ | V + a / j e j , y /r 

+ Z yq{Ah") + Z <5t(^vvfc + A) 
tjeJo kelo 

a ; ^ 0 i e/ , , Pj ^ 0 j e j , 

yq > 0 fl e J0, 5k ž: 0 fc e / 0 , 

Zai + Z ^ = l , 
ie/1 je J1 

Z *. + I Sk > 0 
ie/i kelo 

+ 
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Beweis . Die Beziehung , , £ " gilt nach Lemma 1. Sei nun ein beliebiger Punkt y° 
mit der angegebenen Darstellung gegeben, seine Koeffizienten seien (a0T, ß0T, y0T

9 

«50T)T. Es ist dann aufgrund der Bedingungen in der Darstellung 

ß. = I « ? + I ^ > o , e2 = Iy°q+Z?°k^o. 
kelo qeJo kelo 

Damit ist y° e P2(sl9 e2) ~l G(Q+) nach Lemma 3, also gilt auch die andere Enthal-
tenseinsbeziehung und somit die Gleichheit der Mengen. q.e.d. 

Analog erhält man: 

Satz 2. Die Menge G(Q~) hat die folgende Darstellung: 

/Au1 + a\ ^ ' (AkJ 

c(ö-) = 

iєKx ľul + a 

+ ^dk(-Auk-a) + ljyll(-Ak«), 
keKo qeLo 

o c . ^ 0 i eKu Pj^Oj e L „ 

7 , ^ 0 q e L 0 , h Ž 0 keK0, 

'«, + - <\ > 0, 
ieKt keKo 

!«,- + 1 / ^ = 1 
ZeKi jeLi 

dabei bezeichnen u\ kJ die entsprechenden Punkte bzw. Vektoren in der Darstellung 
von Q~ und die Indexmengen sind folgendermaßen definiert: 

K0 = {ie{l9...9p1}\iTui + * = Ö}9 KA = { l , . . , p 1 } \ K 0 , 

L0 = { j e { V . . . , p 2 } | / T k ^ 0 } , Lx = { l , . . . , p 2 } \ L 0 , 

wobei p! die Anzahl der in der Darstellung von Q~ auftretenden Punkte, p2 die der 
Vektoren unbeschränkter Richtungen ist. 

Corollar. Die Menge G(Q n {x e R" | lTN + a + 0}) ist die Vereinigung zweier 
Mengen, deren Abschließung jeweils ein konvexes Polyeder ist. Die Vereinigung 
der Ab Schließungen von G(Q+) undG(Q~) braucht im Allgemeinen nicht zusammen
hängend zu sein. 

Aufgrund der Kollinearität und der Stetigkeit der hyperbolischen Abbildung 
über der Menge {x e W \ lTx + a + 0} läßt sich die im folgenden Satz ausgedrückte 
Eigenschaft analog wie für lineare Abbildungen ([1], Theorem 6.6) beweisen. 
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Satz 3. Sei M £ R" konvex, M c {x e R'1 | /Tx 4- a 4= 0}, SO g//* für die hyper

bolische Abbildung G: 

6(rel int M) = rel int (G(M)). 
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S o u h r n 

HYPERBOLICKÉ TRANFORMACE KONVEXNÍCH MNOHOSTĚNŮ 

RALF GOLLMER 

Článek se zabývá některými vlastnostmi hyperbolických, tj. lomených afinních, 
transformací, které mají význam pro obrazy konvexních mnohostěnů při takových 
transformacích. Je získáno explicitní vyjádření obrazu konvexního mnohostěnu 
pomocí vrcholů a hran vzorového mnohostěnu, je vyšetřena konvexnost obrazu 
a obraz relativního vnitřku konvexní množiny. 
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