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SVAZEK 28 (1983) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 4

UBER EIN OBERRELAXATIONSVERFAHREN FUR p-ZYKLISCHE
LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

MIROSLAV SISLER

(Eingegangen an 1. September 1982)

Es sei ein lineares algebraisches Gleichungssystem von der Form

(1) x=Bx+b
gegeben, wo B eine schwach p zyklische Blockmatrix von der Form
(2) o, O, ...,0, B,,
B,, O, ..., 0, o
B=|O, B,, ..., 0, o
O, O, , B,,-1, O

ist. Man schreibe die Matrix B in der Form B = L + U, wo L bzw. U eine untere
bzw. obere Blockdreiecksmatrix ist. Das Oberrelaxationsverfahren ist dann durch
die Formel

3) Xis1 = (E— L) "[(e = 1)E+ U]x; + (eE — L) 'b, i=0,1,2,...

definiert, wo o einen reellen Parameter bezeichnet (in der Literatur wird der Para-
" meter meistens mit o bezeichnet, wobei @ = 1/u gilt — siehe z.B. [1]). Die Formel
(3) kann man in der Form

(4) Xy = V(o) x; + b'(x)
schreiben, wo
(5) / oE,, o O, ..., O, O\"l
-B,,, aE,, O, ..., O, (o]
V(x) = O, -B,,, aoE;, ..., O, o
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o —1)E,, o, ..., B,
(@ = 1)E, .

o, o, ... o
\ o, o ’ (“ - 1) En /
und
(6) [oE, O O, ... o, o\!
-B,,, oE,, O, O, (o]
b(x) =| O, —Bj, aE,, ..., O, o |b

gilt (die Dimensionen der Einheitsmatrizen E,, ..., E, entsprechen dabei der Block-
zerlegung der Matrix B).

Man stellt leicht fest, dass die Matrix V(x) ein Spezialfall der Matrix V(x,, ..., o,
Bis-.-» B,) aus der Arbeit [2] ist, wenn oy =, = ... =q,=a, B =0, f, =
= f3 = ... = B, = —1 gilt. Die betrachtete Iterationsmethode ist also ein Spezial-
fall des mehrparametrigen, in der Arbeit [2] untersuchten, Iterationsverfahrens.
Aus dem Satz 1 der Arbeit [2] folgt sofort folgender Satz:

Satz 1. Es sei A ein Eigenwert der Matrix V(a), 7 & 0. Dann ist jede von Null
verschiedene Zahl u, die die Beziehung

7 1— o 4 Aa)f = prir—1
(7) ( )

erfiillt, ein Eigenwert der Matrix B. Fall umgekehrt p = 0 ein Eigenwert der
Matrix B ist, dann ist jede Wurzel /. der Gleichung (7) ein Eigenwert der Matrix
V().

Der Satz 1 driickt also die gegenseitige Beziehung zwischen von Null verschiedenen
Eigenwerten der Matrizen B und ¥(x) aus.

Die gegenseitige Beziehung zwischen den Eigenwerten 4 der Matrix ¥(o) und den
Wurzeln / der Gleichung (7) driickt der folgende Satz 2 aus.

Satz 2. 1. Es sei u ein beliebiger Eigenwert der Matrix B (u # 0 oder = 0) und
/ sei ein Wurzel der Gleichung (7). Dann ist . ein Eigenwert der Matrix V(«);

11. Es sei A ein Eigenwert der Matrix V(oz). Dann existiert ein solcher Eigenwert i
(1 # 0 oder p = 0) der Matrix B, dass /. eine Wurzel der Gleichung (7) ist.

Die Behauptung dieses Satzes folgt leicht aus dem Satz 2 der Arbeit [2] Die
Behauptung I fiir 4 4 0 und 1I folgt trivial. Es geniigt also die Behauptung I fiir den
Fall p = 0 zu beweisen. Aus der Behauptung Ib der Arbeit [2] folgt die folgende
Behauptung: Es sei A eine Wurzel der Gleichung (7) aus der Arbeit [2] und wenn
wenigstens eine -der Zahlen 1 + f; — A, gleich Null ist, dann ist A ein Eigenwert
der Matrix V(ay,...,ap By, By) Da By =0, f,=f;=...=f, = —1, ist
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14+ By —Apy=1undl + B, — AB;, = A i=2,..., p. Fallsalso 2 = 0 eine Wurzel
der Gleichung (7) ist, ist A ein Eigenwert der Matrix ¥(x). Man bemerke noch, dass
A = 0 eine Wurzel der Gleichung (7) nur fiir « = 1 ist. Es folgt ferner aus der Be-
hauptung Ic des Satzes 2 aus der Arbeit [2], dass im Fall, wenn fiir die Wurzel der
Gleichung (7) aus der Arbeit [2] 1 + B, — 2B, £ 0,i = 1, ..., p gilt (d.h. /. + 0ist),
1 — o + Jo = 0 gelten muss; A ist also genau dann ein Eigenwert der Matrix V(x),
wenn wenigstens einer der Diagonalblocke der Matrix B? singulir ist. Diese Forde-
rung ist trivial erfiillt, da die Matrix B singuliir ist (sie hat ndmlich den Eigenwert
u=0).

Folgende Betrachtungen befassen sich mit der Optimierung des Oberrelaxations-
verfahrens (siehe (4), (5), (6)) fiir den Fall, wenn alle Eigenwerte der Matrix BP reell
sind oder wenn der, im Absolutbetrag maximaler Eigenwert der Matrix B? positiv
ist und die iibrige Eigenwerte der Matrix B in einem gewissen, nach der Realachse
symmetrischen Gebiet, enthalten sind. Es ist klar, dass eine solche Lage von Eigen-
werten hochstwahrscheinlich bei Systemen (1) mut einer nichtnegativen, schwach
p-zyklischen Matrix B, in die Betrachtung kommen kann.

11

Man bezeichne mit y; die Eigenwerte der Matrix B und man setze zuerst voraus,
dass die Eigenwerte der Matrix B?, p = 2 (d.h. die Zahlen 47) insgesamt reell sind
und —1 < pf < 1 gilt. Es seien m und M solche Eigenwerte, dass 0 < M < 1,
0 < mist und
(8) —mP £ u; £ max b = M?

gilt (solange u? > O fiir alle i ist, lege man m = 0). Es gilt dann folgender Satz:

Satz 3.1. Es sei m =< (p — 2) M[p. Dann gilt fiir den Spektralradius o(V(x))
der Matrix V(x) die Beziehung

©) min o(V(«)) = o(V(x0)) = ko »

wo k eine einzige, im Intervall 0 < k < 1 liegende, Wurzel der Gleichung
(10) Mk — pXk+(p—1)M =0

ist und

(11) to=(p—DJ(p—1+kp), 0<a <1

gilt.

11. Es sei (p — 2) M|/p < m < M. Dann gilt (9), wo k, eine einzige, im Intervall
0 < k < 1 liegende, Wurzel der Gleichung

(12) (M —m)k —2%k+(M+m)=0
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ist und
(13) 2 = (1 = MKS™P)(1 = ko) = (1 + mk¢™ (1 + ko), 0 <t <1
gilt.

Bemerkung 1. Im Falle, wenn die Matrix B schwach 2-zyklische ist (p = 2),
folgt sofort aus den Ungleichungen 0 < m und m < (p — 2)/p = 0 die Gleichung
m = 0 und fiir die Eigenwerte der Matrix B* gelten infolge (8) die Ungleichungen
0 < pu? £M?*i=1,2,.... Aus dem Satz 3, Behauptung I, folgt dann sofort, dass ko
eine Wurzel der Gleichung Mk — 2 Jk + M = 0 ist, so dass k, = (1 -
= J(1 = M))(1 + J(1 = M?), 2o =31+ /(1 — M?)) ist; dieses stellt das
bekannte Ergebnis fiir die Methode SOR dar (vgl. z.B. [1]).

Falls fiir p = 2 die Ungleichungen 0 = (p — 2) M/p < m < M gelten, d.h. fiir
die Eigenwerte der Matrix B? sind angesichts (8) die Ungleichungen —m? < pu? < M?
erfiillt, folgt dann aus dem Satz 3, die Behauptung 11, dass k, eine enzige, im Intervall
0, 1) liegende Wurzel der Gleichung (M — m)k — 2 /k + (M + m) = 0 ist,
dh.dassk, = (1 — /(1 = (M? = m?))[(M — m)und oy = (1 — M /ko)[(1 = k;)
gilt. Das Oberrelaxationsverfahren konvergiert also auch in diesem Fall mindestens
so schnell, wie das Gauss-Seidelsche-verfahren; gleich schnell ist die Konvergenz bei
beiden Verfahren fiir m = M (wenn ko = M? gilt).

Bemerkung 2. Zu der Abschitzung des approximativen Wertes fiir die, im In-
tervall 0 < ko < 1 liegende Wurzel k,, (d.h. fiir den Spektralradius der Matrix V(q)),

kann man die Formel
— 14
kO = (.u) MP
p

benutzen; eine wesentlich genauere Annédherung gibt die Formel

ko = (P_‘l)”Mp[ (p— 1P M? — p? ],,-

P p(p — 1P~ MP — p*

Ahnlicherweise gekommt man fiir den approximativen Wert der, im Intervall
0 < ko < 1 liegenden Wurzel der Gleichung (12) die Formel

p
by o (Mtm
2
oder die genauere Formel

ko = (M + m)” [(p — 1) (M — m)(M + m)P~! — zp]p.

2 p(M — m)(M + mp~t —2°

Alle Formeln folgen sofort nach der Anwedung des Newtonschen Verfahrens fiir
die Gleichungen (10),(12), wo man K = ?/k legt und als Anfangsanniherung den Wert
K, = 0 nimmt.
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Bemerkung 3. Es folgt aus dem Satz 3, Behauptung I, dass der optimale Spektral-
radius k, von der Zahl m nicht abhidngt. Die Zahl k, wird also nicht durch die Tat-
sache beeinflusst, ob die Matrix B singuldr oder nichtsingulir ist.

Beweis des Satzes 3. Wenn man p® = 7 legt, folgt fiir A % 0 aus (7) die Beziehung

—_ 4
(14) T=(A—%1 a+la—)-,0<a<l,
. Ap-1

die eine Abbildung der komplexen Ebene A in die komplexe Ebene t darstellt. Man
untersuche jetzt das Bild der Kreislinien mit dem Radius k in der Ebene A. Fiir
A = ke, wo ¢ eine Komplexeinheit ist, folgt dann

P
t=x+1y = (1 — o + kex)?[kP~1eP™ [Z( )(1 — )P ket kP e
(P) (1 _ a)p—iaiki—i+18i—p+1 _

o8

]
N o

1

p =i jipi—p+1 i-p+1 p _ p—1 P\ v, _
(i)(] a)’ o'k € +<p__1>(1 o) o +<p)zx ke
p

= (Il’> (1 — o)~ aiki=?*[cos(p— 1 — i) —isin(p— 1 — i) o] +

i=0

i

p—

Il

i

N O

+ (p f 1)(1 —a)a” !+ <§>a"k(eos<p + isin @) .

Es ist also

(15) x(go)z(ézk(j_:l)cos(p—l)(p—k<f)(17__<:)2{cos(p——2)(p+...
(P—2>(1_a)2ap 2cos<p+<pf1)(1—a)aﬂ“+(§>a?kcos<p,
_(Q)u-

)l—oc” If)(l——a)”_loc
sin(p—1) ¢ — pres sin(p—2) ¢ + ...

(16) y(o) =

p (1_a)2ap—2
p—2 . D .
- P’ sin ¢ + » aPksing, 0=<¢ <2m.

Die Kreislinie 4 = ke bildet sich auf eine geschlossene, nach der x-Achse symmetri-
sche, Kurve (15), (16) ab, die in der Ebene  liegt. Diese Kurve schneidet offensichtlich
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die x-Achse fiir ¢ = 0im Punkte
Xpax(K) = (1 — a + ka)?[kP~1
und fiir ¢ = 7 im Punkte
Xmin(k) = (1 — o — ka)?/kP~* (p ungerade) oder
Xmin(k) = —(1 — a — ka)?[kP~* (p gerade) .

Man beweist jetzt, dass mit wachsendem k x,;,(k) bzw. x,,,(k) ab- bzw. zunimmt.
Fiir ungerade p ist

d _d (I —o—ka) (1 — o — ka)P kP72
m Xpin(k) = m P = D [wka—(p=1)(1 = a)].

Der Ausdruck —ka — (p — 1)(1 — ) ist offensichtlich negativ. Der Ausdruck
(1 — o — ka)?~1 ist positiv, da p ungerade ist und 1 — o — ko = 0 gilt. Es ist also

d
_xmink <0*
3 “min®)

so dass X;,(k) mit wachsendem k abnehmend ist.

Fiir gerade p ist

d (1—o—ka)\ (1 —o—kap ' kP2

de\ ~ K1 - L2e—1) ’
ke~ (p = 1)(1 - 2)].

Der Ausdruck —ko — (p — 1) (1 — «) ist offensichtlich negativ und auch der Aus-

druck 1 — o — kaist negativfirk = (p — 1) (1 — «)/o, p > 2. Esgilt1 — o0 — ko =

= Onurfiirk = (p — 1) (1 — a)/a, wo p = 2ist. Die Zahl x,,;,(k) ist auch in diesem

Fall eine abnehmende Funktion von k.

d
_xmink =
o Ymn()

Es gilt ferner
d (I —o+ka)? (1 —a+ ke kP2
dk Kp—1 - K2e-1 :

Jkae —(p—1)(1 — a)].

Der Ausdruck ka — (p — 1) (1 — «) ist angesichts der Ungleichung k < (p — 1).
- (1 — a)fo offensichtlich nichtnegativ. Der Ausdruck (1 — o + ko)~ ! ist positiv,
da p ungeradeist und 1 — o + ko > 0 gilt. Die Zahl x,,,,(k) wichst also mit wachsen-
den Zahl k.

Wir beweisen schliesslich, dass die Kurve (15), (16) ausgenommen X,,;,(k) und
Xmax(k) keine andere Durchschnittspunkte mit der x-Achse haben kann. Da ¢ + 0,
¢ * mist, gilt sin ¢ + 0 und aus der Gleichung (16) folgt die Gleichung

d
T Xmax k) =
L en®
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(17)

(1—ofPsm(p—1)¢ L (P (1= oc)""rx_sin(p -2 +
k1 sin @ 1 kp=2 sin @

2 k=3 sin ¢ p—2 k

+(p)(1~a)”"2azsin(1)—3)<o+‘_‘+( p >M=kam

Wenn man die linke Seite der Gleichung mit L(¢) und die rechte Seite mit P(¢)
bezeichnet, gelten schrittweise folgende Ungleichungen (esistk = (p — 1) (1 — «)/a):

IL(¢), < (1 —oa)|sin(p—1)¢ L (P (1 —ap talsin(p—2)e 4
I sin @ 1 kr~2 sin ¢
p\ (1 —ay 2o |sin(p—3) e p \(1 —a)Par?
+ o+ A A S
(2) kP—3 sin @ p—2 k

<(i;°‘f(p—1)+(f)(‘—“ﬁ)f’l‘i‘(p—z)+<”)w(p—s)+...

PR k=2 2] ke?

+ (p ’ 2) (= “122 A (112:‘?)"(1) 1)+ <f)(~1—7€7{)§_—w(p -2)+
+<12’)(1 _;)_p;zaz(l’—3)+ ot <p52>(1;a—%2i_—2 -
S e (e e-n(D)e-2+

o ()o-ne oo ()2 Jo-n-n)-
-4 —a)'gip}iz(i.’)(p— p—1- i)=(*1—f—ﬂ°£1

(p— 1P %o (p— 1)1

=1 -0 (p—1)= (I)—_w o = ka” < ko? = P(a).

(p _ 1)1: =

Da also |L(¢)| < P(¢) und um so mehr L(p) < P(¢) fiir alle ¢ € (0, n) gilt, besitzt
die Gleichung (17) in diesem Intervall keine Wurzel. Bei obigem Beweis haben wir
die Ungleichung sin ne[sin ¢ < n beniitzt, welche fir alle ¢ # kn, k =
=0, +1, +2,... gilt.

Man kann leicht beweisen, dass dem System von Kreislinien ]Al =k, k= (p - 1) .
.(1 — a)fa, ein System der Kurven (15), (16) entspricht; diese Kurven haben dabei
keine gemeinsame Durchschnittspunkte und enthalten alle die Kurve

(18) x(¢) = Q;@ﬁf:[(l’>cos(p — 1o+ (f)(p—])cos(p—Z)q) +oo

(p—-1"[\O
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P LR T (R [ e [

(19) ¥(o) = (‘;ﬂ"‘:[— (f)))sin(p “ 1) - (i’)(p ~i)sin(p—2)¢ — ...

(-1
.—< p )(p— 1)°=2sin o + (I’:)(p— 1)Psin¢],0§<p<2n.

p—2

Der Aussenseite des Kreises |2| < k. wo k = (p — 1)(1 — o)fo entspricht also
die Aussenseite eines, durch die Kurve (15), (16) in der Ebene t begrentzen Gebietes.
Wir bemerken, dass die Kurve (18), (19) den Anfangspunkt enthilt, da x,;,(ko) <
< 0 < Xpax(ko) ist (der Beweis von diesen Ungleichungen ist trivial). Wenn also keine
von den reellen Eigenwerten der Matrix B aussen der Kurve (15), (16) (d.h. aussen
des Intervalls {xpio(k), Xmae(k))) liegt, kann keiner der entsprechenden Eigenwerten 2
ausser des Kreises |1| < k liegen.

Man setze jetzt voraus, dass 0 < m < (p — 2) M/p (siche den Satz 3.1.). Dann
gelten fiir die Eigenwerte y; der Matrix B? angesichts (8) die Ungleichungen

- (”—‘ZYM” < —mP <l £ M.
p

Wir miissen jetzt solche Zahlen 0 < « < 1, 0 < k < 1 finden, dass die Unglei-
chungen

(20) Xmin(k) £ —mP < MP < xp0(k) ,
(21) kz(p-1)(1 - o)
gleichzeitig gelten und k minimal ist.
Man betrachte zuerst die Ungleichung
M? < xp(K) .
Nach einfachen Umformungen bekommt man dquivalente Gleichungen
MP < (1 — o + ka)[kP™t,
Mk@=DP <1 — o + ka,

(22) a < [1 — MKP= VP11 - k).
Der Graph von der Funktion (1 — Mk®~V/)/(1 — k) ist mit (A) bezeichnet (vgl.
Abb. 1).

Man betrachte jetzt die Ungleichung

xmin(k) é —-mP.

256



Fiir gerade p gilt also
—(1 —a = ka)P[kP~1 £ —mP,

(I — o — ka)? = mPkP™1 .
Dal—a— ka <0 gilt, ist

ko — 1 + o = mklp=Vr?
(23) a=(1+ mk“’-“/”)/(l + k).

Der Graph der Funktion (1 + mk®~"/?)/(1 + k) ist in Abb. 1 mit (B) bezeichnet.
Fiir ungerade Zahlen p gilt schrittweise

1-a- ka)p/kp‘l < —mP,
1 —a—ka £ —mke-V/r,
(23) a = (1 + mk® V7)1 + k)

dieses ist die gleiche Ungleichung, wie im Falle der geraden Zahlen p.
Aus der Ungleichung (21) folgt sofort die dquivalente Ungleichung

(24) az(p—1(p—1+Kk).
Der Graph der Funktion (p — 1) (p — 1 + k) ist in Abb. 1 mit (C) bezeichnet.

* 7y

i f ®
E i ©
| M7 |
i M=09 m=06 |
i m=02 |

0 k 1 k 0 k Tk
Abb. 1. Abb. 2.

Das durch die Ungleichungen (22), (23), (24) begrenzte Gebiet ist in Abb. 1 schraf-
fiert. Die minimale Zahl k, d.h. die Zahl k,, bekommt man fiir 0 < m < (p — 2) M/p
als den Durchschnittspunkt der Kurven (A) und (C) (fiir m = (p — 2) M/p schneiden
sich alle drei Kurven in einem einzigen Punkte). Die Zahl k, bekommt man also
als eine Wurzel der Gleichung

(1 = MK?=)(1 = ) = (b = Df(p — 1+ K),
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woraus wir nach einer Umformung die Gleichung
Mk2p—2Ip _ kp + M(p — 1) kP—Dir —

bekommen. Da k = 0 ist, folgt sofort davon die Gleichung (10). Die Funktion f an
der linken Seite der Gleichung (10) ist eine fallende Funktion im Interval 0 £ k < 1,
wobei f(0)=(p—1)M >0, f(1) = p(M — 1) <0 gilt, so dass eine einzige
Wurzel ko im Intervall (0, 1) existiert. Dadurch ist die Behauptung I des Satzes 3
bewiesen.

Um die Behauptung I des Satzes 3 zu beweisen, werden wir voraussetzen, dass
(p—2)M/p < m < M gilt. Dann gelten angesichts (8) fiir die Eigenwerte u? der
Matrix B? die Ungleichungen —m? < p? < M”?, wo —m? < [(p — 2)/p]” M” ist.
Wir wollen jetzt solche Zahlen 0 < o < 1, 0 < k < 1 finden, dass gleichzeitig die
Ungleichungen (22), (23), (24) gelten und k minimal ist. Fiir die Kurven (A), (B), (C)
tritt eine der in Abb. 2 dargestellten Situationen zu. Das, durch die Ungleichungen
(22), (23), (24) definierte Gebiet ist in Abb. 2 schraffiert. Die minimale Zahl kg 1st
fir (p — 2) M[/p < m < M als der Durchschnittspunkt der Kurven (A), (B) fest-
gelegt, d.h. die Zahl k, ist eine Wurzel der Gleichung

(1 — MK®= D)1 = k) = (1 + mk®= DP)(1 + k) ;

davon bekommt man sofort nach einer Umformung die Gleichung (12). Die linke
Seite der Gleichung (12) ist im Intervall 0 < k < 1 eine fallende Funktion f von k;
es gilt dabei f(0) = (M + m) >0, f(1)=2(M — 1) <0, so dass eine einzige
Wurzel ko, im Intervall (0, 1) existiert. Dadurch ist die Behauptung II des Satzes 3
bewiesen.

11X

Jetzt werden wir uns mit dem Fall tefassen, wenn die Matrix B? einen positiven
Eigenwert M? (M > 0) besitzt, welcher dem Spektralradius gleich ist, und alle anderen
Eigenwerte p? in einem gewissen, nach der Reellachse symmetrischen Gebiet aus-
gebreitet sind. Wir beweisen folgenden Satz:

Satz 4. Es sei p = 3, k, sei eine einzige, im Intervall 0 < k < 1 liegende Wurzel
der Gleichung

(10) Mk —pPJ/k+(p—1)M =0

und sei ay = (p — 1)[(p — 1 + ko). Wir setzen weiter voraus, das die restliche
Eigenwerte u? = x + 1y der Matrix B? im Inneren oder auf der Grinze der Kurve

(25) x(o) = (L= so) g™ [(ﬁ) cos(p — 1) ¢ + (11’) (p—1)cos(p—2)o +

(-1

+ .. +<pf2>(p— l)p_zcosw+(pi1>(p— !+ (i)(p— 1)ﬂcos<p],
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@) st = B[ (N0 = 00— (7)o = Dsintr ~2)¢ -

- (P (p-—l)p“zsin(p+<p)(p~1)”sin<p:|, 0s¢p<2n
p—2 p

liegen. Dann gilt min o(¥()) = o(¥(x)) = ko.

Beweis. Es sei 0 < ko < 1 eine Wurzel der Gleichung (10). Aus oy =
=(p—1))(p — 1 + ko) folgt die Bezichung ko = (p — 1) (1 — ao)/%o. Wenn man
jetzt in (15), (16) & = o, k = ky legt, bekommt man sofort (25), (26). Es ist also Klar,
das die Kurve (25), (26) ein Bild der Kreislinie |2] = ko = (p — 1) (1 — ao)]ot bei
der Abbildung (14) darstellt. Diese Kurve schneidet die x-Achse, wie bekannt ist,
in zwei Punkten, welche den Parametern ¢ = 0 und ¢ = = entsprechen. Fiir ¢ = 0
ist y(0) = 0 und

AO)ZQ(?—%%[(Q +(f)(p 1)+ ...+ (pi.z)(p_ 12 +

(p— 1y
_ (L —a)af'p”
(p =1y

Daay, = (p — 1)/(p — 1 + ko) ist, gilt ferner
x(0) = kop?/(p — 1 + ko) .

Da k, eine Wurzel der Gleichung (10) ist, gilt Mk, — p *\/ko + (p — 1) M = 0 oder

(27) . Pk = M"(p — 1 + ko)
und auch
(28) x(0) = MP(p — 1 + ko)[(p — 1 + ko) = M”.

Einen dhnlichen Fortgang benutzt man fiir ¢ = n. Es gilt y(n) = 0. Fiir ungerade p

gilt
x(m) = %[(5) - (f)(p - +...- <p f 2)(1, — 1y 4

(,7) oD -] = CmE - - oy -

(AT S

- -
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Fiir gerade p gilt

)= %ﬁa%—l[_ (g) ’ (f>(p B (p f 2)(p DTt
+ (p f 1)(1’ -1t = Cj) (r - 1)”] = - **—\(l(p__ai))f:l [l-(@-1]F=

__Uzw)at, (L)
(p—1y7! (p— 1) !
In beiden Fillen ist also x(n) = —(1 — o) a5~ !(p — 2)"/(p — 1Pt < o.

Fir oy = (p — 1)/(p — 1 + ko) bekommt man jetzt
x(m) = —ko(p = 2)°/(p = 1 + ko) = —ko(p = 2)" p"/(p ~ 1 + ko) p".

Aus (27) folgt ferner
(9 @) = ~[(p = 2ol b
Die Kurve (25), (26) schneidet also die x-Achse in den Punkten —[(p — 2)/p]r m»,
MP. Wenn nun alle Eigenwerte der Matrix B? in Inneren oder auf der Kurve (25),
(26) liegen (die recelle Eigenwerte der Matrix B liegen also dhnlich wie bei dem Satz 3,
Behauptung I, im Intervall {—[(p — 2)/p]? M?, M?)), liegen alle Eigenwerte der
Matrix V(ozo) im Kreis |)| < k,, wodurch der Satz 4 bewiesen ist.

Bemerkung 4. Es wire an diesen Stelle sinnlos den Fa'l p = 2 zu betrachten, da
die Gleichung (26) fiir jedes ¢ € <0, 2n) die Form y = 0 (fiir p = 2 kann man also
nur den Fall der reellen Eigenwerte der Matrix B betrachten).

(p—2).

Abb. 3.

Zur Illustration ist die Kurve

*(0) <‘§)cos(p —1)e+ <f>(p —1)cos(p—2)@ + ...
ot (p f 2>(p — 1)P"2cos ¢ + <p f 1)(p ) LS (ﬁ)(p — )Pcos g,
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o) = —<5>sin(p— e —(f) (p —1)sin(p—2) ¢ — ...

.- ( P >(p— 1P~2sing + (P)(p~ 1yYsing, 0=< ¢ < 2w
p—2 p

fiir den Fall p = 3 auf der Abb. 3 dargestellt (die Koordinaten x(¢), y(¢) fir die

Punkte der Kurve (25), (26) bekommt man nach Multiplizierung durch Ko nstante

(1 —2)ag” (p— 1)1
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Souhrn

O SUPERRELAXACNI METODE PRO p-CYKLICKE SOUSTAVY
LINEARNICH ROVNIC

MIROSLAV SISLER

V préci je uddn optimdlni parametr pro superrelaxacni metodu pro feSeni soustavy
linedrnich algebraickych rovnic tvaru x = Bx + b, p = 2. UvaZuje se jak pripad
redlnych vlastnich ¢isel matice BP, tak i pfipad, kdy v absolutni hodnoté nejvétsi
vlastni Cislo matice B” je redlné a ostatni vlastni Cisla lezi v jisté oblasti symetrické
podle redlné osy.

Anschrift des Verfassers: Dr. Miroslav Sisler, CSc., Matematicky ustav CSAV, Zitna 25,
115 67 Praha 1.
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