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BEITRAG ZU MEHRPARAMETRIGEN ITERATIONSVERFAHREN 
FÜR SPEZIELLE LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME 

MIROSLAV SlSLER 

(Angegangen am 21. 5. 1986) 

Summary. Die Arbeit befasst sich mit der Anwendung eines gewissen mehrparametrigen 
Iterationsverfahrens bei der Lösung des linearen Gleichungssystems der Form x = Bx + b, 
wo B eine gewisse, eine grosse Anzahl von Nullelementen enthaltende, Matrix bezeichnet und 
irgendeine von der Hauptuntermatrizen der Matrix B leicht inveitierbar ist. Das, in der Arbeit 
vorgeschlagende Iterationsverfahren stellt eine Kombination des iterativen und direkten Ver­
fahrens dar. 

Keywords: linear System, iterative method, spectral radius, convergence, weakly cyclic matrix. 

AMS Classification: 65F10. 

Die Arbeit befasst sich mit der Lösung eines linearen algebraischen Gleichungs­
systems mit n Gleichungen und n Unbekannten der Form 

(1) x = Bx + b , 

wo B = (bij) eine gewisse, eine grosse Anzahl von Nullelementen enthaltende, 
Matrix bezeichnet. Zur Lösung dieses Gleichungssystems benützt man dabei eine, 
in der Arbeit [2] beschriebene mehrparametrige Iterationsmethode, die von 2n 
Parametern al9...,an9 ßl9...,ßn abhängt. Die betrachtete Iterationsmethode ist 
durch folgende Formeln definiert: 

(2) xk+1 = V(*1,...,an,ß1,...,ßn)xk + bf, fc = 0 ,1 ,2 , . . . , 

wo 

(3) V(otl9...,an,ßl9t..9ßn) = 

= R(cc1,...9ccn9ßl9...9ßn)-
1 Q(a1,...,ccn,ß1,...,ßn), 

(4) bf ^R(a1,...,oin,ß1,...,ßn)'
1b 

ist. Für die Matrix R(al9..., a,„ ßl9...9 ßn) = (rl7) gilt dabei 
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(5) ri} = ßibij, i + j , 

r n = ßibü + a{-, i = l , . . . , n . 

Ähnlicherweise gilt für die Matrix 0 ( a l s . . . , a,„ j 3 l s . . . , ßn) = (q0) 

(6) g/j = (1 +lßi)l>tj9 i*j, 

qH = (1 + J9i)bü + (a, - 1), i = 1 » . 

Solange für gewählte Parameter ah ßp i,j~\9...,n die Matrix R(al9 ...9an9 

ß{, ..., ßn) regulär ist, gilt der folgende Satz: 

Satz 1. Die Eigenwerte X der Matrix V(al5...,a,„ ß1,...,ßn) sind genau alle 
Wurzeln der Gleichung 

(Bxbxx - Ax, BxbX2, . . . , Bxbu 

(7) det 
B2Ъ2X, BгЬ22 - ^2* • • ••> B2Ь2n 

Bnbn2, . . ., Bnbnn - Anj 

wo At = 1 — a t + Aaf, Bj = 1 + ßj — Aj5j, i, j = 1 , . . . , n ist. 
Der Beweis des Satzes 1 ist in der Arbeit [2] durchgeführt. 
Es sei N die Menge der Zahlen 1,2,.. . , n, d.h. N = {1, 2 , . . . , n). Es sei ferner eine 

disjunkte Zerlegung N = I u J der Menge N gegeben, wobei I = {zl5 i2, ...,ip), 
ix < i2 < ... < ip, J = {jiJ2,'..Jq}> h <J2<~-<Jq> P + q = n ist. Man 
setze ferner voraus, dass die Elemente btj der Matrix B für jede i e I und j e J Null 
gleich sind. Man bezeichne mit dem Symbol B[kl5 k2,..., km] eine solche Submatrix 
der Matrix B, die in der i-ten Zeile und j-ten Spalte das Element bk.kj hat. Die Sub­
matrix B[k1? k2,..., km] entsteht also durch die Ausstreitung aller Zeilen und Spalten 
der Matrix B mit, von der Zahlen fc1?..., km verschiedenen, Indexen. Endlich be­
zeichne man durch P eine solche Permutationsmatrix, die den Vektor (1, 2 , . . . , n) 
auf den Vektor (ix,..., ip, j x , . . . , jq) transformiert, d.h. 

( i 1 , . . . , i p , j 1 , . . . , j , ) T = P ( l , 2 , . . . , n ) T . 

Die, durch die simultane Permutation der Zeilen und Spalten der Matrix B entstan­
dene Matrix PBPT besitzt dann die folgende Form: 

(8) PBPT = (B[hJ,-JPl 0 \ 
w V B, B[jx,j2,...,jq\J 

Mit B' bezeichnet man dabei eine, aus den Elementen btj, i $ I, j $ J zusammen­
gesetzte Matrix. Der rechte obere Block der Matrix PPPT ist eine Nullmatrix, da er 
nur aus den Elementen bij9 i e I, j e J gebildet ist, wobei nach der Voraussetzung 
für alle i e I und j e J btj = 0 gilt. Wir werden ferner voraussetzen, dass die Unter­
matrix B[ix,...,ip

T leicht invertierbar ist (z.B. eine Dreiecksmatrix, eine kleine 
Matrix usw.). 
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Jetzt werden wir uns mit den Eigenwerten X der Matrix V(al5 . . . , ccn9 ßu . . . , ßn) für 
den Fall befassen, wo die Parameter ax,..., an, ßl9..., ßn speziell gewählt sind. 

Es folgt unmittelbar aus dem Satz 1, das die Eigenwerte der Matrix V(at, . . . , a„, 
ßl9..., ßn) genau alle Zahlen X sind, für die die Determinante der Matrix 

(9) 

(B1b11 - Al9 Bxb12, ...9Bxbln \ 

B2b21, B2b22 - A2, . . ., B2b2n Rт 

\B„bnl, вљ n2-> •, вnьnn - A J 

Null gleich ist angesichts der Gleichung |det P| = 1. Die Matrix (9) kann man in der 

Blockform 

schreiben, wo 

(10) 

CIЬ C12 

C2І5 ^ 2 2 

IKKÍ, - Au> Btibtlh, 
Bhbhil> ^ ; 2 > 2 - Ah< 

KKip 
BҺЬҺІP 

BІPЬІPҺ> вipbiph> B: Ь: 

(11) 

(12) 

^ 1 2 — 

C21 — 

--22 

fвhьhh, вhьhh, ...,вhьhjq 

Я . A j BhЬҺJг> •••> BhЬhjч 

\BipЬipJr BipЬiPJг> •••> BipЬiPJq 

(Bjfij^, вhьhh, ...,вhьhЛ BJгbJгh> Bhbhh9 . . . , Bj2bj2ip 
? 

фAvľ BJЧ

ЬJщh> • • • ' BJ ЬІ І / 
q Jfllpl 

? 

вJlbhh - ÄJi> Bjibjijг> •••>BJЉUЯ 

BJгЬJгJi> BJгЬJгJг ' AJ» •••>BJiKj, 

AAvi' BJq

ЬJqJ2> ..., B:Ь: : " 
' J^ J^J^ 

• A i 
J^ 

ist. Da die, in der Matrix C12 vorkommende Elemente b{j der Matrix B nach der 
Voraussetzung Null gleich sind, gilt Ci2 = 0. Die Eigenwerte der Matrix V(ar,..., an9 

ßl9..., ßn) sind also genau alle Wurzeln der Gleichung 

(13) det Cn . det C22 = 0 . 

Jetzt werden wir die Parameter ai9 ßj in spezieller Weise wählen. 
Man lege ßt = ß = 0 für i e I und ß} = 0 für j e J. Es ist also B{ = 1 + ß - Xß = 

= B für i e I und Bj = 1 für j e J. Man lege ferner at = ax für i e I, so dass At = 
= 1 — <x1 + Xa1 = A! ist und ccj = a2 =j= 0 für j e J, so dass Aj = 1 — a2 + Xa2 = 
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Diese Gleichung gilt, wenn entweder Ax = 1 — oct + Aax = 0 ist, oder A2 ein 
Eigenwert der Matrix B\_ju . . . ,IJ ist, d.h. A2 = 1 - a2 + Aa2 = fij9je~ ist. Aus 
der Beziehungen A = (ß + l)/jS und 1 — ax + Aax = 0 folgt unmittelbar die Glei­
chung cc1 = — /} und aus der Beziehungen A = (ß + l)/ß, 1 — a2 + Aa2 = fij folgt 
die Beziehung 1 — (l — /ij)/a2 = (ß + 1)//}, wodurch die Behauptung b) des Satzes 
2 bewiesen ist. 

Bei der praktischen Berechnung führt man im System (1) mit Hilfe einer Permuta­
tionsmatrix P eine entsprechende Permutation der Veränderlichen durch. Da die 
Permutationsmatrix regulär ist und P*P = PPT = I gilt, bekommt man sofort 
aus (1) das äquivalentes System 

Px = PBPTPx + Pb 

oder das System 

(18) x = Pic + b , 

wo x = Px, B = PBPT, b = Pb und 

« / B [ i ! , . . . , i p ] , 0 \ 
ß ~ \ B219 B [ I l 5 . . . , j jJ ' 

B = ( ~J111' * '" ' 'J«1P 
V 1q*l' ' ' ' ' jW 

ist. Die Iterationsformel ist offensichtlich von der Form 

(19) xfc+1 = Vx. + P^ß, fc = 0 , l , . . . , 

wo 

(20) y=R-^Q 

und 

(7U R_(ßB[i1,...,Q + a1I, o \ 
[Il) \ 0, d i a g { a 2 , . . . , a 2 } ( ' 

(7J\ ((l+ß)B[i1,...,ip]+(a1-l)I, O \ 
{22) \ B21, *Ui,...J_-{*2-X)l) 

ist. 

B e m e r k u n g 1. Die invertierung der Matrix R reduziert sich also auf die In­
vertierung der Matrix ßB[iu ..., ip] + axI, die angesichts der Voraussetzung leicht 
durchführbar ist. 

Jetzt werden wir uns mit der Wahl der Parameter ß, ax, a2 aus dem Gesichtspunkt 
der Minimisierung des Spektralradius der Matrix V = R~1Q befassen. Zuerst führen 
wir den folgenden Hilfssatz an. 
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Hilfssatz, a) Die Abbildung 

X = (an + b)l(cß + d) , 

wo a,b,c,d,c + 0 reelle Zahlen sind, transformiert das Äussere des Kreises in 
der komplexen Ebene /L mit dem Mittelpunkt sM = —d\c und Radius rß in das 
Innere des Kreises in der komplexen Ebene X mit dem Mittelpunkt sA = ajc und 
Radius r ; = \bc — ad\\rßc

2. 

b) Die Abbildung 

X = ap. + b 

wo a, b, a 4= 0 reelle Zahlen sind, transformiert das Innere des Kreises in der 
komplexen Ebene \x mit dem Mittelpunkt sß und Radius rß in das Innere des Kreises 
in der komplexen Ebene X mit dem Mittelpunkt sx = asß + b und Radius rk = 
= \a\rß. 

Der Beweis des Hilfssatzes ist trivial. 

Für den Spektralradius der Matrix Ves gilt der folgende Satz: 

Satz 3. Die Eigenwerte jxt der Matrix B[ju ..., ip] liegen in dem Äusseren des 
Kreises Kj mit dem Mittelpunkt auf der Realachse, dessen Grenzkreislinie die 
Punkte m l5 Ml9 m1 < 1 < M t enthält. Die Eigenwerte fij der Matrix B[jl9 . . . , 1 J 
liegen in dem Inneren des Kreises K2 mit dem Mittelpunkt auf der Realachse, 
dessen Grenzkreislinie die Punkte m2, M2 mit m2 < M2 < 1 oder 1 < m2 < M 2 

enthält. Dann nimmt der Spektralradius der Matrix Vfür 

«i = i ( m i + M 0 > a2 = 1 - i(m2 + M2), ß = - 1 
den Wert 

(23) Q(V) = 
= max [|2 - (mt + M1)\j(M1 - mt), (M2 - m2) |2 - (m2 + M2) |] < 1 

an. Falls 1 — mx = Mt — \ ist (d.h. der Mittelpunt des Kreises Kt liegt im Punkt 
1), nimmt der Spektralradius der MatJ'ix Vfür a1 = 1, a2 = \(m2 + M2), ß = — 1 
den Wert 

(24) Ö(V) = (M2 - m2)/|2 - (m2 + M2) | < 1 

an. 
Beweis. Aus dem Satz 2 folgt, dass für die Eigenwerte der Matrix V nur die 

Zahlen von der Form 

(25) X = 1 - (1 - /xO/K + iitß) = 

= [ßi(ß + 1) + (a, - 1)]/[/z,i5 + a t ] , A 4= (ß + l)/j? 

(̂ ^ bezeichnet die Eigenwerte der Matrix B[il9..., / J ) oder die Zahlen von der Form 
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(26) A = 1 — (1 — /ij)l*2 = (ßjl*2) + (a2 - l)/a2 , A + (j8 + l)/j8 

(fij bezeichnet die Eigenwerte der Matrix B\jl9 . . . , j j ) und auch die Zahl A = 
= (ß + 1)//? (falls die Bedingungen aus dem Teil b) des Satzes 2 erfüllt sind) in 
Betracht kommen. 

a) Man setze jetzt voraus, dass die Eigenwerte der Matrix B\il9 . . . . i~\ in dem 
Äusseren des Kreises Kx in der Ebene \i liegen, dessen Grenzkreislinie die reelle 
Punkte ml9Mi9 mx < Mt enthält und dessen Mittelpunkt auf der Realachse liegt. 
Es ist also sfl = i(m1 + M t ) und rß — }

2(Mi — mx). Man wähle jetzt solche Para­
meter a, ß, dass die Abbildung (25) den oben erwähnten Kreis auf den Kreis in der 
Ebene X mit dem Mittelpunkt im Punkt 0 abbildet (diese Forderung folgt aus der 
Forderung der Minimisierung des Spektralradius der Matrix V). Für a = ß + 1, 
b — a1 — 1, c = ß, d = ax folgt unmittelbar nach dem Hilfssatz die Gleichung 
sA = a\c = (ß + 1)//? = 0, so dass /? = — 1 ist. Angesichts der Beziehung sß = 
= — aj/jS = (m t + Mx)/2 und ß = — 1 bekommt man sofort für den Parameter ax 

die Formel ax = j(mx + Mx). Es gilt ferner 

rx = \(oc1-l)ß + (ß + l ) a x | / r ^ 2 = 

= |l - i (mi + M1) | / i (M1 - m.) = |2 - (m, + M1)|/(M1 - m , ) . 

Wir beweisen jetzt die Gültigkeit der Ungleichung rx < 1 im Falle, dass der Kreis K1 

die Zahl /. = 1 enthält (es ist also m. < 1 < M t ) . Wir werden zwei Fälle unter­
scheiden. 

Zuerst es gelte für den Mittelpunkt des Kreises Kx die Beziehung s„ = 
= \(ml + M,) > 1. Dann ist m, + M, > 2 oder 2 - (m t + M t ) < 0. Es gilt also 

r A = | 2 - ( m , + M , ) | / ( M 1 - m.) = 

= (m t + Mi - 2)/(M„ - m.) < (1 + M 2 - 2)/(M. - 1) = 

= (M. - 1)/(MX - 1)| = 1 . 

Im zweiten Falle, wenn für den Mittelpunkt des Kreises Kx s/f = i(mx + Mx) ^ 1 
gilt, gilt die Ungleichung 2 - (mx + Mt) = 0 und es ist also 

rA = |2 - (m t + MJIKMt - m-.) = (2 - mx - M - . ) / ^ - mx)< 

< (2 - mi - 1)/(1 - mt) = (1 - mx)/(l - mt) = 1 . 

Für 1 — m t = MA — 1 gilt die Gleichung 1
2(m1 + M t ) = 1, so dass ai = V 

rA = 0 ist. 

b) Man setze jetzt voraus, dass die Eigenwerte der Matrix B\j\,..., j j im Inneren 
des Kreises K2 in der Ebene ß mit dem Mittelpunkt s.. auf der Realachse liegen. Man 
setze ferner voraus, dass die Grenzkreislinie des Kreises K2 reelle Punkte m2, M 2 

mit m2 < M2 enthält. Es ist also sß = \(m2 + M2), rß = \(M2 — m2). Man wähle 
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jetzt ein solcher Parameterwert a2, dass die Abbildung (26) den Kreis K2 wieder auf 
den Kreis in der Ebene A mit dem Mittelpunkt 0 abbildet. Es gilt für a = l/a2, 
b = («2 — x)/a2 n a c n dem Hilfssatz (die Behauptung b)) 

sA = asM + b = (m2 + M2)/2a2 + (a2 — l)/a2 = 0 , 

so dass angesichts a2 =j= 0 

a 2 =• 1 ~ i ( m 2 + Mi) •• 

ist. Dann gilt auch 

r2 = |a| r„ = r„/|«2 | = [ l / | l - i(m2 + M2) |] [(M2 - m2)/2] 

und es ist also 

rA = (M2 - m2)/|2 - (m2 + M2) | . 

Jetzt beweisen wir, dass rA < 1, solange \x = 1 £ K2 ist. Es gelte zuerst m2 < M2 < 
< 1. Dann ist 2 - (m2 + M2) > 0 und es gilt also rk = (M2 - m2)/[2 - (m2 + 
+ M2)] < (1 - m2)/(2 - m2 - 1) = (l - m2)/(l - m2) = 1. Falls 1 < m2 < M2 

gilt, ist 2 — (m2 + M2) < 0 und es gilt also rx = (M2 - m2)j(m2 + M 2 - 2) < 
< (M2 - 1)/(1 + M 2 - 2) = (M2 - 1)/(M2 - 1) = 1. 

c) Für den Eigenwert der Matrix V kommt noch die Zahl A = (ß + l)/j? = 0 
(es ist ß = — 1) in Betracht, aber den Spektralradius der Matrix V kann diese Zahl 
nich beeinflussen. 

Dadurch ist der Satz 3 bewiesen. 

B e m e r k u n g 2. Falls speziell I = <fi und J = N ist und die Eigenwerte der Matrix 
B im Inneren des Kreises liegen, dessen Grenzkreislinie die Punkte m, M mit m < 
< M < 1 oder 1 < m < M enthält und der Mittelpunkt auf der Realachse ist, ist 
klar, dass die entsprechende Matrix V von der From V=^_1g, wo R = 
= diag {a, . . . , a}, Q = B — (a — 1) I (die Matrix V hängt dann nur von einem' 
Parameter a ab). Der Spektralradius der Matrix V nimmt dann seinen Minimalwert 
für a = 1 — ^(m + M) an und es gilt 

Q(V) = ( M - m)/|2 - (m + M)\ . 

B e m e r k u n g 3. Im Satz 3 setzt man voraus, dass die Eigenwerte der Matrix 
B[il9..., ip] im Äusseren des Kreises K t liegen, der den Punkt 1 nicht enthält. Wenn 
also die Zahl 1 kein Eigenwert der Matrix B[i1,..., ip] ist, kann man immer solche 
Zahlen m1,M1 wählen, dass die Gleichung 1 — mx = Mx — 1 gilt und a t = 1 
legen. Da ß = — 1 ist, stellt die untersuchte Methode eine Kombination des iterativen 
und direkten Verfahrens für die Lösung des gegebenen Gleichungssystems dar. 
Mit Vorteil kann man dabei die leichte Invertierbarkeit des Blocks B[ii,..., i j 
ausnützen. 
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S o u h r n 

PŘÍSPĚVEK K VÍCEPARAMETRICKÝM ITERAČNÍM METODÁM 
PRO SPECIÁLNÍ SOUSTAVY LINEÁRNÍCH ALGEBRAICKÝCH ROVNIC 

MIROSLAV ŠISLER 

Práce ukazuje možnost využití jisté víceparametrické iterační metody při řešení soustavy 
lineárních rovnic tvaru x = Bx + b, kde B je matice obsahující velké množství nulových prvků 
a jejíž některá hlavní submatice je snadno invertovatelná. Metoda navržená v práci je kombinací 
iterační a přímé metody. 

Р е з ю м е 

ЗАМЕЧАНИЕ О МНОГОПАРАМЕТРИЧЕСКИХ ИТЕРАЦИОННЫХ МЕТОДАХ 
ДЛЯ РЕШЕНИЯ СПЕЦИАЛЬНЫХ СИСТЕМ ЛИНЕЙНЫХ 

АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 

МIК08^АV § ^ Е К 

В работе обоснована возможность использования одного итерационного метода, завися­
щего от многих параметров, для решения систем линейных уравнений вида х = Вх -+- Ь, 
кде I?-матрица, содержащая большое число нулей и такая, что для некоторой ее подматрицы 
легко находится матрица обратная. Предлагаемый метод является комбинацией итерацион­
ного и прямого методов. 

АпзсШ/1 йе$ Уег/аззеп: КГЯОг. Ми-озШ $1$1ег, С8с, Ма1етагюку йз!ау С8АУ, 2кпа 25, 

П5 67Ргапа 1. 
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