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BEITRAG ZU MEHRPARAMETRIGEN ITERATIONSVERFAHREN
FUR SPEZIELLE LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

MIROSLAV SISLER
(Angegangen am 21. 5. 1986)

Summary. Die Arbeit befasst sich mit der Anwendung eines gewissen mehrparametrigen
Iterationsverfahrens bei der Losung des linearen Gleichungssystems der Form x = Bx + b,
wo B eine gewisse, eine grosse Anzahl von Nullelementen enthaltende, Matrix bezeichnet und
irgendeine von der Hauptuntermatrizen der Matrix B leicht invertierbar ist. Das, in der Arbeit
vorgeschlagende Iterationsverfahren stellt eine Kombination des iterativen und direkten Ver-
fahrens dar.

Keywords: linear system, iterative method, spectral radius, convergence, weakly cyclic matrix.

AMS classification: 65F10.

Die Arbeit befasst sich mit der Losung eines linearen algebraischen Gleichungs-
systems mit n Gleichungen und n Unbekannten der Form

(1) Xx=Bx+b, .

wo B = (b;;) eine gewisse, eine grosse Anzahl von Nullelementen enthaltende,
Matrix bezeichnet. Zur Losung dieses Gleichungssystems beniitzt man dabei eine,
in der Arbeit [2] beschricbene mehrparametrige Iterationsmethode, die von 2n
Parametern oy,...,,, f,..., B, abhingt. Die betrachtete Iterationsmethode ist
durch folgende Formeln definiert:

@) Xirr = V(@1 s @ By B) X + 07, k=0,1,2,...,
wo
3) V(g ooy s By eeos Bo) =

= R(ay, s 0y By Bo) Qg eyt By s Ba) s
(4) : b = R(cty, ..., 0y, By, .., B) "1 b

ist. Fiir die Matrix R(%y, ..., &, By, ..., B,) = (r;;) gilt dabei
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(5) rij = Bibiy, i,
ri=pfby+o;, i=1,..,n.
Ahnlicherweise gilt fir die Matrix Q(«,, ..., o, By. ..., B,) = (4;;)
(6) gy =+ B)by, i%],
qu=0+B)bi+(;— 1), i=1,..,n.

Solange fiir gewdhlte Parameter o;, f;, i,j =1,...,n die Matrix R(a,, ey Oy
Bi, ..., B,) reguldr ist, gilt der folgende Satz:

Satz 1. Die Eigenwerte . der Matrix V(uy,...,0,, By,...,B,) sind genau alle
Wurzeln der Gleichung

\

Blbll _Als Blbll1 e Blbln
(7) det BZbZI’ BZbZZ - AZ’ L] BZbZrl =0 ,
Bnbnh anan: ey Bnbnn - An

wo A, =1—o;+ Aoy, By =1+ B; — AB;, i,j=1,...,nist.

Der Beweis des Satzes 1 ist in der Arbeit [2] durchgefiihrt.

Es sei N die Menge der Zahlen 1,2, ...,n,d.h. N = {1, 2, ..., n}. Es sei ferner eine
disjunkte Zerlegung N = 10U J der Menge N gegeben, wobei I = {iy, is,...,i,},
iy <iy<..<ip J={jnjp-oigls J1 <j2<...<jp P+ 4q=n ist. Man
setze ferner voraus, dass die Elemente b;; der Matrix B fiir jede i1 und j e J Null
gleich sind. Man bezeichne mit dem Symbol B[kl, ks, ..., k,] eine solche Submatrix
der Matrix B, die in der i-ten Zeile und j-ten Spalte das Element b, hat. Die Sub-
matrix B[ky, k,, ..., k,,] entsteht also durch die Ausstreitung aller Zeilen und Spalten
der Matrix B mit, von der Zahlen k,, ..., k,, verschiedenen, Indexen. Endlich be-
zeichne man durch P eine solche Permutationsmatrix, die den Vektor (1,2, ..., n)
auf den Vektor (iy, ..., i,, j, ..., j,) transformiert, d.h. ‘

(i e ipyjrsemndg)" = P(1,2,..,m)7.

Die, durch die simultane Permutation der Zeilen und Spalten der Matrix B entstan-
dene Matrix PBPT besitzt dann die folgende Form:

(8) PBPT = (B[il, P2y e ipls 0 )

B, B[, Jas--sda)

Mit B’ bezeichnet man dabei eine, aus den Elementen b;;, i ¢ 1. j ¢ J zusammen-
gesetzte Matrix. Der rechte obere Block der Matrix PBPT ist eine Nullmatrix, da er
nur aus den Elementen b;;, i€, jeJ gebildet ist, wobei nach der Voraussetzung
fir alle ieI'und jeJ b;; = 0 gilt. Wir werden ferner voraussetzen, dass die Unter-
matrix B[i,,...,i,,] leicht invertierbar ist (z.B. eine Dreiecksmatrix, eine kleine
Matrix usw.).
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Jetzt werden wir uns mit den Eigenwerten 4 der Matrix V(ay, ..., a,, By, .. B.,) fiir
den Fall befassen, wo die Parameter ay, ..., a,, f;, ..., B, speziell gewéhlt sind.

Es folgt unmittelbar aus dem Satz 1, das die Eigenwerte der Matrix V(al, ey Oy
Bi- ..., B,) genau alle Zahlen 4 sind, fiir die die Determinante der Matrix

Blbll - Als B1b12, ey Blbln
(9) P B2b21’ BZbZZ - Az’ ce B2b2n pT
Bnbnlv B,,bnz, ceey Bnbnn —_ A”

Null gleich ist angesichts der Gleichung |det P| = 1. Die Matrix (9) kann man in der

Blockform
(C 1. C 12)
CZ 1> C22

schreiben, wo

B b, — Ai,» Bibii , Biby:
(10) C. = Bibii,. Bibii, — Ay .y Biobiy, ’
B Bibys o B, = A,
B;.b;,;,, Bib;;,, > Bibi,j,
c,, = |Bubiwin Bibis -s Bibui, |
é};z;i;gl','é;;z;i;;z', - Bybi
B;/b;i,» Bjbjiys - Bibj,
(11) C21 = (Blzblzll’ B12b12'2’ © B.lzbjzlp ,
B; bjis Bjbjsiss -5 Bibji,
Bnbm: An’ Banuz’ T Bijjqu
(12) C,, = Bj.bjyjis Bjybjjy = Ajps - lebjqu
Bjbjgis B;bjeias o Bigbigia = A

ist. Da die, in der Matrix C,, vorkommende Elemente b;; der Matrix B nach der
Voraussetzung Null gleich sind, gilt C;, = 0. Die Elgenwerte der Matrix V(ay, ..., a,,
B, ..., B,) sind also genau alle Wurzeln der Gleichung

(13) det Cy;.detC,, = 0.~

Jetzt werden wir die Parameter «;, f8; in spezieller Weise wéhlen.

Manlege f; = p = Ofiirielund f; = OfiirjeJ. EsistalsoB; =1 + f — Af =
= Bfiir iel und B; = 1 fiir j € J. Man lege ferner «; = a, fiir i €I, so dass 4; =
=1—oa; +Ado; = Ay istund a; = a, £ O flir jeJ,sodass 4; =1 = a, + Ao, =
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= A, ist. Die Matrizen C,, und C,, von der Gleichung (13) sind dann von der Form

Bb,,;, — A,, Bb,;,, -+, Bb;;,

(14) C\ = Bbizil’ Bbi;iz — A, .., Bbizip ’
Bbipu, Bb,p,z, . Bbi,,ip Ay
bhh AZ’ b/uz’ ©> Yjiiq

(]5) Cy, = bjzix’ bjzjz i TIRER bizjq
b]qll’ biqn’ 4 quiq A2

Es gilt der folgende Satz:

Satz 2. Die Matrix V(oy, ..., 0, By, ..., ), wo a; =y, p;=p =0 fiir iel
und a; = a, ¥ 0, B; = 0 fiir j €J ist, hat folgende Eigenwerte A:
a) Alle Zahlen von der Form

(16) A=1—=(1—=p)(ey — pp), iel,
und
(17) A=1—-(1—p)fay, jel,

fiir die A + (B + 1)/ ist. Dabei p;, i = 1,...,p bezeichnet die Eigenwerte der
Matrix B[il,...,i,,] und p;, j =1,...,q bezeichnet die Eigenwerte der Matrix
B[jl, ...,jq].

b) Die Zahl ) = (B + 1)/B, insofern o, = — B ist oder wenn fiir irgendein
jel die Beziehung 1 — (1 — p;)a, = (B + 1)/B gilt.

Beweis. a) Wenn B # 0 ist, d.h. A # (B + 1)/ gilt, kann man die Gleichung (13)
in der Form

B? det (Bliy, ..., i,] — A;B™'I).det (B[jy,...,j,] — A1) =0

schreiben. Diese Gleichung gilt entweder im Falle, wenn 4,/B = (1 — ay +
+ Z24)/(1 + B — AB) der Eigenwert von der Matrix B[iy,...,i,] ist, oder wenn
A, =1 — a, + Au, der Eigenwert von der Matrix B[jy, ...,jq] ist. Es muss also
wenigstens eine von der Beziehungen

(1= oy + )L + B—AB) = p;, i€l
L —oy + Aoy =p;, jel

gelten. Nach der Umformung der ersten Beziehung bekommt man unmittelbar die
Beziehung (14) und aus der zweiten Beziehung folgt (15), wodurch die Behauptung
a) des Satzes 2 bewiesen ist.

b) Falls B = 0,d.h. A = (B + 1)/ ist, besitzt die Gleichung (13) die Form
det diag {— A, ..., —A;} . det (B[jy, ..., J,] — 421) =0.
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Diese Gleichung gilt, wenn entweder A, = 1 — o, + Ao, = 0 ist, oder A, ein
Eigenwert der Matrix B[jy, ..., j,] ist, d.h. A, = 1 — a, + A, = pj, j€J ist. Aus
der Bezichungen A = (B + 1)/ und 1 — a; + Aoy = 0 folgt unmittelbar die Glei-
chung o, = — B und aus der Beziehungen A = (B + 1)/8, 1 — a; + Aa, = y; folgt
die Beziehung 1 — (1 — p;)/a, = (B + 1)/B, wodurch die Behauptung b) des Satzes
2 bewiesen ist.

Bei der praktischen Berechnung fiihrt man im System (1) mit Hilfe einer Permuta-
tionsmatrix P eine entsprechende Permutation der Verdnderlichen durch. Da die
Permutationsmatrix regulir ist und PTP = PPT =1 gilt, bekommt man sofort
aus (1) das dquivalentes System

Px = PBP™Px + Pb

oder das System

(18) ¥=Bx+5b,

5 (B[il, e ip]s 0 >
By, Bljt-wig))’

B - bjips +es bi,
21 — b b
Jqit> * > Yigip

ist. Die Iterationsformel ist offensichtlich von der Form

(19) Feo1 =V + RS, k=0,1,...,
WO
(20) . ‘V=R"1'0 ‘
und

5 (BBliy,....i,] + oy, o
(21) R = ( 0, diag {0, ..., a5} )’

B21a B[jla '*'9jq] - (aZ - 1)

22) ((1 + B) B[iy, ous ip] + (a; = 1)1, 0 1)

ist.

Bemerkung 1. Die invertierung der Matrix R reduziert sich also auf die In-
vertierung der Matrix BBliy, ..., i,] + I, die angesichts der Voraussetzung leicht
durchfiihrbar ist.

Jetzt werden wir uns mit der Wahl der Parameter S, a,, «, aus dem Gesichtspunkt
der Minimisierung des Spektralradius der Matrix ¥ = R~'{ befassen. Zuerst fiihren
wir den folgenden Hilfssatz an.

269



Hilfssatz. a) Die Abbildung
2= (ap + b)(cp + d),

wo a, b,c,d,c + 0 reelle Zahlen sind, transformiert das Aussere des Kreises in
der komplexen Ebene p mit dem Mittelpunkt s, = —d[c und Radius r, in das
Innere des Kreises in der komplexen Ebene A mit dem Mittelpunkt s, = alc und
Radius r; = |bc — ad|[r,c*.

~ b) Die Abbildung

A=ap+ b

wo a,b,a + 0 reelle Zahlen sind, transformiert das Innere des Kreises in der
komplexen Ebene u mit dem Mittelpunkt s, und Radius r, in das Innere des Kreises

in der komplexen Ebene ). mit dem Mittelpunkt s, = as, + b und Radius r, =
= lal 7

Der Beweis des Hilfssatzes ist trivial.
Fiir den Spektralradius der Matrix 7 es gilt der folgende Satz:

Satz 3. Die Eigenwerte p; der Matrix B[i,, ..., i,] liegen in dem Ausseren des
Kreises K, mit dem Mittelpunkt auf der Realachse, dessen Grenzkreislinie die
Punkte my, M,, m; < 1 < M, enthdlt. Die Eigenwerte p; der Matrix B[j, ..., J,]
liegen in dem Inneren des Kreises K, mit dem Mittelpunkt auf der Realachse,
dessen Grenzkreislinie die Punkte m,, M, mit my < M, < 1 oder 1 <m, < M,
enthdlt. Dann nimmt der Spektralradius der Matrix V fiir

oy =‘7(m1 + Ml)’ a=1=3m +M,), p=—1
den Wert

(23)  oV) =
=max [|2 — (my + M,)|[(M; — m,), (M, — my) |2 — (m, + M,)|]] < 1

an. Falls 1 — my = M, — 1 ist(d.h. der Mittelpunt des Kreises K, liegt im Punkt
1), nimmt der Spektralradius der Matrix Vfiir oy = 1,0, = ¥(m, + M,), B = —1
den Wert

(24) oV) =M, — m)[|2 = (my + M,)| < 1

an.
Beweis. Aus dem Satz 2 folgt, dass fiir die Eigenwerte der Matrix ¥ nur die
Zahlen von der Form

(25) ‘ h= 1= (U= (e + mh) =
= [ + 1) + (2~ DY + 2], 2+ (B+ DJB

(1; bezeichnet die Eigenwerte der Matrix B[iy, ..., i,]) oder die Zahlen von der Form
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(26) L= 1= (1= )y = (uyfas) + (o = Uz, A (B + 1)[B

(1; bezeichnet die Eigenwerte der Matrix B[jy, ...,j,]) und auch die Zahl 1 =
= (B + 1)/B (falls die Bedingungen aus dem Teil b) des Satzes 2 erfiillt sind) in
Betracht kommen.

a) Man setze jetzt voraus, dass die Eigenwerte der Matrix B[iy,....i,] in dem
Ausseren des Kreises K, in der Ebene p liegen, dessen Grenzkreislinie die reelle
Punkte m;, M, m; < M, enthilt und dessen Mittelpunkt auf der Realachse liegt.
Es ist also s, = 3(m; + M) und r, = }(M, — m,). Man wihle jetzt solche Para-
meter a, B, dass die Abbildung (25) den oben erwihnten Kreis auf den Kreis in der
Ebene A mit dem Mittelpunkt im Punkt O abbildet (diese Forderung folgt aus der
Forderung der Minimisierung des Spektralradius der Matrix V). Fiir a = f + 1,
b=oa, —1, c=p, d=oa, folgt unmittelbar nach dem Hilfssatz die Gleichung
s,=alc= (B + 1)/ =0, so dass B = —1 ist. Angesichts der Beziechung s, =
= —a/p =(m, + M,)[2 und B = —1 bekommt man sofort fiir den Parameter a,
die Formel a; = ¥(m,; + M,). Es gilt ferner

= (g = 1) B+ (B + V)oy|[r,p* =
=l = Hm; + M)|A(M; = m,) = |2 = (m; + My)|/(M, — m,).

Wir beweisen jetzt die Giiltigkeit der Ungleichung r, < 1 im Falle, dass der Kreis K,
die Zahl p = 1 enthilt (es ist also m; < 1 < M,). Wir werden zwei Fille unter-
scheiden.
Zuerst es gelte fiir den Mittelpunkt des Kreises K, die Beziehung s, =
= 4(m; + M;) > |. Dannist m; + M, > 2 oder 2 — (m, + M,) < 0. Es gilt also
ri= 2= (my + M)||(M; — my) =
=(my + M; = 2)|(My — my) < (1 + My = 2)/(M, — 1) =

=(M1 - 1)/(M1 - 1)| =1.

W

Im zweiten Falle, wenn fiir den Mittelpunkt des Kreises K, s, = 4(m; + M,) < 1
gilt, gilt die Ungleichung 2 — (m; + M,) = 0 und es ist also

ri=[2—=(mg+ M)|[M; —m) =02 - my — M)|(M; — m)<
<@=my = Df(t = m) = (L= m)J(t = m) = 1.
Fir 1 — m, = M, — 1 gilt die Gleichung i(m, + M,) =1, so dass a; =1,

r, = 0 ist.

b) Man setze jetzt voraus, dass die Eigenwerte der Matrix B[ j,, ..., j,| im Inneren
des Kreises K, in der Ebene p mit dem Mittelpunkt s, auf der Realachse liegen. Man
setze ferner voraus, dass die Grenzkreislinie des Kreises K, reelle Punkte m,, M,
mit m, < M, enthilt. Es ist also s, = }(m, + M,), r, = ¥(M, — m,). Man wihle
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jetzt ein solcher Parameterwert a,, dass die Abbildung (26) den Kreis K, wieder auf
den Kreis in der Ebene A mit dem Mittelpunkt O abbildet. Es gilt fiir a = 1/a,,
b = (x, — 1)/a, nach dem Hilfssatz (die Behauptung b))

s;=as, + b = (my + M,)[20, + (a3 — 1)y =0,
so dass angesichts o, + 0
ay =1 — Hm, + M) .
ist. Dann gilt auch ‘

r.=lalr, = rulloa] = [1/|t = 4(my + MZ)I] (M, — m,)[2]

und es ist also
ri= (M, — my)[|2 = (my + M,)|.

Jetzt beweisen wir, dass ¥, < 1, solange p = 1 ¢ K, ist. Es gelte zuerst m, < M, <
< 1. Dann ist 2 — (m, + M,) > 0 und es gilt also r; = (M, — my)[[2 — (m, +
+ M) < (1 = my)[2—my—1)=(1 — my)[(1 — my)=1.Fallsl <m, <M,
gilt, ist 2 — (m, + M,) < 0 und es gilt also r, = (M, — m,)/(m, + M, — 2) <
< (M = D)J(1 + My = 2) = (M, — 1)j(M, — 1) = 1.

c) Fiir den Eigenwert der Matrix ¥ kommt noch die Zahl A = (B + 1)/ =0
(es ist B = —1) in Betracht, aber den Spektralradius der Matrix ¥ kann diese Zahl
nich beeinflussen.

Dadurch ist der Satz 3 bewiesen.

Bemerkung 2. Falls speziell T = ¢ und J = N ist und die Eigenwerte der Matrix
B im Inneren des Kreises liegen, dessen Grenzkreislinie die Punkte m, M mit m <
< M < 1 oder 1 < m < M enthilt und der Mittelpunkt auf der Realachse ist, ist
klar, dass die entsprechende Matrix ¥ von der From V= R™'Q, wo R =
= diag {,...,a}, 0 = B — (« — 1) I (die Matrix ¥ hdngt dann nur von einenr
Parameter o ab). Der Spektralradius der Matrix ¥ nimmt dann seinen Minimalwert
fiir « = 1 — 4(m + M) an und es gilt

o7y =M = m)f|2 — (m + M)|.

Bemerkung 3. Im Satz 3 setzt man voraus, dass die Eigenwerte der Matrix
Bliy, ..., i,] im Ausseren des Kreises K, liegen, der den Punkt 1 nicht enthélt. Wenn
also die Zahl 1 kein Eigenwert der Matrix B[i,, ..., i,] ist, kann man immer solche
Zahlen m,, M, wihlen, dass die Gleichung 1 — m; = M; — 1 gilt und a; =1
legen. Da f§ = —1 ist, stellt die untersuchte Methode eine Kombination des iterativen
und direkten Verfahrens fiir die Losung des gegebenen Gleichungssystems dar.
Mit Vorteil kann man dabei die leichte Invertierbarkeit des Blocks B[il, e i,,] )
ausniitzen.
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Souhrn

PRISPEVEK K VICEPARAMETRICKYM ITERACNIM METODAM
PRO SPECIALNI SOUSTAVY LINEARNICH ALGEBRAICKYCH ROVNIC

MIROSLAV SISLER

Prace ukazuje moZnost vyuZiti jisté viceparametrické iteralni metody pfi feSeni soustavy
linearnich rovnic tvaru x = Bx + b, kde B je matice obsahujici velké mnoZstvi nulovych prvkua
a jejiz n&ktera hlavni submatice je snadno invertovatelna. Metoda navrZena v praci je kombinaci
iteraéni a pfimé metody.

Pesome

3AMEYAHUE O MHOI'OITAPAMETPUYECKUX UTEPALIMOHHBIX METOJAX
JUIS PEIIEHUS CITELIUAJIBHBIX CUCTEM JIMHEMHBIX
AJITEBPAMYECKUX VPABHEHUI

MIROSLAV SISLER

B pa6ote o6ocHOBaHA BO3MOXHOCTb MCIOJIE30BaHUS OJTHOTO MTEPALMOHHOTO METOJA, 3aBUCS-
IIEr0 OT MHOTHX TapaMeTpOB, Ui PEIICHUS CHCTEM JIMHEUHBIX ypaBHEHM# Buza x = Bx -+ b,
Kze B-mMartpuna, cogepxamas 00oNbIoe YHCIIO HyJIeH W TaKkasi, YTO JJIs HEKOTOPO# €€ MOMaTPULbI
JIETKO HAXOOUTCst MaTpuna oOpartHas. IIpeanaraeMblii METOJ SBJISICTCS KOMOMHALIAEH MTEPALMOH~-
HOTO ¥ MPSIMOTO METOJOB.

Anschrift des Verfassers: RNDr. Miroslav Sisler, CSc., Matematicky ustav CSAV, Zitna 25,
115 67 Praha 1.
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