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34(1989) APLIKACE M A T E M A T I K Y No. 6, 453—465 

ZUR MOBIUSSCHEN GEOMETRIE UND KINEMATIK IN H3 

ZDENEK JANKOVSKY 

(Eingegangen am 21. April 1988) 

Summary. Im Artikel wird die Möbiussche Geometrie im Halbraum H3 = {(xly x2, x3) e 
€ R3 | *3 > 0} mit Hilfe der Quaternionen über Darstellung 

(-( z = u + vj, 

wo u = u! + iu2 G C , v > 0, i2 = j 2 = — 1, untersucht. Zuerst wird die Operierung der durch 
SL(2, C) represäntierten Möbiusschen Gruppe im Halbraum H3 definiert. Die Punkte in H3 

werden durch die Quaternionen (1) beschrieben. Es wird gezeigt, daß diese Gruppe transitiv 
im H3 operiert. Weiter werden die algebraischen Grundinvarianten gefunden. Hier werden der 
Begriff der J( — Bewegung im H3 und einige weitere kinematische Grundbegriffe eingeführt. 
Der letzte Absatz befaßt sich mit den 1-Momentanpolen der «^(;H3/H3)-Bewegung. 

Keywords: Möbiussche Geometrie und Kinematik im 3-dimensionalen Halbraum H3. 

AMS Classification: 51B10, 53A17. 

1. EINLEITUNG 

Die Möbiussche Geometrie in der Ebene (s. z.B. [2], [3]) kann man auf den 
Oberhalbraum in R3 erweitern (das wußte schon Poincare), s. [1]. Die Kreiskurven 
in der erweiterten Gaußschen Ebene 

C = Cu(oo) 

bestimmen eineindeutig die zu C orthogonalen Kugelflächen, bzw. die zu C ortho­
gonalen Ebenen in R3. Die Spiegelungen angesichts der Kreiskurven in C kann man 
auf die Spiegelungen angesichts dieser zu C orthogonalen Kugelflächen erweitern. 
So können wir die Möbiussche Geometrie in den Raum übertragen. Zu dieser Erwei­
terung kann man den analytischen Apparat der Quaternionen und die ebene Mö­
biussche Gruppe anwenden. 

Sei Q der Körper der Quaternionen 

a = a0 + ati + a2j + a3k ; a0 = Re a . 
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Legen wir 

u = a0 + ati ; v = a2 + a 3 i , wo i2 = - 1 , 

also u,veC; wir bekommen: 

(1) a = a0 + aii + (a2 + a3 i) j = u + v/ ; j 2 = - 1 

ß kann man auch in die Gruppe GL(2, C) einbetten: 

(2) ^:Q^GU2,C):^(a) = ( u v \ 

Legen wir 

«H«> «H > :»H-\> 
*>-c; 

dann bekommen wir: 

w v\ / «o + *a 

-v uy V~"^2 + i ( 33; 

2 v / V u 3 

i; ^2 + iaz\ = / a 0 0 \ / i a t 0 \ 

3; a0 - iaj \0 aj \0 -iaj 

: - - . S " ) * C , S " - - - - — < - - » * - - • - :> 
/O A 

+ a3 ( . I = 00 + öl* + «21 + ß3fc • 

Es gilt: 

(i) *(a + A) = iA(a) + i>(*) 

(ii) */J(aa) = a i//(a); a e R 

(iii) tfr(«.A) = ^ ( a ) . ^ ( A ) , 

d.h. xj/ ist ein Homomorphismus. 
Bezeichnen wir: 

( u v\ 
_ _ )->u + »/-

dann ist 

(3) x = ? o * : ö~> Q = {" + t y e x ß | u , v e C ; j 2 = - 1 , tf = _/,- = fc} , 

wo Nß eine spezielle Repräsentation des Körpers ß der Quaternionen ist. 
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Sei 

(4) z = w + vjeKQ 

ein Quaternion. Der konjugierte Quaternion zu z ist 

z = w — vj 

Lemma 1. V(w e C): uj = Iw\ 

Beweis, wj = (wx + iw2). j = uiI + w2i .I = Iui — Iw2i = j ^ — w2i) = jü, 
qed. 

Es gilt: 

|z|2 = z. z = (u + vj). (w — vj) = ww + vv — wvj + vjü = 

= |w|2 + |v|2 — wvj + wvj = |w|2 + |v|2 . 

Der Modul des Quaternions (4) ist 

(4') \z\ = V(* • 2) = V(|*f + N2) = Det ^ ) • 

2. DIE ^ - G R U P P E M(H3) 

Wir können den Raum K3 mit Hilfe der Quaternionen durch 

(5) K3 = { x + I > e N ß | x e C , y e R} 

beschreiben, bzw. den Oberhalbraum H3 durch 

(6) H3 = {x +jyeyQ\xeC, y > 0} 

und analogisch den Untenhalbraum U3 durch 

(7) U3 = { x + j y e v Q | x e C , y < 0} 

beschreiben. 
Zwr Beschreibung: Wenn £ = (x + yj)e H3 ist, dann ^e U3 ist (£ bekommen 

wir aus £ durch eine Rotation um die Achse xx von n, oder durch eine Zusammen­
setzung der Symmetrien angesichts der Ebene x2 = 0, and y = 0), s. Abb. 1, 
Wenn £ e H3 ist, dann ist auch ( — | ) e H3 (eine Symmetrie angesichts der Ebene 
xt = 0, s. Abb. 2). 

Die Möbiussche Gruppe M(C) wird durch SL(2, C) repräsentiert, d.h. für Ji e 
e M(C) gilt: 

(8) J? = («ß); aö~ßy = l . 
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0 *Ł 

Abb. 1 

Xг. 

Abb. 2 

Definition 1. Definieren wir die Operation Jl auf den Quaternion £ — x + jy, 
y > 0, durch:' 

(9) z = JK = (<xC + /?) (yC + 5)"1 = (Cr + <5)_1 (Ca + /0 • 
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Beide Darstellungen (9) sind einander gleich, denn wir bekommen (für alle ? aus (9)): 

(;y + s)(a; + ß) = (;a + ß)(y; + ö) 
und daraus 

CyaC + tyß + <3aC + ßS = CayC + Ca<5 + ßyl + ßö , 

es gilt also 

(10) (ocö- ßy)t = Z(ocö- ßy). 

1 1 

Bemerkung 1. Aus (10) folgt, daß die Gleichung (9) für ocö — ßy e R gilt; für 
ocö — ßy $ R gilt (9) nicht, denn die Multiplikation in (10) ist nicht kommutativ. 

Satz 1. z = Jlt, aus (9) ist ein Quaternion desselben Typs wie C = x + yj, > > 0, 
bzw. > < 0, bzw. y e R, xeC. 

Beweis. Für C = x + yj, y > 0, bzw. > < 0, bzw. > e R; xeC, bekommen wir 
aus (9) zuerst 

(9') 

Wir haben: 

_ (qr + flfrc + g) 
C " |rC + |̂2 

7C + <5 = yx + O' + y>; 

yC + <5 = ӯx + ð - yyj 

ocÇ + ß = ocx + ß + ocyj , 

weiter ist 

(aC + ß) (yC + ö) = (ocx + ß) (yx + S) + ocyy2 + 

+ [-(ocx + ß) yy + ocy(yx + öjjj = 

= (ax + ß) (yx + ö) + ocyy2 + (ocö - ßy) yj 

~f 
und (9') kann man in der Form 

(u\ ?- m - (a* + l)(y* + g) + ayy2 + yj 
1 j C " |yx + O|2 + H 2 > 2 

angeben; aus (11) folgt S 1. 
Bemerkung 2. Speziell für C = x e C, d.h. für > = 0, bekommen wir (11) in der 

Form 

(12) ,Mx^2L±±. 
yx + ö 
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(12) ist eine gewöhnliche ebene ^-Transformation in C. Aus (11) folgt weiter 

Satz 2. Für beliebige Ji e M(C) gilt: 

Ji(H3) c H3 ; ^ ( U 3 ) c U3 ; Ji(C) c C . 

Satz 3. Jt-Gruppe (9) operiert in H3 transitiv. 

Beweis. Wir zeigen: Jt existiert so, daß Ji(j) = w + vj, wo w e C, v > 0 beliebig 
sind. 

d.h. 

Daraus folgt 

(«I + ß)(yj + (3)"1 = u + v; 

(«/ + ß) = (w + i7/) (yj + 5). 

a = uy + v<5 

ß = uS — vy 

d.h. es existiert ein 4-parametriges System der gesuchten «//-Transformation (2 kom­
plexe Parameter), qed. 

Definition 2. Die in H3 operierende Ji-Gruppe (9) nennen wir die Gruppe M(H3). 

Bemerkung 3. Angesichts der Sätze 2 und 3 können wir die Ji-Geometrie und 
Ji-Kinematik auf H3 angesichts der Gruppe M(H3) aufbauen. 

Bemerkung 4. Für den speziellen Fall y = 1 der ^-Transformation Ji kann 
man folgendes schreiben: 

1 
z = («c + ČKC + ^ Г 1 = a -

C + <5 

Diese ^-Transformation kann man zerlegen: Ji = Jiz Q Ji2 o *^i, wo Ci = 
= Ji£ = £ + <5 eine Verschiebung von O\ 

t = Ji L = - = — = 1 = — ~ 
1 " " Ci " " Cid [Cxi2 | d | |Ci| 

eine Zusammensetzung der Homothethie (Koeffizient l/|Ci|), der Ebenesymmetrie 
angesichts x1 = 0 und der Kugelinversion angesichts der Einheitskugelfläche, 

Z = Ji3Ci = a + C2 

eine Verschiebung von a, sind. 
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3. ALGEBRAISCHE INVARIANTEN DER ^-GEOMETRIE IN H3 

Definition 3. Das Doppelverhältnis (f1? C25 C3, C4) der Quaternionen Ci- C2? Cs? C4 
definieren wir folgenderweise 

(13) (Ci, C2, C3, C4) = (Ci - C3) (Ci - C4)-1 (C2 - Q (C2 - C3)-1 • 

Satz 4. Es gilt 

:u .#c2 , ^/c3, J*Q) ~ <A((CI, c2, c3, c4)) • 

(Ähnlichkeit der Matrizen.) 
Beweis. Zuerst untersuchen wir 

- - '« = (aC + j?) (rC + -s) - 1 - OCy + <5)_1 0«a + jß) = 

= OCy + 5 ) - 1 [OCy + 5) (aC + ß) - (vCa + ß) (yC + 5)] (yC + ä/" 1 = 

= ( > + (5)"1 (a<5 - ßy)(; - <C)(yC + «5)-1 = 

(14) = (*Cy + S)-1 (C - X) (yC + «5)"1 = ^ ( 0 - ^ 0 0 . 

Weiter 

(̂ #Ci, ^C2 , ^Cs, - ^4 ) = |angesichts (13)| = 

= (^Ci - ^C 3 ) (^Ci - J^Q'1 (^C2 - JKQ(JKC2 - ^Cs)"1 = 

= |angesichts (14)| = (C3y + S)'1 (Ci - C3)(?Ci + S)'1 . 

• (yCi + s) (c, - C4)-1 (C4y + s) (c4y + s)'1 (c2 - Q. 

• (?C2 + a ) _ 1 (yC2 + s) (c2 - C3)-1 (C3y + s) = 

= (C37 + s ) " 1 [(Ci - C3)(Ci - C4)-1 (C2 - C4)(C2 - C3)-1] • 

(15) . (C3y + S) = (C3y + «5)-1 (Ci, C2, C3, C4) (C37 + S). 

Aus (15) folgt mit Hilfe ij/ S4. 

Satz 5. |(Ct, C2, C3, C4-)| ist eine Jt-Invariante, d.h. es gilt: 

(i6) |(Ci, c2, c3, c*)| = K^Ci, ^ c 2 , ^ c 3 , ^ c 4 ) | . 
Beweis, (d C2, C3, C4) e Q, 

^((C1,C2,C3,C4)) = SeGL(2,C); 

(y /Ci ,^C 2 ,^C 3 ,^C 4 )6 v ö ; 

</<(^Ci, ^C2 , ^C3 , JtQ) = xSe GL(2, C). 

Angesichts S4 gilt 
vs = r 1 . s . n , 
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wo/J = (̂C37 + ö)- Daraus und aus (2) und (4') folgt 

m = \n-i.E.n\ = \n-i\.\s\.\n\~\z\, 

d.h. (16), qed. 

Satz 6. Re(Ci, C2> C35 C4) ist eine ^-Invariante, d.h. es gilt: 

(17) Re(Ci, C2, C3, Q = Re(^Ci, Jft2, ^C3> ^Q. 

Beweis. Sei 

^((Cl,C2,C3?C4)) = 3 , 

WJKu JK2, JKs, J(Q) = "3. 
Aus (2) folgt 

Re(Ci,Ca,C3,C4)-itrS 

und darus bekommen wir (17), qed. 

Satz 7. Die zu C orthogonalen Halbkugelflächen und zu C orthogonalen Halb­
ebenen in H3 bildet die Ji-Gruppe M(H3) in die zu C orthogonalen Halbkugel­
flächen, bzw. Halbebenen ab. 

Beweis. Die zu C orthogonalen Halbkugelflächen, bzw. Halbebenen kann man 
analytisch durch (18) darstellen: 

(18) (Ci, C2, C3, C) = (Ci, C2, C3, C) = Re(Ci, C2, C3, C). 

Aus (18) und (17) folgt S7. 
Bemerkung 5. Die zu C orthogonalen Halbkugelflächen und Halbebenen (18) 

sind die geometrischen Grundobjekte der ^-Geometrie in H3 (Poincaresches 
Modell). 

4. ^ -BEWEGUNG IN H3 

Definition 4. Das 1-parametrige System der Transformationen J?(KH3\H3) der 
Gruppe M(H3) mit der analytischen Darstellung: 

(19) ^0H3 /H3) (t) = z(t) = (a(0 C + ß(t)) (y(t) C + O-(O)"1 , 

wo teJ cz R; oc,ß,y,öe C\J\ n ^ 1, a<5 - ßy = 1 auf .y, nennen wir die Mö-
biussche Bewegung Jt(yH3\H3) des Ganghalbraumes KH3 im Rasthalbraum H3; 
(C)e\H3;(z)eH3 . 

Lösen wir (19) angesichts C; bekommen wir: 

(20) C = («y - oi)-1 (ß - ZS) = (-öz + ß)(yz - a ) " 1 . 

Definition 5. Die Bewegung mit der analytischen Darstellung (20) nennen wir 
die Umkehrbewegung J^-x(H3j"H3) zut ^-Bewegung (19). 
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B e m e r k u n g 6. Jt ° Jt 1 = Ji 1 o Jd = Id und wir bekommen die Ruhelage. 

Definition 6. (19), bzw. 20 für feste (£), bzw. (z) stellt eine quaternionische Funktion 
der reellen Veränderlichen t des Types (11) dar. Diese quaternionische Funktion kann 
man als eine Kurve in H3 , bzw. in yH3 interpretieren und wir nennen sie die Bahn­
kurve des Punktes (£), bzw. (z) in der Bewegung ^(XH 3 /H 3 ) , bzw. Jt~l(H3\sH3\ 

Die Darstellung der Bahnkurve des Punktes (£) = (x + yj), y > 0, ist: 

(2i) -=„(o+vit)j=
{~*+ßi{z+j:?^+ 

\yx + ö\2 + \y\2 y2 

+ yj yx + ô\2 + \y\2y2' 

wo u(f) eine komplexe Funktion und v(t) eine positive reelle Funktion der reellen 
Veränderlichen t ist. 

Die Bahnkurve liegt in einer mit C parallelen Ebene für 

(22) v(t) = c > 0 <**> \yx + £|2 + |y|2 y2 = vc . 

(22) gilt z.B. für y, <S = Konst. 

5. GESCHWINDIGKEITEN UND MOMENTANPOLE 

Differenzieren wir (21); wir bekommen: 

(23) — = «co = M(0 + „(Oj . 
dt1 

Die Abeleitung (23) können wir als einen Vektor in R3 interpretieren (in einer 
Phase t). 

Definition 7. Die Ableitung zil)(t) nennen wir die i-Geschwindigkeit der Jt-Be-
wegung (19) des Punktes (£) in der Phase t. 

Definition 8. Die Punkte (lz) e H3, für welche 

(24) z(i) = u(0 + v(0j = 0 

gilt, nennen wir die i-Pole der ^-Bewegung J/(^H3JH3) in der Phase t. 
Weiter befassen wir uns mit dem Fall z = 1. 
Transformieren wir den Parameter t (Zeitregime) der ^/-Bewegung: 

0 = e(t) = e(t); e(t) + o auf J , 
wir bekommen 

(25) z = ü + vj = u' 0 + v' 0 j = z' 0 , 

du , dv , dz . 
wo u = — , v = — , z = — ist. 

d<9 d e d 0 
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Aus (25) folgt 

i = 0 <-> z' = 0 

und daraus folgt 

Satz 8. Die 1-Momentanpole sind 0-invariant. 
Weiter gilt 

Satz 9. Die l-Momentanpole sind Ji-invariant. 
Suchen wir eine Darstellung der 1-Momentanpole der ^-Bewegung in H3. 
Es sei z = ü + vj = die Ableitung von (21). Aus (20) und (11) folgt 

. _ (-du + ß) (yü — a) — öyv2 + vj 
•Q — x + yj — | 7Z 7~~7Z ; 

\yu — ocf + \y\z v2, 

und daraus ergibt sich 
(26) - (~~ÖU - ---^ Z-*lz 3^2 

[ ] X \yU-oc\2 + \y\2v2 

|yw - a|z + |yp vz 

und ferner auch 

(27) ü - {\yu - a|2 {q0 + 2q!u + q2u
2} v2{y(yu - a) [(q2u + qt) - conj.] + 

+ u(yy + yf) + (ay + ay')} - \y\2 q2v
A} \ [\yu - a|2 + |y|2 v2] , 

wo 

q0 - aß - dß 

qt = öcö — ßy = ßy — ad 

q2 - yS - öy . 

Speziell für v = 0 hat (27) die Form der Riccatischen Differentialgleichung: 

u = qo + 2q!u + q2u
2 , 

vgl. [4]; und wir bekommen weiter: 

(28) v = v \yu ~~ a l2 &q2Ü + i*] + ggBLJ + ^ { [ ^ 2 ^ - «) - TP] + conj.} 
^ 1 I 12 . I 12 2 

\yu — a|z + \y\z vz 

Es gilt 
{[yq2(yu - a) - yy] + conj.} = |y|2 N q2u - - - - q2 + conj. j = 

= M2 ([q2u + qi] + conj.) 
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und daraus folgt 

(29) v = v([q2u + gj + conj.) . 

Aus (29) folgt 

v = 0 o v = 0 v{[q2u + q^\ + conj.} = 0 , 

wo die letzte Gleichung für q2 + 0 die Gleichung einer Geraden p ist, 

(30) p = Re(q2u) + Re qx = 0 , 

und in der parametrischen Beschreibung ist 

p = u = a + tb , 

wo 

_ il; b = V(gjí - 4 0 < 7 2 ) . 
12 

Aus (29) und (30) folgt: 

Satz 10. Alle 1-Momentanpole lz = u + vj der Ji-Bewegung Ji^H2\Hz) in der 
gegebenen Phase t liegen, in der einzigen, zu C orthogonalen und durch die Geradep 
durchlaufenden Halbebene. 

B e m e r k u n g 7. Für v = 0 bekommen wir in der Phase t 2 Momentanpole in C 
als die Lösung der Gleichung 

(31) g2u2 + 2q!u + q0 = 0 . 

Diese Momentanpole liegen auf p. 
Legen wir 

ü = 0 . 

(27) kann man in der Form 

(32) F(u, ü, v) = 0 

schreiben, wo in allgemeinen F(w, ü, v) + F(u, ü, v) ist, v ist ein reeller Parameter. 
(32) ist eine Gleichung vierten Grades inu1 = Re w, w2 = Im u. Die Momentanpole 
für v = v0 > 0 bekommen wir für die reelle Lösung t der Gleichung 

F(a + bt, a + Et, v0) = 0 

in der Form 

XZ = - — + t V(qi - qoq2) + I^o • 
q2 

Die Menge aller Momentanpole in der gegebenen Phase kann man z.B. durch die 
folgende Methode bestimmen. 
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Wáhlen wir das Koordinatensystem so, daB die Momentanpole in C íz1 = 0 und 
xz2 = oo sind. Dann ist q0 = q2 = 0; y = ý = fí = /? = 0. (27) kann man in der 
Form 

ú = 2|a| g!u 

schreiben. 

ú = 0 gilt fur w = 0 und alle v > 0 und v = 0 fiir #-_ + 5 I = 0 UI1d u = 0 und 
alle v > 0. 

Die Momentanpole in solcher Phase sind alle Punkte der zu C orthogonalen 
Halbgeraden u = 0, v > 0. 

Daraus folgt: 

Satz 11. In der entsprechenden Phase der JČ^H3jH3)-Be\vegung fiillen die 

1-Momentanpole einen Bogen des zu C orthogonalen Kreises in H3 mit den Ende-

punkten in den Momentanpolen der entsprechenden Ji-Bewegung in C aus. 

Die Untersuchung der restlichen Phasen der .//-Bewegung in H3 und ihre Klassi-
fikation fiihrten wir in einem weiteren Artikel aus. 
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Souhrn 

K MÓBIUSOVĚ GEOMETRII A KINEMATICE V H3 

ZDENĚK JANKOVSKY 

V článkuje studována Móbiusova geometrie v poloprostoru H3 = {(xi, x2) x3) e R3 | x3 > 0} 
pomocí kvaternionů o vyjádření 

(1) z=- u+ vj, 

kde u = u1 + iu2 e C, v > 0, i2 = j 2 = — 1. 
Nejprve je definováno operování Mobiusovy grupy reprezentované grupou SL(2, C) v polo­

prostoru H3, jehož body jsou popsány kvaterniony typu (1). Je ukázáno, že tato grupa operuje 
v H3 transitivně. Dále jsou nalezeny základní algebraické invarianty a je zaveden pojem ^ - p o ­
hybu v H3 a některé další základní kinematické pojmy. Poslední odstavec se zabývá 1-póly 
^( 'H 3 /H 3 (-pohybu. 
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Резюме 

К ГЕОМЕТРИИ И КИНЕМАТИКЕ МЕБИУСА В Я 3 

2Х>Е№К 1АГ^КОУ8КУ 

В статье изучается геометрия Мебиуса в полупространстве II3 = {(хг, х2, х3) е Я3 \ х3 > 
> 0} при помощи кватернионов типа 

0 ) г = и + у у \ 

где и= их + ш 2 е С , V > 0, /2 = ; 2 = — 1. 
Сначала определяется действие группы Мебиуса, представленной группой 8Ь(2, С),в по­

лупространстве П3 и показывается, что это действие транзитивно. Затем в статье указаны 
основные алгебраические инварианты и определены ^-движение в П3 и некоторые другие 
основные кинематические понятия. В заключительной части изучаются 1-полюсы Л('НЪ\НЪ)~ 
движения. 

АтсЫ/1 йез Уег/аззегз: Оос. 1ШОг. 2йепёк ^апкоV5ку, С8с, ка1е<1га тагетаШсу, ГакшЧа 
е!ек(го1есптска СУШ\ ЗиспЪагап^а 2, 166 27 Ргапа 6. 
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