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ZUR MOBIUSSCHEN GEOMETRIE UND KINEMATIK IN H3
ZDENEK JANKOVSKY
(Eingegangen am 21. April 1988)

Summary. Im Artikel wird die Mobiussche Geometrie im Halbraum H> = {(xl, Xy, X3) €
eR? | x5 > 0} mit Hilfe der Quaternionen iiber Darstellung

1 z=u+tv,

wou=uy +iu,eC,v>0, i2 =j2 = —1, untersucht. Zuerst wird die Operierung der durch
SL(2, C) represintierten Mobiusschen Gruppe im Halbraum H?> definiert. Die Punkte in H?
werden durch die Quaternionen (1) beschrieben. Es wird gezeigt, daB diese Gruppe transitiv
im H?> operiert. Weiter werden die algebraischen Grundinvarianten gefunden. Hier werden der
Begriff der .# — Bewegung im H°> und einige weitere kinematische Grundbegriffe eingefiihrt.
Der letzte Absatz befaBt sich mit den 1-Momentanpolen der #(’H3>/H?)-Bewegung.

Keywords: Mobiussche Geometrie und Kinematik im 3-dimensionalen Halbraum H3.

AMS Classification: 51B10, 53A17.

1. EINLEITUNG

Diec Mobiussche Geometrie in der Ebene (s. z.B. [2], [3]) kann man auf den
Oberhalbraum in R? erweitern (das wuBte schon Poincarg), s. [1]. Die Kreiskurven
. in der erweiterten GauBBschen Ebene

C=Cu(w0)

bestimmen eineindeutig die zu C orthogonalen Kugelflichen, bzw. die zu C ortho-
gonalen Ebenen in R3. Die Spiegelungen angesichts der Kreiskurven in C kann man
auf die Sp’ezelungen angesichts dieser zu C orthogonalen Kugelfiichen erweitern.
So konnen wir die Mobiussche Geometrie in den Raum iibertragen. Zu dieser Erwei-
terung kann man den analytischen Apparat der Quaternionen und die ebene Mo-
biussche Gruppe anwenden.

Sei Q der Korper der Quaternionen

a=ay+ aji+a,j+ak; ao=Rea.
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Legen wir

u=ag+ai; v=a,+ai, wo i’=—1,
also u, v e C; wir bekommen:
1) a=ag+aji+(ay+azi)j=u+vj; j2=—1.

Q kann man auch in die Gruppe GL(2, C) einbetten:

2 Y: @ > GL(2, C): y(a) = ( u 11)

10 . i 0 01
1) = ; i) = ; j) = :
v = (o)) vir=(o 0)s v=(_0});
0i
k = ’
9= (7 o)
dann bekommen wir:
< l—l-l—J>=( a0+l:a1;a2+l:a3>=(a00 + ial 0 +
—7 i —a, + ias; ay — iay 0 ag 0 —ia,
0 a, 0 ia3> 10 i 0 01
+ + =da +a
(—a20> (ia30 ‘\o1 o —i>+a2(—10>+

01
+a3(. >=ao+a1i+a2j+a3k.

Legen wir

i0
Es gilt:
(i) Y(a + b) = y(a) + ¥(b)
(it) Y(ea) = ay(a); xeR
(iii) Y(a.b) = y(a).y(b),
d.h. ¥ ist ein Homomorphismus.
Bezeichnen wir:
(55)=wes
Q: )2 u+v,
-7 u

dann ist
(3) A=¢-y:0-"Q

wo ‘@ eine spezielle Reprisentation des Korpers Q der Quaternionen ist.

{u+vje'QuveC j>=—1, ij = —ji=k},

1l
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Sei
4) z=u+vje'Q
ein Quaternion. Der konjugierte Quaternion zu z ist
Z=1u—0j
Lemma 1. V(u e C): uj = j.

Beweis. uj = (uy + iuy).j = uyj + ugi.j = juy — juyi = jluy, — uyi) = ji,
qed.

Es gilt:

Ny

|2? = 2.2 = (u + vj). (@ — vj) = uit + v — uvj + vju =

[u]> + |o]* — uvj + wvj = |u* + |v]*-
Der Modul des Quaternions (4) ist

@) = e 9 = J(af? + o) = Dexu(@)-
2. DIE #-GRUPPE M(H?)

Wir konnen den Raum R3 mit Hilfe der Quaternionen durch

(%) R*={x +jye'Q|xeC, yeR}
beschreiben, bzw. den Oberhalbraum H3 durch
(6) H>={x+jye'Q|xeC, y >0}

und analogisch den Untenhalbraum U® durch
(7 UP={x+jye'QlxeC, y <0}

" beschreiben.

Zur Beschreibung: Wenn { = (x + yj)e H? ist, dann { e U? ist ( bekommen
wir aus ¢ durch eine Rotation um die Achse x; von 7, oder durch cine Zusammen-
setzung der Symmetrien angesichts der Ebene x, = 0, and y = 0), s. Abb. 1.
Wenn { e H? ist, dann ist auch (—&)e H? (eine Symmetrie angesichts der Ebene
X, = 0, 5. Abb. 2).

Die Mobiussche Gruppe M(C) wird durch SL(2, C) reprisentiert, d.h. fiir ./ €
e M(C) gilt:

(8) /z=<“§>; a5 — By =1.

Y
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Abb. 1
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Definition 1. Definieren wir die Operation M auf den Quaternion { = x + jy,
y > 0, durch:

9) z=ME= (o + B)( + )" =y + ) (lu + B).
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Beide Darstellungen (9) sind einander gleich, denn wir bekommen (fiir alle ¢ aus (9)):

&y + ) («€ + B) = (¢ + B) (¢ + 9)

und daraus
Cyal + Eyp + Sal + B = Layl + Lad + Byl + B,
es gilt also
(10) (a6 — By) ¢ = oo — By).
1 1

Bemerkung 1. Aus (10) folgt, daB die Gleichung (9) fiir @6 — By e R gilt; fiir
ad — By ¢ R gilt (9) nicht, denn die Multiplikation in (10) ist nicht kommutativ.

Satz 1. z = .#{ aus (9) ist ein Quaternion desselben Typs wie { = x + yj, y > 0,
bzw.y <0, bzw. yeR, xe C.

Beweis. Fiir { = x + yj, y > 0, bzw. y < 0, bzw. y € R; x € C, bekommen wir
aus (9) zuerst

, (@ + B) (¢ + 9)
9 ME =2
Wir haben:

y§ + 0 =9yx + 6+ yyj
W+0=7%+0 —yyj

ol + B=oax+ f + ayj,
weiter ist
(af + B) (7 + &) = (ax + B) (X + 3) + afy? +
+ [=(ax + B)yy + ay(yx + 6)]j =
= (ax + B) (7% + 8) + ajy® + («d —@yj

1
und (9') kann man in der Form

(1]) 7= =///C=(°‘x+ﬁ)(7x+5)+“7y2+yj
[yx + 32 + [y]? »?

angeben; aus (11) folgt S 1.

Bemerkung 2. Speziell fiir { = x € C, d.h. fiir y = 0, bekommen wir (11) in der
Form
ax + B

12 Mx = .
(12) X + 0
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(12) ist eine gewohnliche ebene .#-Transformation in C. Aus (11) folgt weiter

Satz 2. Fiir beliebige .# € M(C) gilt:
MHY) < H; #(U)<cU*; #(C)cC.

Satz 3. -Gruppe (9) operiert in H® transitiv.

Beweis. Wir zeigen: ./ existiert so, daB .#(j) = u + vj, wo u € C, v > 0 beliebig
sind.

(W +B) i+ ' =u+uvj
d.h.
(0f + B) = (u + vj) (vj + 9).
Daraus folgt
o =uy+ vd
B =ud— vy

d.h. es existiert ein 4-parametriges System der gesuchten .#-Transformation (2 kom-
plexe Parameter), ged.

Definition 2. Die in H® operierende 4-Gruppe (9) nennen wir die Gruppe M(H?).

Bemerkung 3. Angesichts der Sdtze 2 und 3 kénnen wir die #-Geometrie und
M-Kinematik auf H® angesichts der Gruppe M(H?) aufbauen.

Bemerkung 4. Fiir den speziellen Fall y = 1 der .#-Transformation .# kann
man folgendes schreiben:

1
= 5_1:_ —_
z=(af + B)(¢ + 6) o Tis

Diese .#-Transformation kann man zerlegen: A = M3o0 Myo M, WO §; =
= M ,{ = { + 0 eine Verschiebung von 9,

4L =41 -G

&y lel ICIIZ lCll l 11

eine Zusammensetzung der Homothethie (Koefﬁzient 1/ IC1 ), der Ebenesymmetrie
angesichts x; = 0 und der Kugelinversion angesichts der Einheitskugelfldche,

";2://2C1= -

2= M3l =a+,

eine Verschiebung von a, sind.
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3. ALGEBRAISCHE INVARIANTEN DER .#-GEOMETRIE IN H3
Definition 3. Das Doppelverhdltnis ({y, {5, {3, {,) der Quaternionen {y,,,83, ¢4
definieren wir folgenderweise
(1) Cobnlanl) = - &)@ — 67 (G- 8 (G = 8) 7t
Satz 4. Es gilt ‘
‘/’((-///Cp ME,, -//C33 J%Cnt)) ~ '//((Cn £, 85, C4)) .

(A'hnlichkeit der Matrizen.)
Beweis. Zuerst untersuchen wir

z="z=( + B+ = (Cy+ ) ' (la+ )=
= (6 + )7 [(Cy + 0) («f + B) = (b + B) (4 + O)] (¥ + 0) 7" =
=(+ )7 (@ - ) -0 +0)7" =
(14) =&+ ="008+09)7" =) - 4(%).

Weiter
(MEy, MEy, M5, ME,) = |angesichts (13)] =

= (ML, — ML) (MG — M) (MEy — M) (ML, — M) =
= |angesichts (14)| = ({37 + 6)7' (& — &) (v8y + 8)7*.
O+ ) (E L) (Cay + ) (Cay + 0)TH(E — La).
c(8 +0) 7T (9 +0) (6 — L) T Gy + 0) =
=@y + )7 (6 — &) (€ = )T (G = L) (G = G)7].
(15) Gy 4+ 6) = L3y + 8) 71 (81, 820 855 La) (37 + 9).
Aus (15) folgt mit Hilfe y S4.

Satz 5. |1, ¢, €3, C4)| ist eine M-Invariante, d.h. es gilt:
(16) (81, 8, 850 La)| = |(Ly, MEo, MEs, ML)
Beweis. ({;$5.85,84) €0
Y(€15 €2, €3, 84)) = E€ GL(2,C);
(MEy, MEy, MEs, M) Q5
l[/((./icl, ME,, M, /lc‘,,)) ='Ee GL(Z, C) .
Angesichts S4 gilt

\

&3]

=0O'.2.01,
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wo IT = ({57 + d). Darays und aus (2) und (4') folgt
I'El=|m-*.z.¢0=|O.|g.|0| = |5,
d.h. (16), ged.
Satz 6. Re(Cy, {2, 83, 84) ist eine M-Invariante, d.h. es gilt:
(17) Re(C1, 8a &, ) = Re(MLy, My, My, MLs) .

Beweis. Sei
W((Ch CZ! CS’ C4)) =z 5
lll(('//lCI’ ﬂCZ’ J%€3, ¢%C4))

5
)

Aus (2) folgt
RC(Cx, €2, &5, C4) =3tk

und darus bekommen wir (17), ged.

Satz 7. Die zu C orthogonalen Halbkugelfiichen und zu C orthogonalen Halb-
ebenen in H* bildet die M-Gruppe M(H?) in die zu C orthogonalen Halbkugel-
flidchen, bzw. Halbebenen ab.

Beweis. Die zu C orthogonalen Halbkugelfiichen, bzw. Halbebenen kann man
analytisch durch (18) darstellen:

(18) (Cl: CZa CS) C) = (Cl’ CZ’ C3s C) = Re(Cl: Cz, C3s C) .

Aus (18) und (17) folgt S7.

Bemerkung 5. Die zu C orthogonalen Halbkugelflichen und Halbebenen (18)
sind die geometrischen Grundobjekte der .#-Geometrie in H? (Poincarésches
Modell).

4. #-BEWEGUNG IN H?

D>finition 4. Das 1-parametrige System der Transformationen .#(‘H3[H?) der
Gruppe M(H?) mit der analytischen Darstellung:

(19) MCHH?) (1) = 2(t) = (dr) £ + B(1) (WD) € + 8(r) ",
wotef cR; aB,7,0eC(F), n=21,ad — By =1 auf #, nennen wir die Mo-
biussche Bewegung #(‘H*|H?) des Ganghalbraumes ‘H* im Rasthalbraum H?;
({)e ‘H?; (2)e H>.

Losen wir (19) angesichts {; bekommen wir:

{20) (=(zr =)' (B~ 20)=(=dz+ B)(vyz—a)?.

Definition 5. Die Bewegung mit der analytischen Darstellung (20) nennen Wwir
die Umkehrbewegung 4 ~'(H?|'H*) zut ./-Bewegung (19).
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Bemerkung 6. # c 4™ = M~ ' o 4 = 1d und wir bekommen die Ruhelage.

Definition 6. (19), bzw. 20 fiir feste ({), bzw. (z) stellt eine quaternionische Funktion
der reellen Verinderlichen ¢ des Types (11) dar. Diese quaternionische Funktion kann
man als eine Kurve in H?, bzw. in ‘H? interpretieren und wir nennen sie die Bahn-
kurve des Punktes ({), bzw. (z) in der Bewegung .#(‘H?|H?), bzw. 4 ~'(H?|'H?).

Die Darstellung der Bahnkurve des Punktes (§) = (x + yj), y > 0, ist:

1) _ (i) + o)) = (ax + ) (b’c +8) + ajy?
lyx + 8% + |p|* »?
Y]
" lyx + 8% + |7)* »? ’
wo u(t) eine komplexe Funktion und v(f) eine positive reelle Funktion der reellen
Verénderlichen ¢ ist.
Die Bahnkurve liegt in einer mit C parallelen Ebene fiir -

(22) o(f) = ¢ > 0<|px + 5 + y|* y* = c.
(22) gilt z.B. fiir y, 6 = Konst.

5. GESCHWINDIGKEITEN UND MOMENTANPOLE
Differenzieren wir (21); wir bekommen:
(23) (E =z =y 4 O
dr!

Die Abeleitung (23) kénnen wir als einen Vektor in R? interpretieren (in einer
Phase 1).

Definition 7. Die Ableitung z'(f) nennen wir die i-Geschwindigkeit der ./-Be-
wegung (19) des Punktes ({) in der Phase 1.

Definition 8. Die Punkte (‘z) € H?, fiir welche
(24) 2D = 4 4 p0j = 0
gilt, nennen wir die i-Pole der .#-Bewegung .#(*H*|H?) in der Phase 1.
Weiter befassen wir uns mit dem Fall i = 1.
Transformieren wir den Parameter ¢ (Zeitregime) der ./-Bewegung:
0 =0(t)=0(); O)+0 auf 5,
wir bekommen

(25) i=u+oj=u O+ 0Oj=2706,
, du , dv , dz.
wou' =—, vV=—, g'=—1st

de de de
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Aus (25) folgt

und daraus folgt

Satz 8. Die 1-Momentanpole sind ©-invariant.
Weiter gilt

Satz 9. Die 1-Momentanpole sind #/-invariant.

Suchen wir eine Darstellung der 1-Momentanpole der .#-Bewegung in H3.

Essei ¢ = & + & = die Ableitung von (21). Aus (20) und (11) folgt
_(—du + B)(ju — &) — 650* + vj

E=x+yj vt — o2 + P o2

und daraus ergibt sich

(=du + B) (yii — &) — 70
26 =
( ) |yu _ (xlz + Mz 2

lyu = of* + [y]? 0>

und ferner auch
(27) o = [|yu — o|* {go + 2q,u + qu?} V*{F(yu — &) [(q2u + q4) — conj.] +
+u(7 + 77) + (@7 + o)} = [ qa0*] < [ou = of? + 707,

wo
qo = ap — dff
4y =05 — Py =Py —ab
g, =96 — &7.

Speziell fiir v = 0 hat (27) die Form der Riccatischen Differentialgleichung:
= qo + 2q.u + q,u*,
vgl. [4]; und wir bekommen weiter:

v]yu — a* {[q.u + q,] + conj.} + v*{[7q.(yu — «) — ] + conj.}
pu = af® + || *

(28) o =
Es gilt
([Faalyu — 2) — 7] + conj.} = |2 ([q -1 yq] + J> _

= |y|* ([q2# + 4,] + conj.)
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und daraus folgt
(29) b = v([q,u + 4:] + conj.).
Aus (29) folgt

b =0<0v=0 v{{qu + q,] + conj.} =0,
wo die letzte Gleichung fiir ¢, + 0 die Gleichung einer Geraden p ist,
(30) p = Re(q,u) + Reg, =0,
und in der parametrischen Beschreibung ist

p=u=a-+th,

wo
a= -5 b=y(4 ~ do42)-
Aus (29) und (30) folgt:

Satz 10. Alle 1-Momentanpole 'z = u + vj der J(-Bewegung #(‘H?[H?) in der
gegebenen Phase t liegen, in der einzigen, zu C orthogonalen und durch die Gerade p
durchlaufenden Halbebene.

Bemerkung 7. Fiir v = 0 bekommen wir in der Phase ¢t 2 Momentanpole in C
als die Losung der Gleichung

(31) 4% + 2¢,u + g = 0.
Diese Momentanpole liegen auf p.
Legen wir
u=0
(27) kann man in der Form
(32 F(u,ui,v) =0

schreiben, wo in allgemeinen F(u, @, v) & F(u, @, v) ist, v ist ein reeller Parameter.
(32) ist eine Gleichung vierten Grades in u; = Re u, u, = Im u. Die Momentanpole
fiir v = v, > 0 bekommen wir fiir die reelle Losung ¢ der Gleichung

F(a + bt,a + bt,v5) = 0
in der Form
_4

2

1z= +t\/(‘1f-510‘12)+ﬁ’0-

Die Menge aller Momentanpole in der gegebenen Phase kann man z.B. durch die
folgende Methode bestimmen.
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Wihlen wir das Koordinatensystem so, daB die Momentanpole in C *z; = 0 und
7, = oo sind. Dann ist g = g, = 0; y = = f = f = 0. (27) kann man in der
Form

1

i = 2o| q,u
schreiben.
u =0 gilt fir u =0 und alle v > 0 und o = 0 fiir g, + g, = O und u = 0 und
alle v > 0.
Die Momentanpole in solcher Phase sind alle Punkte der zu C orthogonalen
Halbgeraden u = 0, v > 0.
Daraus folgt:

Satz 11. In der entsprechenden Phase der 4((‘H*[H?)-Bewegung fiillen die
1-Momentanpole einen Bogen des zu C orthogonalen Kreises in H® mit den Ende-
punkten in den Momentanpolen der entsprechenden .-Bewegung in C aus.

Die Untersuchung der restlichen Phasen der .#-Bewegung in H? und ihre Klassi-
fikation fiihrten wir in einem weiteren Artikel aus.
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Souhrn

K MOBIUSOVE GEOMETRII A KINEMATICE V H3

ZDENEK JANKOVSKY

V €lanku je studovdna Mobiusova geometrie v poloprostoru H3= {(xl, X3, X3) € R? [ x3> 0}
pomoci kvaterniont o vyjadreni
m z=u+v,
kde u=u; +iuyeC, v> 0, z'2=j2= —1.

Nejprve je definovano operovani Mobiusovy grupy reprezentované grupou SL(2, C) v polo-
prostoru H3, jehoz body jsou popsany kvaterniony typu (1). Je ukazano, Ze tato grupa operuje
v H? transitivng. Dale jsou nalezeny zakladni algebraické invarianty a je zaveden pojem .#-po-
hybu v H3 a ngkteré dal¥i zakladni kinematické pojmy. Posledni odstavec se zabyva 1-poly
J(’H3/H3) -pohybu.
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Pesrome
K FTEOMETPUU U KUHEMATHUKE MEBUYCA B H?
ZDENEK JANKOVSKY

B craTee usyyaercs reomeTpuss Mebuyca B nosynpocrpanctee H 3= {( X{, X3, X3) € R3 | x3 >
> 0} TIp¥ MOMOLIY KBATEPHUOHOB THIA

(¢)) z=u+v,
The u=u; +iueC, v>0, i2=jr=—1.

Cravana onpezensieTcs AeicTBre rpymmsl Mebuyca, npeacraBiaenHoit rpynmoi SL(2, C),B no-
JyIpocTpaHCTBe H> M TIOKA3BIBAETCH, YTO 3TO NCHCTBUE TPAH3MTHBHO. 3aT€M B CTAThE YKA3aHBI
OCHOBHBIE a/NreGpanyeckue WHBAPWAHTEI M ONPEIETEHBI A/-IBUKerne B H> H HEKOTOPHIE Ipyrue

OCHOBHEIE KHHEMATHYECKHE TIOHATHA. B 3aKmoOYMTEIbHON YacTy u3yyarotcs 1-nomocn A ('H 3 |H 3)-
JBVKCHUSA.
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