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DIE ANWENDUNG DER QUASILINEARISATION 
AUF GEWISSE PROBLEME 

AUS DER T H E O R I E DER GEWÖHNLICHEN 
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 3. ORDNUNG 

M. GREGXJS, Bratislava 

Eingegangen am 17. 5. 1965 

In der vorliegenden Arbeit wird die Quasilinearisation [1] auf ein 
gewisses Anfangs — und Randproblem dritter Ordnung angewendet. 
Dabei kommen Ergebnisse der Theorie der linearen Differentialgleichung 
dritter Ordnung [2] zur Geltung. 

l.x sei ein Punkt des Euklidischen Raumes Rn. Wir betrachten 
eine nichtlineare Differentialgleichung von der Form 

(1) E{u)=f(z,u), *eA\ 

E ist ein linearer (bei n == 1 ein gevönlicher, bei n > 1 ein partieller) 
Differentialoperator, f(x, u) eine im Bezug auf u nichtlineare Funktion 
und A ein beschränktes Gebiet von Rn. 

Die Frage ist, ob eine die Randbedingungen 

(2) X(w) = 0, xedA, 

erfüllende Lösung u(x) der Differentialgleichung (1) existiert, wobei 
L ein Linearoperator und dA die Grenze des Gebietes A ist: 

Z == ALU dA. 

Mit dieser Fragestellung im Zusammenhang mit der Quasilinearisation 
desProblems(l),(2)befaßtensichR.Bellmanund R. K a l a b a . Die auf 
diesem Gebiete erzielten Ergebnisse waren das Thema der von A. Ghi-
zetti [1] in der Spmmerschule „Centro Internazionale Matematico 
Estivo" in Perugia im Jahre 1964 gehaltenen Vorträge. 

In [1] wurde bewiesen: 
Es seien die folgenden Voraussetzungen erfüllt: 
I. Das Problem 

(3) E(v) =- g(x)9 xeA; L(v) = 0, xe-dAf 

wobei g(x) eine stetige Funktion für xeA ist, hat eine einzige für 
x e A stetige Lösung v(x)9 welche in der Form 

(4) «(*) = JG(x,*)g(s)ds 
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ausgedrückt werden kann; G(x, s) stellt eine Greensche Funktion des 
Problems (3) dar. 

Dabei ist 

G = || f | G(x, s) | ds ||, C = konst. 
J 

|| ip(x) || ist die folgendermaßen 

|| V(x)\\ ==max|y>(aOI 
XGÄ 

definierte Norm der Funktion y>(x); xeA. 

II. f(x, u) und ihre Ableitungen fu(x, u), fuu(x, u) > 0 seien stetige 
Funktionen für x e D und | u | g ß, ß > 0 und es sei 

| | / ( * , t 0 | = J f , 

( fuu(X>U) = ^ V 

D ist ein das Gebiet A enthaltendes Gebiet von Rn: A c D. 

III . Es gelte 
C(M + 2ßMx) S ß. 

IV. z(x) sei eine für xeA definierte stetige Funktion, so beschaffen, 
daß | z(x) | g ß ist. 

Wenn die Funktion <p(x) die Bedingungen 

E(<p) ^ fu[x, z(x)] <p(x), xeA; L(<p) = 0, xedA 

erfüllt, dann sei <p(x) ^ 0 (9l(#) ^ 0) » e i ; ferner sei <p(x) == 0 dann 
und nur dann, wenn J£ (9?) =fu[x, z(x)] <p(x), xeA ist. Dann gilt: 

Satz A. Es existiert eine einzige Lösung u(x) des Problems (1), (2), 
welche durch die Formel 

u(x) = max co[x, z(x)] 
2(X) 

(u(x) = min G>[ z(x)] im Falle <p(x) g 0) gegeben ist, wobei co[x, z(x)] die 
Lösung des linearen Problems 

(5) E(co) = f(x, z) + (co — z) fu(x, z), xeA; 

L(co) = 0, x e dA 

mit der parametrischen Funktion z(x) darsteüt. 
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SatzB. z(x) sei eine feste parametrische Funktion und die Folge {con(
x)} 

sei durch die Formeln 

(6) E(cot) = f(x, z) + K — z) fu(x, z), xeA; L(cox) = 0, x e BA 

(7) E(con+1) = f(x, con) + (con+1 — con) fu(x, con), xeA; 

L(con+1) = 0, xedA 
definiert. 

Dann ist a) die Folge {con(x)} in jedem Punkte xeA monoton, nicht-
abnehmend (nichtwachsend, wenn in der Voraussetzung IV. cp(x) ^ 0 gilt.) 

b) die Folge {con(x)} konvergiert gleichmäßig zu der Lösung u(x) des 
Problems (1), (2). 

2. Satz 1. f(x, u),fu(x, u) i> 0, fuu(x, u) > 0 seien stetige Funktionen 
von x e <0, a> und es sei \u \ ^ ß. Dann existiert eine einzige Lösung des 
Problems 
(8) um = f(x, u), u(o) = u'(o) = u"(o) = 0 , Ö 1 * S « , 

0 < a ^ OL, 

für welche die Behauptung des Satzes <A und B besteht. 
Beweis. Der Satz 1 wird bewiesen sein, wenn wir zeigen können, daß 

die Voraussetzungen L, IL, III . und IV. aus Nr 1 erfüllt sind. 
I. g(x) sei eine stetige Funktion für 0 ^ x ^ a. Durch Variation der 

Konstanten stellen wir leicht fest, daß die Lösung des Problems vm = g(x), 

v(o) = v'(o) = v"(o) = 0 

für x > 0 durch die Formel 

-g(t)dt 

gegeben ist, wobei 

t\ t, 1 Xг, X, 1 

ИҶí) = 2ť, 1, 0 
2 ,0,0 

= —2, W(x, t) = t\t, 1 
2t, 1, 0 

-(x-t)*. 

bedeutet und x2, x, 1 ein Fundamentalsystem von Lösungen der Glei­
chung vm = 0 ist. Wir haben also 

v{x) ìjV t)*g(t)dt. 
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Esist 

= max 
0&z£a 

« a 

o= I í (x— ŕ)-dí = m a x ì Г (« — í)8dí = 
II - ./ I oã*ăв -• •/ 

0 0 

1 Г (x — ť ) 3 T 1 / (*.— a)3 a^X a s 

2 [ - — J Ґ O S І І - T - + т)-т-
II. Diese Voraussetzung ist offenbar erfüllt. 
III. Wenn wir die Bezeichnung von Nr 1 beibehalten, so bekommen 

wir für a, d.h. für die Länge des Intervalls, in welchem die Behauptung 
des Satzes 1 gilt, die folgende Abschätzung 

a" (Jř + 2ßMJ < ß, 

d.h. 

(9) •S.f џ M + ЏMX 

IV. z(x) sei eine stetige Funktion von x e <0, a> und es sei | z(x) \ % ß. 
Wir wollen zeigen, daß die Lösung <p(x) < 0 für 0 < x g a des 

Problems 

<pm(x) £ /Ja:, z(x)] <p(x), 0 g « g Ö; ?>(o) 

existiert. 
Dieses Problem kann in der Form 

(p'(o) =-. (p"(o) -* 0 

(10) y"(») — / J A *(*)] ¥>(*) = *(*) ^ 0. VW - v'(o) = y » - 0 

geschrieben werden, wo A(a;) eine stetige Funktion von x e <0, a> ist. 

Die Lösung des Problems (10) ist durch die Formel 

(И) 

mit 

(p(x) = / W(x, t) h(t) át 

W(x, t) 
<Pi(x)> Ыx)> <Pъ(x) 
<P&)> <p&); <PM 
Vi(t)> <p*(*)> V tt) 

gegeben; <px> <p2, <pz ist ein Fundamentalsystem von Lösungen d©r 
Gleichung <pm— fH(x,z) <p =- 0, mit der Wronskischen Determinante 
W(<px, <p2, <ps) = 1. 

Die Formel (11) erhält man leicht durch Variation der Konstanten. 
Aus (11) ist Folgendes ersichtlich: Im Falle h(t) == 0, für 0 ^ x & a, 



v QІ—=VJ: 
, V м + џмx y мx • 

m 
ist <p(x) äs 0; umgekehrt, aus q>(%\ S 0 folgt h(x) jjj 0, da W(x% t) bei 
festem t eine Lösung der homogenen Differentialgleichung ist, und diese 
Lösimg im Punkte t eine doppelte Nullstelle hat. Es ist bekannt [2], 
daß W(x, t) > 0 für t < x; daraus folgt <p(x) *> 0 für x *> 0. Damit ist 
der Satz bewiesen. 

Folgerung 1. Die rechte Seite von (9) stellt eine wachsende Funktion 
von ß dar. 
Deshalb ist 

max a ^ lim 
0->oo 

Folgerung 2. Es sei f(x} o) > 0. Dann hat die Lösung des Problems (8) 
im Intervall <0, a> keine weitere Nullstelh. Der Beweis wird durch Varia­
tion der Konstanten durchgeführt, wenn wir in die Beziehung (6) z(x) == 0 
einsetzen. 

Satz 2. Die Voraussetzungen des Satzes 1 seien erfüllt. Dann existiert 
eine einzige nichttriviah Lösung des Problems 

(12) um=f(x,u), u(o) = w'(o) =-a(a) = 0, 0 < a £ a, 

für wehhe die Behauptungen der Sätze A und B gelten. 
Beweis. Der Satz 2 ist richtig, wenn die Voraussetzungen L, IL, IIL, 

IV. von Nr 1 erfüllt sind. 
I. g(x) sei eine stetige Funktion für 0 S % S ü» Das Problem 

(13) vm = g(x), v(o) = v'(o) = v(a) = 0 

hat die einzige Lösung 

v(z)=*fa(z9£)gWde, 
o 

wo G(xf f) eine Greensche Funktion des homogenen Problems (13) ist. 

In der Tat, für das Fundamentalsystem von Lösungen a?2, x, l .der 
Gleichung vm = 0, dessen Wronskische Determinante W = —2 ist, 
haben wir 

ai* jt\ — / aix2 + a^ + aa> ° =• * = ^ <*W $) - | biX2 + b^ + 6?? 0 £ f ^ # S a. 

Im Punkte £ gilt 

0 J ? + Ctf + c 8 =* 0 
2C-£ + C2 = 0 
20a = 1, C< = &. — «,, » = 1, 2, 3, 

woraus Cx = -^ ,02 = —f, 0 3 = — f*. 
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Aus der Bedingung, dass G(x, | ) die Randbedingungen erfüllen soll» 
erhalten wir 

a3 =* 0 
a2 = 0 

bxa
2 + b^a + 63 = 0, 

ais° * - 4 - •.£ - T *>=—&+? b>=-t> b»=i?-
Wir haben also 

G(x, f) = 
4( i-4) ,* ,« °-5*-íí--« 

a \ 2a / #
2 — fr + -şf2, 0 g ř ś » ś . a . 

Wir wollen nun O = || / | G(#, f) | df || berechnen. Es ist leicht ein-
o 

zusehen, daß bei festem x für 0 g | S « * #(#, 1 ) ^ 0 ist. Folglich gilt 
a a 

f \Q(z,i)d£ = — f- G(x,S)de = ~.(a-x). 
0 0 

:r2 2 
max _ ( « _ # ) = = - _ a

3 

o^c^a t> ö l 

und es kommt 

Cf = — a 3 

81 
heraus. 

; i 

Die Voraussetzung II. ist offenbar erfüllt. 
I II . Belassen wird dieselbe Bezeichnung wie in Nr 1, so erhalten wir 

für a, d.h. .für die Länge des Intervalls, in dem die Behauptung des 
Satzes 2 gilt, die folgende Abschätzung: 

^a*(M + 2$MX) ú fi, 

also 

(14) • ' « ' ' " ^ a g З І Л 
2 JГ + 2/Ш, ' 

IV. z(x) sei eine stetige Funktion für 0 £ x £ a und es sei | z(x) | <£ /J. 
Wir wollen die Existenz einer Lösung q>(x) <; 0, 0 g x g a, des 
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