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DIE ARITHMETISCHEN OPERATIONEN
FUR GEORDNETE MENGEN

OupikicE KopPECEK, Brno

Eingegangen am 30. Jénner 1968

EINLEITUNG

In dieser Arbeit wird eine Definition der sogenannten arithmetischen
Operation fiir geordnete Mengen gegeben, in der alle sechs Grund-
operationen (Kardinalsumme, Kardinalprodukt, Kardinalpotenz, Ordi-
nalsumme, Ordinalprodukt und Ordinalpotenz, die G. Birkhoff in [1]
definiert hat) als Speziallfille enthalten sind.

Dabei verallgemeinert diese Operation auch die allgemeineren
Operationen der lexikographischen Summe und des lexikographischen
Produktes, die M. M. Day in [4] definiert hat.

Weiter bespricht man hier speziell die sogennante Summenoperation,
die alle Summen und beide Produkte (Kardinal- und Ordinal-) fiir
zwei geordnete Mengen enthdlt, und die schon in [5] definiert ist, und
die sogenannte Produktoperation, die alle Produkte und beide Potenzen
verallgemeinert.

1. HILFSBEGRIFFE UND BEZEICHNUNGEN

Es seien in allen unseren Betrachtungen 4, M, M,, G usw. geordnete
Mengen. Eine beliebige Teilmenge einer gegebenen geordneten Menge
werden wir auch als geordnete Menge mit der induzierten Ordnung
betrachten. Wenn P, @ zwei Mengen mit Relationen sind, bedeutet
P = @, daB die identische Abbildung auf der Menge P ein Isomorphismus
von P auf @ ist, und P ~ @, daB ein Isomorphismus von P auf @ existiert.

Wir werden uns immer mit der Situation beschéftigen, daBl ein
System {M,|:c G} geordneter Mengen (wo G auch eine geordnete
Menge ist) gegeben wird. Speziell werden wir ein System {M, | M, c 4
t€ @} der Teilmengen einer geordneten Menge A betrachten.

1.1. Definition: Es sei {M, | M, < A4, € (f} ein System. Wir definieren
darauf eine Relation: fiir beliebige ¢;, t,€ G gilt M, e M,, < a, £ ay,
fiir beliebige @, € M, , a,, € M,,, und speziell definieren wir eine strenge
Ordnung: fiir beliebige ¢, , ¢, € G gilt M, < M, < a, < a,, fiir beliebige
age M, ,a, e M,. Wir setzen ferner fur beliebige ¢,, t, € G M, = M,
genau dann, wenn M, < M, oder M, = M, ist. So difinieren wir
auf dem System eine Ordmmg und nennen das System {M,| M, g A,
1€ G} geordnet.
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1.2. Definition: Es sei {M,| M, = 4, 1€ G} ein beliebiges System.
Dann heiflt das System isofon, wenn aus ¢; < 1, stets M, ¢ M,, folgt.

Es seien ferner 4, G (geordnete) Mengen, 7' = (. Eine Abbildung
der Menge 7' in A bezeichnen wir mit z,: T' — A. Wenn speziell T' = G
ist, dann bezeichnen wir die zugehérige Abbildung ohne einen Index;
z: G —>A; wenn T = {¢} fiir 1€ @ ist, dann bezeichnen wir die zuge-
horige Abbildung mit , : {¢} - A. Es sei ferner U = T beliebig. Dann
setzen wir x,(U) = {x,(¢) | 1€ U}.

1.3. Bezeichnung: Es seienx: @ — A, y: G — A beliebige Abbildungen.
Dann setzen wir:

@, y) ={] e @, (1) #y()},
G=(z,y) = G — G4(z, y),
G=(x,y) ={¢| e, 2x() = y()},
G<(w,y) = G=(z, y) N G(z, y).

Diese Mengen sind Teilmengen der Menge (.

Zerlegungen

Bemerkung: Es sei G eine Menge und es sei G eine Zerlegung auf
der Menge (. Wenn wir das System aller Klassen 7' dieser Zerlegung
als das geordnete System {T'|7T < G, T e G} betrachten, sprechen
wir iiber die geordnete Zerlegung G.

1.4. Bezeichnung: Es seien 2: G — 4, y: @ — A beliebige Abbildungen
und es sei G eine beliebige Zerlegung auf der Menge G. Wir setzen
(analog zu der Bezeichnung 1.3):

G4z, y) ={T | T € G, ein 1 € T existiert so, daB x(¢) # y(:)},
G=(z,y) = G— G (x,y),
G=(x,y) ={T | T € G, z(1) £ y(¢) gilt fiir alle t e T},
G<(2,y) = G=(z,y) N G'(z,y)}-
Diese Mengen sind Teilmengen der Menge G.

1.5. Definition: Es sei G eine Zerlegung auf der Menge G und es sei
H < @ beliebig. Dann unter der Durchdringung der Zerlegung G und
der Menge H verstehen wir (nach dem Buch [3], in dem die Grundlagen
der Theorie von Zerlegungen enthalten sind) die Menge {T' n H | T € G,
T n H # 0} und bezeichnen sie mit G r H.

1.6. Definition: Es sei G eine Menge und es seien G, G’ zwei beliebige
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Zerlegungen auf der Menge (. Dann schreiben wir G < G’ <> fiir be-
liebiges 7' € G existiert ein U € G’ so, daBl T' < U ist.

Bemerkung: Die Relation < ist auf der Menge aller Zerlegungen
auf der Menge @ eine Ordnung. Die Menge aller Zerlegungen auf der
Menge @ bildet einen vollstindigen Verband mit dem kleinsten Element
G,i, = {{¢} | t€ G} und mit dem gréBten Element G, = {G}.

1.7. Definition: Es sei {M, | « € G} ein System und es sei ¢ eine solche
Zerlegung auf der Menge G/, daf} folgendes gilt: fiir beliebige ¢,, ¢, € G
liegen ¢; und ¢, in derselben Klasse /] € 9 <+ M, = M, . Dann heifit ¥
die durch das System {M,|:c G} auf der Menge G erklirte Faktor-
zerlegunyg.

Wenn {M,|te G} ein solches System ist, dal ¥ = G,,;, fir die
rugehorige Faktorzerlegung 4 gilt, dann nennen wir das System einfach.

2. DIE ARITHMETISCHE OPERATION AUF GEORDNETEN
MENGEN

Wir betrachten ein System {M,| M, =< 4, te (}}. Es sei G eine be-
liebige Zerlegung auf der Menge G. Die allgemeine Klasse der Zerlegung G
bezeichnen wir mit 7', die allgemeine Klasse der durch das System
(M| M, c A, 1€ @G} auf der Menge G erklirten Faktorzerlegung ¥
bezeichnen wir mit I. Ferner ist ¥ m 7T die durch das System
{M,| M, < A, 1T} auf der Menge T € G erklirte Faktorzerlegung.
Dann definieren wir die artihmetische Operation fiir das System
{M,| M, = A, 1€ G} mit der Zerlegung G folgendermafBen:

2.1. Definition: Es sei {M,| M, = A, 1€ G} ein System und es sei ¥
die durch das System auf der Menge @ erklirte Faktorzerlegung. Es

4,G
sei G eine beliebige geordnete Zerlegung auf der Menge G. Sei Q M,
te@

die Menge |J X,, wo X die Menge aller isotonen Abbildungen z,.: T — A
TeG

mit der Eigenschaft z, e X M, ist, und es sei die Relation auf der
teT

4,6 '
Menge O M, in folgender Weise definiert: fiir beliebige z7,, yr, € U X,
1€ TeG
gilt

xp, < yr,<> Ty = T, und fiir beliebiges I N T, € (% n T1)4 (x1,, yr,)
existiert I' N Tl <In Tll) 50, daB I' A Tye
€(% nT)<(xr,, yr,) ist oder

!) < ist die in der Definition 1. 1 eingefithrte Ordnung.
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T, < T, in 9 NnT,,¥9 nT, existieren minimale Elemente
und z7(I N Ty) £ yr,(I' " T,)') gilt in A4 fiir alle
minimalen Elemente I "7, € 4 nT,; und fiir
alle minimalen Elemente I' N T, €9 N T,.

4,6
Dann heilt Q M, die arithmetische Operation.
Le@

Es ergibt sich nun die Frage, ob die auf diese Weise auf der Menge

U X, definierte Relation eine Ordnung ist oder nicht. Im Falle, daB
TeG
sie im allgemeinen keine Ordnung ist, wollen wir dazu Bedingungen

bestimmen. Die Antwort auf diese Frage geben wir im Absatz 6.

2.2. Beispiel: Wir wihlen ein System {M,| M, c 4, ¢ € G} folgender-

maBen
\/ O (M, M,, Mj}:

M, = {a,c}, M, = My={b, d}. Es sei ferner G = {T',, T,} : T, = {1, 2},
T, = {3}. Wir sehen, daB g = {L1r}:1={1}1 A = {2, 3}. Die Mengen
Xr,, Xr, geben wir durch folgende Tabellen an:

XT‘Z 1 2 H XT’t 3.
Zr, a b Xy, b
Yr, | @ d Yr, | d
27, c d

4,6

Alsoist QO M, die Menge Xr, U Xp, = {®r,, y1,, 21, Z1,, Yr1,}. Weiter
LEQ@

ist mit Riicksicht auf 7, || T, und auf die Ordnung der Zerlegung

{(T'nI, T\nI',Tyn 1}, wo T, nI::{l}, Tynl'={2}, Tonl =
= {3} gilt, yr, > 2r,, 21, > 21, 21, > Y1,, Y1, > xT. die Relation

auf der Menge X, U Xr,. Im ganzen hat die Menge O M, folgendes

t€@
Diagram: 1

1) < ist die in der Definition 1. 1 eingefiihrte Ordnung.
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2.3. Beispiel: Es sei {M,| M, = 4, 1€ G} ein solches System, daB
M, = M fiir jedes 1 € Q gilt. Es sei G = G- Dann ist auch & = Gy,

4,{6}
und es gilt Q M = M?% wo M? die Kardinalpotenz ist.
LEQ

In den folgenden drei Absidtzen werden wir uns mit einfacheren
Operationen auf den geordneten Mengen beschiftigen und zwar mit
der Summen- und der Produktoperation.

3. DIE SUMME

4

3.1. Definition: Es sei {M,| M, < 4, 1€ G} ein System. Sei Y M.
te@

die Menge aller geordneten Paare (¢, a,), wo t€ @, a,€ M,, auf welcher

die Relation auf folgende Weise definiert wird: fiir beliebige (¢, a,),

4
(o, b,) €Y M, gilt

LEG

(g, a,) S (4, b,) <=, £ ¢, und a, £ b, in 4.
4
Dann heift ) M, die Summe.!)
teG
3.2. Satz: Es set {M,| M, = A, 1€ G} ein System. Dann gilt die
4,Gp 4
Formel OMM,g Y M,
LtEG LeG

4,6 -
Beweis: Im Falle G = G, ist die Menge O M, die Vereinigung

LG
der Mengen X,, wo X, die Menge aller Abbildungen =z, : {¢}=> M, ist.
Also ist M, = {z,(¢) | v,€ X,}. Dann, falls wir @(r,) = (¢, 2,(t)) setzen,

4,6 4
bekommen wir eine bijektive Abbildung ¢: O M, — Y M,. Offenbar

te@ €@
4,G

gilt: fiir beliebige x,, y,€ O M, ist z, < y, <> entweder gilt (; = o,
=G

und aus z,(t,) # ¥y,(y) folgt x,(¢) < y,(¢;) oder ist ¢ < ¢, und es
gilt x,(4) < y,(tp); insgesamt ist also ¢ < ¢ und =z,(4) £ y,(w),
was mit (¢, 2,(y)) = (63, ¥,(t2)) gleichbedeutend ist.

Die Operation der Summe betrachtet man néher in [5]. Wenn wir
fir ein System {M, | ¢ € G} die lexikographische Summe mit ) ! M, und

L€

) In der Arbeit [5] haben wir diese Menge die allgemeine Kardinalsumme
gennant, weil auf ihr die ,,Kardinalrelation‘‘ erklért ist.
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fiir zwei Mengen @, M die Kardinalprodukt mit @ . M bezeichnen, dann
gilt folgender

3.3. Satz: Essei {M,| M, c A, € Q} ein System. Dann gilt die Formel
4

a) Y M, = Y'M, genau dann, wenn das System isoton ist,
€@ LEG

A
b) ZM,, =G .M genau dann, wenn eine Menge M so existiert, dafs
te@

M, = M fiir alle ¢ € G gilt.
3.4. Beispiel: Es sei G eine Menge und es sei G eine geordnete Zer-
¢

legung auf der Menge G. Dann gilt die Formel ) T = Y 7.
TeG 1eG

A4
Die Operation ), M, verallgemeinert also (sieh [5]) alle Grund-

LeG
operationen der Summe und des Kardinal- und Ordinalproduktes fiir
zwei geordnete Mengen.

Das assoziative Gesetz der Summe

3.5. Satz: Hs set {M,| M, = 4, 1€ G} ein System und es sei G eine

(geordnete) Zerlegung auf der Menge G, daf die Formel G~ YT gilt.
TeG

Es sei fernerhin das System{ U M, | T € G} isoton. Dann gilt die Formel
teT

4 4
Y Ma 513 M,
€@ TeG.eT

Der Beweis und Folgerungen mit speziellen Formeln sind in (5].

3.6. Folgerung: Es sei {M,| M, < A, ve G} ein solches System, daff

G Y1 fiir die durch das System erklirte (geordnete) Faktorzerlegung &
i<y
gilt. Es sei das System {U M, | I e€Z} isoton. Wir setzen M, = M, fiir
el

4
jedes ve 1. Dann gilt die Formel Y M, ~ Y'I.M,.

e leg

Bemerkung

Allgemeine Operationen der Summe kann man klar auf mehrere
Weisen definieren. Die Folgerung 3.6 zeigt uns eine Methode, die die
Moglichkeit gibt, dafl wir eine Operation, die die lexikographische
Summe und das Kardinalprodukt fiir zwei geordnete Mengen ohne die
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Voraussetzung iiber die Existenz einer geordneter Ubermenge aller M,
verallgemeinert, definieren kénnen.

Definition: Es sei {M, | (€ G} ein System und es sei ¢ die durch das
System erklirte Faktorzerlegung. Wir setzen M, = M, fiir jedes ¢€ I.
Dann nennen wir die Menge ! I. M, die allgemeine lexikographische

Te@g
Summe.

Satz: a) Wenn fiir ein System {M,|veG} M, = M fiir jedes € G

gilt, dann gilt Y1 1. M, ~ Q.M.
Te@
b) Wenn das System einfach ist, dann gilt ZII M,>~Y'M,.

LeG
Aus der Folgerung 3.6 folgt

4
Satz: Die Operation YV 1. M, ist ein Spezialfall der Operation Y M,.

leg te@
Hilfssétze

Die folgenden speziellen Hilfsdtze benutzen wir im Absatz 5. Die
Beweise sind trivial.

- 3.7. Lemma: Es sei G etne Menge, G set eine solche (geordnete) Zerle-
gung auf der Menge G, dap G~ Y!T gilt. Sei H = G beliebig. Dann
TeG

gilt H ~ Yt TnH
TAHEeGMH
3.8. Lemma: Es set G eine M enge, es sei G’ eine beliebige geordnete
Zerlegung auf der Menge G und es sei G eine solche (geordnete) Zerlegung
auf der Menge G, daf8 G > G’ und die Formel G = YT gilt. Dann gilt

TeEG
die Formel G' =~ Y(G'n T).
TeG

3.9. Lemma: Es sei G eine Menge und es sei G eine solche (geordnete)
Zerlegung auf der Menge G, dap G~ YT gilt; es seien T € G minimal
T€G - )

und ¢ € T beliebig. Dann ist « minimal in T genau dann, wenn ¢ minimal
in @Q ist.

4. DAS PRODUKT
4.1. Definition: Es sei {M,| M, = A4, ¢€ G} ein System und es sei ¥

4
die durch das System erklirte geordnete Faktorzerlegung. Sei [] M,

€@
die Menge aller isotonen Abbildungen z: G — 4 mit der Eigenschaft
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zeX M, auf welcher die Relation auf folgende Weise definiert wird:
te@

fiir beliebige x, y € H M, ist
(X1
z £ y < fir beliebiges I € F4(x, y) existiert ein I, < I so, daB
I, e G<(x, y) ist.

4
Dann heiBt [] M, das Produkt.)

€@

4.2. Satz: Hs sei {M,| M, < A, v€ G} ein System und es sei G eine
solche geordnete Zerlegung auf der Menge G, daf} G = G, 9ilt. Dann

gilt die Formel O M, = H M,.

€@ €@
In der Tat, beide Mengen in der oben angefiihrten Formel besitzen
dieselben Elemente. Da @ ferner die einzige Klasse der Zerlegung G ist,
sind auch die beiden Relationen gleich.

4.3. Bemerkung: Es sei {M | :€ G} ein System und es sei M eine
Menge. Unter dem Kardinalprodukt [] M,, der Kardinalpotenz M,
€@
dem Ordinalprodukt [Je M,, der Ordinalpotenz “M und dem lexiko-
LeG
graphischen Produkt J[! M, verstehen wir die in [1] und [4] einge-
€@
fithrten Operationen. (Beim Ordinalprodukt []° M, setzen wir voraus,
€@
daB G eine Kette ist.) Die Relationen auf diesen Mengen haben also
folgende Bedeutung: fiir beliebige z, ye [I M, oder », ye M gilt
€@
z S y< G = G=(z,y); fir beliebige z, ye H°M oder z, ye [I* M,
6@
oder z, ye “M gilt = £ y < fir beheblges LE G4(z, y) existiert ein
4 S ¢ 8o, daB ¢, € G<(x, y) ist.

4.4, Satz: Es sei {M,| M, < A, 1€ G} ein einfaches isotones System.
4

Dann gilt die Formel [I M, =I1' M,.
€@ €6
Beweis: Mit Riicksicht darauf, dal M, e M, aus i < ¢ folgt,
besitzen beide Mengen aus der oben angefiihrten Formel dieselben
Elemente. Ferner gilt mit Riicksicht darauf, dal das System einfach
ist: fiir beliebiges {¢} € ¥4(x, y) existiert ein {¢,} < {¢}s0,daB{y,} € ¥<(z,y)
ist, genau dann, wenn ¢ € G4(z, y), {; S ¢ und , € G<(x, y) ist.

A
1) Mit dem Symbol II haben wir in [5] das sogennante allgemeine Kardinal-
produkt bezeichnet. Aber diese Operation ist mit der in 4.1 erklidrten Operation
nicht identisch.
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4.5. Folgerung: Es sei {M,| M, = A, 1€ G} ein einfaches System.
4
(a) Wenn G eine Gegenkette ist, dann gilt 11 M, = I M,.

Le@ (€@
(b) Wenn das System isoton ist und wenn G eine Kette ist, dann gill
4
die Formel [1 M, = []° M,.
LR (eF
(c) Wenn das System isoton ist und wenn M, M fiir jedes 1€ G
A

gilt, dann gilt die Formel [] M,~ M.
te@

4.6. Satz: Es ses {M,| M, = M < A, 1€ G} ein System. Dann gilt die
4
Formel [ M, = M6.

€@

Beweis: Beide Mengen aus der Formel haben dieselben Elemente;
die Relationen sind auch gleich, denn ¥ = G,,,, = {G} gilt und so:
G eG<(x, y) folgt aus G € %4(x,y) genau dann, wenn G = G=(z, y) U
U G<(z, y) gilt (und dabei gilt Ge%=(x, y) genau dann, wenn G =
= @=(x, y) ist).

4
Also verallgemeinert die Operation [I M, im ganzen alle Grund-
€@
operationen des Produkts und der Kardinal- und Ordinalpotenz.

4.7. Beispiel: Es seien M, G folgende geordnete Mengen:

Wir wihlen ein System von Untermengen {M,| M, < 4, ¢ e G} wie
folgt: M, ={a,b,c}, My = M,={f,g}, Ms={d,e}. Die durch das
System auf der Menge G erklirte Faktorzerlegung ist ¥ = {I,, I,, I,},
wo I, = {1}, I, = {2, 4}, I; = {3} sind und sie hat folgendes Diagram:
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Die Menge aller isotonen Abbildungen z: G — A mit der Eigenschaft
x € X M, schreiben wir in die Tabelle ein:

te@
1 2 3 4
A|lb f e f
B|b g e ¢
Clib f d f
Db g d ¢
El|la f e [
Fla g e g
Gla f d f
H|a g d g
Die Menge dieser Abbildungen ist folgendermafien
geordnet:
A||B,A>C,A||D,A>E 4>F, A> G A >H,
B||C,B > D, B>EB>F B>GB>H,
C || D, C>EC>PFC>@aGC>H,
D>ED>PF,D>G D>H,
E|\F,.E> G, E| H,
F||G, F>H
G || H.
A B
A c D
Also hat die Menge [T M, folgendes Diagram:
X3¢ E F
G H

4.8. Beispiel: Es sei G eine Menge und es sei G eine beliebige geordnete
@

Zerlegung auf der Menge G. Dann gilt die Formel [] 7 = []! T'.

TeG TeG

5. DAS ASSOZIATIVE GESETZ DES PRODUKTES
Es sei {M,| M, < A, 1€ G} ein System und es sei ¥ die durch das

System auf der Menge G erklirte Faktorzerlegung. Wir bezeichnen
9 ={Ie%| ein 1€ I existiert so, daBl card M, = 2 ist}.

1) D. h., daB fir beliebiges # < ¥’ ein minimales Element in J# existiert.
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~ b.1. Lemma: Hs sei {M,| M, < A, « € G} ein System mit der goerdneten
Faktorzerlegung 4. Wenn die Menge %' die Minimalbedingung) erfiillt

A

und wenn x, y € [| M, beliebig sind, dann gilt x < y <> fiir ein beliebiges
e@

in G4(x, y) minimales Element I ist I € 9<(x, y).

Beweis: Es sei < y; dann ist #4(z, y) # 0 und mit Riicksicht
auf die Inklusion %4(x, y) < ¥’ erfiillt ¥4(z, y) die Minimalbedingung.
Es sei I € 91(x, y) -ein beliebiges minimales Element in ¥4(x, y), dann
muBl I, £ I so existieren, daB I, e ¥<(z, y) gilt; es ist aber ¥<(z, y) <
€ %4(x, y) (und [ ist ein minimales Element in ¥/(x, y)), sodafl I, = I
gilt; also ist [ € ¥<(z, y).

Es sei umgekehrt jedes minimale Element von %4(z, y) ein Element
von I<(z,y). Es sei weiter I,€ %4(x,y) beliebig; dann existiert ein
minimales Element I, € %4(z,y) so, daBl I, £ I, ist; dabei ist aber
1, €9<(x, y); also gilt » < y.

5.2. Satz: Es sei {M,| M, = A, e G} ein System und es ses G die
durch das System auf der Menge G erklirte Faktorzerlequng. Es sei G
eine solche geordnete Zerlegung auf der Menge @, daf 9 < Gund G~ YT

TeG
ist. Wenn @' die Minimalbedingung erfillt und wenn das System {U M, |
1T
T € G} isoton ist, dann gilt die Formel
4 4
IMMM=II1 M,
e TeG 1eT

4
Beweis: Es sei x € [[ M, beliebig; z ist eine isotone Abbildung ¢ — 4

=3¢

mit der Eigenschaft x € X M,. Fiir beliebiges 7' € G existiert also genau

el

eine Teilabbildung x,: T — A4, die isoton ist und die Eigenschaft
4
zpe X M, hat. Also ist zpe[] M,. Wir setzen X(T) = z, fir alle

eT eT
4
TeG; also ist X: G— U ] M, und diese Abbildung hat auch die
TeG teT »

4 A
Eigenschaft Xe X [ M,;darumgilt Xe [[! [T M,. Wennwir X = ¢(x)

TeG (eT TeG:eT

4 4
setzen, bekommen wir die Abbildung ¢: [ M, — [I* I] M..
. ' e @ TeGeT
4
Diese Abbildung ist surjektiv: Es sei X e [[* [ M, beliebig: also
TeG 1eT

4 A
ist X: G— U Il M, eine solche Abbildung, daB X(T)e[] M, fiir
TeG:eT teT
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alle T € G ist. Wir setzen x;, = X(T'); 2 ist also eine isotone Abbildung

T — A, fir die z; € X M, gilt. Fiir die Menge von Abbildungen {z,| T € G}
eT

existiert genau eine gemeinsame Fortsetzung x: G — 4, fiir diex e X M,
-1

gilt. Wir zeigen, daB sie auch isoton ist. Es seien ¢, ¢, € G solche Ele-
mente, daB ¢, < ¢, ist und es sei (, € T,, t,€Ty; wenn T, =T, gilt,
dann ist z(y) = z7,(y), 2(ty) = 27,(ty) und mit Ruckswht auf die
Isotonie der Abbildung zr, ist z(:;) £ 2(i); wenn T # T, gilt, dann
ist mit Riicksicht auf die Ordnung der Zerlegung G T < T, und also

zr,(T,) € z7,(T,) mit Riicksicht auf die Isotonie des Systems{ UM, |Te
€T

€ G}; also ist zp(¢;) < 27,(t;). Daraus folgt, daB z(¢;) < z(¢3) ist, also
4 4 4

gilt ze [I M,. Fiir beliebiges X € []' ] M, haben wir z€ [] M, so
€@ TeG eT te@
gefunden, daB X = ¢(x) ist. Ferner ist es leicht zu sehen, daB @ injektiv
also eine bijektive Abbildung ist.
Wir beweisen jetzt die beiderseitige Isotonie der Abbildung ¢. Wir

4
werden Elemente z, ye [[ M, und X = ¢(x), ¥ = ¢(y) betrachten.

1eG
Zuerst zeigen wir folgendes: Mit Riicksicht auf die Bedingungen G < &,

G >~ Y! T und nach Lemma 3.8 gilt ¥ ~ Zl (¢ N T). Dabei ist
G4(x, 1;)GC % und nach Lemma 3.7 gilt g"(z Y= Y& nT)n
A Gz, y), wo G, ={T | T € G, (¥ nT) ~Fa, y)TZG(gn )
N 94(z, y)} ist. Wir bemerken, daB8 ¢ n T die Faktorzerlegung fiir das
Produkt H M, (fiir beliebiges T € G) ist. Fiir beliebiges 7' € G gilt also
(#n7T :Tg"(x, y) =(9 nT) (2, yT), wo z; = X(T), yp = Y(T),
Ty, Yp € H M, fiir betrachtete X = ¢(z), ¥ = ¢(y) ist. Ferner gilt

fir G"(X Y) {T|TEeQG, X(T) # Y(T)} (sieh die Bezeichnung 1.3)

die Beziehung G4(X, Y) = G,. Im ganzen bekommen wir also die
Formel ¥4(z, y) >~ Y} (g p TY (g, Yp)-
TeGA(X, Y)

Es sei nun 2 < y in HM (denn es ist trivial, dal x = y genau
6@

dann, wenn X = Y ist). Es sei ferner 7' ein minimales Element in
G4(X, Y). (Ein solches Element existiert, denn die Minimalbedingung

A
fir @ ={UeG |card [[ M.=2} folgt aus dieser Bedingung fiir
teU

%'; fir jedes Ue G’ exist nidmlich ein Ie€ %' mit I < U.) Dann ist
nach Lemma 3.9 ein beliebiges in (¥ m T')4 (x;, y;) minimales Elemeny
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auch minimal in 4(z, y). Also gilt fiir dieses Element I (nach Lemma 5.1)
I e%<(zx,y) und so ist I e(¥ mT)<(xp, yp); daraus folgt z, < y,
(nach Lemma 5.1). Da das minimale Element 7 in G4(X, ¥) beliebig
war, haben wir X < Y nach Lemma 5.1 (fiir den Fall des lexikographi-
schen Produktes).

4
Es sei umgekehrt X < Y in Hé I1 M,; dann ist G4(X, Y)#0
TeG eT
und nach Lemma 5.1 gilt 7 € G<(X, Y) fiir jedes in G4(X, Y) minimale 7'.
Also gilt X(T) < Y(T), das heiBt z, < y, fir jedes minimale
TeGAX, Y). Alsoist I € (% n T)< (2p, yp) firallein (¢ n T)? (2;, y;)
minimalen I und fiir alle in G4(X, ¥) minimalen 7' (nach 5.1). Aber mit
Riicksicht auf die Formel ¥4(z, y) =~ ' (¥ nT) (zp, yp) existiert
TeGA(X,Y)
zu jedem in %4(x, y) minimalen I ein in G4(X, Y) minimales 7' so0, dal
Ie(% n T) (v, yp) ist. Also ist nach Lemma 3.9 dieses Element I
minimal in (¥ N T)4 (z;, y,) und so gilt I € (¥ N 1)< (¥p, y,). Daraus
folgt endlich I € ¥<(z, y) (denn (¢ N T)<(xp, yp) € ¥<(x, y) ist) und
so gilt x < y. ,
Die Abbildung ¢ ist also ein Isomorphismus.

5.3. Folgerung: Es sei {M,| M, = A, 1€ G} ein einfaches isotones
System und es sei G eine solche geordnete Zerlegung auf der Menge G,
dap Q= Y'T gilt. Wenn @' ={i| €@, card M, 2 2} die Minimal-

TeG
bedingung erfiillt, dann gilt TI' M, = T1' [I' M.. Es sei speziell M, ~ M
: te@ TeG el
DA
fiir alle 1e G; dann gilt SM ~ []' "M und also gilt T<SM ~ [|'! "M.
TeG TeG

Ahnliche spezielle Formeln bekommen wir leicht auch fiir die Kardinal-
und Ordinalprodukte.

b.4. Folgerung: Es sei {M,| M, = A, e G} ein solches System, daf
G~ Y'I fir die Faktorzerlegung & mit Riicksicht auf das System gilt.
Ieg
Es sei das System { U M, | I € G} isoton. Wenn 9’ die Minimalbedingung
el

erfillt und wenn wir M, = M; fiir alle ¢ € I setzen, dann gilt die Formel
A

1M, T M.

€q Iew

Bemerkung

Allgemeine Operationen des Produkts kann man klar auf mehrere
Weisen definieren. Die Folgerung 5.4 zeigt uns eine Methode, die die
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Moglichkeit gibt, daB wir eine Operation, die das lexikographische
Produkt und die Kardinalpotenz ohne die Voraussetzung iiber die Exis-
tenz einer geordneten Ubermenge aller M, verallgemeinert, definieren
konnen.

Definition: Es sei {M, | ¢ € G} ein System und es sei ¥ die durch das
System auf der Menge G erklirte Faktorzerlegung. Wir bezeichnen
M, = M; fiir jedes ¢+ € I. Dann nennen wir die Menge []* M} das all-

Iew
gemeine lexikographische Produkt.

Satz: a) Sei {M,| e G} ein solches System, daff M, = M fir jedes
1€ @ gilt. Dann gilt es [[' Mi=~ MC.

Ieg
b) Wenn das System einfach ist, dann gqilt [ Mt~ [|* M..
Teg 1€G

Aus 5.4 folgt
Satz: Die Operation [[' M} ist ein Spezialfall der Operation

A Tem
..

€@

6. DIE GRUNDEIGENSCHAFTEN DER ARITHMETISCHEN
OPERATION

Bisher haben wir uns nicht mit der Frage beschaftigt, ob die Relation
in der Definition 2.1 eine Ordnung ist; und wenn sie eine solche nicht
ist, unter welchen Bedingungen sie zu einer Ordnung wird. Aus der
Arbeit [4] wissen wir, daB ein lexikographisches Produkt im allgemeinen
keine geordnete Menge ist, und so ist das Ergebnis einer arithmetischen
Operation im allgemeinen auch keine geordnete Menge mit Riicksicht
auf die Sitze 4.2 und 4.4. Wir geben nun hinreichende Bedingungen,
unter welchen die Relation in 2.1 eine Ordnung ist.

Wenn {M,| M, < 4, 1€ G} ein System, ¥ die durch das System
erklirte Faktorzerlegung und 7' < @ beliebig sind, dann ist ¥ N T
offenbar die durch das System {M,| M, < A, 1 T} (auf der Menge T)
erklirte Faktorzerlegung. Wir setzen noch (¥ m7) = {InT|InTe
€% N T, M;nrist keine Gegenkette}, wo Mrnr der gemeinsame Wert M,
fiir beliebiges ¢ I.n T ist.

6.1. Lemma: Es sei {M,| M, = A, 1€ G} ein System und es sei 4
die durch das System erklirte Faktorzerlequng. Es sei G eine geordnete
Zerlegung auf der Menge G. Wenn T € G beliebig ist und wenn die Menge

4.G
(% N T)" die Minimalbedingung erfiillt, dann ist die Menge X, < 9 M,
111
(sieh 2.1) geordnet.
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Beweis:!) Wir beweisen zuerst die Asymmetrie der Relation auf der
Menge X,. Wir setzen voraus, dal # < y und zugleich y < z gilt.
Also (9 N T) (z,y) # @. Fir beliebiges I n T e(¥ nT)4 (x,y) exis-
tiert ein I, "nT<INT so, daB I, nTe(% NnT)<(z,y) ist. Da
natiitlich I;, nTe(¥ nT) (x,y) ist, muB ein I,nT <I,nT so
existieren, daB I, n T e (9 nT)<(y, z) gilt. So setzen wir fort und-
konstruieren eine unendliche abnehmende Kette I, n 7 > I, n T > ....
Dabei gilt natiirlich I, n T € (9 n T)" fir jedes n und mit Riicksicht
darauf, daB die Kette {I, N T}y-1,s,... kein minimales Element hat,
bekommen wir einen Widerspruch mit der Minimalbedingung fiir
(¢ n T)". Die Relation ist also asymmetrisch. Wir beweisen nun die
Transitivitit dieser Relation; wir setzen voraus, dal z < y, y < 2 gilt.
Wenn z = z ist, sind wir fertig. Es sei also x 7 z; dann ist
(GNT) (x,2) #0. Esseil nTe(9 nT)4 (z,2); dann gilt entweder
INTe(@nT)Y¥(x,y) oder INnTe(@nTA(y,z). Es sei z. B.
INnTe(@nNnT)Y (x,y). Dann gibt es ein [, nT S I T so, daB
ILNnTe(@nT)<(z, y) gilt. Wenn nun I, n T e(¥ nT)= (y, 2) ist,
sind wir fertig. Es sei umgekehrt I, N T € (% r T)? (y, ). Dann existiert
ein I, nT<I,nT so, daBB I, n T (% N T)<(y, 2) gilt. Wenn nun
I,nT e (% nT)=(z, y) ist, sind wir fertig. Im negativen Fall setzen wir
wieder fort. Da aber {I, N T} < (¥ n T)" ist, bricht dieses Verfahren
nach endlich vielen Schritten ab (es gibt ein minimales Element dieser
Menge); also gibteseinf,, N T < I nTso,daBI,NnTe (9 nT)<(z, 2z)
gilt. Daraus folgt, dal « < z gilt; also ist die gegebene Relation auf
der Menge X, eine Ordnung.

6.2. Satz: Es sei {M,| M, < A, 1€ Q} ein System und es sei G eine
beliebige geordnete Zerlegung auf der Menge G. Wenn die M engen (nT)y

die Minimalbedingung fir jedes T € G erfiillen, dann tst O M, eine
geordnete Menge. €6

Beweis: Wir beweisen die Asymmetrie der Relation; es sei umgekehrt
zp, < yr, und zugleich zr, > yrz,. Daraus folgt T, £ T,, T, < T, und
so T, = T,. Also x7, < yr,, Ty, > yr, ist und das ist nach Lemma 6.1
nicht méglich. Die Relation ist asymmetrisch. Wir beweisen jetzt die
Transitivitit der Relation: es sei zp, £ yr,, yr, £ 27,. Daraus folgt,
daB 7, < T3, T, < T3 und also T, < T, ist. Wenn T, = T, gilt, dann
ist T, =T, = T, und wir sind mit Riicksicht auf 6.1 fertig. Es sei
umgekehrt 7'; < Ty; dann tritt einer von den folgenden Féllen ein:
T,=Ty<Ts, T, <Ty=1Ts, Ty, < Ty < T,;. Wir betrachten den
ersten Fall. Dann gilt yr,(I N T,) < 29,(I' N T) fiir alle minimalen
Elemente I 1 Tye % n T, und fiir alle minimalen Elemente I’ N Ty e

1) Die Methode des Beweises wird z. B. in [6] beniitzb. '
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€% nT,. Ferner ist aber T, = T, und I N T, € (¢ N T,)= (21, yr,)
gilt fiir ein beliebiges minimales Element I " T,e % n T, (das gilt
mit Riicksicht auf die Minimalitit von I N T, in ¥ m T,). Daraus
folgt aber, daB z1,(I N T'y) £ z7,(I' N T,) fiir alle minimalen Elemente
INnT,e% nT, und fir alle minimalen Elemente I' " T,e% N T,
gilt. Im ganzen ist also x7, < 27,(Ty =1T), denn es gilt zugleich 7'y < T;.
Der zweite Fall 148t sich in dhnlicher Weise erledigen. Wenn der dritte
Fall eintritt, dann gilt zr(I N T,) < yr,(I’ 7 T,) fiir alle minimalen
Elemente I n Ty €% n T, und fiir alle minimalen Elemente I’ n T, €
€% n T, und ferner gilt yr,(I’ N T,) < 27,(I” N T,) fiir alle minimalen
Elemente I' N Ty € % m T; und fiir alle minimalen Elemente I” N T, €
€% N T,. Daraus folgt mit Riicksicht auf die Ordnung der Menge 4,
daB zp,(I N T,) £ 2r,(I" 0 T,) fiir alle minimalen Elemente I n T €
€% NT, und fir alle minimalen Elemente I"NT,e¥% n T, gilt.
Im ganzen ist also #7, < z7,, denn es gilt auch 7, < 7,. Die gegebene
Relation ist also eine Ordnung.

6.3. Folgerung: Es sei {M,| M, < A, € G} ein System.
A

a) Dann ist Y, M, eine geordnete Menge.
te@
b) Es ses ¥ die durch das System {M,| M, = A, « € G} erklirte Faktor-

4
zerlegung. Wenn 9" die Minimalbedingung erfiillt, dann ist [ M, eine

te@
geordnete Menge.

6.4. Folgerung: Es sei {M, | 1€ G} ein System und es sei M eine (ge-
ordnete) Menge.

a) Die Menge [1' M, ist geordnet, wenn die Menge " = {¢| 1€ G, M,

€@

ist keine Gegenkette} die Minimalbedingung erfillt.

b) Die Menge M€ ist geordnet.

Aus [4] und [6] wissen wir, daB die Bedingung der Folgerung 6.4 a)
auch notwendig ist. Die Bedingung im Satz 6.2 ist aber zu stark und
ist also nur hinreichend.

Bemerkung

Offensichtlich konnen wir auch andere arithmetische Operationen
auf den geordneten Mengen definieren, die immer eine Summe und
das entsprechende Produkt verallgemeinern.

Definition: Es sei {M, | « € G} ein System und es sei G eine beliebige

G
geordnete Zerlegung auf der Menge (. Sei Q!'M, die Menge

te@
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G
U X M, und sei die Relation auf der Menge Q'M, auf folgende

TeGeT . e
Weise definiert: fiir beliebige xp,, yr,e U X M, gilt
TeGieT
xp, S yr,< Ty =T, und fiir beliebiges ¢, € T{ (xr,, yr,) existiert ein
t, £ i 8o, daB ¢ € TT (xp,, yr,) ist oder

T, < T, ist.
Dann nennen wir 6’ M, die lexikographische Operation.
Definition: Wenn ; Zine Gegenkette (Kette) in der letzten Definition
ist, nennen wir die lexikographische Operation die Kardinaloperation
(Ordinaloperation) und bezeichnen sie mit 5 M, (‘éo M).

teld
Satz: Es sei {M,| M, = A, € G} ein einfaches isotones System. Dann
G

4,6
gilt die Formel Q M, = Q' M,.

e} teG

Satz: Es gelten die folgenden Formeln
a) fiir die lexikographische Operation:

Gmin Gmnx
O'M, =Y'M,, OM=II'M
1EQ eq e} el
Gmin
O'M, =G, M, wenn M = M fiir jedes 1 € Q ist;
IEG
O’ M, =M, wenn M, = M fiir jedes 1 € G ist;
eq@
b) fiir die Kardionalopemtion
Gy,
O -M Z Mu O M H Ml’
1e@@ :ea te@ €@

c) fiir die Ordinalopemtion
~ YoM, OO M, =TI M,.

490 tEG e €@

6.5. Beispiel: Es sei G =2 (die zwelelementxge Gegenkette) oder
G < 2 (die zweielementige Kette). Wir betrachten ein beliebiges System
{M,, My| M,, My = A, 1, 2e G}, wo A eine (geordnete) Menge ist.
Die Menge aller Zerlegungen auf der Menge G ist das Paar der Zerlegun-
gen Gmin - {{1} {2}} und Gmax = {G}

1. Es sei M, # M,; dann gilt ¥ = G, fiir die durch das System
auf der Menge G erklirte Faktorzerlegung %.

1. Wir wihlen ferner G = Gy, -

4,6
a) Es sei G = 2. Dann gilt Q M, >~ M, + M,.

te2

mxn
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b) Es selG = 2und essei {M,, M, | M,, M, < A}das isotone System.
DanngxltOM M, ®M,.

c) Es sel neben den Bedmgungen a) resp. b) weiter M, ~ M, erfiillt.
Dann gilt OM ~2, Ml,resp O M,~2,M,.

1e2 €2

2. Wir wihlen nun G = Gmu
a) Es sei @ = 2. DannglltO M =M, M,

€2

b) Es sei G = 2. Dann gﬂt‘(’) M, =M, M,

c) Es se1 neben den Bedmgungen a) resp. b) weiter M, >~ M, erfiillt.
Dann gilt O M, >~ *M resp. O M, ~2M.

II. Es s;2umgekehrt M, '5;12 M; dann ¢ = G, fiir die durch
ia,s Q%}stem auf der Menge G erklirte Faktorzerlegung %. Wir setzen

1. Wir wihlen weiter G = G,.
Es sei @ = 2 resp G = 2. Dann gilt die Formel O M, =2.M resp.

te2
die Formel O M, =2.M.
3]
2. Wir wihlen endlich G = G,,,,.
M, G M,G
Es sei @ = 2 resp. @ = 2, dann gilt QO M, = M2 resp. Q M, = M2.

€2 €2
So haben wir durch alle méglichen Kombinationen von Zerlegungen
G, 9 auf der Menge G = 2 resp. G = 2 und durch die geeignete Wahl
einer Ubermenge A alle moglichen Grundoperationen fiir zwei Mengen
(auch mit ihren ,,Randféllen‘‘) bekommen.
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