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D I E A R I T H M E T I S C H E N O P E R A T I O N E N 
F Ü R G E O R D N E T E M E N G E N 

OLD&ICH KopEÖEK, Brno 

Eingegangen am 30. Jänner 1968 

E I N L E I T U N G 

In dieser Arbeit wird eine Definition der sogenannten arithmetischen 
Operation für geordnete Mengen gegeben, in der alle sechs Grund
operationen (Kardinalsumme, Kardinalprodukt, Kardinalpotenz, Ordi-
nalsumme, Ordinalprodukt und Ordinalpotenz, die G. BirkhofF in [1] 
definiert hat) als Speziallfälle enthalten sind. 

Dabei verallgemeinert diese Operation auch die allgemeineren 
Operationen der lexikographischen Summe und des lexikographischen 
Produktes, die M. M. Day in [4] definiert hat. 

Weiter bespricht man hier speziell die sogennante Summenoperation, 
die alle Summen und beide Produkte (Kardinal- und Ordinal-) für 
zwei geordnete Mengen enthält, und die schon in [5] definiert ist, und 
die sogenannte Produktoperation, die alle Produkte und beide Potenzen 
verallgemeinert. 

1. H I L F S B E G R I F F E UND BEZE ICHNUNGEN 

Es seien in allen unseren Betrachtungen A, M, Mt, G usw. geordnete 
Mengen. Eine beliebige Teilmenge einer gegebenen geordneten Menge 
werden wir auch als geordnete Menge mit der induzierten Ordnung 
betrachten. Wenn P, Q zwei Mengen mit Relationen sind, bedeutet 
P = Q} daß die identische Abbildung auf der Menge P ein Isomorphismus 
von P auf Q ist, und P ^ Q, daß ein Isomorphismus von P auf Q existiert. 

Wir werden uns immer mit der Situation beschäftigen, daß ein 
System {Mt \ i e G} geordneter Mengen (wo G auch eine geordnete 
Menge ist) gegeben wird. Speziell werden wir ein System {Mt | Mt c A, 
t e G} der Teilmengen einer geordneten Menge A betrachten. 

l . l . Definition: Es sei {Mt \ Mt £ A, i e G} ein System. Wir definieren 
darauf eine Relation: für beliebige tly i2eG gilt Mh e MH o ah S a>i% 

für beliebige ah e Mh, ah e M$i, und speziell definieren wir eine strenge 
Ordnung: für beliebige tl9 i2e G gilt Mh < M^ oa^ < ah für beliebige 
a$i e Mh, a$i e Mh. Wir setzen ferner für beliebige ix, i2eG MH ^ MH 

genau dann, wenn MiL < Mh oder M% = MH ist. So difiiüeren wir 
auf dem System eine Ordnung und nennen das System {Mt | M% ^'A, 
i 6 G) geordnet. 
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1.2. Definition: Es sei {Mb \ Mt £ A, teG} ein beliebiges System. 
Dann heißt das System isoton, wenn aus tx < i2 stets Mh e Mh folgt. 

Es seien ferner A, G (geordnete) Mengen, T c G. Eine Abbildung 
der Menge T in A bezeichnen wir mit xT: T -> A. Wenn speziell T = G 
ist, dann bezeichnen wir die zugehörige Abbildung ohne einen Index; 
x : G -> A; wenn T = {i} für t e ( r ist, dann bezeichnen wir die zuge
hörige Abbildung mit xt : {1} -> A. Es sei ferner U ^ T beliebig. Dann 
setzen wir xT(U) = {xT(t) \ ieü}. 

1.3. Bezeichnung: Es seien x: G -> A,y: G-^A beliebige Abbildungen. 
Dann setzen wir: 

Q*(x9y) ={t\teG,x(i)^y(i)}, 

G~(x,y) = G — GA(x,y), 

GHx,y)={i\ieG, x(i) < y(i)}, 

G<(x, y) = GHx, y) n GA(x, y). 

Diese Mengen sind Teilmengen der Menge G. 

Zer legungen 

Bemerkung : Es sei G eine Menge und es sei G eine Zerlegung auf 
der Menge G. Wenn wir das System aller Klassen T dieser Zerlegung 
als das geordnete System {T \ T c G, TeG} betrachten, sprechen 
wir über die geordnete Zerlegung G. 

1.4. Bezeichnung: Es seien x:G —> A,y:G ~> A beliebige Abbildungen 
und es sei G eine beliebige Zerlegung auf der Menge G. Wir setzen 
(analog zu der Bezeichnung 1.3): 

GA(x, y) ={T\TeG,einteT existiert so, daß x(i) ^ y(i)}, 

G~(x,y) = G — GA(x,y), 

G^(x, y) ={T\TeG, x(i) S y(i) gilt für alle i e T}, 

G< (x, y) = G^(x, y) n GA(x, y)}. 

Diese Mengen sind Teilmengen der Menge G. 

1.5. Definition: Es sei G eine Zerlegung auf der Menge G und es sei 
H c G beliebig. Dann unter der Durchdringung der Zerlegung G und 
der Menge H verstehen wir (nach dem Buch [3], in dem die Grundlagen 
der Theorie von Zerlegungen enthalten sind) die Menge {T n H | T e G, 
T n H T-= 0} und bezeichnen sie mit G n H. 

1.6. Definition: Es sei G eine Menge und es seien G, Gf zwei beliebige 
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Zerlegungen auf der Menge G. Dann schreiben wir G :< G' o für be
liebiges TeG existiert ein U e G' so, daß T £ U ist. 

Bemerkung: Die Relation -^ ist auf der Menge aller Zerlegungen 
auf der Menge G eine Ordnung. Die Menge aller Zerlegungen auf der 
Menge G bildet einen vollständigen Verband mit dem kleinsten Element 
Gmin = {{t} | i e G} und mit dem größten Element Gmax = {G}. 

1.7. Definition: Es sei {Mt \ i e G} ein System und es sei <& eine solche 
Zerlegung auf der Menge G, daß folgendes gilt: für beliebige il9 i2eG 
liegen ix und t2 in derselben Klasse I e 8 o M%L = MH. Dann heißt *& 
die durch das System {Mv \ teG} auf der Menge G erklärte Faktor
zerlegung. 

Wenn {M$ | i e G} ein solches System ist, daß rS — Gwin für die 
zugehörige Faktorzerlegung <£ gilt, dann nennen wir das System einfach. 

2. D I E A R I T H M E T I S C H E O P E R A T I O N A U F G E O R D N E T E N 
M E N G E N 

Wir betrachten ein System {Mt \ Mt c A, i e G}. Es sei G eine be
liebige Zerlegung auf der Menge G. Die allgemeine Klasse der Zerlegung G 
bezeichnen wir mit T, die allgemeine Klasse der durch das System 
{Mt\ M,, c A, teG} auf der Menge G erklärten Faktorzerlegung 8 
bezeichnen wir mit I. Ferner ist ^ n T die durch das System 
{Jft | Mt c A, ieT} auf der Menge TeG erklärte Faktorzerlegung. 
Dann definieren wir die artihmetische Operation für das System 
{üfe | Mt c A, i e G} mit der Zerlegung G folgendermaßen: 

2.1. Definition: Es sei {Mv \ Mt c A, i e G} ein System und es sei ^ 
die durch das System auf der Menge G erklärte Faktorzerlegung. Es 

A,G 

sei G eine beliebige geordnete Zerlegung auf der Menge G. Sei O Mt 
veG 

die Menge U XT, wo XT die Menge aller isotonen Abbildungen xT: T' —> A 
TeG 

mit der Eigenschaft xT e X Jft ist, und es sei die Relation auf der 
<eT 

A,G 

Menge O Mt in folgender Weise definiert: für beliebige #Tl? y^ e U %T 
Ie G TeG 

gilt 

%TX ^ yT% oTt = T2 und für beliebiges I r\T1e{1§ n TXY (xTl9 2/T-) 
existiert I' n Tt ^ I n Ttf so, daß V n Tye 
e(<& nTx)<(xTx, yTx) ist oder 

*) g ist die in der Definition 1. 1 eingeführte Ordnung. 
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Tx < T2t in <& n Tx, <& n T2 existieren minimale Elemente 
und xTl(I n Tx) £ yT2(I' n T2)

x) gilt in A für alle 
minimalen Elemente / n Tx e <& n Tx und für 
alle minimalen Elemente / ' n T2 e <& n T2. 

Dann heißt O -W* die arithmetische Operation. 

E$ ergibt sich nun die Frage, ob die auf diese Weise auf der Menge 
U XT definierte Relation eine Ordnung ist oder nicht. Im Falle, daß 

TeG 
sie im allgemeinen keine Ordnung ist, wollen wir dazu Bedingungen 
bestimmen. Die Antwort auf diese Frage geben wir im Absatz 6. 

2.2. Beispiel: Wir wählen ein System {Mt | M,. c A, ieO} folgender
maßen: 

0: A: ; {MltM2,Ms}: 

Mx = {a, c},M2 = Jf3 ={&, d}. Es sei ferner G = {Tx, T2} : Tx = {1, 2}, 
T2 = {3}. Wir sehen, daß <$ = {/, / ' } : / = {1}, / ' = {2, 3}. Die Mengen 
XT%> XTi geben wir durch folgende Tabellen an: 

Xn 1 2 

*тt 
a Ь 

Утt 
a d 

zTl c d 

*т% 

Ут% d 

3. 

A,G 
Also ist O Mv die Menge XTl u XTi = {xTl, yTx, zTl, xT%, yTs}. Weiter 

ist mit Rücksicht auf Tx \\ T2 und auf die Ordnung der Zerlegung 
{Tx n / , Tx n / ' , T% n / ' } , wo Tx n / = {1}, Txnl'= {2}, T2 n / ' = 
= {3} gilt, yTl > xTl, %TX > %TX , %TX > yTx> yTt > %T% die Relation 

A, G 
auf der Menge XTl u XT%. Im ganzen hat die Menge O Mt folgendes 

l 6 G 

Diagram: 1 

l) <g ist die in der Definition 1. 1 eingeführte Ordnung. 
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2.3. Beispiel: Es sei {Mt \ M% £ A, ieG} ein solches System, daß 
Mt — M für jedes i e G gilt. Es sei G == GmaK. Dann ist auch *& = Gmax 

A,{ö> 
und es gilt O M(l) = M°, wo Jfö die Kardinalpotenz ist. 

ieG 

In den folgenden drei Absätzen werden wir uns mit einfacheren 
Operationen auf den geordneten Mengen beschäftigen und zwar mit 
der Summen- und der Produktoperation. 

3. DIE SUMME 

A 

3.1. Definition: Es sei {Mt \ Mv £ A, i e G} ein System, Sei £ Mt 
teG 

die Menge aller geordneten Paare (i, av), wo i e G, ate Mt, auf welcher 
die Relation auf folgende Weise definiert wird: für beliebige (ix, ah), 

A 

ieG 

(t1? ah) <, (i2, bh)oix ^ c2 und ah < bh in A. 
A 

Dann heißt £ Mt die Summe.1) 
ieG 

3.2. Satz: Es sei {Mt\Mt c A, t e ö } etn System. Dann gilt die 
A, Gmin -4 

.Forme* O i f t r ^ £ M , . 
ieG ieG 

A,G 

Beweis: Im Falle G = Gmin ist die Menge O Mt die Vereinigung 
ieG 

der Mengen Z t , wo Xt die Menge aller Abbildungen xt : {t}*^> Mh ist. 
Also ist if, = {xt(i) | a?t e Xt}. Dann, falls wir q?(xt) = (i, zj(i)) setzen, 

A,G A 
bekommen wir eine bijektive Abbildung q>: Q Mt-> J^Mt- Offenbar 

ieG ieG 
A,G 

gilt: für beliebige xh, yhe O -W* ist xh <* yH o entweder gilt ix = i% 

und aus xh(ix) -?-= yh(cx) folgt xh(cx) < yh(ix) oder ist ix < i2 und es 
gilt xh(ix) <* y^(i2)\ insgesamt ist also ix <> i2 und xh(cx) <* yh(h), 
was mit (ix, xh(ix)) <^ (i2, y^(i2)) gleichbedeutend ist. 

Die Operation der Summe betrachtet man näher in [5]. Wenn wir 
für ein System {M11 i e G} die lexikographische Summe mit ]T* Mt und 

l) In der Arbeit [5] haben wir diese Menge die allgemeine Kardinalsumm© 
gennant. weil auf ihr die ,,Kardinalrelation" erklärt ist. 
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für zwei Mengen G, M die Kardinalprodukt mit G . M bezeichnen, dann 
gilt folgender 

3.3. Satz: Es sei {Mt | Mt c A, i e G} ein System. Dann gilt die Formel 
A 

a) £ Mt = ]£' Jft genau dann, wenn das System isoton ist, 
t - e ö teG 

A 

b) YJ Mt = G . M genau dann, wenn eine Menge M so existiert, daß 
teG 

Mt = M für alle t e G giU. 

3.4. Beispiel: Es sei G eine Menge und es sei G eine geordnete Zer-
G 

legung auf der Menge G. Dann gilt die Formel £ T = £- T. 
TeG TeG 

A 

Die Operation £ M, verallgemeinert also (sieh [5]) alle Grund-
veG 

Operationen der Summe und des Kardinal- und Ordinalproduktes für 
zwei geordnete Mengen. 

Das assoziat ive Gesetz der Summe 

3.5. Satz: Es sei {Mc | Mc c A, i e G} ein System und es sei G eine 
(geordnete) Zerlegung auf der Menge G, daß die Formel G _^ £ ' T giU. 

TeG 

Es sei fernerhin das System { \J Mt | T e G} isoton. Dann gilt die Formel 

ieT 

t - e ö TeGieT 

Der Beweis und Folgerungen mit speziellen Formeln sind in [5]. 
3.6. Folgerung: Es sei {M11 Mt c A, teG} ein solches System, daß 

G^YlI für die durch das System erklärte (geordnete) Faktorzerlegung 9 
le<§ 

gilt. Es sei das System { \J Mt\I E&} isoton. Wir setzen Mt = MT für 
tej 

A 

jedes i e I. Dann giU die Formel J] Mt_i ]T* J . M}. 
ieG leg 

Bemerkung 

Allgemeine Operationen der Summe kann man klar auf mehrere 
Weisen definieren. Die Folgerung 3.6 zeigt uns eine Methode, die die 
Möglichkeit gibt, daß wir eine Operation, die die lexikographische 
Summe und das Kardinalprodukt für zwei geordnete Mengen ohne die 
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Voraussetzung über die Existenz einer geordneter Übermenge aller M._ 
verallgemeinert, definieren können. 

Definition: Es sei {M( \ ieG} ein System und es sei ^ die durch das 
System erklärte Faktorzerlegung. Wir setzen Mt = Mr für jedes i e J. 
Dann nennen wir die Menge Yl / . M? die allgemeine lexikographische 

Summe. 

Satz: a) Wenn für ein System {Mt | ceG} Mt = M für jedes i e G 
gilt, dann gilt Yl / . Mr ^ G . M. 

b) Wenn das System einfach ist, dann gilt £ ' J . MT^ Yl Mt. 

Aus der Folgerung 3.6 folgt 
A 

Satz: Die Operation Yl I • Mj ist ein Spezialfall der Operation Y Mt. 
le<g »eö 

Hilfssätze 

Die folgenden speziellen Hilfsätze benutzen wir im Absatz 5. Die 
Beweise sind trivial. 

3.7. Lemma: Es sei G eine Menge, G sei eine solche (geordnete) Zerle
gung auf der Menge G, daß G^ Y1^ 9^- ^ H c. G beliebig. Dann 

TeG 
giltHc^ Yl TnH. 

TriffeGnH 

3.8. Lemma: Es sei G eine Menge, es sei G' eine beliebige geordnete 
Zerlegung auf der Menge G und es sei G eine solche (geordnete) Zerlegung 
auf der Menge G, daß G ^_ G' und die Formel G^ YlT 9^- Dann gilt 

TeG 
die Formel G ' Ä £ ' ( G ' n T). 

TeG 

3.9. Lemma: Es sei G eine Menge und es sei G eine solche (geordnete) 
Zerlegung auf der Menge G, daß G^Y1^ 9^» es 8e^en TeG minimal 

TeG 
und i G T beliebig. Dann ist i minimal in T genau dann, wenn i minimal 
in G ist. 

4. DAS PRODUKT 

4.1. Definition: Es sei {M( \ Mi c A, IG G} ein System und es sei 9 
A 

die durch das System erklärte geordnete Faktorzerlegung. Sei J[ Mt 
ieO 

die Menge aller isotonen Abbildungen x: G-> A mit der Eigenschaft 
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xeX Mi, auf welcher die Relation auf folgende Weise definiert wird: 

A 

für beliebige x, y e ü Mt ist 
ieG 

x ^ y o für beliebiges I e @J(x, y) existiert ein Ix <^ I so, daß 
A e ä K ^ t / J i s t . 

A 

Dann heißt ü - ^ das Produkt.1) 
ieG 

4.2. Satz: Es sei {Mt \ Mt ^ A, ieG} ein System und es sei G eine 
solche geordnete Zerlegung auf der Menge G, daß G = 6 m a x 9^- Dann 

A, <*max A 

gilt die Formel O ML = JJ M,,. 

In der Tat, beide Mengen in der oben angeführten Formel besitzen 
dieselben Elemente. Da G ferner die einzige Klasse der Zerlegung 6 ist, 
sind auch die beiden Relationen gleich. 

4.3. Bemerkung: Es sei {Mt \ i e G} ein System und es sei M eine 
Menge. Unter dem Kardinalprodukt n Mt, der Kardinalpotenz MG, 

ieG 

dem Ordinalprodukt \J° M(, der Ordinalpotenz GM und dem lexiko-
teG 

graphischen Produkt J\l Mh verstehen wir die in [1] und [4] einge-
teG 

führten Operationen. (Beim Ordinalprodukt Jl° Mv setzen wir voraus, 

daß G eine Kette ist.) Die Relationen auf diesen Mengen haben also 
folgende Bedeutung: für beliebige x, ye\\M( oder x, y e MG gilt 

ieG 

x <J yoG = G^(x,y); für beliebige x, y e J\° Mt oder x, y e J\l Mt 
ieG ieG 

oder x, y e GM gilt x < y <> für beliebiges i e GA(x, y) existiert ein 
ix <* i so, daß ix e G<(x, y) ist. 

4.4. Satz: Es sei {Mv \ Mt £ A, ieG} ein einfaches isotones System. 
A 

Dann gilt die Formel J\ M,. == JJl M(. 
IBG t,eG 

Beweis: Mit Rücksicht darauf, daß Mh s Mh aus % < ^ folgt, 
besitzen beide Mengen aus der oben angeführten Formel dieselben 
Elemente. Ferner gilt mit Rücksicht darauf, daß das System einfach 
ist: für beliebiges{i}e @d(x, y) existiert ein{LX} < {i} so, daß{^} e 9<(x, y) 
ist, genau dann, wenn i e GA(x, y), ix% i und ^ e G<(x, y) ist. 

A 
-) Mit dem Symbol II haben wir in [5] das sogennante allgemeine Kardinal

produkt bezeichnet. Aber diese Operation ist mit der in 4.1 erklärten Operation 
nicht identisch. 
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4.5. Folgerung: Es sei {Mt | Mt £ A, ieG} ein einfaches System. 
A 

(a) Wenn G eine Gegenkette ist, dann gilt Yl M, = JJ Mt. 
t e ö (eG 

(b) Wenn das System isoton ist und wenn G eine Kette ist, dann gilt 
A 

die Formel l\ML = Yl° Mt. 

(c) Wenn das System isoton ist und wenn Mt^ M für jedes i e G 
A 

gilt, dann gilt die Formel ü Mt ^
 QM. 

ieG 

4.6. Satz: Es sei {Mt \ Mt, = M £ A, ieG} ein System. Dann gilt die 

Formel flMt = M°. 

Beweis: Beide Mengen aus der Formel haben dieselben Elemente; 
die Relationen sind auch gleich, denn ^ = Gmax = {G} gilt und so: 
Ge@<(x,y) folgt aus G e <SA(x, y) genau dann, wenn G = G=(x, y) v 
u G<(x,y) gilt (und dabei gilt Ge(Ssx(x, y) genau dann, wenn G = 
= G~(x, y) ist). 

A 

Also verallgemeinert die Operation JJ M, im ganzen alle Grund-
ieG 

Operationen des Produkts und der Kardinal- und Ordinalpotenz. 

4.7. Beispiel: Es seien M, G folgende geordnete Mengen: 

Wir wählen ein System von Untermengen {Mt \ Mt £ A, i e G} wie 
folgt: Mx = {a, b, c}, M2 = M^ = {/, g}, Mz = {d, c}. Die durch das 
System auf der Menge G erklärte Faktorzerlegung ist ^ = {/x, 72, I3}, 
wo Ix = {1}, 72 = {2> 4}> ^3 = {3} sind UI-d sie hat folgendes Diagram: 

» t \ / ' » 
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Die Menge aller isotonen Abbildungen x: G ~> A mit der Eigenschaft 
x 6 X Jf< schreiben wir in die Tabelle ein: 

teO 

1 2 3 4 
A Ь / e / 
B ь g e g 
C ь f d f 
D ь g d g 
E a f e f 
F a g e g 
G a f d f 
H a g d g 

Die Menge dieser Abbildungen ist folgendermaßen 
geordnet: 

D, A > E, A > F, A > G, A > H, 
B > E,B > F,B > 0,B>H, 
C > E,C > F,C > 0,C > H, 
D > E,D > F,D> 0,D > H, 

\H, 

A \\в, A > c, A 
B \\c, в > D, 
C II д 

E II ғ, E > 0, E 
F II e, ғ > н 
0 II н. 

Also hat die Menge ü ML folgendes Diagram: 
(€0 

1 H 

4.8. Beispiel: Es sei G eine Menge und es sei 6 eine beliebige geordnete 
o 

Zerlegung auf der Menge 6r. Dann gilt die Formel ü T = I P T. 
TeG TeG 

5. DAS ASSOZIATIVE GESETZ DES PKODTJKTES 

Es sei {Mt \Mt cz A, ieG} ein System und es sei <& die durch das 
System auf der Menge G erklärte Faktorzerlegung. Wir bezeichnen 
gf = { I e ^ | ein teI existiert so, daß cardMt ^ 2 ist}. 

*) D. h., daß für beliebiges Jt c <&' ein minimales Element in Jf existiert. 
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5.1. Lemma: Es sei {ML | Mv c A, teG} ein System mit der goerdneten 
Faktorzerlegung @. Wenn die Menge <$' die Minimalbedingung1) erfiiJÜ 

A 

und wenn x, y eJ\Mt beliebig sind, dann gilt x < y o für ein beliebiges 
teG 

in(SA(x, y) minimales Element I ist I e^<(x, y). 
Beweis: Es sei x < y; dann ist <SA(x,y) ^ 0 und mit Rücksicht 

auf die Inklusion <SA(x, y) c <&' erfüllt <&A(x, y) die Minimalbedingung. 
Es sei Ie(SA(x, y) ein beliebiges minimales Element in (SA(x,y), dann 
muß I\ < 1 so existieren, daß Ix e^<(x, y) gilt; es ist aber %l<(x, y)c. 
c <&A(x, y) (und / ist ein minimales Element in @A(x, y)), sodaß lx = I 
gilt; also ist / e@<(x, y). 

Es sei umgekehrt jedes minimale Element von *§A(x, y) ein Element 
von &<(x,y). Es sei weiter I0e

(SA(x,y) beliebig; dann existiert ein 
minimales Element I1e@A(x, y) so, daß I1 < I0 ist; dabei ist aber 
/, e@<(x, y); also gilt x < y. 

5.2. Satz: Es sei {M, | Mt £ A, teG} ein System, und es sei <g die 
durch das System auf der Menge G erklärte Faktorzerlegung. Es sei G 
eine solche geordnete Zerlegung auf der Menge G, daß @ ^ G und G _i £* -F 

"~~ TeG 

ist. Wenn W die Minimalbedingung erfüllt und wenn das System { \J Mt \ 
ieT 

TeG} isoton ist, dann gilt die Formel 

ieG TeG i,eT 

A 

Beweis: Es sei x e Yl M(_ beliebig; x ist eine isotone Abbildung G —•*- A 
ieG 

mit der Eigenschaft xeX Mc. Für beliebiges TeG existiert also genau 
teG 

eine Teilabbildung xT: T -^ A, die isoton ist und die Eigenschaft 
A 

xTeXM{ hat. Also ist xTeJ\Mt. Wir setzen X(T) = xT für alle 
ieT ieT 

A 

TeG; also ist X: G -> U Yl^i u n ^ diese Abbildung hat auch die 
T e G ieT * 

A A 

Eigenschaft Xe X J | Mt; darum gilt Xe J\l JJ M,. Wenn wir K == <p(x) 
TeG ieT TeG ieT 

A A 

setzen, bekommen wir die Abbildung <p: JJ Mt ~> J\l J\ Mt. 
ieG TeGieT 

A 

Diese Abbildung ist surjektiv: Es sei XeJl1 JJMt beliebig; also 
TeG ieT 

A A 

ist X: G -> U UMt eine solche Abbildung, daß X(T) eJJMt für 
TeGteT teT 
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alle TeG ist. Wir setzen xT = X(T); xT ist also eine isotone Abbildung 
T -> A, für die xTeXMt gilt. Für die Menge von Abbildungen {xT | T e G} 

teT 

existiert genau eine gemeinsame Fortsetzung x: 0 -> A, für die x e X Mt 
teG 

gilt. Wir zeigen, daß sie auch isoton ist. Es seien tx, t2e G solche Ele
mente, daß ix < t2 ist und es sei txe Tx, i2e T2; wenn Tx = T2 gilt, 
dann ist x(ix) = xTl(h), x(t2) = xTl(i2) und mit Rücksicht auf die 
Isotonie der Abbildung xTl ist x(tx) g x(t2); wenn Tx -/ T2 gilt, dann 
ist mit Rücksicht auf die Ordnung der Zerlegung G Tx < T2 und also 
xTl(Tx) e xT(T2) mit Rücksicht auf die Isotonie des Systems {\J Mt\Te 

teT 

e G}; also ist xTl(tx) < xTi(t2). Daraus folgt, daß x(tx) S X(H) ist> a l s o 

A A A 

gilt xe\\Mt. Für beliebiges X e \\l JJ Mt haben wir x e JI Mt so 
teG TeG teT teG 

gefunden, daß X = <p(x) ist. Ferner ist es leicht zu sehen, daß <p injektiv 
also eine bijektive Abbildung ist. 

Wir beweisen jetzt die beiderseitige Isotonie der Abbildung <p. Wir 
A 

werden Elemente x, y eJ\Mt und X = <p(x), Y = <p(y) betrachten. 
Zuerst zeigen wir folgendes: Mit Rücksicht auf die Bedingungen G ^ 9, 
G g* £* T und nach Lemma 3.8 gilt 9 g* £* (9 n T). Dabei ist 

TeG TeG 
9A(xy y) ^9 und nach Lemma 3.7 gilt 9A(x\ y) ^ £« (9 n T) n 

TeG^ 

n 9A(x, y), wo Gx = {T \ T e G, (9 n T) n 9A(x, y) e (9 n T) n 
n 9A(xt y)} ist. Wir bemerken, daß 9 n T die Faktorzerlegung für das 

A 

Produkt JJ M t (für beliebiges T e G ) ist. Für beliebiges TeG gilt also 

(9 n I7) n W , V) = (^ n i y (z r , y r), wo * r = X(T), yT = Y(T), 
A 

XT> yTeYl^t für betrachtete X = <p(x), Y = <p(t/) ist. Ferner gilt 
für G ^ X . V ) = {T | T e G, K(.T) ^ F(-T)} (sieh die Bezeichnung 1.3) 
die Beziehung GA(X, Y) = Gx. Im ganzen bekommen wir also die 
Formel 9A(x, y)g± £* (9 n T)d (XT>yr)-

TeG*(X,Y) 
A 

Es sei nun x < y in fj Mt (denn es ist trivial, daß x = y genau 
teG 

dann, wenn X = Y ist). Es sei ferner T ein minimales Element in 
GA(X, Y). (Ein solches Element existiert, denn die Minimalbedingung 

A 
für G' ={U e G | card J\ ML > 2} folgt aus dieser Bedingung für 

teü 

9'; für jedes UeGr exist nämlich ein J e ^ ' m i t I c U.) Dann ist 
nach Lemma 3.9 ein beliebiges in (9 n T) J (xT, yT) minimales Element 
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auch minimal in^A(x, y). Also gilt für dieses Element I (nach Lemma 5.1) 
I G @<(x, y) und so ist Ie(^ n T)<(xT, yT); daraus folgt xT < yT 

(nach Lemma 5.1). Da das minimale Element T in GA(X, Y) beliebig 
war, haben wir X < Y nach Lemma 5.1 (für den Fall des lexikographi
schen Produktes). 

A 

Es sei umgekehrt X < Y in ft1 ü M*\ d a n n i s t G^(x» Y) ^ ° 
TeG IGT 

und nach Lemma 5.1 gilt T e G<(X, Y) für jedes in GA(X, Y) minimale T. 
Also gilt X(T) < Y(T), das heißt xT < yT für jedes minimale 
T e GA(X, Y). Also ist / e (3T n T)< (xT, yT) für alle in (9 n T7^ (arr, y r) 
minimalen I und für alle in GA(X, Y) minimalen T (nach 5.1). Aber mit 
Rücksicht auf die Formel <SA(x, y) Ä £ ' ( ^ n 2V (%, y r) existiert 

TeG^(X;F) 
zu jedem in ^ J (x , i/) minimalen I ein in GA(X, Y) minimales T so, daß 
Ie(9 n .Iy (#T, y r) ist. Also ist nach Lemma 3.9 dieses Element I 
minimal in (9 n T)J (xT, yT) und so gilt Ie(9 n T)< (xT, yT). Daraus 
folgt endlich I e&<(x, y) (denn (9 nT)< (xT, yT) s ^<(», y) ist) und 
so gilt x < y. 

Die Abbildung <p ist also ein Isomorphismus. 

5.3. Folgerung: Es sei {Mt\Mt £ A, IBO) ein einfaches isotones 
System und es sei G eine solche geordnete Zerlegung auf der Menge 0, 
daß Og±Y!T 9^- Wenn 0' ={i\ teO, card Mt £ 2} die Minimal-

TeG 
bedingung erfüllt, dann gilt f\l Mt = JJl J\l Mt. Es sei speziell Mt^ M 

ieO TeG teT 

für alle ieO; dann gilt GM^ lf TM und also gilt T€*Mg* Hl TM. 
TeG TeG 

Ähnliche spezielle Formeln bekommen wir leicht auch für die Kardinal-
und Ordinalprodukte. 

5.4. Folgerung: Es sei {Mt \ Mt c A, te 0} ein solches System, daß 
# •=* YJI fär die Faktorzerlegung 9 mit Rücksicht auf das System gilt. 

lecg 

Es sei das System { \J Mt\ I e9} isoton. Wenn <S' die Minimalbedingung 
ier 

erfüllt und wenn wir Mt = Mr für alle t e I setzen, dann gilt die Formel 

UM^ W Ml 
eO IeC0 

B e m e r k u n g 

Allgemeine Operationen des Produkts kann man klar auf mehrere 
Weisen definieren. Die Folgerung 5.4 zeigt uns eine Methode, die die 
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Möglichkeit gibt, daß wir eine Operation, die das lexikographische 
Produkt und die Kardinalpotenz ohne die Voraussetzung über die Exis
tenz einer geordneten Übermenge aller M, verallgemeinert, definieren 
können. 

Definition: Es sei {Mt \ i e 0} ein System und es sei ^ die durch das 
System auf der Menge 0 erklärte Faktorzerlegung. Wir bezeichnen 
Mf — Mj für jedes te I. Dann nennen wir die Menge J\l M\ das all-

gemeine lexihographische Produkt. 
Satz: a) Sei {Mt \ ce 0} ein solches System, daß Mt = M für jedes 

leG gilt. Dann gilt es \\l M\^ MG. 
feg 

b) Wenn das System einfach ist, dann gilt \\l M\^. \\l Mt. 

Aus 5.4 folgt 

Satz: Die Operation \\l M\ ist ein Spezialfall der Operation 
A jec$ 

IlMt. 

6. DIE GRTJNDEIGENSCHAFTEN DER ARITHMETISCHEN 
OPERATION 

Bisher haben wir uns nicht mit der Frage beschäftigt, ob die Relation 
in der Definition 2.1 eine Ordnung ist; und wenn sie eine solche nicht 
ist, unter welchen Bedingungen sie zu einer Ordnung wird. Aus der 
Arbeit [4] wissen wir, daß ein lexikographisches Produkt im allgemeinen 
keine geordnete Menge ist, und so ist das Ergebnis einer arithmetischen 
Operation im allgemeinen auch keine geordnete Menge mit Rücksicht 
auf die Sätze 4.2 und 4.4. Wir geben nun hinreichende Bedingungen, 
unter welchen die Relation in 2.1 eine Ordnung ist. 

Wenn {Mt \Mt £ A} ieG} ein System, ^ die durch das System 
erklärte Faktorzerlegung und T c Q beliebig sind, dann ist f n T 
offenbar die durch das System {Mt \ Mt £ A} teT} (auf der Menge T) 
erklärte Faktorzerlegung. Wir setzen noch (^ nT)" == {I n T \ I n T e 
e & n T, MMT ist keine Gegenkette}, wo MjnT der gemeinsame Wert Mt 

für beliebiges IGInT ist. 

6.1. Lemma: Es sei {Mt \ Mt c A, isO} ein System und es sei @ 
die durch das System erklärte Faktorzerlegung. Es sei G eine geordnete 
Zerlegung auf der Menge 0. Wenn T e 6 beliebig ist und wenn die Menge 

A.G 

{& nT)" die Minimalbedingung erfüllt, dann ist die Menge XT s Q -W* 

(sieh 2.1) geordnet. 
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Beweis:1) Wir beweisen zuerst die Asymmetrie der Relation auf der 
Menge XT. Wir setzen voraus, daß x < y und zugleich y < x gilt. 
Also (9 n T)A (x, y) # 0. Für beliebiges I n T e (9 n T)A (x, y) exis
tiert ein IxnT £ I nT so, daß Ix n T e (9 n T)< (x, y) ist. Da 
natürlich IxnTe(9 n T)A (x, y) ist, muß ein I2nT < IxnT so 
existieren, daß I2 n T e ( ^ r» JT)<(^ , #) gilt. So setzen wir fort und 
konstruieren eine unendliche abnehmende Kette IxnT > I2n T > — 
Dabei gilt natürlich InnT e(9 n T)" für jedes n und mit Rücksicht 
darauf, daß die Kette {In n 2%=1,2,... kein minimales Element hat, 
bekommen wir einen Widerspruch mit der Minimalbedingung für 
(9 n T)". Die Relation ist also asymmetrisch. Wir beweisen nun die 
Transitivität dieser Relation; wir setzen voraus, daß x <> y, y <J z gilt. 
Wenn x = z ist, sind wir fertig. Es sei also x ^ z; dann ist 
(9 n T)A (x, z) JL 0. Es sei I n T e (9 n T)A (x, z); dann gilt entweder 
I nT e(9 nT)A (x, y) oder I nT e(9 nT)A (y, z). Es sei z. B. 
I n T e (9 n T)A (x, y). Dann gibt es ein IxnT S I nT so, daß 
Ix n T 6 (9 n T)< (x, y) gilt. Wenn nun IxnTe(9 nT)~ (y, z) ist, 
sind wir fertig. Es sei umgekehrt Ix n T e (9 n T)A (y, z). Dann existiert 
ein I2 n T S Ii n T so, daß I2nTe(9 n T)<(y, z) gilt. Wenn nun 
I2nTe(9 nT)~ (x, y) ist, sind wir fertig. Im negativen Fall setzen wir 
wieder fort. Da aber {In n T] £ (9 n T)" ist, bricht dieses Verfahren 
nach endlich vielen Schritten ab (es gibt ein minimales Element dieser 
Menge); also gibt es ein Im n T < I n T so, daß Im n T e (9 n T)< (x, z) 
gilt. Daraus folgt, daß x < z gilt; also ist die gegebene Relation auf 
der Menge XT eine Ordnung. 

6.2, Satz: Es sei {Mt \ Mt £ A, IEO} ein System und es sei G eine 
beliebige geordnete Zerlegung auf der Menge O. Wenn die Mengen (9 n T)" 

die Minimalbedingung für jedes T eG erfüllen, dann ist O -W* eine 
geordnete Menge. teG 

Beweis: Wir beweisen die Asymmetrie der Relation; es sei umgekehrt 
xTl < yT% und zugleich xTl > yTi. Daraus folgt Tx :g T2, T2 g Tx und 
ao Tx = T2. Also xTl < yTl, xTl > yTl ist und das ist nach Lemma 6.1 
nicht möglich. Die Relation ist asymmetrisch. Wir beweisen jetzt die 
Transitivität der Relation: es sei xT% <; yT%, yTl <J zT%. Daraus folgt, 
daß TXS T2,T2^ Tz und also Tx g T9 ist. Wenn Tx = T3 gilt, dann 
ist Tx = T2 = T3 und wir sind mit Rücksicht auf 6.1 fertig. Es sei 
umgekehrt Tx < Tz; dann tritt einer von den folgenden Fällen ein: 
Tx = T2 < Ts, Tx< T2 = Tz, Tx < T2 < Tz. Wir betrachten den 
ersten Fall. Dann gilt yT%(I n T2) S zTa(I' n Tz) für alle minimalen 
Elemente I n T2 e 9 n T2 und für alle minimalen Elemente I ' n T% e 

l) Die Methode des Beweises wird z. B. in [6] benutzt. 
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e@ nTz. Ferner ist aber Tx = T2 und I n T2 e (9 n T2)^(xT%i yT%) 
gilt für ein beliebiges minimales Element I n T2e& nT2 (das gilt 
mit iMeksicht auf die Minimalität von I n T2 in & nT2). Daraus 
folgt aber, daß xT%(I n T2) ^ zTz(I' n T2) für alle minimalen Elemente 
I nT2e<& nT2 und für alle minimalen Elemente F n Tz e @ n Tz 

gilt. Im ganzen ist also xTi < zT%(Tx = T2), denn es gilt zugleich Tx < Tz. 
Der zweite Fall läßt sich in ähnlicher Weise erledigen. Wenn der dritte 
Fall eintritt, dann gilt XTX(I n Tx) <s yrjil' n T2) für alle minimalen 
Elemente I n Txe9 nTx und für alle minimalen Elemente I' nT2e 
e@ n T2 und ferner gilt y^(F n T2) <; zTs(I" n Tz) für alle minimalen 
Elemente V nT2e@ nT2 und für alle minimalen Elemente F nTze 
e@ nTz. Daraus folgt mit Rücksicht auf die Ordnung der Menge A, 
daß xTl(I n Tx) g zT%(F n Tz) für alle minimalen Elemente I n Txe 
e@ nTx und für alle minimalen Elemente F nTze& nTz gilt. 
Im ganzen ist also xTl < zTz, denn es gilt auch Tx < Tz. Die gegebene 
Relation ist also eine Ordnung. 

6.3. Folgerung: Es sei {Mt \Mt c A, teG} ein System. 
A 

a) Dann ist ]T Mt eine geordnete Menge. 
teG 

b) Es sei & die durch das System {Mt \ Mt £ A, ieG} erklärte Faktor-
A 

Zerlegung. Wenn <&" die Minimalbedingung erfüllt, dann ist JJ Mt eine 
teG 

geordnete Menge. 

6.4. Folgerung: Es sei {Mt \ i e G} ein System und es sei M eine (ge
ordnete) Menge. 

a) Die Menge J[l Mt ist geordnet, wenn die Menge G" =-= {* | i e G, Mt 
teG 

ist keine Gegenkette} die Minimalbedingung erfüllt. 
b) Die Menge M° ist geordnet. 
Aus [4] und [6] wissen wir, daß die Bedingung der Folgerung 6.4 a) 

auch notwendig ist. Die Bedingung im Satz 6.2 ist aber zu stark und 
ist also nur hinreichend. 

B e m e r k u n g 

Offensichtlich können wir auch andere arithmetische Operationen 
auf den geordneten Mengen definieren, die immer eine Summe und 
das entsprechende Produkt verallgemeinern. 

Definition: Es sei {Mt \ ieG} ein System und es sei G eine beliebige 
G 

geordnete Zerlegung auf der Menge G. Sei Ql Mt die Menge 
teG 
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G 

(J X Mt und sei die Relation auf der Menge O* -W« ai*f folgende 
TeGteT .e(? 

Weise definiert: für beliebige xTl, yT^e\J XMt gilt 
TeGteT 

%fi\ ^ 2/To o -T-. = -T2
 u n d für beliebiges t0 e Tf (xTl, yTl) existiert ein 
tx S t0 so, daß it e Tf (xTl, yTl) ist oder 

Tx < T2 ist. 
G 

Dann nennen wir O* -W« die lexikographische Operation. 
teG 

Definition: Wenn # eine Gegenkette (Kette) in der letzten Definition 
ist, nennen wir die lexikographisehe Operation die Kardinahperation 

G G 

(Ordinaloperation) und bezeichnen sie mit O -W« (O0 Mt). 
teG teG 

Satz: Es sei {Mt \ Mt c A, ieG} ein einfaches isotones System. Dann 
A,G G 

gilt die Formel O M. = O' Mt. 
ieG ieG 

Satz: Es gelten die folgenden Formeln 
a) für die lexikographische Operation: 

Ol Mt g±Y!Mt, OlMt = J\l Mt, 
* e ( ? i€G ieG ieG 

^ m i n 

0l Mt9*G0 Mt, wenn M == M für jedes t e G ist: 
ieG 

"max 

O' if. = °M, wenn Mt = M für jedes t e G ist: 
b) für die Kardionaloperation: 

^nin _ G m a x 

OJf,s Eltf» o ^ - = n^<; 
' € 0 , € # t e ö ieO 

c) /#/* die Ordinahperation: 
6ß»in _ <*max 

O M t ^ £ ° lf, O 0 Mt = U° Mt. 
**G ieG ieG teG 

6.5. Beispiel: Es sei G = 2 (die zweielementige Gegenkette) oder 
G = 2 (die zweielementige Kette). Wir betrachten ein beliebiges System 
{MXi M2\Ml9 M2 ^ A, 1, ZeG}, wo .4 eine (geordnete) Menge ist. 
t)ie Menge aller Zerlegungen auf der Menge G ist das Paar der Zerlegun-
# * 6min = {{!}, {2}} und Gmax = {0}. 

I. Es sei Mx ^ M2\ dann gilt <& == G ^ für die durch das System 
auf der Menge G erklärte Faktorzerlegung <&. 

1. Wir wählen ferner G = Gwin. 
A,G 

a) Es sei G = 2. Dann gilt O Mt~Mt + M2. 
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b) Es sei G = 2 und es sei {Mx, M2 | Mx, M2 c A\ das isotone System. 

Dann gilt O Mt ^ Mx ® M%. 
. 62 

c) Es sei neben den Bedingungen a) resp. b) weiter Mx ^ M2 erfüllt. 
A,G A,G 

Dann gilt O Mt^ 2 0 Ml9 resp. O Mt g* 2 c Mx. 
*e2 «62 

2. Wir wählen nun G = Gniay • 
A,G 

ä) Es sei G — 2. Dann gilt O Jf, = Jf2. if2. 
162 
-4,G 

b) Es sei G = 2. Dann gilt O i*f, = Jf x 0 if2. 
.62 

c) Es sei neben den Bedingungen a) resp. b) weiter Mx _* Jf2 erfüllt. 
A,G A,G 

Dann gilt O Mtg*2M resp. O -W« 5* 2-M. 
i e2 «62 

II. Es sei umgekehrt Jfx = 1^2 = -^; dann ^ = Gmax für die durch 
das System auf der Menge G erklärte Faktorzerlegung <$. Wir setzen 
A = M. 

1. Wir wählen weiter G = Gn l n . M,G 
Es sei ö = 2 resp. G = 2. Dann gilt die Formel O Mt = 2 . JSf resp. 

M,G «e2 

die Formel O Mt = 2 . M. 
162 

2. Wir wählen endlich G = Gmax. 
M,G M,G 

Es sei G = 2 resp. ö = 2, dann gilt O Mt = M2 resp. O -^« = M°. 
te2 «e2 

So haben wir durch alle möglichen Kombinationen von Zerlegungen 
G, 'S auf der Menge G = 2 resp. ö = 2 und durch die geeignete Wahl 
einer Übermenge A alle möglichen Grundoperationen für zwei Mengen 
(auch mit ihren „Randfällen") bekommen. 
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