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D I E K U M M E R S C H E N T R A N S F O R M A T I O N E N 
I N R Ä U M E N M I T A B G E S C H L O S S E N E N P H A S E N 

Teil B: Transformationen in Räumen der gegebenen Klasse 

KV£TOMXL STACH 

Herrn OTAKAR BORUVKA zum 70. Geburtstag am 10. Mai 1969 gewidmet 

(Eingegangen am 23. Juni 19#8) 

E I N L E I T U N G 

Im ersten Teil dieser Arbeit [5] habe ich die allgemeinen Eigenschaften 
der Kummerschen Transformationen in Räumen mit abgeschlossenen 
Phasen studiert. 

Ich habe besonders gezeigt, daß für die Existenz der vollständigen 
Transformationen des Raums Si auf S2 die sogenanntem charakteristi
schen Punkte, deren Definition in D . 1,4 gegeben ist, sehr wichtig sind. 
Ebenso wichtig sind auch die linken und rechten Randfunktionen 
[D. 1,3], Randbasen und Randphasen [D. 1,6]. Wenn die linken und 
rechten Randfunktionen unabhängig (abhängig) sind, so sagen wir, daß 
der Raum S allgemein (spezial) ist [D. 1,5]. 

Im 2. § habe ich u. a. gezeigt: 
a) Wenn T (z, x) eine vollständige Transformation des Raums 81 

auf S2 ist, so sind die Punkte P0 und xif0) gleichzeitig charakteristisch 
oder gewöhnlich [S. $,I}> die Räume Si und S2 sind gleichzeitig allgemein 
oder spezial [S. 2,2] und im gewissen Sinn sind sie von demselben Typus 
[S. 2,3]. 

b) Wenn (uy, vx) und (u2, v2) Basen der Räume S» und S2 sind*, exis
tiert höchstens eine Transformation T mit einer wachsendem und höch
stens eine mit einer fallenden Amplitude x so, daß T(u\) — u2, T(#i) = v2 

ist [S. 2,5]. 
c) Wenn Si und S2 allgemein und x0 e i\, t0 e i2 keine charakteristi

schen Punkte sind, existiert höchstens eine wachsende und höchstens 
eine fallende Amplitude x(t), für die x(t0), = x0 ist [S. 2,6]. 

In dem vorliegenden 2. Teil dieser Arbeit will ich in diesen Studien 
fortsetzen. Ich teile ihn in drei Paragraphen ein. 

Im. § 3 studiere ich die allgemeinen Räume nuilter Masse, d. h. 
die Räume ohne Extrempunkte. Ich zeige, daß in diesem Fall die Si-
tuation sehr ähnlich ist, wie bei dem Fall der Kummerschen Trans
formationen von Lösungen der Differentialgleichungen 
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У = b(x) -У> У = ØгИ •;!/, 

die in den Arbeiten [1] und [2] studiert wurden. 
Im § 4 studiere ich die Räume, deren Extrempunkte charakteristisch 

sind und im § 5 beschäftige ich mich mit den übrigen Fällen. Die Haupter
gebnisse sind besonders in den Sätzen 3,8, 4,7 und 5,1 enthalten. 

Die Hinweise auf meine vorgehenden Arbeiten werde ich folgen
dermaßen machen: vor die Nummer des Satzes oder der Definition aus 
[3] resp. [4] setze ich die Vorzahl 3 resp. 4. Die Sätzen und Definitionen 
aus dem ersten Teil dieser Arbeit führe ich ohne eine Vorzahl an. Also 
z. B. S. 3,2,5 bedeutet den Satz 2,5 aus [3], D. 4,2,1 bedeutet die Defi
nition 2,1 aus [4] und B. 1,1 bedeutet die Bemerkung 1,1 aus dem ersten 
Teil dieser Arbeit. 

§3: DIE ALLGEMEINEN RÄUME NÜLLTER KLASSE 

So wie im ersten Teil dieser Arbeit werden wir auch in diesem zweiten 
Teil folgende Vereinbarungen machen: 

Vereinbarung 3,1: In der ganzen Arbeit werden wir die folgenden 
Bezeichnungen benützen: S, Si, S2 sind lineare zweidimensionale Räume 
von stetigen Funktionen [D. 3,1,2], die auf den Intervallen i = (a, b), 
%x =• (at, bi), i2 = (a2, b2) definiert sind; dabei sind a, a\, a2 reelle Zahlen 
oder -—ao; b. b%, b2 reelle Zahlen oder -f-oo- Mit (u, v), (ul9 V\), (u2, v2) 
werden wir die Basen der Räume S, Si, S2 [D. 3,1,3] und mit a, ai , a2 

die Phasen dieser Räume [D. 4,1,1; D. 3,2,5] bezeichnen. 

Vereinbarung 3,2: Wir werden immer voraussetzen, daß S, Si, S2 

regulär [D. 3,1,4; D. 3,1,5] und von einem bestimmten Typus [D. 3, 2,1; 
D. 3,2,2] sind. Weiter werden wir voraussetzen, daß S, Si, S2 die allge
meinen Räume mit abgeschlossenen Phasen sind [D. 4,2,4]. 

Vereinbarung 3,3: Die Funktion y == 0 wollen wir aus unseren Er
wägungen immer ausschließen. 

Satz 3,1: Es sei S ein allgemeiner Raum nullter Klasse und es existiere 
m linke charakteristische Punkte a = a% < a2 < . . . < am-i < am. ~Es 
sei a efne linke Randphase. Dann gilt 

1. a ist im < a, b ) entweder wachsend oder fallend. 
2. es existiert eine ganze Zahl h so, daß oc(a) = h . TC ist. 
Hl wenn a wachsend ist, so ist 

a(a2) = (h + 'l) n, Qc(a3) = (h + 2) n, ..., oc(am) = (h + m — 1) ny 

ist a fallend, so ist 

oc(a2) == (h — 1) n, a(a3) = (h — 2) n, ..., a ^ ) = (h — m + 1) n. 
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4. wenn oc wachsend ist, so ist oc(b) = (k + m — l) n + y - , wenn a 

7t 
fallend ist, so ist a(6) === (k — m + \) n —. 

JU 

5. es existieren m rechte charakteristische Punkte {bi}fm.1, so, daß 

a = ai < bm < a2 < bm-x < ... < am-x < b2 < am < bx = b, und wenn 

a wachsend ist, so gilt: 

1 1 
oc(bm) = kn +-jr7z, ..., a(b2) = (k + m — 2) n + -jr n, 

Z z 

wenn a fallend ist, so gilt: 

oc(bm) = kn — — 7i, . . . , a(62) = (k — m + 2) n + -r- n. 

Beweis : 1. Da S nullter Klasse ist, existieren keine Extrempunkte 
im (a, b). Das erste Ergebnis ist also eine Folgerung von S. 3,2,4 und 
S. 3,2,6. 

2. Die zweite Behauptung folgt aus S. 1,7. 
3. Die dritte Behauptung folgt aus der Monotonheit der Funktion a, 

aus 2. und aus S. 1,6. 
4. Das vierte Ergebnis ist eine Folgerung von 1., 3. und S. 1,7, 
5. Das fünfte Resultat bekommen wir aus 4., 1. und S. 1,6. 

Satz 3,2: Es seien Si und S2 allgemeine Räume nullter Klasse, von 
denen jeder m linke charakteristische Punkte hat. Es sei oc\ eine wach
sende linke Randphase des Raums Si. Es sei a2 eine wachsende linke 
[fallende rechte] Randphase des Raums S2. Dann sind oc\ und a2 fast 
gerade [ungerade] kongruent [D. 4,4,2; D. 4,4,1]. Eine ähnliche Behaup
tung gilt auch, wenn oc\ fallend ist. 

Beweis : Es seien oi\ und a2 z. B. gleichzeitig wachsend. Nach S. 3, 1 
existieren ganze Zahlen k\ und k2 so, daß 

oci(ai) = k\7i, oc2(a2) = k2n, 

ai(6i) = fi + m — 1) % + y n, oc2(b2) = (k2 + m — 1) n + ~ -*• 

Setzen wir öcz = oc2 + (&i — k2) n. Dann ist ä2(a2) = k2n + (kx — k2)n= 

= k\7i == oc\(a>\) und deshalb ist die erste Bedingung aus D. 4,4,1 er
füllt. Weiter ist öc2(b2) = (k2 + m — 1) n + — n + (kx — k2) n = (ki + 

+ m—~ 1) -̂  + — -* = oti(bx), d. h. die zweite Bedingung aus D. 4,4,1 
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ist erfüllt. Die dritte Bedingung ist selbstverständlich erfüllt, da M$ — 
— (o>i> bi) [i = 1, 2] leer sind. Deshalb sind ai und ä2 gerade kongruent 
und ai und a2 sind fast gerade kongruent. 

- Satz 3,3: Es seien Si und S2 zwei allgemeine Räume nullter Klasse, 
von denen jeder m linke charakteristische Punkte hat. Dann sind Si 
und S2 gerade und auch ungerade ähnlich [D. 4,4,3]. 

Beweis : Es sei ai irgendeine linke Randphase des Raums Si, die z .B. 
wachsend ist. Ferner sei a2 irgendeine linke Randphase des Raums S2, 
die zur Basis (u2, v2) gehört. Wenn a2 wachsend ist, sind Si und S2 

nach S. 3,2 gerade ähnlich. Wenn a2 fallend ist, so ist ötz = —oc2 die 
Phase der Basis (—u2, v2), was aber nach S. 1,4 auch eine linke Rand
basis ist. Die Phase ä2 ist wachsend und nach S. 3,2 sind Si und S2 

gerade ähnlich. 
Den zweiten Teil unseres Satzes erhalten wir auf ähnliche Weise. 

Beispiel 3,1: Es sei a = 0, b = (m—1) n + — n (m natürlich), 
Zi 

u = sin x, v = cos x. Der Raum S<m) ist der Raum aller Funktionen 
der Form y = Ci • sin x -\- c2 . cos x, d. h. der Form y = k . sin (x + c), 
wobei k und c beliebige Konstanten sind. Es ist 

sin x ^ _. cos x 
lim = 0, hm —. = 0 

x^a+
 c o s x x~+b— Sin. X 

und deshalb ist u = sin x die linke und v = cos x die rechte Rand
funktion, d. h. (sin x, cos x) ist die linke und (cos x, sin er) die rechte 
Randbasis. Eine von denlinken Randphasen ist OL\(X) ==• x, eine von den 

rechten Randphasen ist ot2(x) = —x + (m — 1) n + —- n. Die Funk-
Zi 

tion y = k . sin (x + c) kann auf dem Intervall (a, b), das die Länge 
(m — | ) n hat, bei beliebigen c entweder m oder m — 1 Nullstellen 
besitzen. Deshalb ist S(m> der Raum von Typus m. Der Raum S(w> 
hat, wie es bekannt ist, diese wichtige Eigenschaft: die Nullstellen von 
zwei unabhängigen Funktionen trennen sich. 

Satz 3,4: Es sei S ein allgemeiner Raum nullter Klasse und es gebe m 
linke charakteristische Punkte. Dann ist der Raum vom Typus m und 
die Nullstellen von je zwei Funktionen teilen sich ab und umgekehrt. 
Weiter gilt: jede Funktion y e S hat entweder m oder m — 1 Nullstellen. 

Beweis : I. Es sei S ein Raum nullter Klasse und es gebe m linke 
charakteristische Punkte. Nach S. 3,3 ist dieser Raum gerade ähnlich 
mit dem Raum S<m> aus dem Beispiel 3,1. Nach S. 4,4,6 existiert eine 
vollständige Transformation T(z, x) des Raums S auf S<m>. Nach S. 2,3 
ist S vom Typus m. Es sei yx e S, y2e S, h, t2 benachbarte Nullstellen 
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der Funktion yx. Nach S. 3,4,5 sind x(h) und x(t2) benachbarte Null
stellen der Funkt ion T(^i). Nach dem Beispiel 3,1 existiert zwischen 
x(h) und x(t2) gerade eine Nullstelle der Funktion T(y2). Bezeichnen wir 
sie mit x0. x~~1(x0) ist nach S. 3,4,5 die Nullstelle der Funkt ion y2 und 
da x monoton ist, ist es die einzige Nullstelle dieser Funkt ion, die zwi
schen h und t2 liegt. 

I L Es sei S ein algemeiner Raum vom Typus m, dessen jede zwei 
Funktionen abgeteilte Nullstellen haben. Es sei t0 ein beliebiger Punk t 
des Intervalls (a, b). Nach S. 3,1,5 existiert eine solche Basis (u, v), 
daß u(t0) = 0 ist. Nach S. 3,2,4 existiert die Phase oc der Basis (u, v), 
für die oc(t0) = 0 ist. Setzen wir voraus, daß t0 ein Ext rempunkt , z. B . 
ein Minimum ist. Dann existiert ein solches s > 0 und zwei Punkte ti 
und t2 so, daß h < t0 < t2, oc(h) = oc(t2) = s ist. Nach S. 4,1,2 sind tx 

und t2 miteinander konjugiert. Da S vom Typus m ist, können wir ti 
und t2 so wählen, daß zwischen h und t2 keine mit ihnen konjugierte 
Punk te sind. Es sei jetzt ei eine beliebige Zahl zwischen 0 und e. Da 
oc(t) stetig ist, existiert auf jedem aus den Intervallen (h, t0) und (t0, h) 
mindestens ein Punk t fi und £2 so, daß a ( d ) = a(^2) = £1 ist. Nach 
S. 4,1,2 sind £1 und £2 miteinander konjugiert . Nach D . 3,1,6 existieren 
die Funktionen yi und y2 so, daß yi(h) = yi(t2) = 0, yi(t) -7-= 0 für 
t e (h, t2); y2(Ci) = ^(£2) = 0 . Das ist aber ein Widerspruch . Deshalb 
ist jeder Punk t des Intervalls (a, b) ein gewöhnlicher Punk t und a ist 
entweder wachsend oder fallend. Folglich ist S ein R a u m nullter Klasse 
und ha t nach S . 4,2,2 und S . 4,2,3 abgeslossene Phasen . Setzen wir 
voraus, daß er k linke charakteristische Punkte ha t . Nach I . ist S vom 
Typus k. Folglich k = m. 

I I I . Bei der Transformation T(z, x) des Raums S auf S<w> entspricht 
eineindeutig jeder Nullstelle der Funkt ion y e S eine Nullstelle der 
Funkt ion T(y) e S(m>. Da jede Funktion aus S(w) entweder m oder m — 1 
Nullstellen hat , ha t diese Eigenschaft auch jede Funkt ion des Raums S. 

Vereinbarung 3,3: Im weiteren Verlauf dieses Paragraphen werden 
wir folgende Bezeichnungen benützen: S#(fe = 1,2) sind Räume nullter 
Klasse von demselben Typus m, die auf den Intervallen ijc = (%i, bjci) 
definiert sind, aja < ajc2 < ... < ajcm sind die linken und bjcm < • • • < 
< bjc2 < bjci sind die rechten charakteristischen Punkte des Intervalls 
ijc. Endlich ist ija = (aki, bjcm), ijc2 = (hm, ajc2), ijc3'= (dk2, hm-i), 
• • • % 2m-2 — (bk2> ®km)> ik 2m~l = (®km, b&i). 

Satz 3,5: Es sei T(z, x) eine vollständige Transformation des Raums 
Si auf S2 und r eine natürliche Zahl. Wenn x(t) wachsend ist, gilt 

1. x(a2r) = a\r für 1 ;g r ^ m 
2. x(b2r) = bir für 1 ^ r ^ m 
3. x(i2r) = ilr für 1 ^ r :g 2 m — 1. 



Wenn x(t) fallend ist, gilt 

1. x(a2r) = bir für 1 ^ r ^ m 
2. x(b2r) = a\r für 1 ^ r ^ m 
3. a:(i2r) = n 2m-r für 1 g r ^ 2m — 1. 

Bewei s : Die Behauptungen 1. und 2. sind die Folgerungen aus 
dem Satz 2,1-a resp. 2,1-b. Die Behauptung 3. ist die Folgerung aus 
den Behauptungen 1. und 2. 

Satz 3,6: Es seien (u\, vx) und (u2, v2) zwei beliebige Basen der Räume 
Si und S2 und ai , a2 ihre Phasen. 

1. Wenn oc\(an) = a2(a2i) + kn (k ganz) ist und ai , a2 gleichzeitig 
wachsend oder fallend sind, existiert genau eine vollständige Transfor
mation T(z, x) so, daß T(^i) = u2, T(#i) = v2 ist. Die Amplitude x ist 
wachsend. 

2. Wenn ai(an) = a2(62i) + kn (k ganz) ist und eine von den Phasen 
ai , a2 wachsend und die andere fallend ist, existiert genau eine voll
ständige Transformation T(z, x) so, daß T(%) = u2i T(vx) = v2 ist. 
Die Amplitude x ist fallend. 

3. In anderen Fällen existiert keine vollständige Transformation T, 
für die T(%) = u2, T(#i) = v2 wäre. 

Beweis : 1. Es sei oci(an) = a2(a2i) + kn und es seien ai und a2 
z .B . wachsend. Nach S. 3,4 und S. 1,6 ist 

j ^ 3 j ai(ai2) = ai(an) + n, . . . , oci(am) = ai(«ii) + (m— 1) n 
' «2(̂ 22) = a2(a21) + m ..., oc2(a2m) = a2(a2i) + (m — 1) n 

Nach denselben Sätzen ist 

ai(bn) = ai(an) + (m — 1) n + ~n 

oc2(b2l) = a2(a2i) + (m — 1) n + y n, 

d .h . 
ai(bn) — oc2(b21) = ai(an) — oc2(a21) = kn. 

Folglich 

ai(6n) = a2(b2i) + kn. 

Für die Phasen ai und a2 = a2 + kn [diese Phase gehört nach S. 3,2,4 
und R. 3, 2,2 auch zu der Basis (u2, v2)] gilt also: 

ai(an) = ä2(a2i)> äi(6n) = a2(&2i)> 

d. h. die Eigenschaften 1. und 2. aus D. 4,4,1 sind erfüllt. Die Eigen-
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schaft 3. ist selbstverständlich erfüllt, da in ix und i2 keine Extrempunkte 
existieren, ai und ä2 sind gerade kongruent. Nach S. 4,4,5 und S. 4,3,2 
existiert eine vollständige Transformation T(z, x), für die T(^i) = u2, 
T(v{) = v2 gilt. Da ai und a2 gleichzeitig wachsend sind, muß nach 
S. 4,4,5 auch die Amplitude jeder Transformation T, für die T(^i) = u2, 
T(vx) = v2 gilt, wachsend sein. Deshalb ist x wachsend und nach S. 2,5 
existiert höchstens eine vollständige Transformation, die die verlangten 
Eigenschaften hat. 

2. Wenn ai(an) = a2(62i) + kn gilt, können wir auf ähnliche Weise, 
wie in 1. zum Ziel kommen. 

3 . Wenn weder 1. noch 2. gilt, können ai und a2 weder fast gerade 
noch fast ungerade ähnlich sein und es kann nach S. 4,4,1 keine voll
ständige Transformation T, für die T(^x) = u2, T(v{) = v2 gilt, existieren. 

Satz 3,7: Es seien (u\, vx) und (u2, v2) zwei linke oder zwei rechte 
[eine linke und eine rechte] Randbasen der Räume Si und S2, ai , a2 

seien ihre Phasen. Dann existiert genau eine vollständige Transfor
mation T(z, x) des Raums Si auf S2, für die T(^i) = u2, T(^i) = ev2 

ist. Dabei ist entweder e = 1 [e = —1] wenn ai und a2 gleichzeitig 
wachsend oder gleichzeitig fallend sind, oder e = —1 [e = 1], wenn 
eine von den Phasen ai und a2 wachsend und die andere fallend ist. 

Beweis : Es seien z. B. (ui, Vi) und (u2, v2) linke Randbasen. Nach 
S. 1,4 ist die Basis (u2, ev2) (e = ±1) eine linke Randbasis des Raums S2. 
Nach S. 2,4 muß jede vollständige Transformation T, für die T(^i) = u2, 
T(vx) = ev2 gilt, eine wachsende Amplitude haben. Nach S. 1,7 exis
tieren ganze Zahlen ki, k2 so, daß 

oci(an) = kiTi, oc2(a2i) = k2n, 
d.h. 

ai(an) = oc2(a21) + (ki — k2) n 
ist. \ 

Wenn ai , a2 gleichzeitig wachsend oder fallen sind, ist unsere Behaup
tung eine Folgerung des Satzes 3,6. 

Wenn eine von den Phasen ai , a2 wachsend und die andere fallend 
ist, sind ai und —a2 gleichzeitig wachsend oder fallend und wir haben 
den vorigen Fall. 

In anderen Fällen verläuft der Beweis ähnlich. 

Satz 3,8: Es seien x0 und t0 beliebige nicht charakteristische Punkte 
der Intervallen i\ und i2. Bezeichnen wir mit r und s die natürlichen 
Zahlen, für die gilt: x0 e i\r, t0 e i28. 

Wenn r = s [r = 2m — s] ist, existiert genau eine wachsende [fal
lende] Funktion x(t), die die Amplitude irgendwelcher vollständigen 
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Transformation T(z, x) des Raums Si auf S2 ist und für die x(t0) = x0 

gilt . Wenn r ^ s [ r ^ - 2m — s] ist, existiert keine solche Funktion. 

B e w e i s : 1. Setzen wir z . B . voraus, daß r = s und r ungerade ist, 
d.. h. daß eine ganze Zahl n so existiert, daß r = 2n — 1 ist. Dann ist 
ikr = (a*n, h m+i-n) (* = 1, 2). Es gilt aXn < x0 < bim+i-w, a2n < t0 < 
< b2 m+i-n und auf den Intervallen ijcr sind die Voraussetzungen von 
S. 1,1 erfüllt. Deshalb existieren die Phasen ocjc so, daß 

7t 
R 3,2 ocjc(ajcn) = 0, ocjc(bjc m+i-n) = — 

und 

7C 

R. 3,3 * OLI(X0) = oc2(t0) = - j -

ist. 
Die Phasen ocjc sind nach R. 3,2 wachsende linke Randphasen und es 
gilt nach S. 3,1 

R. 3,4 oci(iij) = oc2(i2j) 

für jedes j = 1,2, . . . , 2m — 1. Dabei ist a(i) die Menge aller solchen y, 
für die ein solches x ei existiert, daß y = oc(x) ist. 

Bezeichnen wir mit (ujc, vk) irgenwelche Basen der Phasen xjc- Nach 
S. 3,7 existiert eine vollständige Transformation T(z, x) des Raums Si 
auf S2 so, daß T ( ^ ) = u2, T(vL) = v2 ist. 

Nach S. 4,3,2 existiert eine ganze Zahl k so, daß für t e i2 

R. 3,5 oc2(t) = ca[x(t)] + kn 

gilt. Nach S. 3,5 ist x(a2n) = aln. Daraus und aus R. 3,2 und R. 3,5 
folgt: k = 0. Aus R. 3,3 und R. 3,5 folgt weiter. 

oci(x0) = oc2(t0) = oci[x(t0)]. 

Die Funkt ion oci ist monoton und deshalb ist 

x(t0) = x0. 

Damit haben wir bewiesen, daß mindestens eine Funktion, die die 
verlangten Eigenschaften hat , existiert. Die Unizität folgt aus S. 2,6. 

2. Wenn r = 2m — s ist, können wir ähnlicherweise, wie im vorigen 
Fall, fortsetzen. 

3. Wenn weder r = s noch r = 2m — s gilt, kann zufolge S. 3,5 
keine Funkt ion x(t), die die verlangten Eigenschaften hat , existieren. 
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§4: ALLGEMEINE RÄUME 1. UND 2. KLASSE, 
D E R E N E X T R E M P U N K T E CHARAKTERISTISCH SIND 

Satz 4,1: Es sei S ein allgemeiner Raum 1. oder 2. Klasse, dessen 
Extrempunkte alle charakteristisch sind. Dann existieren endlich viele 
linke charakteristische Punkte a = a\ < a2 < . . . < c% und die gleiche 
Anzahl von rechten charakteristischen Punkten b = b\ > b2 > . . . > bm 

und zwar so, daß a = ax < bm < a2 < . . . < b2 < am < bx = b ist. 
Auf den Intervallen (ax, bm), (bm, a2), . . . , (am, bx) ist jede Phase des 
Raums S monoton. 

Beweis : I . Es seien £ und r\ zwei benachbarte charakteristische 
Punkte (£ < r\) und a irgendeine Randphase des Raums S. Nach S. 1,6 
und S. 1,7 gilt: 

a(f) = a(r\) + e.—, 

wobei e = 0 oder e = ± 1 ist. 
Setzen wir voraus, daß e = 0 wäre. Dann wäre a(C) = oc(rj). Deshalb 

müßte auf dem Intervall (£, rj) mindestens ein Extrempunkt x0 existieren. 
Da alle Extrempunkte charakteristisch sind, müßte x0 ein charakteristi
scher Punkt sein. Das ist aber unmöglich, da £ und rj benachbarte 
charakteristische Punkte sind. Deshalb ist e = ± 1 , was bedeutet, daß 
der eine von den Punkten £, r\ ein linker und der andere ein rechter 
charakteristischer Punkt ist. Damit haben wir bewiesen, daß die linken 
und rechten charakteristischen Punkte einander regelmäßig abwechseln. 

IL Jetzt werden wir zeigen, daß der Raum S nur endlich viele cha
rakteristische Punkte besitzt. Setzen wir z. B. voraus, daß es sich unend
lich viele linke charakteristische Punkte gibt. Nach I. muß der Raum S 
auch unendlich viele rechte charakteristische Punkte haben. Deshalb 
muß jede linke und jede rechte Randfunktion unendlich viele Null
stellen haben. Nach S. 4,2,1 ist das aber unmöglich. 

III . Aus IL folgt, daß im Raum S nur endlich viele linke charakte
ristische Punkte a = ax < a2 < . . . < am existieren. Nach L existiert 
auf jedem Intervall (ax, a2), (a2, a3), ..., (am~x, am) gerade ein rechter 
charakteristischer Punkt bm > bm~i > . . . > b2. Da der Punkt b auch 
ein rechter charakteristischer Punkt ist und da am > b = b\ gilt, sind 
alle charakteristischen Punkte des Raums S folgende: 

a = ax < bm < a2 < . . . < b2 < am < bx = b. 

IV. Auf den Intervallen (ax, bm), . . . , (am, b\) können keine Extrem
punkte existieren (da auf diesen Intervallen keine charakteristischen 
Punkte sind) und deshalb muß jede Phase a des Raums S auf diesen 
Intervallen monoton sein. 
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Satz 4,2: Es seien Si und S2 allgemeine Räume 1. oder 2. Klasse, 
deren Extrempunkte alle charakteristisch sind. Es seien at = an < 
< bim < a12 < . . . < bi2 < alm < bn = bi alle charakteristischen 
Punkte des Raums Si und a2 = a2i < b2n < . . . < a2n < b2i = b2 alle 
charakteristischen Punkte des Raums S2. Eine notwendige und hin
reichende Bedingung dafür, daß die Räume Si und S2 gerade [ungerade] 
ähnlich sind, ist: 

1. m = n 
2. für jedes k = 1, 2, . . . , m sind die Punkte aXk und a2k [a^ und b2k] 

gleichzeitig entweder gewöhnliche Punkte oder Extrempunkte 
3. für jedes k = 1, 2, . . . , m sind die Punkte bik und b2k [bi& und 

a2k] gleichzeitig entweder gewöhnliche Punkte oder Extrempunkte. 
Beweis : Wir werden ihn für den Fall der geraden Ähnlichkeit vor

führen. 
I. Es seien die Forderungen 1., 2., 3. erfüllt. Wählen wir nach S. 1,8 

die Phasen ax und a2 der Räume Sx und S2 so, daß ai(an) = a2(a2J) = 0 

und ai(bim) = oc2(b2m) = — n ist. Die Funktionen ai und a2 sind linke 
-W 

Randphasen, die auf den Intervallen (an, blm) und (a21, b2m) wachsend 
sind. Bezeichnen wir jetzt die charakteristischen Punkte folgendermaßen 
atk = £i 2&-i, hk = ii 2(m-k+i) for i = 1,2 und k = l, 2, . . . , m. Dann 
ist 

cti = in < 1*2 < 1*3 < . . . < £* 2m-i < £i2m = bi 

und die Punkte Sik und |2fc sind für jedes k = 1, 2, . . . , 2m gleichzeitig 
entweder gewöhnlich oder extrem. 

Jetzt werden wir zeigen, daß für jedes k = 1, 2, . . . , 2m die Gleichheit 

-&• 4,1 ai(fi*) = oc2(£2k) 

gilt und daß die Funktionen ai und a2 in den Punkten 1^ und £2& für 
jedes k = 1, 2, . . . , 2m— 1 gleichzeitig von rechts entweder wachsend 
oder fallend und für jedes k = 2, 3, . . . , 2m gleichzeitig von links ent
weder wachsend oder fallend sind. Wirklich, diese Behauptungen sind 
in den Punkten £n, f 2i erfüllt. Setzen wir jetzt voraus, daß die Behaup
tungen für irgendwelches k < 2m erfüllt sind. 

Setzen wir z. B. voraus, daß ai im Punkt fi# von rechts wachsend 
ist; deshalb ist auch a2 im Punkt £2k von rechts wachsend. Nach S. 4,1 
sind die Funktionen ai und a2 auf den Intervallen (|ifc, £i k+i), (hk, 
I2 *+i) wachsend und da f* #, ii k+i benachbarte charakteristische Punkte 
sind, ist nach S. 1,7 und 1,6 

R ' 4 > 2 0Ci(ii k+l) = OCi(iik) + o- **• 
-W 
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Aus R. 4,2 und R. 4,1 folgt: 

ai(£i*+i) = «2(^2 *+i)-

Wenn k < 2m ist, sind die Punkte £i #+i und f2 fc+i gleichzeitig entweder 
gewöhnlich oder extrem und deshalb sind die Funktionen ai und a2 

in diesen Punkten nach rechts gleichzeitig wachsend oder fallend. 
Setzen wir <p(£2k) = £ifc • IIÄ, ist gerade dann ein Extrempunkt, wenn 
|2fc ein Extrempunkt ist. 

Nach D. 4,4,1 sind oc\ und a2 gerade kongruent, nach D. 4,4,3 sind Si 
und S2 gerade ähnlich. 

IL Es seien Si und S2 gerade ähnlich. Dann existieren gerade kongru
ente linke Randphasen ocx und oc2 der Räume Si und S2. Bezeichnen wir 
ax == rju < 7̂12 < . . . < rj\r = b\ alle Extrempunkte und Grenzpunkte 
des Intervalls i i . Da alle Extrempunkte charakteristisch sind, ist 
r rg 2m. Nach D . 4,4,1 existieren auch r Extrempunkte und Grenzpunkte 
des Intervalls i2, und zwar a2 = rj2l < rj22 < . . . < rj2r = b2 und es gilt 

B. 4,3 oc\(rjlk) = oc2(rj2k) 

für jedes k = 1, 2, . . . , r. 
Nach S. 1,6 und aus R. 4,3 folgt, daß auf den Intervallen (rjuc, rj\ k+\) 

und (rj2k, rj2jc+1) für jedes k = 1, 2, . . . , r — 1 dieselbe Anzahl von 
charakteristischen Punkten ist. Daraus folgt, daß die Forderungen L, 
2. und 3. erfüllt sind. 

Im Verlauf des ersten Teils des Beweises des vorigen Satzes haben 
wir auch den folgenden Satz bewiesen: 

Satz 4,3: Es seien Si und S2 zwei allgemeine Räume 1. oder 2. Klasse, 
deren alle Extrempunkte charakteristisch sind, und die gerade [ungerade] 
ähnlich sind. Es sei ot\ eine linke Randphase des Raums Si, die im 
Punkt «i von rechts wachsend ist. Ferner sei a2 eine linke [rechte] 
Randphase des Raums S2, die im Punkt a2 [b2] von rechts [links] wachs
end [fallend] ist. Dann sind oc\ und a2 fast gerade [ungerade] kongruent. 

Vereinbarung 4,1: Im weiteren Verlauf dieses Paragraphen werden 
mit Sjc(k = 1, 2) zwei gerade oder ungerade ähnliche Räume 1. oder 
2. Klasse, deren alle Extrempunkte charakteristisch sind, bezeichnet. 
a>kn> bjcn und ijcn haben dieselbe Bedeutung, wie in der Vereinbarung 3,3. 

Satz 4,4: Der Satz 3,5 gilt im vollen Wortlaut auch in diesem Fall. 

Satz 4,5: (u\, V\) und (u2, v2) seien beliebige Basen von zwei gerade 
[ungerade] ähnlichen Räumen und ai , a2 seien ihre Phasen. Wenn 
oc\(an) = a2(a2i) + kn (k ganz) [oc\(an) = oc2(b2l) + kn] ist und oc\, oc2 

in Punkten «n, a21 nach rechts gleichzeitig wachsend oder gleichzeitig 
fallend sind [ai im Punkt an von rechts wachsend und a2 im Punkt b21 
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von links fallend ist oder umgekehrt], existiert genau eine vollständige 
Transformation T(z, x) so, daß T(^i) = u2, T(v\) = v2 ist. Die Amplitude 
x ist wachsend [fallend]. In anderen Fällen existiert keine vollständige 
Transformation T, für die T(u\) = u2, T(vt) = v2 wäre. 

Satz 4,6: Es seien Si und S2 gerade [ungerade] ähnlich. Ferner seien 
(ut, Vi) und (^2,^2) zwei linke [eine linke und eine rechte] Randbasen, 
oci, oc2 ihre Phasen. Dann existiert genau eine vollständige Transformation 
T(z, x) des Raums Si auf S2, für die T(u\) = u2, T(vx) = e . v2 ist. Dabei 
ist entweder e = 1, wenn oc\ und oc2 in den Punkten an, a2i von rechts 
gleichzeitig wachsend oder gleichzeitig fallend sind [ai im Punkt an von 
rechts wachsend und CK2 im Punkt 62i von links fallend sind oder um
gekehrt], oder e = —1 in den übrigen Fällen. 

Satz 4,7: Es seien Si und S2 gerade [ungerade] ähnlich.Dann gilt 
der Satz 3,8. 

Die Beweise der Sätze 4,4; 4,5; 4,6 und 4,7 weisen eine ähnliche 
Struktur wie die der Sätze 3,5; 3,6; 3,7 und 3,8. 

§5: ÜBRIGE ALLGEMEINE RÄUME MIT ABGESCHLOSSENEN 
PHASEN 

Satz 5,1- Es seien Si und S2 m-ter Klasse (m ^ l, m ganz) und es 
existiere mindestens ein Extrempunkt, der kein charakteristischer Punkt 
ist. Wenn m < 00 ist, existiert höchstens eine wachsende und höchstens 
eine fallende Funktion x(t), die eine Amplitude irgendeiner vollständigen 
Transformation T(z, x) des Raums Si auf S2 ist. Wenn m = 00 ist, 
existieren höchstens abzählbar viele solche Funktionen. 

Beweis : I. Bezeichnen wir mit M#(k = V 2) die Mengen von allen 
Extrempunkten der Intervalle i#, die nicht charakteristisch sind. Nach 
Satz 214 aus [6] sind M# höchstens abzählbar. Aus S. 3,4,9 und S. 2,1-a 
folgt, daß jede Amplitude x einer vollständigen Transformation T(z, x) 
mit einer wachsenden Amplitude eine wachsende Abbildung der Menge 
M2 auf die Menge Mi vermittelt. 

Daraus und aus S. 2,6 folgt, daß zu jedem Paar (x0, t0) 6 Mi X M2 

höchstens eine wachsende Funktion x(t) existiert, die eine Amplitude 
irgendeiner vollständigen Transformation T(z, x) ist. Da Mi X M2 

höchstens abzählbar ist, ist die Menge aller Amplituden auch höchstens 
abzählbar. 

II . Es sei m < 00. Nach S. 1,9 sind S# von einem endlichen Typus. 
Deshalb sind die Mengen M# endlich und haben den kleinsten Element. 
Bezeichnen wir x0 = min Mi, t0 = min M2. Aus S. 3,4,9 und S. 2,1-a 
folgt, daß für jede vollständige Transformation T(z, x) mit einer wach-
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senden Amplitude x(t) x(t0) = x0 sein muß. Nach S. 2,6 existiert höchs
tens eine wachsende Funktion x, die die verlangten Eigenschaften hat. 

Für den Fall den fallenden Amplituden verläuft der Beweis ähn
licherweise. 
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