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UBER ERWEITERUNGEN GEORDNETER MENGEN

VirtzsLav NovAk, Bryo

(Eingegangen am 26. Mirz 1973)

Sei G eine Menge. Unter einer Ordnung auf G verstehen wir, wie iiblich, eine arel-
flexive und transitive binidre Relation auf G; diese Relation wird < oder <, eventuell
noch mit Indices bezeichnet. Die Menge G mit der Ordnung < heillt geordnete Menge
und wird als G ( <) bezeichnet; wenn kein MiB3verstindnis droht, schreiben wir kurz G
statt G (<). Eine Untermenge einer geordneten Menge fassen wir immer auch als
eine geordnete Menge mit der induzierten Ordnung. Fiir z, y € @ schreiben wir
xz <y, wenn z < y oder z = y gilt; die Relation =< ist reflexiv, antisymmetrisch
und transitiv. Wenn z, y € @ und # < y oder y < z gilt, dann heissen die Elemente
x, y vergleichbar, sonst nennen wir sie unvergleichbar und schreiben dafiir z || y.
Eine Ordnung auf @ heiBt linear, wenn es keine unvergleichbare Elemente in G gibt;
G heiBt dann eine linear geordnete Menge oder eine Kette. Umgekehrt nennen wir eine
geordnete Menge G' Antikette, wenn es in G keine verschiedene vergleichbare Elemente
gibt. Eine geordnete Menge G heiBt gerichtet, wenn folgendes gilt: z, y€ G = es
existiert ze G so, dal z < 2, ¥y < 2.

Da eine Ordnung auf G eine bindre Relation ist, also eine Untermenge des karte-
sischen Quadrats G2, konnen wir verschiedene Ordnungen auf ¢ durch die mengen-
theoretische Inklusion vergleichen. Wenn wir im weiteren zwei (oder mehr) Ordnun-
gen auf G vergleichen, dann bedeutet es immer eine Vergleichung durch die Inklu-
sion. Auch kénnen wir zu Ordnungen auf G mengentheoretische Operationen anwen-
den. Wihrend der Durchschnitt einer beliebigen Menge von Ordnungen auf G wieder
eine Ordnung auf @ ist, gilt dieses nicht fiir die Vereinigung. Im weiteren werden wir
jedoch die folgende, iibrigens allgemein bekannte Behauptung brauchen.

Lemma. Sei {<;|i€I} eine gerichtete Menge der Ordnungen auf G. Dann ist
U < wieder eine Ordnung auf G.
i€l

Beweis. Bezeichnen wir U <; als g. Die Relation g ist offenkundig areflexiv.

iel

Seien x, y, 2€ G, x 9y, y o2 Dann existieren ¢, je I so, daBl z <; y, ¥ <;z. Da
{<i|te I} eine gerichtete Menge ist, existiert ein Index ke I so, daBl <; S <y,
<j; S <k Also x <x¥, ¥ <xz und da <j transitiv ist, # <y 2. Daraus zpz, ¢
ist transitiv und also eine Ordnung auf G.

Da eine Kette immer eine gerichtete Menge ist, bekommen wir die

Folgerung. Sei { < |i€ I} eine Kette der Ordnungen auf G. Dann ist U < wieder

el

eine Ordnung auf G.

Eine duale Relation zu einer Ordnung auf G ist wieder eine Ordnung auf G G
mit dieser Relation hei3t dual geordnet. Das Element a einer geordneten Menge G
heit das kleinste Element, wenn a < z fiir jedes z € G gilt. a € G heillt minimales
Element, wenn es kein x € G mit z < a gibt. Dual dazu werden das grofte Element
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und ein mazximales Element definiert. Eine geordnete Menge heifit wohlgeordnet,
wenn jede nicht leere Untermenge von G das kleinste Element besitat- Eine wohlge-
ordnete Menge nennen wir eine wachsende Kette; eine dual w0hlgeordnete Menge
heiBt eine fallende Kette.

Eine geordnete Menge @ erfiillt die Minimalbedingung, wenn jede fallende Kette
in @ endlich ist. Aquivalent damit ist die Bedingung, daB jede nicht leere Untermenge
von G ein minimales Element besitzt.

Im folgenden werden wir noch den Begriff der Ordinalsumme ([1]) brauchen.
Seien @, H disjunkte geordnete Mengen.

Die Ordinalsumme G @ H ist die Menge G\U H mit dieser Ordnungsrelation:
2, YyeGUH, z <y<z,ycGund z < yin G oder z, ye H und z < y in H oder
ze@,yeH.

Sei @ eine Menge, seien <, < Ordnungen auf G. Wenn < < <, dann nennen
wir die Ordnung < FErweiterung der Ordnung <. Auch @ (<) heifit dann eine
Erweitérung von @ (<). G(<) ist also eine Erweiterung von G (<), wenn folgendes
gilt: 2, ye G, z <y = 2 < y. Eine Erweiterung < der Ordnung < auf G heilt
linear, wenn G (<) eine linear geordnete Menge ist. Diese Erweiterung hei3t Wohl-
erweiterung, wenn G(<) eine wohlgeordnete Menge ist.

Die Existenz einer linearen Erweiterung fiir jede geordnete Menge wurde zuerst
von E. Szpilrajn in [6] bewiesen. Seitdem sind viele andere Beweise dieses Satzes
publiziert worden; siehe etwa [2], [3], [4], [6]. In Wirklichkeit hat E. Szpilrajn
folgendes bewiesen: Ist G( <) eine geordnete Menge und sind x, y beliebige unvergleich-
bare Elemente in G, dann existiert eine linerare Erweiterung < der Ordnung < auf
G, fiir die x < y gilt. Dieser Satz kann wie folgt verallgemeinert werden.

Satz. 1. Sei G (<) eine geordnete Menge, ses H = G. Ist < eine beliebige Erweiterung
der Ordnung < auf H, dann existiert eine lineare Erweiterung der Ordnung < auf @G,
die auch Erweiterung der Ordnung < auf H ist.

Beweis. Definieren wir eine Relation g auf G folgenderweise:
fiir z, y € H setzen wir zgy dann und nur dann, wenn x < y gilt
fiir x € H, y € G — H setzen wir zgy dann und nur dann, wenn es ein solches u € H

gibt, fir das * < uund % < y gilt
fiir x € @ — H, y € H setzen wir xgy dann und nur dann, wenn es ein solches u € H
gibt, fiir das z < » und » < y gilt
fiir z, y € G — H setzen wir zoy dann und nur dann, wenn entweder x < y oder
es solche u, v € H gibt, firr die z < u, v < v, v < y gilt.

Die Relation g ist areflexiv: ist x € H, dann xgx, denn < ist areflexiv;istx € ¢ — H
und wire zpz, dann entweder x < x oder gibe esu, ve Hmit x < u, u < v, v < x.
Der erste Fall ist unméglich und der zweite gibt v < # < u, also v < u, was ein
Widerspruch mit » < v ist, denn < ist eine Erweiterung von < auf H.

Wir beweisen weiter, dafl die Relation p transitiv ist. Seien also 29, 2€ G, zgy,
yoz. Es kénnen folgende Moglichkeiten eintreten:

(1) z,y,ze H Dann z < y, ¥y < 2, also < 2z und auch zgz.

(2)x, ye H, ze G — H. Dann z < y und es gibt v H so, daB y < u, v < z.
Daraus folgt < u, w < z und also zpz. o

3) zxe H,ye G— H, z€ H. In diesem Fall gibt es u € H mit x < », v < y und
veHmity < v,v <z Ausu < y,y < vfolgt u < v, also auch u < v und wir haben
z < u < v <z, deshalb £ < z und auch zpz.

"4)xzeG@—H, y,ze H. Dann existiert u € H mit z < u, u < yund es gilt y < z.
Also haben wir « < z und z < u, 4 < 2 impliziert zgz.
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(6)ze H,y,2e G— H. Dann gibt es u € H mit x < u, u < y und es gilt entweder
Yy < z oder existieren v, we H mit y < v, v <w, w < z. Im ersten Fall z < u,
u < z, also xpz; im zweiten haben wir » < v, also auch » < v, woraus » < w folgt.
Im ganzen gilt es x < u, 4 < w, w < 2, also * < w, w < z und zpz.

6)zeG—H, yeH, 26 G— H. In diesem Fall existiert ue H mit z < %,
u<Lyund veH mit y <v, v <z Ist u=9, dann 2 < %, u < zund z < z. Ist
u <v,dann z < 4, ¥ < v, v < 2. In beiden Féllen haben wir zpz.

()2, ye G— H, 2€ H. Dann gibt es we H mit y < w, w <2 und entweder
x < y oder existieren u, ve H so, daBl z < u, v < v, v < y. Im ersten Fall gilt
x < w, w < 2, woraus xgz; im zweiten haben wir v < w, also auch v < w und
u<v,v<w w<z=>u<z Dann x < u, v < z und das impliziert x2.

(8)x, y, 26 G — H. Dann = < y oder gibt es 4, ve H mit x < u, u < v, v < ¥
und y < z oder gibt es w, te H mit y < w, w <, ¢t <z Gilt <y und y < 2,
dann z < z und zgz. Gilt z < y und gibt es w, te H mit y < w, w <, ¢ < 2z, dann
haben wir x < w, w < t,t < 2, also zgz. Gilt y < z und gibt es u, v € H mit z < %,
u < v, v <y, dann haben wir z < %, v < v, v < 2, also zpz.

Im letzten Fall gibt es u, v, w, te H mit z < u, u <v, v <y, ¥y <w, w<}{
t < 2. Dann » < w, also auch » < w und aus v <9, v <w, w<<t folgt v <¢.
Daraus r < u, v < ¢, t < z und zgz.

Die Relation g auf @ ist also auch transitiv und deshalb ist sie eine Ordnung auf
@. Aus ihrer Definition folgt gleich, daB sie eine Erweiterung der Ordnung < auf ¢
ist und daB sie auf der Menge H mit < iibereinstimmt. Wenn wir also jetzt eine
beliebige lineare Erweiterung der Ordnung g auf G konstruieren, dann hat diese
lineare Erweiterung die erwiinschten Eigenschaften.

In [4] wird es bewiesen: Eine geordnete Menge hat eine Wohlerweiterung dann und
nur dann, wenn sie die Minimalbedingung erfillt. Im Zusammenhang damit entsteht
folgende Frage: Welche ist die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir,
daB jede lineare Erweiterung der geordneten Menge G eine Wohlerweiterung ist?
Die Antwort gibt folgender Satz.

Satz 2. Sei G eine geordnete Menge. Jede lineare Erweiterung der Menge G ist eine
Wohblerweiterung dann und nur dann, wenn G die Minimalbedingung erfilll und
wenn jede Antikette in G endlich ist. )

Beweis. 1. Seien beide Bedingungen fiir die Menge G erfiillt. Nehmen wir an,
daB es eine lineare Erweiterung < der Ordnung < auf @ gibt, die keine Wohlerwei-
terung ist. Also gibt es in @ (<) eine unendliche fallende Kette 2y > 2, > ... >z5 >...
Wir bezeichnen C = {x,, #;, ..., ¥s, ...}. Die geordnete Menge C(<) erfiillt die
Minimalbedingung, also hat sie ein minimales Element z,,. Da wir z, < z,, fiir
jedes n > n; haben und da < eine Erweiterung von < ist, gilt es x4 < a, oder
Zy || zn,*) fiir alle solche n. Die erste Moglichkeit ist ausgeschlossen, denn zy, ist
ein minimales Element in C (<). Also zy || 2y, fiir jedes n > n;. Bezeichnen wir jetzt
Cy = {Zn, + 1, Tn, 42, ...}. Die Menge C; (<) erfiillt die Minimalbedingung und hat
also ein minimales Element z,,(n; > 7). Aus demselben Grund wie oben gilt
Ty || 2y, fiir jedes n > n,. Bezeichnen wir jetzt C; = {Zn, 1, Tn,,2, ...} und finden
ein minimales Element z,, in C, (<). Durch die vollstindige Induktion konnen
wir ein Element z,, fiir jedes natiirliche k so finden, daB zs, || 2, fiir alle n > n
gilt. Dann ist {zn,, @, ..., s, ...} eine unendliche Antikette in G (<),
was ein Widerspruch ist.

*) Das Symbol || bedeutet hier die Unvergleichbarkeit im Bezug auf die Ordoung <.
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2. Seien die Bedingungen des Satzes fiir eine geordnete Menge G (<) nicht erfiillt.
Erfiillt @ (<) nicht die Minimalbedingung, dann ist keine lineare Erweiterung von
@ (<) eine Wohlerweiterung. Enthélt G ( <) eine unendliche Antikette H (wir konnen
voraussetzen, dall H abzéhlbar ist), dann wihlen wir auf H eine beliebige lineare
Ordnung <, die keine Wohlordnung ist (z. B. eine Ordnung in den Typ» aller rationa-
len Zahlen). Nach dem Satz 1. gibt es eine lineare Erweiterung der Ordnung < auf
G, die zugleich eine Erweiterung der Ordnung < auf H ist; diese lineare Erweiterung
ist dann keine Wohlerwelterung der Menge G (<).

In [4] wird eine Konstruktion beschrieben, die die Konstruktion (K) genannt wird.
Diese Konstruktion ist folgende: Sei G (<) eine geordnete Menge. Schreiben wir
diese Menge in der Form einer wachsenden Folge des Typs § (8 eine Ordnungszahl):
@ =1{g0, g1, --» g ... | A < B} und bezeichnen G, = {go, g1, ..., g2, ... |4 < o}
fiir jedes o < . Auf G, definieren wir jetzt eine Ordnung < durch die transfinite
Induktion so:

Gy ist leer, also geordnet. Wenn die Relation < auf jeder Menge G, (A < «) definiert
wird, dann setzen wir:

1) ist o eine isolierte Ordnungszahl dann

Gu—1 < ga(A < o — 1) <> es existiert
eine Ordnungszahl A,_; < a—1mit g._; < g2, ,und gy, L g1in G,_, (<)
g1 < gu_1(A < x— 1) anders

g < guld, p<a—1)<eg1<g, in G._i(<).

2) Ist « eine Limeszahl und sind g3, g, € G» (4, 4 < ), dann ¢y < g, <> g1 < gu

in G, (<) fiir ein passendes ¥y < «, v > 4, v > u.
Zugleich wird in [4] bewiesen: Ist G (<) eine geordnete Menge und Gg (<) eine Kette,
die man aus G (<) durch die Konstruktion (K) bekommt, dann is Gg (<) eine lineare
Erweiterung von G (<). Wenn iiberdies G (<) die Minimalbedingung erfiillt, dann ist
Gs (<) eine Wohlerweiterung von G (< ). Dieser Satz kann wie folgt erginzt werden:

Satz 3. Sei G eine geordnete Menge, die die Minimalbedingung erfiillt. Jede Wohler-
weiterung der Menge G kann man durch die Konstruktion (K) bekommen.

Beweis. Sei < eine beliebige Wohlerwelterung der Ordnung < auf G, also G =
={go<g1<...<9g1< ...| 2 < B}. Wenden wir die Konstruktion (K) zu G (<)
an und zwar so, daBl wir G in der Form der oben gewdahnten Folge schreiben, d. h.
G={g0, g1, --+s g1 --- | A < B}. Sei Go={go, 91, -+ Jss--. | A < &} (x < f) und
bezeichnen wir die durch diese Konstruktion bekommene Wohlerweiterung als p.
Wir beweisen durch die transfinite Induktion, daB die Ordnungen < und p auf
G, fiir jedes « < B identisch sind. Fiir « = 0 ist die Behauptung klar. Sei o > 0,
o £ f und nehmen wir an, daB diese Behauptung fiir jedes 2 < « richtig ist. Wenn o
eine isolierte Ordnungszahl ist, dann sind < und g identisch auf G, _;. Nehmen wir
an, daB sie auf G, nicht identisch sind. Also ist g,_; nicht das groBte Element in
G. (0), d. h. g,_109; fiir ein 1 < x— 1. Das bedeutet, daB es ein A,_; < a—1,
gibt mit g, _1 < g2, , und g2, 091 oder A,_, = A. Daraus g,_; < ¢;,_, und da
die Ordnung < mit der Ordnung der Indices iibereinstimmt, a« — 1 < 4,_;, was
ein Widerspruch ist.;Wenn « eine Limeszah] ist, dann sind < und p identisch auf G
fiir jedes 4 < «. Seien g,, g, € Gs, d. h. u < &, v < a. Es existiert ein 1 < o mit
4 < A v < A Dann g, g,€ G, und deshalb g, < g, <> g, 0 g,. Die Ordnungen <
und p sind also identisch auch auf @,. Fiir « = # bekommen wir die Behauptung
des Satzes.
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In [5] beschreibt V. Sedmak eine andere Konstruktion einer linearen Erweiterung.
Wir geben hier diese Konstruktion in einer ein wenig modifizierten Form an und
werden sie Konstruktion (S) nennen.

Ist G eine Menge mit einer beliebigen Ordnung < und @ € G, dann setzen wir
4-(a) ={xe€ G|z = a} und bezeichnen <, die Ordnung, die zu der Ordinalsumme
A(a) @ [G — A(a)] zugehort. Es ist klar, daB diese Ordnung eine Erweiterung der
Ordnung < ist und dafl das Element a vergleichbar mit allen z € @ in <, ist. Die
Konstruktion (S) ist jetzt folgende.

- Sei G (<) eine geordnete Menge. Schreiben wir G in der Form einer wachsenden
Folge des Typs f: G = {go, g1, .-, g1, ... | A < B} und definieren wir die Ordnung
<, fiir jedes 4 < # durch die transfinite Induktion so: <¢= <, und <;=

= (U <,)9; fiir 2 > 0. Aus der Definition folgt gleich, daB <, Erweiterung von
Coe<<i :

<, ist, wenn u < 4 gilt. Die konstruierende lineare Erweiterung ist dann < =
= U < ;. V.Sedmak hat bewiesen, da3 die Konstruktion (S) eine lineare Erveiterung

i<p
liefert. Sein Resultat kann wie folgt ergéinzt werden.

Satz 4. Sei G eine geordnete Menge, die die Minimalbedingung erfillt. Dann ist
Jjede mit der Konstruktion (S) gewonnene lineare Erweiterung eine Wohlerweiterung
der Menge G und man kann jede Wohlerweiterung von G mit der Konstruktion (S)
gewinnen.

"Beweis. Schreiben wir @ in der Form G = {go, g1, ..., g1, ... | 4 < 8} und be-
zeichnen die durch die Konstruktion (S) bekommene lineare Erweiterung als <.
Nehmen wir an, daB sie keine Wohlerweiterung ist, d. h. daB es eine unendliche fallen-
de Kette z; > 2, > ... > 2, > ... in G (<) gibt. Fir jedes n existiert ein Index
An s0, daB z, = g3,. In der Folge {1,} gibt es eine wachsende Teilfolge; also existieren
in @ (<) unendliche fallende Ketten {g,,}, fiir die {4,} eine wachsende Folge ist.
Wihlen wir eine solche Kette folgenderweise: 4, ist die kleinste Ordnungzsahl mit
der Eigenschaft: in G (<) gibt es eine unendliche fallende Kette der Elemente,
deren Indices eine wachsende Folge bilden und mit dem groiten Element g¢,,;
A2 > A ist die kleinste Ordnungszahl mit der Eigenschaft: in @ (<) gibt es eine
unendliche fallende Kette der Elemente, deren Indices eine wachsende Folge bilden
und mit dem groBten und . zweitgroBten Elemente g;,, g1, usw. Wir haben also
Ga > Giz > - > g1, > -.. und da < eine Eeweiterung von < ist, gilt gz, > g1,
oder gs, || 1., fur jedes n. Es ist unméglich g,, > gs,,, fir jedes n, denn G (<)
erfiillt die: Minimalbedingung. Deshalb-existiert die kleinste natiirliche Zahl k mit
G ll gn.. Do gi > g5, existiert die kleinste Ordnungszahl u < B, fir die -
gr.. < « 9u; dabei ist u < Ay, denn in <, ist g;, vergleichbar mit allen Ele-
menten aus G. e , S . o ‘ :

(1) Sei # = Ax. Dann ist gy, || ga.,,in <, fiir jedes » < A, also’auch gu || gu.,,
in U <,. Daraus folgt gs <z 9., denn g,,,, € @ — A(gz) in G (:)/1 <,) und das

v<lAx <1 5
ist ein Widerspruch. - 4

(2) Sei y < A Wir haben wieder ga |l g ., in <, fiir jedes » < p, also auch
G 1l Ga., in U <, Wenn jetzt ga, i, € 4(g,) oder gi, ga.;€ G — 4(g,)

in GU <,) ‘;;.r’é dann gu || ga.. in <, Wwas ein Widerspruch ist. Ebenso ist
), Giers € G— A@g,) denn dann gz, <, 94.,,, ein Widerspruch.
) k+ 1

v<u
unmoglich g; € 4(g, ) in G(U <,) gelten, woraus g;,,, <, ¢,
yp

Es muB also g;, € G — A(g,)> 1. € AWs
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9, <u i, 8lso auch 91.., < gy 9, < ga folgt. Finden wir das groBte n mit
An < u, denn ist n < k—1und gz, > ... > ga, > g, > Gu,, > ... ist eine unen-
dliche fallende Kette mit der wachsenden Folge der Indices. Das ist aber ein Wider-
spruch mit der Minimalitit von 1, ,1. Sei jetzt < eine beliehige Wohlerweiterung
von < auf G, also G ={go < g1 < ... <91 < ...| A < f}. Wenden wir die Kon-
struktion (S) zu @ (<) an und zwar so, daB wir setzen G ={g0, g1, .. 91 --- | A < a}.
Wir zeigen, daB < eine Erweiterung von < fiir jedes 1 < f ist.

Der Beweis wird mit der transfiniten Induktion durchgefiihrt.

Sei A = 0. Das Element go muB3 minimal in @ (<) sein; also 4(go) = {go} und g,
ist das kleinste Element in G (<o); zugleich (G —{go}) (<o) = (@ —{g0}) (<).
Da < eine Erweiterung von < auf G, also auch auf @ — {go} ist, folgt daraus, daB
sie auch eine Erweiterung von <, ist.

Sei A > 0, A < f und nehmen wir an, daB die Behauptung fiir jedes u < A richtig
ist. Also ist < eine Erweiterung von <, fiir jedes u < 4 und deshalb ist sie auch
eine Erweiterung von U <, . Bezeichnen wir die Ordnung U <, als . Setzen wir

< n<i
jetzt voraus, dafl < keme Erweiterung von <; ist. Dann existieren », x < f,
v < x% 8o, daB g, <, g,. Wenn g,, g. € A(g;) in G(g) wire, dann hiten wir einen
Widerspruch, denn < ist identisch mit ¢ auf A4(g;); ebenso ist unméglich g,, g,
€ G — A(g;). Also g, € A(g:), ¢g,€ G— A(g:). Daraus folgt g.09: oder g, = g,
also auch g, < g3, d. h. x £ 4. Ist jetzt gi09,, dann g; < g, und A < ». Ist g, || ¢,
in g, dann auch 1 < », denn aus » < A folgt, daB die Elemente g,, g; vergleichbar
in <,,alsoauching = U <, sind. In jedem Fallgiltalso 2 < »,sodaBx < 1 <» =

p<i
=> x < v, was ein Wlderspruch mit der Voraussetzung » < »x ist.
Die Ordnung < ist also eine Erweiterung von <, fiir jedes A < f, also auch eine
Erweiterung von U < ;. Da U <, linear ist, gilt < =U <; und der Satz wird be-
A< 1<p 1<p
wiesen.
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